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H5jr Il existe une fon
tion V : X ! [1;1[ mesurable, V ! 1 lorsque x ! 1, un ensembleC 2 B+(X ) petite et des 
onstantes 0 < Æ < 1, 
 > 0 et b < 1 tels que 
V 1�Æ � V , supC V < 1et PV (x) � V (x)� 
V 1�Æ(x) + b1IC(x):H5[r; C;D℄ Il existe une fon
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Chapitre 1Pr�esentationIl est bien 
onnu que l'ergodi
it�e d'une 
hâ�ne de Markov irr�edu
tible et ap�eriodique sur unespa
e �ni ou d�enombrable est li�ee �a l'existen
e d'un �etat a r�e
urrent positif 
'est-�a-dire tel quel'esp�eran
e du temps de retour �a a, partant de a, soit �nie (voir par exemple, Karlin et Taylor [53℄,Kemeny, Snell et Knapp [54℄). Pour des 
hâ�nes de Markov sur des espa
es d'�etat g�en�eraux,on obtient un r�esultat tout �a fait similaire �a 
ondition d'�etendre les notions d'irr�edu
tibilit�e,d'ap�eriodi
it�e et d'�etat r�e
urrent positif (voir par exemple Revuz [94, 95℄, Nummelin [82℄, Da-
unha Castelle et Du
o [25℄, Du
o [37℄).L'obtention de 
onditions "pratiques" sous lesquelles la 
hâ�ne est ergodique et permettant le
al
ul de bornes d'ergodi
it�e, a 
onnu r�e
emment un vif regain d'int�erêt, li�e prin
ipalement �a{ l'analyse des vitesses de 
onvergen
e des m�ethodes de Monte-Carlo par 
hâ�nes de Markov(MCMC),{ l'analyse de 
onvergen
e des algorithmes sto
hastiques �a dynamique markovienne,{ l'�etude de la 
onvergen
e des mod�eles r�e
urrents markoviens,{ l'�etude des algorithmes d'optimisation 
ombinatoire, en parti
ulier en th�eorie des graphes.Les appro
hes utilis�ees pour �evaluer la vitesse de 
onvergen
e vers la loi stationnaire sont assezdiverses. Elles peuvent être assez grossi�erement r�eparties en trois 
lasses.{ L'appro
he op�erateur, qui 
onsiste �a �etudier les propri�et�es de 
ontra
tion de l'op�erateurde transition vu 
omme un op�erateur lin�eaire d�e�ni sur un espa
e fon
tionnel.{ L'appro
he par s
ission1, qui 
onsiste �a ramener l'analyse de la 
onvergen
e en loi dela 
hâ�ne �a l'�etude d'un pro
essus de renouvellement.{ L'appro
he par 
ouplage, qui 
onsiste �a "
oupler" di��erentes versions de la 
hâ�ne.La premi�ere appro
he s'applique aux noyaux r�eversibles par rapport �a une mesure de probabilit�e� : on montre, sous des hypoth�eses appropri�ees, que le noyau P est g�eom�etriquement ergodiqueet que le taux de 
onvergen
e est major�e par le trou spe
tral de P (vu 
omme un op�erateurhermitien sur L2(�)), trou spe
tral que l'on sait borner en termes de 
onstante isop�erim�etrique(Cheeger [21℄). N�eanmoins, le 
al
ul de 
ette 
onstante s'av�ere souvent 
omplexe (en parti
ulier1appel�ee aussi appro
he par �ssion ou par bifur
ation, tradu
tions de l'anglais splitting5



pour des espa
es d'�etat non d�enombrables) et 
onstitue don
 un obsta
le �a l'utilisation de 
ettete
hnique pour des 
hâ�nes de Markov g�en�erales (notons toutefois que des r�esultats remarquablesont �et�e obtenus par 
ette m�ethode : voir par exemple pour les 
hâ�nes �a espa
e d'�etat �ni,Dia
onis et Stroo
k [33℄, Salo�-Coste [44℄, Mi
lo [74℄ et pour les 
hâ�nes �a espa
e d'�etat in�ni,Lawler et Sokal [57℄, Rosenthal [102℄). Bien que 
ette voie soit tr�es prometteuse, nous noussommes 
on
entr�ee dans 
e travail sur l'appro
he par s
ission et l'appro
he par 
ouplage.Dans 
es deux appro
hes, l'ergodi
it�e en norme f , �a la vitesse r := fr(n)g, d'un noyau  -irr�edu
tible et ap�eriodique P se d�eduit de l'existen
e d'un moment du temps de retour �a unensemble mesurable, d'un 
ertain pro
essus markovien (qui n'est pas n�e
essairement le pro
essusinitial de noyau P ). La plupart des mod�eles markoviens sont trop 
omplexes pour permettre un
al
ul expli
ite de tels moments et il faut don
 se 
ontenter de l'estimation obtenue par r�esolutiond'une 
ondition de drift 
onvenable. Ainsi la 
ondition de drift de Foster-Lyapunov (tout d'abordpropos�ee par Popov [91℄ pour les 
hâ�nes �a espa
e d'�etat d�enombrable puis, pour les 
as g�en�eraux,par Nummelin et Tuominen [83℄ et Tweedie [119℄) a permis d'�etablir l'ergodi
it�e �a un tauxg�eom�etrique2 de nombreux noyaux, tandis que la famille de 
onditions de drift de Tuominenet Tweedie [117℄ relative �a l'ergodi
it�e �a un taux sous-g�eom�etrique3 se r�ev�ele en pratique peuexploitable.Nous avons g�en�eralis�e 
es pro
�edures d'estimation en �enon�
ant deux fa�
ons �equivalentes de
al
uler une majoration d'un moment du temps de retour �a un ensemble, en termes{ d'une unique 
ondition de drift "probabiliste" ;{ d'une famille de 
onditions de drift.Les 
onditions de drift de Foster-Lyapunov et de Tuominen et Tweedie apparaissent alors 
ommedes 
as parti
uliers respe
tivement de la premi�ere appro
he pour l'estimation d'un momentg�eom�etrique, et de la se
onde appro
he pour l'estimation d'un moment sous-g�eom�etrique. Nousavons d�eduit de 
ette g�en�eralisation un syst�eme de q 
onditions de drift (dit Condition de driftde Fort-Moulines) impliquant l'ergodi
it�e polynomiale �a un taux proportionnel �a (n + 1)q (ennorme de variation totale 
omme en norme f) d'un noyau markovien P ; 
rit�ere qui se r�ev�ele enpratique simple �a �etablir. Tr�es r�e
emment, Jarner et Roberts [50℄ ont propos�e une 
ondition dedrift dont la r�esolution, dans 
ertains 
as, est une fa�
on simple d'obtenir une solution au syst�emede Fort-Moulines.Nous avons 
onstat�e que le 
al
ul expli
ite de 
onstantes d'ergodi
it�e se limitait ex
lusivementau 
as g�eom�etrique, et que tous 
es travaux requ�eraient, quelle que soit la d�emonstration en-visag�ee, l'existen
e d'une solution �a la 
ondition de drift de Foster-Lyapunov (Baxendale [5℄,Meyn et Tweedie [73℄, Rosenthal [101, 103℄, Lund et Tweedie [61℄, Mengersen et Tweedie [70℄et Roberts et Tweedie [98℄). Nous avons don
 �etendu 
es r�esultats au 
as o�u la 
ondition deFoster-Lyapunov est rempla
�ee par le syst�eme de 
onditions de drift de Fort-Moulines et plusg�en�eralement, par la famille de 
onditions de drift de Tuominen et Tweedie.La motivation premi�ere de 
es extensions �etait la re
her
he d'un 
omportement ergodique uni-forme d'une famille de noyaux markoviens P� asso
i�es aux algorithmes de simulation par 
hâ�nesde Markov, plus pr�e
is�ement les algorithmes de Hastings-M�etropolis, lorsque la loi 
ible d�epend2on appelle suite g�eom�etrique toute suite r de terme g�en�eral r(n) = �n; � > 1.3on appelle suite sous-g�eom�etrique toute suite r positive 
roissante, r(0) = 1, telle que r(n +m) � r(n)r(m)pour n+m � 0 et flog r(n)g=n tend en d�e
roissant vers z�ero.6



d'un param�etre � 2 �. Nous nous sommes en e�et int�eress�ee �a la 
onvergen
e d'un algorithmesto
hastique, l'algorithme MCEM (a
ronyme de Monte Carlo Expe
tation Maximization, oute
hnique de moyennisation et maximisation par Monte-Carlo) perturbation al�eatoire de l'al-gorithme d�eterministe Expe
tation Maximization, l'aspe
t al�eatoire r�esultant de la substitutiond'une esp�eran
e sous la loi �� par son approximation par une somme de Monte-Carlo 
al
ul�ee �apartir d'�e
hantillons d'une 
hâ�ne de Markov de noyau P� d'unique loi stationnaire �� . L'algo-rithme MCEM est une perturbation al�eatoire d'un algorithme it�eratif d�eterministe mod�elisablepar une appli
ation T : � ! � pour laquelle il existe une fon
tion de Lyapunov ; d�emontrer sa
onvergen
e �a l'aide des r�esultats existant dans 
e domaine n�e
essite de v�eri�er des 
onditionspeu r�ealistes. Pour palier �a 
ela, nous avons propos�e une (l�eg�ere) modi�
ation de la pro
�edured�e�nissant le MCEM a�n de stabiliser l'algorithme, et �enon
�e un 
rit�ere exprim�e en termes de
ontrôle uniforme de l'in�egalit�e type-Rosenthal pour les 
hâ�nes de Markov, 
rit�ere qui peuts'�etablir fa
ilement �a l'aide des 
onditions de drift.Cette th�ese est don
 prin
ipalement 
onsa
r�ee{ �a l'obtention d'une 
ondition de drift simple, 
ara
t�eristique de l'ergodi
it�e polynomiale,{ au 
al
ul expli
ite de bornes d'ergodi
it�e, plus sp�e
i�quement lorsque le noyau n'est quesous-g�eom�etriquement ergodique,{ �a l'�etude de la 
onvergen
e de l'algorithme sto
hastique Monte Carlo Expe
tation Maxi-mization stable.La majeure partie de 
es travaux est 
ontenue dans trois arti
les qui 
onstituent les Chapitres 7�a 9. Nous pr�esentons et 
ompl�etons 
es publi
ations dans les Chapitres 4 �a 6. Au pr�ealable, dansles Chapitres 2 et 3, nous rappelons et g�en�eralisons des r�esultats 
onnus relatifs aux 
onditionsde drift et �a la 
ara
t�erisation de l'ergodi
it�e en termes de moment d'un temps de retour �a unensemble parti
ulier.Tous nos r�esultats reposent sur la v�eri�
ation d'une 
ondition de drift : nous 
onsa
rons le Cha-pitre 2 �a l'�etude de 
es 
onditions. Tweedie [119℄ (resp. Tuominen et Tweedie [117℄) a �etabli lelien entre les solutions de la 
ondition de drift de Foster-Lyapunov (resp. de la suite de 
ondi-tions de Tuominen et Tweedie) et un moment pond�er�e du temps de retour �a un ensemble. Nousg�en�eralisons 
es travaux en montrant que, �a un tel moment pond�er�e, 
orrespond deux formu-lations de 
onditions de drift �equivalentes, l'une �a l'aide d'une seule 
ondition de drift, l'autre�a l'aide d'une suite de 
onditions de drift. Nous d�eduisons de 
e formalisme un syst�eme de q
onditions de drift asso
i�e au moment polynomial d'ordre q du temps de retour �a un ensemble,syst�eme qui se r�ev�ele être une nouvelle 
ondition fa
ilement v�eri�able pour �etablir l'ergodi
it�ed'une 
hâ�ne de Markov �a un taux polynomial (Cf. Chapitres 5 et 8).Les 
onditions de drift de Foster-Lyapunov et de Tuominen et Tweedie ont �et�e propos�ees, res-pe
tivement, 
omme 
ara
t�erisation de la f -ergodi
it�e g�eom�etrique par Meyn et Tweedie [72℄et 
omme 
ara
t�erisation de la f -ergodi
it�e sous-g�eom�etrique par Tuominen et Tweedie [117℄.Nous montrons que 
es deux 
onditions ne sont que des 
as parti
uliers d'une des deux formesde 
onditions de drift �equivalentes �enon
�ees au Chapitre 2 et respe
tivement asso
i�ees �a desmoments g�eom�etriques et sous-g�eom�etriques du temps de retour. Dans le Chapitre 3, nous refor-mulons (et 
ompl�etons parfois) 
es travaux de Meyn et Tweedie et de Tuominen et Tweedie, a�nde mettre en �eviden
e la similarit�e de leurs r�esultats. Nous insistons sur 
e parall�ele en proposantune d�emonstration, reposant sur la m�ethode de s
ission, qui a l'avantage d'être valable pour les7



deux familles de taux (la preuve de Meyn et Tweedie est en e�et propre au 
as g�eom�etrique).Comme nous l'avons d�ej�a mentionn�ee, la premi�ere motivation de nos travaux de re
her
he, �etaitl'�enon
�e de 
onditions simples impliquant la 
onvergen
e de l'algorithme MCEM. Nous avonsdans un premier temps propos�e une 
ondition supposant l'existen
e, pour une famille de noyauxfP�g asso
i�es �a un algorithme de Hastings-M�etropolis dont la loi 
ible d�epend d'un param�etre�, d'une 
onstante d'ergodi
it�e et d'une vitesse d'ergodi
it�e, uniformes en � sur tout 
ompa
t.Nous nous sommes don
 int�eress�ee �a la fois au 
al
ul expli
ite de 
onstantes d'ergodi
it�e et auxvitesses de 
onvergen
e des algorithmes de Hastings-M�etropolis.Nous 
onsa
rons le Chapitre 4 au 
al
ul des 
onstantes d'ergodi
it�e. Nous y d�eveloppons unete
hnique de 
ouplage de 
hâ�nes, plus eÆ
a
e que la te
hnique de Nummelin [81℄, puis d�etaillonsle 
al
ul de 
onstantes d'ergodi
it�e sous-g�eom�etrique et g�eom�etrique, en norme de variation to-tale 
omme en norme f . Il n'existe, �a notre 
onnaissan
e, au
un travaux ant�erieurs de 
ettenature pour le 
as sous-g�eom�etrique.Le Chapitre 5 est 
onsa
r�e �a l'�etude de la f -ergodi
it�e de quelques mod�eles markoviens : nous�etudions la f -ergodi
it�e polynomiale de mod�eles r�e
urrents markoviens sur Rn, de la forme�n+1 = F (�n) + Wn+1 lorsque jF (x)j � jxj(1 � rjxj�d) pour jxj grand et 0 < d � 2. Nousretrouvons des r�esultats 
onnus lorsque 0 < d < 1 et d = 2 (AngoNze [2, 3℄, Veretennikov [121℄).A notre 
onnaissan
e, l'�etude des 
as 1 < d < 2 est nouvelle. Nous d�emontrons aussi l'ergo-di
it�e polynomiale de noyaux de Hastings-M�etropolis �a mar
he al�eatoire sym�etrique lorsque ladensit�e 
ible a des queues hyperboliques ou sur-exponentielles ; dans 
e dernier 
as, 
es travaux
ompl�etent les �etudes de Roberts et Tweedie [98℄ puis de Jarner et Hansen [51℄ relatives �a l'ergo-di
it�e g�eom�etrique de 
es algorithmes lorsque la densit�e 
ible a des queues sous-exponentielles.Nous �etudions en�n l'ergodi
it�e g�eom�etrique d'un �e
hantillonneur de Hastings-M�etropolis hy-bride �a l'aide de 
onditions plus fa
ilement v�eri�ables que 
elles propos�ees par Roberts et Ro-senthal [97℄ et valables pour un plus grand nombre de mod�ele 
omme nous le 
onstaterons �atravers l'�etude de quelques exemples.Nous pr�esentons au Chapitre 6, nos travaux sur l'�etude de la 
onvergen
e p.s. de l'algorithmeMCEM stable. Nous avons �nalement am�elior�e notre premier 
rit�ere de 
onvergen
e mentionn�e
i-dessus, en le substituant par une in�egalit�e type-Rosenthal uniforme. A la di��eren
e des travauxant�erieurs, (Chan et Ledolter [20℄, Sherman et al. [106℄), nos 
onditions impliquant la 
onver-gen
e de l'algorithme s'appliquent �a une large 
lasse de mod�eles et reposent sur des 
rit�eresr�ealistes : nous en validons l'int�erêt par l'�etude de deux appli
ations du MCEM �a la re
her
hede l'estimateur du maximum de vraisemblan
e dans des mod�eles dits �a donn�ees 
a
h�ees. Nousdis
utons en�n de la vitesse de 
onvergen
e de l'algorithme MCEM stable.Nous reprenons maintenant de fa�
on moins elliptique le 
ontenu de 
e do
ument.Soient X un espa
e s�eparable muni de la tribu B(X ) et P un noyau de transition sur (X ;B(X )) :il est possible de d�e�nir pour 
haque mesure de probabilit�e � sur B(X ), une mesure de probabilit�e8



P� sur A := B(X )
N telle que pour tout n � 0 et tout produit A0 � � � �An 2 B(X )
(n+1)P�(�0 2 A0; � � � ;�n 2 An) = ZA0�����An �(dx0)P (x0; dx1) � � �P (xn�1; dxn)o�u f�ig est la 
hâ�ne de Markov 
anonique (pour ! := (!0; !1; � � �) 2 
 := XN, �i(!) = !i).Dans la suite � := (
;A; f�ng; P�) d�esigne la version 
anonique de la 
hâ�ne.Irr�edu
tibilit�e - Ap�eriodi
it�e On dit qu'un noyau P est �-irr�edu
tible s'il existe une mesurenon triviale � sur B(X ) (appel�ee mesure d'irr�edu
tibilit�e) telle que pour tout ensemble A 2 B(X )de � mesure non nulle, pour tout x 2 X , il existe n � 1 et Pn(x;A) > 0 (la �-irr�edu
tibilit�eest l'extension, pour les espa
es quel
onques, de l'irr�edu
tibilit�e pour les espa
es d�enombrables).Une mesure d'irr�edu
tibilit�e  est dite maximale si toute autre mesure d'irr�edu
tibilit�e  0 estdomin�ee par  . On montre que l'on peut toujours 
onstruire une mesure d'irr�edu
tibilit�e maxi-male  �a partir d'une mesure d'irr�edu
tibilit�e � et que les mesures maximales sont �equivalentes.Dor�enavant, d�esignera don
 une mesure d'irr�edu
tibilit�e maximale. Tout ensemble de  -mesurepositive est dit a

essible.Comme pour les 
hâ�nes �a valeur dans un espa
e d�enombrable, on dit que P est ap�eriodique s'iln'existe pas d ensembles mesurables Xi, i = 1; � � � ; d, d � 2, dont l'union est de  -mesure 1 pourune mesure d'irr�edu
tibilit�e maximale  , et tels que P (x;Xi+1) = 1 pour tout x 2 Xi, 1 � i � d,(en posant Xd+1 := X1).Ensemble \petite"- Ensemble \small" L'appro
he par s
ission 
omme l'appro
he par
ouplage reposent sur une 
ondition de minoration du noyau de transition P , �a savoir l'existen
ed'un ensemble mesurable \petite". On appelle ensemble \petite" C 2 B(X ), tout ensemble pourlequel il existe une 
onstante � > 0, une mesure de probabilit�e a := fa(n)g sur N et une mesurede probabilit�e �a sur B(X ) telles que8x 2 C; Xn a(n)Pn(x; �) � ��a(�):Lorsque P est  -irr�edu
tible ap�eriodique, les ensembles \petites" sont aussi les ensembles \�m-small" (que l'on appelle aussi plus rarement les C-ensembles [85℄) : il existe des 
onstantes � > 0,m � 1 et une mesure de probabilit�e �m sur B(X ) telles que8x 2 C; Pm(x; �) � ��m(�):On pourrait être tent�e de traduire 
ette derni�ere notion par ensemble �m-petit mais dans lalitt�erature fran�
aise, un petit ensemble d�esigne 
e que nous appelons ensemble petite (Cf. parexemple, Du
o [37℄). Aussi, pour �eviter toute 
onfusion, adoptons-nous la terminologie anglo-saxonne ensemble petite - ensemble small et omettons-nous dor�enavant les guillemets. Rappelonsque si P est un noyau  -irr�edu
tible �a valeur dans un espa
e s�eparable, tout ensemble de  -mesure positive 
ontient un ensemble petite (Jain et Jamison [48℄, Neveu [79℄ ; on trouvera une9



preuve moderne de 
ette propri�et�e dans Meyn et Tweedie [72℄, Th�eor�eme 5.2.2).Dans notre 
adre d'�etude, supposer l'existen
e d'un ensemble petite n'est don
 pas une hypoth�eserestri
tive.Ergodi
it�e Une mesure de probabilit�e � sur B(X ) est dite invariante pour P si,�(A) = Z �(dy)P (y; A); 8A 2 B(X ):Un noyau P est ergodique s'il est  -irr�edu
tible ap�eriodique, poss�ede une mesure de probabilit�einvariante �, et limn kPn(x; �)� �(�)kVT = 0;pour  -presque tout x, o�u rappelons-le, la norme en variation totale d'une mesure sign�ee � estdonn�ee par k�kV T := supA2B(X )�(A)� infA2B(X )�(A):La 
onvergen
e en variation totale implique que pour toute fon
tion g : X ! R born�ee, pour -presque tout x, limn jPng(x)� �(g)j= 0; (1.1)Png(x) := R Pn�1g(y)P (x; dy), P 0(x; dy) := Æx(dy) et �(g) := R g(y)�(dy). Il est naturel des'int�eresser �a la 
onvergen
e (1.1) pour des fon
tions non born�ees. Une extension 
onsiste �a�etudier (par exemple lorsque X = Rn) la 
onvergen
e de jPng(x)� �(g)j vers z�ero pour toutesles fon
tions g 
roissant �a l'in�ni, au plus, 
omme une fon
tion f donn�ee. Plus pr�e
is�ement, soitf � 1. On d�e�nit la norme f d'une fon
tion g : X ! R par kgkf := supx2X jg(x)j=f(x) et onnote Lf l'ensemble des fon
tions g dont la norme f est �nie. On d�e�nit la norme f d'une mesuresign�ee � sur B(X ) par k�kf := supjgj�f j�(g)j = supkgkf=1 j�(g)j:Un noyau P est dit f -ergodique s'il est  -irr�edu
tible ap�eriodique, poss�ede une mesure de pro-babilit�e invariante �, et limn kPn(x; �)� �(�)kf = 0;pour  -presque tout x. Dans de nombreuses appli
ations et en parti
ulier pour{ l'inf�eren
e statistique param�etrique et / ou non param�etrique �a partir d'observations dela 
hâ�ne (Cf. par exemple Clemen�
on [24℄){ l'analyse de 
onvergen
e des algorithmes d'approximation sto
hastique (Benveniste, M�etivier,Priouret [6℄, Du
o [37℄){ l'�etude de la 
onvergen
e des algorithmes MCMC, et plus sp�e
i�quement, l'�evaluationquantitative du nombre d'it�erations n�e
essaires pour pouvoir garantir la 
onvergen
e dela simulation (voir Tierney [116℄, Smith et Roberts [108℄, Mengersen et Tweedie [70℄),10



on est amen�e �a re
her
her une vitesse de 
onvergen
e, 
'est-�a-dire �a d�eterminer une suite r :=fr(n)g positive 
roissante (r(0) = 1) telle que,limn r(n)kPn(x; �)� �(�)kf = 0; (1.2)pour  -presque tout x et pour une fon
tion f � 1 donn�ee. Un noyau P est dit (f; r)-ergodique s'ilest  -irr�edu
tible ap�eriodique, poss�ede une mesure de probabilit�e invariante � et si la 
onvergen
e(1.2) a lieu pour  -presque tout x.Chapitre 2 : Conditions de drift On appelle 
ondition de drift toute in�egalit�e de laforme PV + F � V + b1ICo�u F et V sont des fon
tions mesurables positives, b est une 
onstante �nie et C 2 B(X ). Nous
onsa
rons le Chapitre 2 �a l'�etude de telles 
onditions. Pour C 2 B(X ), on pose�C := inffn � 1;�n 2 Cg;le temps de retour �a C (ave
 la 
onvention inf ; =1), et�C := inffn � 0;�n 2 Cg;le temps d'entr�ee de la 
hâ�ne dans C. Soient f : X ! [1;1℄ mesurable, C 2 B(X ) et r :=fr(n)g 2 �, � d�esignant l'ensemble des suites positives 
roissantes telles que r(n+m) � r(n)r(m)pour n +m � 0, r(0) := 1.Nous distinguons deux formes de 
onditions de drift �equivalentes :D1[f; r; C℄ Il existe une fon
tion V � f mesurable et une 
onstante b < 1 telles quesupC V <1 et PV (x) + Exh �CXk=0�r(k)f(�k)i � V (x) + b1IC(x);o�u �r(n) := r(n)� r(n� 1); n � 1, �r(0) := r(0), est la suite d�eriv�ee. Il est vraisemblablementun peu abusif d'appeler D1[f; r; C℄ 
ondition de drift, 
ar 
ette 
ondition d�epend de l'esp�eran
ed'une fon
tionnelle d�ependant du temps d'entr�ee de la 
hâ�ne. L'�evaluation de 
ette quantit�e estbien entendu, sauf 
as parti
ulier, non triviale (nous verrons plus tard toutefois 
omment unetelle 
ondition peut être utilis�ee pour obtenir des 
onditions de drift utilisables en pratique).D2[f; r; C℄ Il existe une famille de fon
tions mesurables fVng, Vn : X ! [1;1℄, Vn � r(n)f ,et une 
onstante b <1 telles que supC V0 <1 etfV1 <1g � fV0 <1gPVn+1(x) + r(n)f(x) � Vn(x) + br(n)1IC(x):11



La 
ondition D2[f; r; C℄ a �et�e propos�ee par Tuominen et Tweedie [117℄, pour l'�etude de la
onvergen
e de 
hâ�nes �a des taux sous-g�eom�etriques. L'in
onv�enient majeur de 
ette se
ondeformulation, qui explique la faible popularit�e de la 
ondition de Tuominen et Tweedie, r�esidedans la d�e�nition de la suite fVng v�eri�ant la 
ondition requise : les seuls exemples d'appli
ation
onnus �a 
e jour, portent sur les mod�eles r�e
urrents markoviens �etudi�es par AngoNze [2, 3℄ etTuominen et Tweedie [117℄, et sont relatifs aux taux sous-g�eom�etriques �a 
roissan
e polynomiale(i.e. r(n) ' nq pour q 6= 0 entier naturel). Lorsque r est une suite �a 
roissan
e polynomiale,nous montrons que la 
ondition D1[f; r; C℄ (et don
 aussi D2[f; r; C℄) est �equivalente au syst�emede 
onditions embô�t�ees suivant :Condition de drift de Fort-Moulines il existe des fon
tions mesurables f =: F0 � � � � �Fq+1, des 
onstantes bi <1, 0 � i � q, telles que supC Fq+1 <1 etPFi(x) + Fi�1(x) � Fi(x) + bi�11IC(x); 1 � i � q + 1:Notons que 
e type de 
onditions de drift est utilis�e de fa�
on impli
ite dans de nombreux travaux(voir en parti
ulier, Tweedie [119℄, Tuominen et Tweedie [117℄, AngoNze [3℄), la plupart dutemps pour des fon
tions Fi(x) := 1+ jxji. Il ne semble pas toutefois que 
es 
onditions aient �et�eformul�ees de mani�ere aussi g�en�erale. La r�esolution de 
e 
rit�ere est, en pratique, plus naturelle quele 
rit�ere de Tuominen et Tweedie 
omme le d�emontrent les exemples trait�es dans le Chapitre 5.Nous montrons aussi dans notre travail que les 
onditions de drift D1[f; r; C℄ et D2[f; r; C℄ ontune origine logique : le moment U(x) := Exh �CXk=0 r(k)f(�k)i;et les moments translat�es Un(x) := Exh �CXk=0 r(k+ n)f(�k)i;sont solutions de D1[f; r; C℄ et D2[f; r; C℄ d�es que le moment (f; r)-pond�er�e du temps de retour�a C est uniform�ement born�e sur C i.e.supx2C Exh �C�1Xk=0 r(k)f(�k)i <1: (1.3)Dans 
e 
as, 
e sont les solutions minimales : toute solution V (resp. fVng) de D1[f; r; C℄ (resp.D2[f; r; C℄) est telle que V (x) � U(x) (resp. Vn(x) � Un(x)). Les 
onditions de drift 
onstituentdon
 des "m�ethodes pratiques" pour 
ontrôler les moments (f; r)-pond�er�es du temps de retour�a un ensemble C. Dans de nombreuses appli
ations, X = Rn et les ensembles �a l'ext�erieurdesquels on �etablit 
es 
onditions sont les 
ompa
ts. L'existen
e d'une solution �a l'�equation detype D1[f; r; C℄ par exemple, que l'on �e
ritPV (x) � V (x)� F (x) + b1IC(x)12



pour x 2 fF < 1g, traduit la tendan
e moyenne de la 
hâ�ne �a des
endre le potentiel V i.e.�a migrer vers des zones d'o�u l'on atteint le \
entre" de l'espa
e C plus rapidement. LorsqueF est minimale i.e. F = 1, nous savons que supx2C Ex [�C ℄ < 1 ; tandis que, �a l'inverse,lorsque F = (1 � �)V pour 0 < � < 1, nous savons que supx2C Ex [���C ℄ < 1 et quesupx2C Ex [P�C�1k=0 rkV (�k)℄ <1 pour tout 1 < r < ��1.Nous retiendrons que pour toute fon
tion mesurable f : X ! [1;1℄, toute suite r := fr(n)g 2 �et tout ensemble C 2 B(X ), les 
onditions suivantes sont �equivalentes(E i) supx2C ExhP�C�1k=0 r(k)f(�k)i <1.(E ii) D1[f; r; C℄ est v�eri��ee.(E iii) D2[f; r; C℄ est v�eri��ee.En parti
ulier, la 
ondition de drift de Foster-Lyapunov peut se r�e�e
rire sous la forme D1[f; r; C℄(r est alors une suite g�eom�etrique) et r�e
iproquement, si bien que lorsque r est une suiteg�eom�etrique, 
ertaines de 
es �equivalen
es sont des r�esultats 
onnus. De même, l'�equivalen
edes 
onditions (E i) et (E iii) pour les suites sous-g�eom�etriques a �et�e remarqu�ee par Tuominenet Tweedie (Proposition 3.2. [117℄).Chapitre 3 : (f; r)-ergodi
it�e par la m�ethode de s
ission Il est 
onnu que si r estune suite g�eom�etrique ou sous-g�eom�etrique, la 
ondition (1.3) est �equivalente{ �a l'existen
e de solution d'une 
ondition de drift 
onvenable (dont la forme est li�ee auxpropri�et�es de la suite r),{ �a la f -r�egularit�e de C,et que si C est petite et P  -irr�edu
tible ap�eriodique, 
ha
une de 
es 
onditions implique la (f; r)-ergodi
it�e du noyau (
es r�esultats �enon
�es par Meyn et Tweedie pour les suites g�eom�etriqueset Tuominen et Tweedie pour les suites sous-g�eom�etriques sont rappel�es en Annexe B). Les�equivalen
es (E) montrent que deux des 
ara
t�erisations de Meyn et Tweedie et de Tuominenet Tweedie sont la trans
ription pour des suites sp�e
i�ques (respe
tivement g�eom�etriques etsous-g�eom�etriques) d'un même r�esultat. Nous v�eri�ons que 
e parall�ele peut se retrouver dansl'ensemble de leur r�esultat. Pour 
e faire, nous utilisons la m�ethode dite de s
ission (qui n�e
essitede 
omparer la 
hâ�ne initiale �a son m-squelette, puis �a une 
hâ�ne �a atome4, a�n de se ramener�a l'�etude d'un pro
essus de renouvellement) et �etudions �a l'aide des mêmes arguments les tauxsous-g�eom�etriques et g�eom�etriques ; dans 
e dernier 
as, notre appro
he di��ere de 
elle de Meynet Tweedie qui re
ourent au Lemme de Kendall, r�esultat analytique qui ne peut pas 
ouvrir le
as sous-g�eom�etrique. Ce travail est l'objet prin
ipal du Chapitre 3.Chapitre 4 : Bornes d'ergodi
it�e Dans le Chapitre 4, nous obtenons un r�esultat pluspr�e
is que la (f; r)-ergodi
it�e d'un noyau P  -irr�edu
tible et ap�eriodique, en 
al
ulant expli
i-4� 2 B(X ) est un atome si il existe une mesure de probabilit�e � sur B(X ) telle que P (x; �) = �(�) pour toutx 2 �. 13



tement une 
onstante d'ergodi
it�e Bf;r(x; x0; n) telle quekPn(x; �)� Pn(x0; �)kf � Bf;r(x; x0; n);et 0 < lim infn r(n)Bf;r(x; x0; n) � lim supn r(n)Bf;r(x; x0; n) <1:Lorsque la 
hâine poss�ede un atome � a

essible, le terme kPn(x; �)� Pn(x0; �)kf est fa
ilementmajor�e �a l'aide des termes li�es au 
omportement de la 
hâ�ne entre deux visites �a l'atome,visites qui peuvent être vues 
omme des points de renouvellement. Soit fu(n)g la suite derenouvellement d'un pro
essus sans retard de loi d'in
r�ement fp(n) := P�(�� = n)g ; notonsax(n) := Px(�� = n) et tf (n) := E�hf(�n)1I���ni. En distinguant le premier et le dernierpassage dans l'atome de la 
hâine avant l'instant n, il vientkPn(x; �)� Pn(x0; �)kf � Exhf(�n)1I���ni+ ���ax � u� ax0 � u��� � tf (n) + Ex0 hf(�n)1I���ni (1.4)o�u a � b(n) := Pnk=0 a(k)b(n � k). En 
ons�equen
e, pour toute suite r 2 �, on peut donnerl'expression d'une borne Bf;r �a l'aide des esp�eran
esExh ���1Xk=0 r(k)f(�k)i et E�h ���1Xk=0 r(k)f(�k)i; (1.5)et d'une majoration du terme jax�u(n)�ax0 �u(n)j ; 
ette majoration peut s'exprimer en fon
tiondes moments Exhr0(��)i et E�hr0(��)i; (1.6)o�u r0(n) :=Pnk=0 r(k) d�esigne la suite int�egr�ee.Lorsque la 
hâine ne poss�ede pas d'atome mais un ensemble petite C (ou, de fa�
on �equivalente, unensemble �m-small) tel que supx2C Ex [P�C�1k=0 r(k)f(�k)℄ <1, la m�ethode de s
ission permet de
omparer la 
hâine initiale �a une 
hâine (auxiliaire) �a atome : on peut don
 exploiter les 
al
ulspr�e
�edents �a 
ondition de majorer expli
itement les termes (1.5) et (1.6) relatifs �a la 
hâ�neauxiliaire par une fon
tion deExh �C�1Xk=0 r(k)f(�k)i et supx2C Exh �C�1Xk=0 r(k)f(�k)i;majoration possible mais qui 
onduit �a des expressions 
omplexes. Pour s'en 
onvain
re, 
onsid�eronsl'exemple de la majoration de (1.6) lorsque C est un ensemble �m-small, (m > 1) de 
onstantede minoration � > 0, et tel que pour � < 1, on ait M := supx2C Ex [���C ℄ <1 et Ex [���C ℄ <1pour tout x 2 X . Soit � (m)C le temps d'entr�ee dans C du m-squelette Pm. Nous montrons(Lemme 2.9(ii), Chapitre 2) que pour tout 1� 1=m < � < 1 et 1 < � < �ln�=f2lnMgExh�� (m)C i � Exh���Ci� ln�= ln� +M� ln�= ln�n ��21� ��1(1� 1=m) + �2Exh���Ci�2 ln�= ln�1� �M�2 ln�= ln� o14



puis, si M 0(�) := supx2C Exh�� (m)C i, pour tout 1 < r < �� ln(1��)= lnM 0(�),�Exhr��i � Exh�� (m)C i� ln r= ln� 11� (1� �)M 0(�)ln r= ln� ;o�u �Px est la loi de la 
hâine 
anonique poss�edant un atome et asso
i�ee, par la m�ethode de s
is-sion usuelle, au noyau P . Si m = 1, le 
al
ul se r�eduit �a la se
onde �etape. Lorsque r est unesuite sous-g�eom�etrique, le 
al
ul est en
ore possible mais est plus fastidieux (Cf Lemme 2.9(i),Chapitre 2).Dans la litt�erature, au
un 
al
ul expli
ite de 
onstantes d'ergodi
it�e Bf;r n'utilise l'appro
hepr�e
�edente. La m�ethode utilis�ee par Meyn et Tweedie [73℄ (reprise dans Mengersen et Twee-die [70℄) repose sur des arguments de th�eorie des op�erateurs lin�eaires sur un espa
e de Bana
h,arguments propres au 
as g�eom�etrique. Rosenthal [101, 103℄ puis Roberts et Tweedie [99℄ uti-lisent la m�ethode dite de 
ouplage (m�ethode qui di��ere de 
elle pr�esent�ee dans Nummelin [81℄).Pour 
e faire, on d�e�nit{ un pro
essus Z = (
;A; fXn; X 0n; dng; Px;x0;i), �a valeur dans X � X � f0; 1g, tel que (a)pour tout (x; x0) 2 X � X et A 2 B(X ),Px;x0;0�Xn 2 A� = Pn(x;A) Px;x0;0�X 0n 2 A� = Pn(x0; A);et (b) le pro
essus fdng v�eri�e dn = 1) dn+1 = 1 et Xn1Idn=1 = X 0n1Idn=1.{ un temps al�eatoire T dit temps de 
ouplage T := inffn � 0; dn = 1g (il y a 
ouplage �al'instant T puisque par d�e�nition de fdng, Xn1IT�n = X 0n1IT�n).Il est remarquable de noter que, sous des hypoth�eses extrêmement faibles (se r�eduisant prin-
ipalement �a la  -irr�edu
tibilit�e et �a l'existen
e d'une mesure stationnaire), il est possible de
onstruire un 
ouplage tel que Px;x0;0(T <1) = 1 (Rosenthal [100℄).L'int�erêt prin
ipal de la m�ethode de 
ouplage est qu'elle r�eduit l'�evaluation de la quantit�ejPnf(x) � Pnf(x0)j �a l'�evaluation de la probabilit�e des queues du temps de 
ouplage. Pluspr�e
is�ement, on obtient, pour toute fon
tion f mesurable positive,jPnf(x)� Pnf(x0)j � Ex;x0 ;0hff(Xn) + f(X 0n)g1IT>ni;point de d�epart pour la 
onstru
tion de bornes Bf;r. Les 
onstru
tions usuelles du pro
essus Zreposent sur l'existen
e d'un ensemble �1-small C et pro
�edent 
omme suit. Soient une 
onstante� > 0 et �1 une mesure de probabilit�e sur B(X ) telles queP (x;A) � ��1(A); x 2 C;A 2 B(X );on d�e�nit le noyau r�esiduel R(x; dy) := (1 � �)�1 (P (x; dy) � ��1(dy)), x 2 C. Partant deZ0 = (x; x0; 0), 
haque fois que (Xn; X 0n; dn) 2 C � C � f0g, ave
 la probabilit�e �, on simuleXn+1 � �1 et on pose Xn+1 = X 0n+1 et dn+1 = 1 ; sinon, on simule ind�ependamment Xn+1 �R(Xn; �), X 0n+1 � R(X 0n; �) et on pose dn+1 = 0. Si (Xn; X 0n; dn) 2 [C � C℄
 � f0g, on simuleind�ependamment Xn+1 � P (Xn; �), X 0n+1 � P (X 0n; �), et on pose dn+1 = 0 ; en�n, d�es quedn = 1, on for
e l'�egalit�e des traje
toires en posant Xn+1 = X 0n+1 � P (Xn; �) et dn+1 = 1. Si C15



est �m-small, m > 1, on substitue P par Pm dans la 
onstru
tion pr�e
�edente, 
e qui revient �ad�e�nir un pro
essus Z(m) tel quePx;x0;0�X(m)n 2 A� = Pnm(x;A) Px;x0;0�X 0(m)n 2 A� = Pnm(x0; A):Le temps de 
ouplage est don
 fon
tion �a la fois de la 
onstante de minoration � > 0 et dela fr�equen
e des passages dans C � C de fX(m)n ; X 0(m)n g. La 
onstru
tion que nous utilisonsdi��ere de la pr�e
�edente : nous rempla�
ons la 
ondition d'existen
e d'un ensemble �m-small parla 
ondition de minoration Pm(x; �)^ Pm(x0; �) � �x;x0(�);{ pour tout (x; x0) 2 � := C �D [D � C, C � D de  -mesure stri
tement positive,{ pour un noyau sous-markovien �x;x0 tel que inf (x;x0)2� �x;x0(X ) > 0.Lorsque m 6= 1, nous nous inspirons de la m�ethode propos�ee par Kalashnikov [52℄ pour pr�esenterune m�ethode de 
ouplage plus eÆ
a
e (en termes de fr�equen
e des passages dans l'ensemble �du pro
essus (X;X 0) et don
 de fr�equen
e d'o

uren
e du 
ouplage) que 
elle que l'on obtiendraiten se ramenant 
lassiquement au m-squelette. Nous lions le 
al
ul de la borne d'ergodi
it�e Bf;rau temps de 
ouplage T de sorte que l'expression de 
ette borne se d�eduit de termes de la formeEx;x0 ;0h T0�1Xk=0 r(k)ff(Xk) + f(X 0k)gio�u T0 est le temps d'entr�ee dans ��f0g du pro
essus Z. En�n, pour 
al
uler 
ette quantit�e, nousformulons des 
onditions de drift relatives au noyau P . Nous d�eveloppons plus parti
uli�erementle 
al
ul de Bf;r(x; x0; n) lorsque r est une suite �a 
roissan
e polynomiale, ou plus g�en�eralementriemannienne (r(n) � (n+ 1)k, k r�eel positif).Chapitre 5 : Appli
ations De nombreux mod�eles se r�ev�elent en e�et être f -ergodiques �aun taux polynomial, ou plus g�en�eralement riemannien. Le Chapitre 5 est 
onsa
r�e �a l'�etude dequelques exemples.Algorithmes MCMC Nous nous sommes int�eress�ee plus parti
uli�erement �a l'analyse de la
onvergen
e des algorithmes de Monte-Carlo par 
hâ�nes de Markov. Les m�ethodes MCMC,
omme l'algorithme de Hastings-M�etropolis (M�etropolis et al. [71℄, Hastings [47℄) et l'algorithmede Gibbs (Geman et Geman [42℄, Besag et York [7℄, Gelfand et Smith [41℄), sont des outils dontl'usage s'est 
onsid�erablement d�evelopp�e au 
ours des dix derni�eres ann�ees (voir par exemple lesrevues r�e
entes de Smith et Roberts [108℄, Tierney [116℄ et le livre de Robert et Casella [96℄).Les m�ethodes MCMC 
onsistent �a 
onstruire une 
hâ�ne de Markov ergodique de loi station-naire une loi (
ible) � donn�ee. Parmi la grande vari�et�e de 
onstru
tion possible de telles 
hâ�nes,nous avons �etudi�e plus pr�e
is�ement les algorithmes de Hastings-M�etropolis �a mar
he al�eatoiresym�etrique. L'ergodi
it�e de 
es algorithmes a �et�e �etudi�ee dans le 
as X = R par Mengersen et16



Tweedie [70℄. Ces auteurs ont montr�e que la 
hâ�ne est g�eom�etriquement ergodique lorsque la pro-babilit�e 
ible admet une densit�e par rapport �a la mesure de Lebesgue log-
on
ave. Ces r�esultatsont ensuite �et�e �etendus dans le 
as multidimensionnel (X = Rn) par Roberts et Tweedie [98℄,puis par Jarner et Hansen [51℄, pour des lois 
ibles � admettant des densit�es par rapport �a la me-sure de Lebesgue sur Rn sous-exponentielles. Nous nous sommes int�eress�ee �a la 
onvergen
e de
et algorithme dans des situations o�u la densit�e 
ible ne v�eri�e pas 
es 
onditions, en parti
ulierlorsque la densit�e admet des queues hyperboliques (lois �a queues lourdes) ou sur-exponentielles(par exemple, lois de Weibull). Nous montrons dans le premier 
as (sous des hypoth�eses devariation r�eguli�ere �a l'in�ni) que l'algorithme de Hastings-M�etropolis 
onverge vers la loi sta-tionnaire ave
 un taux riemannien, pour des fon
tions de 
ontrôle 
roissant hyperboliquement�a l'in�ni. Dans le se
ond 
as, nous montrons que l'algorithme de Hastings-M�etropolis 
onverge�a n'importe quelle vitesse polynomiale, pour des fon
tions de 
ontrôle hyperboliques de degr�es,eux aussi, arbitraires.Nous �etudions aussi l'ergodi
it�e des algorithmes de Hastings-M�etropolis hybrides. Par algo-rithme hybride, nous entendons i
i un noyau de transition, m�elange de noyaux d�e�nis de fa�
on�a être tous r�eversibles par rapport �a la mesure invariante �. Les algorithmes hybrides sont tr�esutilis�es dans les appli
ations statistiques des MCMC, en parti
ulier pour simuler des lois deprobabilit�e dans des espa
es de tr�es grande dimension. L'�e
hantillonneur hybride 
onsid�er�e, ap-pel�e �e
hantillonneur d'Hastings-M�etropolis �a site al�eatoire, 
onsiste �a 
omposer des noyaux deHastings-M�etropolis pour lesquels les lois de proposition sont des mar
hes al�eatoires sym�etriquesdans 
haque dire
tion de l'espa
e. De tels algorithmes ont �et�e �etudi�es par Roberts et Rosen-thal [99℄, qui ont montr�e l'ergodi
it�e g�eom�etrique de 
et �e
hantillonneur pour des lois sous-exponentielles (et des hypoth�eses te
hniques diÆ
iles �a v�eri�er). L'�etude que nous avons men�eenous a permis d'�etablir l'ergodi
it�e g�eom�etrique sous des 
onditions tr�es simples.Mod�eles r�e
urrents markoviens Nous nous sommes aussi int�eress�ee �a la f -ergodi
it�e rie-mannienne des mod�eles r�e
urrents markoviens de la forme�n+1 = F (�n) +Wn+1;o�u fWng est une suite de variables al�eatoires ind�ependantes et identiquement distribu�ees. Detels mod�eles r�e
urrents ont fr�equemment �et�e �etudi�es dans la litt�erature (Doukhan [36℄, Mok-kadem [76, 75℄, Du
o [37℄, Meyn et Tweedie [72℄, Tanikawa [112, 113℄), et leurs appli
ationsstatistiques sont nombreuses. La plupart des travaux se sont 
on
entr�es sur le 
as o�u la fon
-tion F est stri
tement Lips
hitzienne �a l'in�ni, i.e. limjxj!1 jF (x)j=jxj < 1. Dans 
e 
as, la
hâ�ne est g�eom�etriquement ergodique (sous des hypoth�eses 
ompl�ementaires garantissant la -irr�edu
tibilit�e et ap�eriodi
it�e). L'�etude de situations o�u limjxj!1 jF (x)j=jxj = 1 a �et�e entre-prise plus r�e
emment par Ango Nze [3℄ et Tuominen and Tweedie [117℄, sous une hypoth�ese de
ontra
tion �a l'in�ni de la forme jF (x)j � jxj(1� rjxj�d), pour 0 < d < 1. Ces auteurs ont �etablil'ergodi
it�e �a un taux polynomial pour des fon
tions de 
ontrôle �a 
roissan
e polynomiale. Cetravail a ensuite �et�e �etendu au 
as d = 2 par Veretennikov [121℄, par une appro
he dire
te de
ouplage. Nous avons trait�e les 
as 0 < d � 2 et �etabli l'ergodi
it�e polynomiale.17



Chapitre 6 : Algorithme Monte-Carlo EM L'algorithme Expe
tation Maximization(EM), propos�e par Dempster et al. [31℄, est un algorithme it�eratif tr�es utilis�e en statistique
omputationnelle pour 
al
uler une approximation du maximum, sur un domaine � (� Rl),d'une fon
tion g s'exprimant par g(�) := ZX h(z; �)�(dz)o�u � est une mesure �nie sur la tribu B(X ) et h : X �� est une fon
tion positive �-int�egrable(le plus souvent, X � Rn). En parti
ulier, il permet d'appro
her l'estimateur du maximum devraisemblan
e dans les mod�eles param�etriques dits �a donn�ees 
a
h�ees, mod�eles dans lesquels lavraisemblan
e ne peut pas être 
al
ul�ee expli
itement : g(�) est alors la vraisemblan
e in
ompl�ete(vraisemblan
e des observations y) pour la valeur � du param�etre et h(z; �)�(dz) est la loides donn�ees 
ompl�etes (des observations y et des donn�ees manquantes z) pour la valeur � duparam�etre ; dans les deux expressions, la d�ependan
e en les observations est impli
ite (Cf. pourdes appli
ations aux probl�emes de m�elange, Redner et Walker [93℄, aux 
hâ�nes de Markov
a
h�ees, Baum et Petrie [4℄ et Dembo et Zeitouni [28, 29, 30℄, et pour un papier de revue sur lesappli
ations, Meng et Van Dyk [65℄). Chaque it�eration de l'EM 
omporte deux �etapes�etape E de 
al
ul d'esp�eran
e,Q(�; �n) := Z log h(z; �)p(z; �n)�(dz) o�u p(z; �) := h(z; �)g(�)�1�etape M de maximisation, �n+1 := argmax�2�Q(�; �n);ou, si le maximum n'est pas unique, �n+1 est une des valeurs qui maximise la quantit�e del'EM Q(�; �n) ; 
e qui se r�esume par la d�e�nition d'une appli
ation T telle que �n+1 = T (�n).La propri�et�e remarquable de 
et algorithme est d'a

rô�tre, �a 
haque it�eration, la valeur de lafon
tion �a maximiser g(�n+1) � g(�n). Sous des hypoth�eses de r�egularit�e de g et de la quantit�einterm�ediaire Q, on montre que l'algorithme 
onverge vers l'ensemble des points stationnairesde g (Dempster et al. [31℄, Wu [123℄) et que les seuls points �xes stables de T sont les maximalo
aux (Murray [77℄ ; voir aussi Boyles [11℄, Meng et Rubin [67℄, M
La
hlan [64℄, Nettleton [78℄).On peut ren
ontrer des diÆ
ult�es de mise en oeuvre de l'algorithme EM{ soit dans l'�etape de maximisation : 
itons les solutions apport�ees par l'algorithme ECM(Expe
tation Conditional Maximization), algorithme dans lequel la maximisation globaleest rempla
�ee par un ensemble de maximisation 
onditionnelle plus simple (Meng et Ru-bin [68℄, Meng [66℄, Liu et Rubin [59℄, Van Dyk et Meng [120℄), m�ethode pro
he deste
hniques de relaxation en optimisation num�erique. Il est aussi possible de rempla
er lamaximisation par une it�eration d'un algorithme de gradient ou d'une approximation de lam�ethode de Newton (Lange [56℄).{ soit dans l'�etape d'int�egration E, lorsque l'esp�eran
e ne peut pas être 
al
ul�ee expli
ite-ment. Dans 
e dernier 
as, on est amen�e �a estimer la quantit�e interm�ediaire en utilisant18



des simulations de Monte-Carlo. Telle est l'id�ee 
ommune des di��erentes approximationssto
hastiques utilis�ees, �a savoir le Sto
hasti
 EM (Celeux et Diebolt [15, 16, 17, 34℄, Die-bolt et Ip [35℄, initialement propos�e 
omme une version de re
uit simul�e parti
uli�ere del'algorithme EM, l'id�ee �etant, 
omme dans les algorithmes de re
uit 
onventionnel, quel'agitation sto
hastique introduite par l'�etape de simulation permet de lib�erer la traje
toiredes pi�eges des points stationnaires instables), le Sto
hasti
 Approximation EM (Delyon etal. [27℄), dans lequel l'�etape de moyennisation est rempla
�ee par une �etape d'approximationsto
hastique ; et �nalement le Monte-Carlo EM (Wei et Tanner [122℄, Tanner [114℄), qui estl'objet d'�etude de 
ette th�ese. La 
onvergen
e en loi (resp. p.s.) de l'algorithme SEM (resp.SAEM) a �et�e �etudi�ee, dans un 
adre g�en�eral, par Nielsen [80℄ (resp. Delyon et al. [27℄) ; dansles deux premi�eres approximations, l'�etape E est rempla
�ee par une �etape de simulationde v.a. 
onditionnellement ind�ependantes et distribu�ees sous la loi p(z; �n)�(dz), �a partirdesquelles on 
onstruit une approximation de la quantit�eQ(�; �n). Dans le MCEM, l'�etapeE est rempla
�ee par une �etape de simulation d'une 
hâ�ne de Markov de loi stationnairep(z; �n)�(dz), 
e qui permet d'appliquer l'algorithme �a une plus large 
lasse de mod�eles(Cf. par exemple Chan et Ledolter [20℄, Sherman et al. [106℄, Guo et Thompson [45℄, M
-Cullo
h [62, 63℄, Meng et S
hilling [69℄, Chan et Kuk [19℄, Ravishanker et Qiou [92℄). Enrevan
he, le 
omportement asymptotique du MCEM n'a �et�e �etudi�e que pour des mod�elestr�es sp�e
i�ques, et de fa�
on partielle (Cf. dis
ussions, Chapitre 6).Aussi, nous sommes-nous int�eress�ee �a la 
onvergen
e de l'algorithme MCEM pour un mod�eleassez g�en�eral de densit�e h, dit mod�ele exponentiel 
ourbe : h s'�e
rit sous la formeln h(z; �) := �(�) + DS(z); (�)Eo�u � (resp. S et  ) sont �a valeur dans R (resp. Rq) et < �; � > d�esigne le produit s
alaire. Parsuite, l'EM d�e�nit une suite f�ng selon la pro
�edure �n+1 := �̂� �S(�n)� en ayant pos�e�S(�) := Z S(z)p(z; �)�(dz) et �̂(s) := argmax�2�n�(�) + Ds; (�)Eo;tandis que le MCEM d�e�nit une suite f�ng selon la pro
�edure �n+1 := �̂� ~Sn� en ayant pos�e~Sn :=m�1n mnXj=1 S(Znj )o�u Zn := fZnj g est une 
hâ�ne de Markov d'unique mesure de probabilit�e invariante ��n , et fmngest une suite d'entiers 
roissante. A 
haque it�eration, l'�e
art entre l'algorithme d�eterministe EMet l'algorithme MCEM r�eside don
 dans la perturbation induite par l'approximation de �S(�n)par ~Sn et �etudier le 
omportement asymptotique d'une traje
toire du MCEM, revient �a �etudier le
omportement asymptotique d'une suite d'appli
ations pro
hes d'une appli
ation T qui poss�ede,de plus, une fon
tion de Lyapunov5. Les r�esultats existant dans la litt�erature reposent sur des5W est une fon
tion de Lyapunov relative �a une appli
ation T : � ! � et un ensemble L, si (a) pour toutu 2 �, W Æ T (u) �W (u) � 0 et (b) pour tout 
ompa
t C � (� n L), infu2CfW Æ T (u) �W (u)g > 0.19




rit�eres peu r�ealistes lorsque la somme de Monte-Carlo est 
al
ul�ee par une m�ethode MCMC(nous rappelons au Chapitre 6 quelques uns de 
es 
rit�eres).Nous avons don
 re
her
h�e un autre 
rit�ere de proximit�e des deux pro
�edures. Tout d'abord,nous modi�ons l'algorithme MCEM d�e
rit 
i-dessus pour obtenir une suite f�0ng p.s. 
ompa
tei.e. lim supnf�0ng < 1 p.s. Nous �enon�
ons ensuite des 
onditions (r�ealistes) (a) assurant la
onvergen
e p.s. de l'algorithme vers les points stationnaires de g, (b) permettant de 
omparerla vitesse de 
onvergen
e, vers un maximum lo
al, du MCEM stable �a 
elle du SAEM.Nous proposons un 
rit�ere bas�e sur une in�egalit�e type-Rosenthal pour les 
hâ�nes de Markov :si P�;� d�esigne la probabilit�e de la 
hâ�ne 
anonique � de loi initiale � et de noyau P� tel que�� soit l'unique mesure de probabilit�e invariante, nous demandons queil existe p � 2, une mesure de probabilit�e � et pour tout 
ompa
t K � �, une 
onstanteC <1 telles que sup�2K E�;�h��� nXk=1fS(�k)� ��(S)g���pi � C np=2: (1.7)Nous en d�eduisons, pour un s
h�ema de simulation tel que Pnm�p=2n < 1, la 
onvergen
e p.s.du MCEM stable vers une sous-
omposante 
onnexe de l'ensemble des points stationnaires deg, r�esultat analogue �a 
e qui est �etabli pour l'EM et le SAEM.Pour justi�er l'int�erêt de 
ette 
ondition, nous montrons 
omment la majoration uniforme (1.7)peut se d�eduire de 
onditions de minoration uniforme du noyau P�, et, lorsque l'espa
e d'�etatde la 
hâ�ne n'est pas small, de l'existen
e de 
onditions de drift uniformes. Ainsi, si l'espa
ed'�etat est small i.e. si il existe des 
onstantes � > 0, m � 1 et une mesure de probabilit�e �m surB(X ) telles que Pm(x; �) � ��m(�) x 2 X ;nous obtenons que pour toute fon
tion mesurable g,Ex ��� nXk=1fg(�k)� �(g)g���p � supX jgjp 6pCp n1 + 2f1� (1� �)1=mg�1o np=2;et Cp est la 
onstante de Rosenthal (Hall et Heyde [46℄, Th�eor�eme 2.12). Dans le 
as g�en�eral,nous devons de plus formuler des 
onditions de drift : par exemple, si V est solution d'une
ondition de drift de Foster-Lyapunov, PV � �V + b1IC , et C est un ensemble petite, nousobtenons une in�egalit�e type-Rosenthal pour toute fon
tion g 2 LV 1=p et tout p � 2.Nous illustrons nos travaux par l'�etude de l'estimation par maximum de vraisemblan
e desparam�etres (a) d'un mod�ele de di�usion d'un produit sur le mar
h�e, (b) d'un mod�ele de 
omptedu nombre de 
as de poliomy�elite.Vitesse de 
onvergen
e En�n, nous nous sommes int�eress�ee �a la vitesse de 
onvergen
e del'algorithme vers un maximum lo
al. Apr�es n it�erations, don
 m1 + � � �+mn simulations, la vi-tesse de 
onvergen
e 
rô�t 
omme pmn ; pour un s
h�ema de simulation g�eom�etrique mn := mn,20



la vitesse de 
onvergen
e �a l'instant n est don
 proportionnelle �a la ra
ine 
arr�ee du nombretotal de simulations.Contrairement au SEM et au SAEM, l'algorithme MCEM appro
he l'esp�eran
e Q(�; �n) �al'aide des simulations de l'it�eration en 
ours et oublie don
 toutes les simulations pass�ees. Noussugg�erons une modi�
ation de l'algorithme, bas�ee sur la pro
�edure d'averaging, qui 
al
ule l'es-timation du maximum de g �a partir de tous les �e
hantillons simul�es. Nous montrons alors quela vitesse de 
onvergen
e �a l'instant n est proportionnelle �a pm1 + � � �+mn, la ra
ine 
arr�eedu nombre total de simulations, et retrouvons la vitesse de 
onvergen
e du SAEM exhib�ee parDelyon et al. [27℄.
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Chapitre 2Conditions de DriftsSoit une 
hâ�ne 
anonique � = (
;A;�n; Px) homog�ene �a valeurs dans un espa
e s�eparable Xmuni d'une tribu B(X ). On d�e�nit sur l'espa
e de probabilit�e, la �ltration naturelle du pro
essusfFng Fn := ���0; � � � ;�n�:Soit P le noyau de transition de la 
hâ�ne. On note Pn, n � 0, la n-i�eme it�eration du noyau detransition i.e. Pn(x;A) = Px(�n 2 A) x 2 X ; A 2 B(X );ave
 la 
onvention P 0(x;A) = 1IA(x). Pour toute fon
tion g born�ee B(X )-mesurable, on notePg(x) la fon
tion R P (x; dy)g(y) et pour une mesure sign�ee �, �(g) := R �(dy)g(y).Suites int�egr�ees - Suites d�eriv�ees - Famille �Soit r := fr(n)g une suite r�eelle positive 
roissante. Nous d�e�nissons la suite int�egr�ee r0 :=fr0(n)g r0(n) := nXk=0 r(k); n � 0;et la famille des suites d�eriv�ees �qr := f�qr(n)g, q � 1,�r(0) := r(0) �r(n) := r(n)� r(n� 1); n � 1�qr := �(�q�1r) = �q�1(�r) q � 2:Notons que pour tout n � 0, �(r0)(n) = (�r)0(n) = r(n):23



Si r est une suite 
onstante, �r(n) = 0 pour n � 1 et �r(0) = r(0). Dans 
e 
as, si f : X ![1;1℄, nous prenons par 
onvention �r(n)f(x) = 0 pour tout n � 1.Soit � l'ensemble des suites positives 
roissantes r := fr(n)g, r(0) := 1, v�eri�ant la propri�et�er(n+m) � r(n)r(m); n+m � 0:2.1 Quelques propri�et�es du noyau de transitionOn note M1(X ) l'ensemble des mesures de probabilit�e sur B(X ). Soient �C le temps de retour�a l'ensemble C 2 B(X ) �C := inffn � 1;�n 2 Cget �C le temps d'entr�ee �C := inffn � 0;�n 2 Cg;ave
 la 
onvention inf ; = +1.2.1.1 Irr�edu
tibilit�eSoit  2 M1(X ). On ne 
onsid�ere que des 
hâ�nes suÆsamment r�eguli�eres pour visiter, quelque soit le point de d�epart, tout ensemble de  -mesure positive. Un noyau P (ou la 
hâ�ne) est -irr�edu
tible si  (A) > 0 =) 8x 2 X ; 9 n � 1; Pn(x;A) > 0: (2.1)Remarquons que pour toutes les mesures ( 1;  2) 2 M1(X ) �M1(X ) telles que  2 �  1, la 2-irr�edu
tibilit�e de P entrâ�ne la  1-irr�edu
tibilit�e de P .  est une mesure d'irr�edu
tibilit�emaximale si P est  -irr�edu
tible et toute autre mesure d'irr�edu
tibilit�e  0 2 M1(X ) est telleque  �  0. Remarquons que les mesures d'irr�edu
tibilit�e maximales sont �equivalentes. On peut
onstruire une mesure d'irr�edu
tibilit�e maximale �a partir de toute mesure d'irr�edu
tibilit�e : siP est �-irr�edu
tible, alors la mesure de probabilit�e (A) := Z �(dy)Xn�0 2�(n+1)Pn(y; A)est une mesure d'irr�edu
tibilit�e maximale.En�n, nous rappelons la propri�et�e suivante : si  est une mesure d'irr�edu
tibilit�e maximale, (A) = 0)  (fx 2 X ; Px(�A <1) > 0g) = 0: (2.2)Tous 
es r�esultats sont �etablis dans la Proposition 4.2.2 [72℄. Par 
onvention, nous parleronsde  -irr�edu
tibilit�e lorsque  est une mesure d'irr�edu
tibilit�e maximale, et de �-irr�edu
tibilit�e24



sinon.Soit  une mesure d'irr�edu
tibilit�e maximale. A est dit a

essible si  (A) > 0 et l'on noteB+(X ) := fA 2 B(X );  (A)> 0g;(ensemble dont la d�e�nition ne d�epend pas de la mesure d'irr�edu
tibilit�e maximale 
hoisie). Unensemble A 2 B(X ) est plein si  (A
) = 0 et absorbant si P (x;A) = 1 pour tout x 2 A. LorsqueP est  -irr�edu
tible, tout ensemble absorbant est plein (Proposition 4.2.3. [72℄). Ainsi, si il existeV : X ! [1;1℄ mesurable, C 2 B(X ) et b <1 tels quePV � V + b1IC ;pour un noyau P  -irr�edu
tible, alors fV <1g est soit vide, soit plein et absorbant.En�n, tout ensemble C non vide tel que supx2C Ex [�C ℄ < 1 est a

essible. En e�et, V (x) :=Ex [�C ℄+1 v�eri�e la 
ondition PV �1 � V +b1IC : don
 (i) nous d�emontrerons (Proposition 2.2)que 
ela �etablit Ex [�C ℄ � V (x) + b1IC(x) et (ii) fV < 1g est plein et absorbant ou vide. Or,fV <1g 
ontient C, don
 il est plein et absorbant. De plus,nV <1o � nx 2 X ; Px(�C <1) = 1oPar suite,  (fx; Px(�C <1) > 0g) > 0 don
  (C) > 0, en utilisant (2.2).2.1.2 Ap�eriodi
it�eUn noyau  -irr�edu
tible est dit p�eriodique de p�eriode d � 1 si il existe d ensembles disjointsfXig, 1 � i � d, Xi 2 B(X ) tels que(i) pour tout 1 � i � d, minx2Xi P (x;Xi+1) = 1 en ayant pos�e Xd+1 := X1.(ii)  �Sdi=1 Xi� = 1.(iii) d est le plus grand entier qui v�eri�e les 
onditions (i) et (ii).Lorsque d = 1, P est dit ap�eriodique.Le d-
y
le fXig, 1 � i � d, n'est pas unique mais il est maximal dans le sens o�u si il existed0 � 1 et X 0i , 1 � i � d0, v�eri�ant (i-ii), alors d0 divise d. Si d0 = d, X 0i = Xi  -presque sûrement(en r�eordonnant les ensembles si n�e
essaires). Cha
un de 
es ensembles Xi est absorbant pourla 
hâ�ne de noyau P d not�ee �(d), et �(d) sur Xi est ap�eriodique.En�n P est dit fortement ap�eriodique (et est ap�eriodique) si il existe C 2 B(X ), une 
onstante� > 0 et une mesure � 2 M1(X ) tels que �(C) > 0 et8x 2 C; 8A 2 B(X ); P (x;A) � ��(A):25



2.1.3 Ensemble small et ensemble petiteUn ensemble C 2 B(X ) est �m-small (ou small) si il existe un entier m � 1, une 
onstante � > 0et une mesure �m 2 M1(X ) tels que8x 2 C; 8A 2 B(X ); Pm(x;A) � ��m(A):Si P est  -irr�edu
tible, tout ensemble a

essible 
ontient un ensemble C �m-small et a

essible,et �m(C) > 0 (Th�eor�eme 5.2.2. [72℄).Un ensemble C 2 B(X ) est �a-petite (ou petite) si il existe une mesure de probabilit�e sur N,a = fa(n)g, une 
onstante � > 0 et une mesure de probabilit�e �a inM1(X ) telles que8x 2 C; 8A 2 B(X ); Xn�0 a(n)Pn(x;A) � ��a(A):Tout ensemble small est don
 petite ; r�e
iproquement, tout ensemble petite est small si P est -irr�edu
tible et ap�eriodique (Th�eor�eme 5.5.7. [72℄).Rappelons que A 2 B(X ) est petite d�es qu'il existe C 2 B(X ) �b-petite tel que supx2A Ex [�C ℄ =:M < 1. En e�et, l'in�egalit�e de Markov entrâ�ne Px(�C � n) � M=n pour x 2 A. Soient0 < � < 1 et N tels que M=n � � pour tout n > N . On peut toujours 
onstruire une loia := fa(n)g sur N telle que a(n) � � > 0 pour n � N . En 
ons�equen
e, pour tout x 2 A,Xn a(n)Pn(x; C) � Xn�N a(n)Px(�C = n) � �Px(�C � N) � �(1� �) > 0:Comme C est �b petite, la relation de Chapman-Kolmogorov implique que pour tout x 2 A,B 2 B(X ), Xn�0 a � b(n)Pn(x;B) = Z Xn�0 a(n)Pn(x; dy) Xn�0 b(n)Pn(y; B)� ZC Xn�0 a(n)Pn(x; dy) Xn�0 b(n)Pn(y; B)� �(1� �)�b(B);o�u a � b(n) =Pnk=0 a(k)b(n� k) ; et A est �a�b-petite.2.1.4 Ergodi
it�eNous rappelons une 
ondition suÆsante d'existen
e de loi stationnaire, pour la 
hâ�ne de noyauP , 
ondition li�ee �a la r�e
urren
e d'un ensemble petite.Proposition 2.1 Soit P un noyau  -irr�edu
tible poss�edant un ensemble petite C 2 B(X ) telque pour tout x 2 C, Px(�C <1) = 1. 26



Alors P poss�ede une unique (�a une 
onstante de multipli
it�e pr�es) mesure invariante � qui estune mesure �nie si supx2C Ex [�C ℄ <1.Si, de plus, P est ap�eriodique et Px(�C < 1) = 1 pour tout x 2 X , kPn(x; �)� �(�)kVT tendvers z�ero quel que soit x 2 X i.e.8x 2 X ; supA2B(X ) jPn(x;A)� �(A)j ! 0; n!1:Un noyau P (ou la 
hâ�ne) est ergodique si(i) il est  -irr�edu
tible, ap�eriodique et poss�ede une mesure de probabilit�e invariante �,(ii) pour tout x 2 X , limn kPn(x; �)� �(�)kVT = 0:Lorsque P  -irr�edu
tible ap�eriodique poss�ede un atome � (i.e. un ensemble mesurable tel queP (x; �) est ind�ependant de x pour tout x 2 �) tel que E� [��℄ < 1, la mesure de probabilit�einvariante � est proportionnelle �a la mesure qui �a tout ensemble mesurable A asso
ie le nombremoyen de visites �a A entre deux passages �a l'atome E� [P���1k=1 1IA(�k)℄. Lorsque P ne poss�edepas d'atome, 
e r�esultats s'�etend 
omme suit (Th�eor�eme 14.0.1 [72℄) : soit f � 1 mesurable ; siP est  -irr�edu
tible ap�eriodique, P poss�ede une mesure de probabilit�e invariante � et �(f) <1si et seulement si il existe un ensemble petite C tel quesupx2C Exh �C�1Xk=0 f(�k)i <1:2.1.5 (f; r)-ergodi
it�eSoient f : X ! [1;1℄ une fon
tion mesurable, et r := fr(n)g, r(n) � 1, une suite positive. Unnoyau P (ou la 
hâ�ne) est (f; r)-ergodique si(i) P est  -irr�edu
tible, ap�eriodique et poss�ede une mesure de probabilit�e invariante �,(ii) �(f) <1,(iii) pour tout x 2 X , limn r(n)kPn(x; �)� �(�)kf = 0.Lorsque r est une suite 
onstante, on parle simplement de f -ergodi
it�e.2.2 Typologie des 
onditions de driftsNous �etudions le lien naturel entre le moment (f; r)-pond�er�e du temps de retour �a un ensembleC 2 B(X ) i.e. Exh �C�1Xk=0 r(k)f(�k)i (2.3)27



et une 
ondition de drift de la formePV (x) + F (x) � V (x) + b1IC(x) o�u F (x) � Exh �CXk=0�r(k)f(�k)i; (2.4)ou la famille de 
onditions de drift de la formePVn+1(x) + r(n)f(x) � Vn(x) + br(n)1IC(x): (2.5)2.2.1 R�esultats pr�eliminairesProposition 2.2 Soient F; V : X ! [1;1℄mesurables, un ensemble C 2 B(X ) et une 
onstanteb <1 tels que PV (x) + F (x) � V (x) + b1IC(x):Pour tout x 2 X , Exh �C�1Xk=0 F (�k)i+ ExhV (��C)1I�C<1i � V (x) + b1IC(x):Preuve 2 On remarque tout d'abord quePV (x) = ExhV (�1)1I�C=1i + ExhV (�1)1I�C>1i� ExhV (�1)1I�C=1i + ExhfF (�1) + PV (�1)g1I�C>1i: (2.6)En 
ons�equen
e,V (x) + b1IC(x) � F (x) + PV (x)� F (x) + ExhF (�1)1I�C>1i+ ExhV (�1)1I�C=1i+ ExhPV (�1)1I�C>1iet en it�erant la minoration (2.6), on obtient pour tout n � 1V (x) + b1IC(x) � nXk=0 ExhF (�k)1I�C>ki + nXk=1 ExhV (�k)1I�C=ki
e qui 
onduit au r�esultat lorsque n! 1. �Corollaire 2.3 Soient f; V : X ! [1;1℄ mesurables, un ensemble C 2 B(X ), une 
onstanteb <1 et r := fr(n)g une suite positive, r(0) := 1, tels quePV (x) + Exh �CXk=0�r(k)f(�k)i � V (x) + b1IC(x):28



Pour x 2 C
,Exh �CXk=0 r(k)f(�k)i+ ExhV (��C)1I�C<1i � V (x) + Exhf(��C)1I�C<1iet pour x 2 C,f(x) + Exh1I�C>1 �CXk=1 r(k� 1)f(�k)i+ ExhV (��C)1I�C<1i � V (x) + Exhf(��C)1I�C<1i + b:Preuve 3 On applique la Proposition 2.2 ave
 F (x) := ExhP�Ck=0�r(k)f(�k)i. Pour x 2 C
, ilsuÆt de remarquer queExh �C�1Xk=0 E�k h �CXl=0 �r(l)f(�l)ii = Exh �C�1Xk=0 E�k h �CXl=0 �r(l)f(�l)ii= Exh �C�1Xk=0 f(�k) kXl=0 �r(l)i+ Exhf(��C)1I�C<1 �CXk=1�r(k)i= Exh �C�1Xk=0 r(k)f(�k)i + Exh�r(�C)� 1�f(��C)1I�C<1i:Ainsi, Exh �C�1Xk=0 E�k h �CXl=0 �r(l)f(�l)ii + Exhf(��C)1I�C<1i = Exh �CXk=0 r(k)f(�k)i:Si x 2 C,Exh �C�1Xk=0 E�k h �CXl=0 �r(l)f(�l)ii= Exh1I�C>1 �C�1Xk=0 E�k h �CXl=0 �r(l)f(�l)ii � Exh1I�C>1 �CXk=0�r(k)f(�k)i+ f(x)puisque ExhP�Cl=0�r(l)f(�l)i = f(x) pour x 2 C. Don
,Exh �C�1Xk=0 E�k h �CXl=0 �r(l)f(�l)ii + Exh1I�C<1f(��C)i= Exh1I�C>1 �CXk=0�r(k)��r(k)�f(�k)i+ f(x)= Exh1I�C>1 �CXk=1 r(k � 1)f(�k)i + f(x);29




e qui termine la d�emonstration. �Proposition 2.4 Soient une famille de fon
tions mesurables fVng, Vn : X ! [1;1℄, une fon
-tion mesurable f : X ! [0;1℄, un ensemble C 2 B(X ) et deux suites r�eelles positives fr(n)g etfb(n)g tels que PVn+1(x) + r(n)f(x) � Vn(x) + b(n)1IC(x): (2.7)Pour tout q � 0, x 2 X ,ExhVq+�C(��C)1I�C<1i + Exh �C�1Xk=0 r(k+ q)f(�k)i � Vq(x) + b(q)1IC(x): (2.8)Pour tout temps d'arrêt � , x 2 X ,Exh ��1Xk=0 r(k)f(�k)i � V0(x) + Exh ��1Xk=0 b(k)1IC(�k)i: (2.9)Preuve 4 (2.9) est le Th�eor�eme de Comparaison (Th�eor�eme 11.3.2. [72℄). On �etablit (2.8) pourq = 0, les autres 
as se d�eduisent ais�ement en rempla�
ant Vn par Vn+q , r(n) par r(n+ q) et b(n)par b(n+ q), n � 0. (2.7) entrâ�nePVn+1(x) � ExhVn+1(�1)1I�C=1i + r(n+ 1)Exhf(�1)1I�C>1i + ExhPVn+2(�1)1I�C>1i:En 
ons�equen
e,V0(x) + b(0)1IC(x) � r(0)f(x) + PV1(x)� r(0)f(x) + r(1)Exhf(�1)1I�C>1i+ ExhV1(�1)1I�C=1i+ Exh1I�C>1PV2(�1)iet en it�erant la minoration de PVn+1, on obtient pour tout n � 1,V0(x) + b(0)1IC(x) � nXk=0 Exhr(k)f(�k)1I�C>ki+ nXk=1 ExhVk(�k)1I�C=ki + Exh1I�C>nPVn+1(�n)i� nXk=0 Exhr(k)f(�k)1I�C>ki+ nXk=1 ExhVk(�k)1I�C=ki;
e qui 
onduit au r�esultat lorsque n! 1. �2.2.2 Deux 
onditions de drift �equivalentesSoient f : X ! [1;1℄ mesurable, un ensemble C 2 B(X ) et r := fr(n)g une suite r�eelle positive,r(0) := 1. 30



D1[f; r; C℄ Il existe une fon
tion V : X ! [1;1℄ mesurable, V � f , et une 
onstante b < 1telles que supC V <1 etPV (x) + Exh �CXk=0�r(k)f(�k)i � V (x) + b1IC(x): (2.10)D2[f; r; C℄ Il existe une famille de fon
tions fVng, Vn : X ! [1;1℄ mesurable, Vn � r(n)f , etune 
onstante b <1 telles que supC V0 <1 etfV1 <1g � fV0 <1gPVn+1(x) + r(n)f(x) � Vn(x) + br(n)1IC(x): (2.11)Th�eor�eme 2.5 Soient f : X ! [1;1℄ mesurable, un ensemble C 2 B(X ) et une suite r 2 �.D1[f; r; C℄ et D2[f; r; C℄ sont deux 
onditions �equivalentes. Si V est solution de D1[f; r; C℄,nV <1o � nx 2 X ; Exh �C�1Xk=0 r(k)f(�k)i <1oet si V0 est solution de D2[f; r; C℄,nV0 <1o � nx 2 X ; Exh �C�1Xk=0 r(k)f(�k)i <1oPreuve 5 L'in
lusion des ensembles r�esulte du Corollaire 2.3 et de la Proposition 2.4.D1[f; r; C℄ implique D2[f; r; C℄ : on pose Vn(x) := ExhP�Ck=0 r(n + k)f(�k)i � r(n)f(x) ave
�egalit�e sur C (don
 supC V0 <1). Puisque r est 
roissante, r(n) � r(n+1) don
 Vn(x) � Vn+1(x)et V0 =1) V1 =1:De plus, PVn+1(x) = ExhP�Ck=1 r(n + k)f(�k)i. Si x 2 C
, PVn+1(x) + r(n)f(x) = Vn(x). Six 2 C, puisque r(n+ k) � r(n+ 1)r(k� 1), k � 1, n � 0, et r(0) = 1, il vientPVn+1(x) � r(n+ 1)Exh �CXk=1 r(k � 1)f(�k)i� r(n+ 1)nExh1I�C>1 �CXk=1 r(k� 1)f(�k)i+ Exhf(�1)1I�C=1io� r(n+ 1)nExh1I�C>1 �CXk=1 r(k� 1)f(�k)i+ ExhV (��C)1I�C=1io:En utilisant le Corollaire 2.3, l'hypoth�ese D1[f; r; C℄ implique l'existen
e d'une 
onstante b0 <1telle que PVn+1(x) + r(n)f(x) � Vn(x) + r(n)b01IC(x):31



D2[f; r; C℄ implique D1[f; r; C℄ : on pose V (x) := ExhP�Ck=0 r(k)f(�k)i � f(x). On a don
PV (x) = Exh �CXk=1 r(k� 1)f(�k)iPV (x) + Exh �CXk=1�r(k)f(�k)i = Exh �CXk=1 r(k)f(�k)iPV (x) + Exh �CXk=0�r(k)f(�k)i = Exh �CXk=0 r(k)f(�k)i:Puisque �C = �C sur f�0 2 C
g, on a pour tout x 2 C
, PV (x)+ExhP�Ck=0�r(k)f(�k)i = V (x).Si x 2 C, PV (x) � Exh �CXk=0 r(k)f(�k)i � Exh �C�1Xk=0 r(k)f(�k)i+ ExhV�C(��C)1I�C<1i;en se rappelant que sur f�C <1g, r(�C)f(��C) � V�C(��C). En utilisant la Proposition 2.4, onobtient PV (x) � V0(x) + b pour x 2 C. AinsiPV (x) + Exh �CXk=0�r(k)f(�k)i � V (x) + 1IC(x)h supC V0 + bi:En�n, pour x 2 C, V (x) = f(x) et puisque supC V0 < 1 ) supC f < 1, on a biensupC V <1. �Exemple : Condition de Tuominen et Tweedie La 
ondition de drift D2[f; r; C℄ a �et�epropos�ee par Tuominen et Tweedie [117℄ 
omme 
ara
t�erisation de la (f; r)-ergodi
it�e �a un tauxsous-g�eom�etrique i.e. taux r 2 � tel que flog r(n)g=n tend en d�e
roissant vers z�ero.Soir r une suite positive 
roissante, r(0) := 1. Si V est solution de D1[f; r; C℄, le Corollaire 2.3montre que Ex �P�Ck=0 r(k)f(�k)� � V (x) pour x 2 C
. Don
Exh �CXk=0 r(k)f(�k)i � V (x); x 2 X : (2.12)De même, si fVng est solution de D2[f; r; C℄, on v�eri�e �a l'aide de la Proposition 2.4, queExh �CXk=0 r(k+ n)f(�k)i � Vn(x); x 2 X : (2.13)32



De plus, pour x 2 C, Exh �CXk=1 r(k� 1)f(�k)i � V (x) + b+ supC fet Exh �CXk=1 r(k� 1)f(�k)i � V (x) + b+ supC f:En�n, puisque r est 
roissante,supx2C Exh �C�1Xk=0 r(k)f(�k)i <1 et supx2C Exh �C�1Xk=0 r(k+ n)f(�k)i <1:R�e
iproquement, l'existen
e de 
es moments (f; r)-pond�er�es uniform�ement born�es sur C assurel'existen
e de solutions aux 
onditions de drift.2.2.3 Condition de drift et moment (f; r)-pond�er�e du temps de retourOn v�eri�e fa
ilement que U(x) := Exh �CXk=0 r(k)f(�k)iest solution de PU(x) + ExhP�Ck=0�r(k)f(�k)i = U(x) pour x 2 C
 etUn(x) := Exh �CXk=0 r(k + n)f(�k)iest solution de PUn+1 + r(n)f = Un sur C
. Les majorations (2.12) et (2.13) expriment que 
esont les solutions minimales. La d�emonstration de 
es assertions repose sur les mêmes te
hniquesque 
elles utilis�ees pour �etablir les Propositions 2.2, 2.4 et le Th�eor�eme 2.5 et est don
 omise.Proposition 2.6 Soient f : X ! [1;1℄ une fon
tion mesurable et r := fr(n)g une suitepositive 
roissante, r(0) := 1.{ U est la plus petite solution du syst�eme d'�equationsPV + Exh �CXk=0�r(k)f(�k)i � V sur C
;V � f sur C:{ Si de plus, r 2 �, fUng est la plus petite solution dePVn+1 + r(n)f � Vn sur C
;Vn � r(n)f sur C:33



U (resp. fUng) est solution de D1[f; r; C℄ (resp.D2[f; r; C℄ pour r 2 �) d�es quesupx2C Exh �CXk=1 r(k)f(�k)i < 1:2.2.4 3�eme 
ondition de driftSoient f : X ! [1;1℄ mesurable et un ensemble C 2 B(X ). Soient r une suite r�eelle positive
roissante, r(0) := 1 et un entier q � 1 tel que �qr soit en
ore une suite r�eelle positive 
roissante.La 
ondition de drift probabiliste D1[f; r; C℄ ne pr�esente un int�erêt pratique que si l'on saitestimer ExhP�Ck=0�r(k)f(�k)i pour tout x 2 X . Pour trouver une fon
tion F1 telle que F1(x) �ExhP�Ck=0�r(k)f(�k)i pour tout x 2 X , il suÆt, d'apr�es la Proposition 2.6, de prendre F1solution du syst�eme( PF1(x) + ExhP�Ck=0�2r(k)f(�k)i � F1(x) + b1IC(x);F1(x) � f(x); (2.14)pour une 
onstante b < 1. A son tour, (2.14) ne pr�esente un int�erêt pratique que si l'on saitmajorer le terme probabiliste par une fon
tion F2 � F1, obtenue 
omme F1 en rempla�
ant �2par �3 dans (2.14). Nous d�eduisons de 
ette "
onstru
tion des
endante" que le drift D1[f; r; C℄peut être rempla
�e par le syst�eme de drift D1'[f; r; C℄D1'[f; r; C℄ il existe des fon
tions f � F1 � � � � � Fq+1 mesurables et des 
onstantesbi <1, 1 � i � q telles que supC Fq+1 <1 et pour tout x 2 X ,( PFi(x) + Fi�1(x) � Fi(x) + bi�11IC(x) 2 � i � q + 1;F1(x) � ExhP�Ck=0�qr(k)f(�k)i; (2.15)et 
ette formulation est pr�ef�erable �a la 
ondition de drift D1[f; r; C℄ lorsque �qr a une formesimple : par exemple lorsque �qr est la suite 
onstante 1 (
ela signi�e que r est �a 
roissan
epolynomiale de degr�e q) ou lorsque �r est un multiple de r (
ela signi�e que r est une suiteg�eom�etrique). Nous d�etaillons 
es deux 
as, mais au pr�ealable, nous montrons l'�equivalen
e des
onditions D1[f; r; C℄ et D1'[f; r; C℄.Th�eor�eme 2.7 Soient f : X ! [1;1℄ mesurable et un ensemble C 2 B(X ). Soient r := fr(n)gune suite positive 
roissante, r(0) := 1 et un entier q � 1 tel que �qr soit une suite positive
roissante.Les 
onditions D1[f; r; C℄ et D1'[f; r; C℄ sont �equivalentes.Preuve 7 D1[f; r; C℄ implique D1'[f; r; C℄ : on pose Fq+1(x) := V (x) et pour 1 � l � q,Fl(x) := Exh �CXk=0�q+1�lr(k)f(�k)i:34



Par 
onstru
tion, f � F1 � � � � � Fq+1 sur X et par hypoth�ese,PFq+1(x) + Fq(x) � Fq+1(x) + b1IC(x);supC f <1:En parti
ulier, supC Fq+1 <1. Supposons que pour 2 � l � qPFl+1(x) + Fl(x) � Fl+1(x) + bl1IC(x):Alors supx2C PFl+1(x) = supx2C Exh �CXk=1�q+1�l�1r(k � 1)f(�k)i <1: (2.16)Par d�e�nition, PFl + Fl�1 = Fl sur C
 et pour x 2 C,PFl(x) = Exh �CXk=1�q+1�lr(k � 1)f(�k)i � Exh �CXk=1�q+1�l�1r(k � 1)f(�k)ipuisque �R(k) = R(k)�R(k�1) � R(k), k � 1. Don
 on d�eduit de (2.16) qu'il existe bl�1 <1telle que PFl + Fl�1 � Fl + bl�11IC :D1'[f; r; C℄ implique D1[f; r; C℄ : la fon
tion F2 v�eri�ePF2(x) + Exh �CXk=0�(�q�1r)(k)f(�k)i � F2(x) + b11IC(x)don
, puisque F2 � f , on obtient par la Proposition 2.6, queF2(x) � Exh �CXk=0�q�1r(k)f(�k)i; x 2 X ;puis par r�e
urren
e, on montre queFq(x) � Exh �CXk=0�r(k)f(�k)i:En posant V := Fq+1, on a f � V , supC V <1, etPV (x) + Exh �CXk=0�r(k)f(�k)i � V (x) + bq1IC(x):� 35



Exemple 1 : taux polynomiaux Nous 
onstruisons la famille de polynômes fS(q; �)g telleque �qS(q; �) soit la suite 
onstante 1. On poseS(0; 0) := 1; S(0; n) := 1; n � 1S(q; 0) := 1 S(q; n) := nXk=1 S(q � 1; k); q � 1; n � 1;de sorte que S(q; n) � nq=q! + O(nq�1), q � 1.Soient q � 1 et r := S(q; �) ; �r = S(q � 1; �) et par r�e
urren
e, �qr = S(0; �) est la suite
onstante 1. Notons que 
ela implique que �q+1r(0) = 1 et �q+1r(k) = 0; k � 1. Cher
her F1telle que F1(x) � ExhP�Ck=0�qr(k)f(�k)i revient �a 
her
her F1 solution dePF1 + F0 � F1 + b01ICo�u F0(x) := ExhP�Ck=0�q+1r(k)f(�k)i = f(x). Ainsi, le syst�eme (2.15) est �equivalent �a,� PFi(x) + Fi�1(x) � Fi(x) + bi�11IC(x) 1 � i � q + 1;en ayant pos�e F0(x) := f(x):Exemple 2 : taux g�eom�etriques Supposons maintenant que �r(k) = (1���1)r(k); k � 1 et�r(0) = r(0) = 1 i.e. r(k) := �k, et re
her
hons des solutions �a la 
ondition de drift D1'[f; r; C℄sous la 
ontrainte 9 
 > 1; F2(x) � 
f(x) x 2 C
:Pour q = 1, la 
ondition D1'[f; r; C℄ devient :il existe des fon
tions f � F1 � F2, mesurables et une 
onstante b <1 telles que supC F2 <1 et ( PF2(x) + F1(x) � F2(x) + b1IC(x);F1(x) � ExhP�Ck=0�r(k)f(�k)i:Or,Exh �CXk=0�r(k)f(�k)i = 1IC(x)f(x) + 1IC
(x)�f(x) + (1� ��1)Exh �CXk=1 r(k)f(�k)i�� 1IC(x)f(x) + 1IC
(x)�(1� ��1)F2(x) + ��1f(x)�en utilisant le Corollaire 2.3 dans la derni�ere in�egalit�e. Il suÆt don
 de prendre F1 := (1���1+��1
�1)F2. On s'est ramen�e �a la re
her
he de 
onstantes 
 > 1 et b < 1 et d'une fon
tionF2 � 
f telles que supC F2 <1 etPF2(x) � ��1(1� 
�1) F2(x) + b1IC(x);36



soit en
ore, �a la re
her
he de 0 < � < 1, b <1, 
 > 1 et V � 
f telles que supC V <1 etPV � �V + b1IC :Cette 
ondition de drift est 
onnue sous le nom de 
ondition de Foster-Lyapunov.2.2.5 Con
lusionTh�eor�eme 2.8 Soient f : X ! [1;1℄ mesurable, un ensemble C 2 B(X ) et une suite r 2 �.Les 
onditions suivantes sont �equivalentes(i) supx2C ExhP�C�1k=0 r(k)f(�k)i <1.(ii) La 
ondition de drift D1[f; r; C℄ est v�eri��ee.(iii) La 
ondition de drift D2[f; r; C℄ est v�eri��ee.Preuve 8 Le Th�eor�eme 2.8 se d�eduit des Propositions 2.4 et 2.6 et du Th�eor�eme 2.5. �En 
ons�equen
e, si l'une des 
onditions du th�eor�eme pr�e
�edent est v�eri��ee, C est a

essible (Cf.Paragraphe 2.1.1). Si de plus, C est petite, P poss�ede une mesure de probabilit�e invariante � et�(f) <1. (Cf. Paragraphe 2.1.4).2.3 Exemples de 
onditions de drift2.3.1 Condition de Fort-MoulinesSoient f : X ! [1;1℄ mesurable, un ensemble C 2 B(X ) et un entier q � 0.Condition de Fort-Moulines Il existe des fon
tions mesurables f =: F0 � � � � � Fq+1et des 
onstantes bk <1, 0 � k � q telles que� PFk + Fk�1 � Fk + bk�11IC ; 1 � k � q + 1;supC Fq+1 <1: (2.17)Ce syst�eme de 
onditions permet de 
al
uler le moment (f; r)-pond�er�e du temps de retour �a Clorsque r est �a 
roissan
e polynomiale.Existen
e de solution Soit Uk+1(x) := ExhP�Cj=0 S(k; j+ 1)f(�j)i, k � 0 et U0(x) := f(x).Nous avons pour tout k � 0,PUk+1(x) = Exh �CXj=1 S(k; j)f(�j)i; k � 0:37



Si k = 0, PU1 = U1 � U0 sur C
 si bien quePU1(x) = U1(x)� U0(x) + 1IC(x)Exh �CXj=1 f(�j)i:Si k � 1, S(k; j) = S(k; j + 1)� S(k� 1; j + 1) pour tout j � 1, et S(k; 0) = S(k � 1; 0) ; don
PUk+1 + Uk = Uk+1 sur C
 si bien quePUk+1(x) = Uk+1(x)� Uk(x) + 1IC(x)Exh �CXj=1 S(k; j)f(�j)i:Don
 fUk+1g est solution de la 
ondition de Fort-Moulines d�es quesupx2C Exh �C�1Xk=0 S(q; k)f(�k)i <1:Solutions minimales Soit fFkg, 1 � k � q + 1, une famille de fon
tions solutions de la
ondition de Fort-Moulines. Nous montrons par r�e
urren
e que Uk � Fk , 1 � k � q + 1. Noussavons par la Proposition 2.2 que pour 0 � l � q,Exh �C�1Xk=0 Fl(�k)i+ ExhFl+1(��C)1I�C<1i � Fl+1(x); x 2 C
:Si x 2 C
,U1(x) = Exh �CXk=0F0(�k)i � Exh �C�1Xk=0 F0(�k)i+ ExhF0(��C )1I�C<1i � F1(x)et si x 2 C, U1(x) = f(x) � F1(x). Don
 U1 � F1 sur X . Supposons que Ul � Fl pour l � q.Alors, pour x 2 C
,Ul+1(x) = Exh �CXk=0Ul(�k)i � Exh �C�1Xk=0 Fl(�k)i+ ExhFl(��C)1I�C<1i � Fl+1(x)et pour x 2 C, Ul+1 = f � Fl+1. Don
 Ul+1 � Fl+1 sur X . Ce qui termine la r�e
urren
e.La 
ondition de Fort-Moulines est une 
ondition de la forme D1'[f; r; C℄ ave
 r(n) := S(q; n).D1[f; r; C℄ est don
 v�eri��ee et le Th�eor�eme 2.8 montre quesupx2C Exh �C�1Xk=0 S(q; k)f(�k)i <1:38



Con
lusion Soient f : X ! [1;1℄ mesurable, un ensemble C 2 B(X ) et un entier q � 0. Les
onditions suivantes sont �equivalentes :(i) Il existe une famille de fon
tions fFkg; 1 � k � q + 1 solution de la 
ondition de Fort-Moulines.(ii) supx2C ExhP�C�1k=0 S(q; k)f(�k)i <1.Notons que 
ette �equivalen
e est en
ore valable si la fon
tion f est simplement positive.2.3.2 Condition de Jarner-RobertsCondition de Jarner-Roberts Il existe une fon
tion V : X ! [1;1℄ mesurable, unensemble C 2 B(X ), et des 
onstantes 0 < Æ � 1, 
 > 0, b < 1, tels que 
V 1�Æ � V ,supC V <1 et PV + 
V 1�Æ � V + b1IC (2.18)Remarquons que la 
ondition 
V 1�Æ � V est toujours r�ealisable pour 
 suÆsamment petit. Cette
ondition de drift entrâ�ne supx2C Eh �C�1Xk=0 (k+ 1)l�1fl(�k)i <1 (2.19)pour tout r�eel 1 � l � 1=Æ et fl := V 1�lÆ.En e�et, pour tout 0 < � � 1,PV � + �
V ��Æ � V � + �b+ supC fV � V �g�1IC ; (2.20)(Lemme 3.5. [50℄1), 
e qui impliqueExh �C�1Xk=0 V ��Æ(�k)i � R�V �(x); x 2 Xpour une 
onstante R� <12.Soit l'entier q tel que q + 1 := d1=Æe o�u d�e d�esigne la partie enti�ere sup�erieure ; on poseFq+1 := V Fq+1�k := 
k (1� Æ)k�1V 1�kÆ; 1 � k � q + 1:1il suÆt de remarquer que sur C
, PV � � (V � 
V 1�Æ)� et que pour 0 � x � y,(y � x)� � y� � Z yy�x �t��1dt � y� � �xy��1:2plus exa
tement, �
Exh �C�1Xk=0 V ��Æ(�k)i � V �(x) + �b+ supC fV � V �g�1IC(x):39



La famille de fon
tions mesurables fFkg, 1 � k � q + 1, est solution de la 
ondition de Fort-Moulines et il vient que pour tout 0 � k � q, k � i � q,Exh �C�1Xj=0 (j + 1)i�kFk(�j)i � RFi+1(x); (2.21)pour une 
onstante R < 1. Soit 1 � l � 1=Æ r�eel et fl := V 1�lÆ. On d�e�nit (p1; p2) tels quep1 := dl� 1e=(l� 1) > 1 et 1=p1+ 1=p2 = 1. Pour tout (a; b) tels que 1=a+ 1=b = 1 (a peut être�eventuellement n�egatif)Exh �C�1Xk=0 (k+ 1)l�1fl(�k)i = Exh �C�1Xk=0 (k + 1)l�1 f1=al (�k) f1=bl (�k)i� Exh �C�1Xk=0 (k + 1)(l�1)p1fp1=al (�k)i1=p1 Exh �C�1Xk=0 fp2=bl (�k)i1=p2:En prenant a tel que p1a = 1� dleÆ1� lÆil vientExh �C�1Xk=0 (k + 1)l�1fl(�k)i � Exh �C�1Xk=0 (k + 1)dle�1fdle(�k)i1=p1 Exh �C�1Xk=0 Fq�1(�k)i1=p2: (2.22)Puisque 1 � l � 1=Æ, 1 � dle � d1=Æe don
 en appliquant (2.21) ave
 k = q + 1� dle et i = q, ilvient Exh �C�1Xk=0 (k + 1)l�1fl(�k)i � RV 1=p1(x) V 1=p2(x) = R V (x);pour une 
onstante R <1.Con
lusion Si la 
ondition de Jarner-Roberts est v�eri��ee, pour tout 1 � l � 1=Æ, il existe une
onstante Rl <1 telle queExh �C�1Xk=0 (k + 1)l�1V 1�lÆ(�k)i � Rl V (x):2.3.3 Condition de Foster-LyapunovSoient f : X ! [1;1℄ mesurable, un ensemble C 2 B(X ) et une 
onstante � > 1.40



Condition de Foster-Lyapunov il existe une fon
tion V : X ! [1;1℄ mesurable,�equivalente �a f , et des 
onstantes 0 < � < ��1 et b <1 telles que supC V <1 etPV (x) � �V (x) + b1IC(x): (2.23)Remarquons tout d'abord que V (x) := Ex [���C ℄ est solution de la 
ondition PV = �V sur C
et V v�eri�e (2.23) d�es que supx2C Ex [���C ℄ <1. De plus, pour � et C donn�es, 
'est la solutionminimale de la 
ondition (2.23).En multipliant (2.23) par �n+1, il vient�n+1PV (x) � �nV (x)� (��1 � �)�n+1V (x) + b�n+11IC(x)et en utilisant la Proposition 2.4 ave
 Vn := �nV , r(n) := �n, b(n) := �nb� et f := (1� ��)V ,il vient Exh �CXk=0 �kV (�k)i � f1� ��g�1�V (x) + b�1IC(x)�:Puisque V et f sont �equivalentes, il existe 
 := 
(�) > 1 tel queExh �CXk=0 �kf(�k)i � 
f(x):En�n, V est born�ee sur C, don
 f l'est aussi et le terme de gau
he est uniform�ement major�e surC.R�e
iproquement, supposons qu'il existe 
 > 1 tel queExh �CXk=0 �kf(�k)i � 
f(x) et supx2C Exh �C�1Xk=0 �kf(�k)i <1: (2.24)Soit V (x) := ExhP�Ck=0 �kf(�k)i. Nous d�eduisons de (2.24) que V est born�ee sur C. Rappelonsque pour x 2 C
, PV (x) + Exh �CXk=0�(�k)f(�k)i = V (x);(Proposition 2.6) et (2.24) implique supC PV <1 . Or,Exh �CXk=0�(�k)f(�k)i = 1IC(x)V (x) + 1IC
(x)���1f(x) + (1� ��1)V (x)�� 1IC(x)V (x) + 1IC
(x)���1
�1 + (1� ��1)�V (x)puisque V � 
f , et don
 pour x 2 C
,PV (x) + �1� ��1(1� 
�1)�V (x) � V (x)41



En�n V et PV sont born�ees sur C don
 nous avons prouv�e l'existen
e d'une fon
tion V � 1mesurable, born�ee sur C et �equivalente �a f et l'existen
e de 
onstantes 0 < � < ��1 et b < 1telles que PV (x) � �V (x) + b1IC(x):Con
lusion Soient f : X ! [1;1℄ mesurable, un ensemble C 2 B(X ) et une 
onstante � > 1.Les 
onditions suivantes sont �equivalentes :(i) Il existe une solution �a la 
ondition de Foster-Lyapunov.(ii) Il existe 
 > 1 tel queExh �C�1Xk=0 �kf(�k)i � 
 f(x) et supx2C Exh �C�1Xk=0 �kf(�k)i <1: (2.25)De plus, pour 0 < � < 1 et C 2 B(X ) donn�es, supx2C Ex [���C ℄ < 1 si et seulement si il existeV : X ! [1;1℄ mesurable, born�ee sur C, et une 
onstante b <1 telles quePV � �V + b1IC : (2.26)En pratique, on �etablit la 
ondition de drift (2.26) pour 0 < � < 1 et C 2 B(X ) tel quesupC V <1 et l'on en d�eduit (2.25) pour tout 1 < � < ��1 et f(x) := V (x).2.3.4 Condition de drift relativement �a un ensemble petiteNous verrons dans le Chapitre 3 que, pour 
ertains taux r, la (f; r)-ergodi
it�e d'un noyau  -irr�edu
tible ap�eriodique est �etroitement li�ee �a l'existen
e d'un ensemble C 2 B(X ) petite telque supx2C Exh �C�1Xk=0 r(k)f(�k)i <1:Dans 
e 
as, on peut a�aiblir les 
onditions de Jarner-Roberts et Foster-Lyapunov en ne deman-dant pas que les solutions soient born�ees sur C. En e�et, soient P un noyau  -irr�edu
tible et0 � � � 1. Les 
onditions suivantes sont �equivalentes(i) il existe une fon
tion V : X ! [1;1℄ mesurable, �nie en un point x0, un ensemble C 2 B(X )petite et des 
onstantes 
 > 0 (0 < 
 < 1 si � = 1), b <1 tels quePV + 
V � � V + b1IC :(ii) il existe une fon
tion V 0 : X ! [1;1℄ mesurable, un ensemble C 2 B(X ) petite et des
onstantes 
 > 0 (0 < 
 < 1 si � = 1), b <1 tels que supC V 0 <1 etPV 0 + 
V 0� � V 0 + b1IC :42



Remarques (a) Lorsque � > 0, on peut prendre V = V 0.(b) Sous la 
ondition (ii), C est n�e
essairement a

essible (Cf. Paragraphe 2.1.1).D�emonstration L'impli
ation (ii) ) (i) est triviale.R�e
iproquement, PV � V +b1IC et fV <1g est non vide, don
 fV <1g est absorbant et plein(Cf. Paragraphe 2.1.1) ; de plus, pour tout l � 1, les ensembles fV � lg sont petites puisque la
ondition de drift implique supx2fV�lg Ex [�C ℄ � l + b (Cf. Paragraphe 2.1.3).Supposons tout d'abord que � > 0. Soit 0 < � < 1 et D := fV � � b=(
(1� �))g. On aPV + �
V � � V sur D
et don
 PV + �
V � � V + b1ID et supD V <1.Consid�erons le 
as � = 0 : remarquons tout d'abord que l'on peut supposer que 
 = 1. SoitD := fV � lg, ensemble petite. D'apr�es le Th�eor�eme 14.2.3. [72℄, il existe une 
onstante bD <1telle que Ex [�D℄ � V (x)+ bD. Par suite, U(x) := Ex [�D℄+1 est solution de PU +1 = U sur D
,et pour x 2 D, PU(x) = Ex [�D℄ � l + bD <1. Don
 U est solution de (ii).Appli
ations : Condition de Jarner-Roberts Soient une fon
tion V : X ! [1;1℄ mesurable,�nie en un point x0, et une 
onstante 0 < Æ < 1. Les 
onditions suivantes sont �equivalentes{ Il existe un ensemble C 2 B(X ) petite et des 
onstantes 
 > 0, b <1, tels que supC V <1et PV + 
V 1�Æ � V + b1IC :{ Il existe un ensemble C 2 B(X ) petite et des 
onstantes 
 > 0, b <1, tels quePV + 
V 1�Æ � V + b1IC :Condition de Foster-Lyapunov Soient une fon
tion V : X ! [1;1℄ mesurable et une 
onstante� > 1. Les 
onditions suivantes sont �equivalentes :{ il existe un ensemble C 2 B(X ) petite et des 
onstantes 0 < � < ��1 et b < 1 tels quesupC V <1 et PV � �V + b1IC :{ il existe un ensemble C 2 B(X ) petite et des 
onstantes 0 < � < ��1 et b <1 tels quePV � �V + b1IC :2.4 f-r�egularit�eNous aurons besoin, dans le Chapitre 3, de 
al
uler le moment r0 d'un temps d'arrêt (t.a.) � 0sa
hant que 43



{ il existe un t.a. � et un ensemble C 2 B(X ) tel que �� 2 C et supx2C Ex [r(�)℄ <1 ;{ infx2C Px(0 < � 0 � �) � 
 > 0.Pour 
e faire, nous devons restreindre notre �etude aux taux r 2 � dits g�eom�etriques et sous-g�eom�etriques.Nous appliquons 
es r�esultats �a l'�etude de la f -r�egularit�e d'un ensemble C �a la vitesse r i.e.l'existen
e, pour tout ensemble a

essible B , d'un taux r tel quesupx2C Exh �B�1Xk=0 r(k)f(�k)i <1:2.4.1 Taux g�eom�etriques et taux sous-g�eom�etriquesLes taux g�eom�etriques �g�g := fr = fr(n)g 2 �; r(n) := �n; pour � > 1 et tout n � 0g:On note ��g l'ensemble des suites r 2 � pour lesquelles il existe 
 > 0 et r0 2 �g tels quer0(n) = 
 r(n). Tous les r�esultats sont �enon
�es et d�emontr�es pour r 2 �g mais restent valablespour r 2 ��g.Les taux sous-g�eom�etriques �s�s := nr = fr(n)g positives 
roissantes telles que pour n � 1;la suite flog r(n)g=n tend en d�e
roissant vers 0o:On note ��s l'ensemble des suites r 2 � pour lesquelles il existe des 
onstantes 0 < 
1 < 
2 <1et r0 2 �s telles que 0 < 
1r(n) � r0(n) � 
2r(n) < 1. ��s 
ontient les suites 
onstantes, lessuites �a 
roissan
e polynomiale, et plus g�en�eralement les suites r(n) := 1 _ (n+ 1)k log�(n+ 1),k et � r�eels positifs, et les suites de la forme r(n) := 1 _ (n + 1)k log�(n + 1) exp(�n
) ave
0 < 
 < 1 et � > 0.Tous les r�esultats sont �enon
�es et d�emontr�es pour r 2 �s mais restent valables pour r 2 ��s.Propri�et�es des suites sous-g�eom�etriques r 2 �s(i) r(n+m) � r(n)r(m) pour tout n+m � 0 don
 �s � �.(ii) limn r(n)=r0(n) = 0.(iii) pour tout � > 0 et n0 � 0,r(n+m) � (1 + �)r(m) + 
 n � n0; m � 0;o�u 
 := r(m0 + n0) et m0 := inffm � 0; flog r(m)g=m � flog(1 + �)g=n0g.44



En e�et, il existe une suite fung telle que pour n � 1, un # 0 et r(n) = expnun. Don
 si n;m � 1,r(n+m) = exp(nun+m) exp(mun+m) � exp(nun) exp(mum) = r(n)r(m);si n = 0, r(n+m) = r(m) � r(0)r(m) = r(n)r(m). Ce qui �etablit �s � �.De plus, puisque fung est d�e
roissante et tend vers z�ero,log�1 + �r(n+ 1)r(n) � = log r(n+ 1)r(n) = n�un+1 � un� + un+1 � un+1et �r(n+1)=r(n) tend vers z�ero. Pour tout � > 0, il existe N0 tel que pour tout n � N0, �r(n) ��r(n), don
 Pnk=N0+1�r(k) � �Pnk=N0+1 r(k). Par suite, pour tout n � N0, r(n)=r0(n) �� + r(N0)=r0(n). En�n, limn r0(n) � limnPnk=0 r(0) = +1, 
e qui �etablit (ii).Puisque flog r(n+m)g=(n+m) � flog r(n)g=n, il vientlog r(n+m)� log r(n)m � log r(n)n :Si m � m0, flog r(n0 + m) � log r(m)g=n0 � log r(m)=m � log(1 + �)=n0 don
 pour n � n0,r(n+m) � r(n0+m) � (1+�)r(m) ; si m � m0, r(n0+m) � 
 et la propri�et�e (iii) est d�emontr�ee.2.4.2 LemmeLe Lemme 2.9 a �et�e �etabli par Nummelin et Tuominen pour les taux sous-g�eom�etriques r 2 �s(Lemme 3.1. [84℄). La preuve utilise des propri�et�es de 
es suites qui ne sont plus valables pourles suites g�eom�etriques, �a savoir les propri�et�es (2) et (3) mentionn�ees 
i-dessus. Nous rappelonsles �etapes de la d�emonstration en Annexe A.1 et proposons une d�emonstration pour les tauxg�eom�etriques.Lemme 2.9 Soit � un temps d'arrêt Fn-adapt�e. On note S := fx 2 X ; Px(� < 1) = 1g. SoitC 2 B(X ) tel que S � C et �� 2 C Px-p.s. pour tout x 2 S. On note f�ng la suite des it�er�es de� �0 := 0 �1 := � �n := �n�1 + � Æ ��n�1 ; n � 1o�u � d�esigne l'op�erateur de translation. Soit fung une suite de v.a. �a valeurs dans f0; 1g, Hn-adapt�ee o�u Hn := ���0; � � � ;��n�, et telle que pour tout x 2 X , n � 2, Px(un = 1jF�n�1) �
 > 0. On d�e�nit � := inffn � 1; un = 1g:(i) Si r 2 �s, il existe R3 <1 telle que pour tout x 2 S,Ex [r0(��)℄ � R Ex [r0(�)℄;3Plus pr�e
is�ement, soit � tel que (1 + �)(1� 
) + � =: � < 1. Soient n� tel que pour tout n � n�, r(n) � �r0(n)et 
� tel que r(n +m) � (1 + �)r(m) + 
� pour m � 0 et n � n�. En�n, soit M := supx2C Ex [r0(�)℄. AlorsEx [r0(��)℄ � 1
 Ex [r0(�)℄ + M1� ��1 + 1
�hEx [r(�)℄ + 
�� 1
 � 1�i:45



et pour tout x 2 S, Ex [r(��)℄ � Ex [r(�)℄ supx2C Ex [r(��)℄(ii) Soit 0 < � < 1 tel que M := supx2C Ex [��� ℄ <1.Pour tout 1� 
 < � < 1 et 1 < � < �ln�=f2lnMg,Exh���i � Exh���i� ln�= ln� +M� ln�= ln�n ��21� ��1(1� 
) + �2Exh���i�2 ln�= ln�1� �M�2 ln�= ln� o(2.27)Si Px(un = 1jF�n) � 
 > 0,Exh���i � Exh���i� ln�= ln� 11� (1� 
)M� ln�= ln� ;pour tout 1 < � < �ln(1�
)= lnM .2.4.3 Appli
ation �a l'�etude de la f-r�egularit�e d'un ensemble petiteP est  -irr�edu
tible. Soit f : X ! [1;1℄ mesurable.D�e�nitions Un ensemble C est dit f -g�eom�etriquement r�egulier si pour tout ensemble B 2B+(X ), il existe � > 1 tel que supx2C Exh �B�1Xk=0 �kf(�k)i <1:Lorsque r est un taux sous-g�eom�etrique, on dit que C est (f; r)-r�egulier si pour tout ensembleB 2 B+(X ), supx2C Exh �B�1Xk=0 r(k)f(�k)i <1:Remarquons que tout ensemble f -r�egulier (�a un taux g�eom�etrique ou sous-g�eom�etrique) est petitepuisque il existe un ensemble petite a

essible B tel que supx2C Ex [�B℄ <1 (Paragraphe 2.1.3).Moment du temps de retour �a un ensemble a

essible Soient un ensemble C 2 B(X )petite et un ensemble B 2 B+(X ). Supposons que supx2C Ex [r0(�C)℄ < 1 pour un taux r 2�s [ �g.On peut supposer que C est �a-petite pour une mesure d'irr�edu
tibilit�e maximale �a (Proposition5.5.5. [72℄) ; 
omme B est a

essible, il existe � > 0 tel quePk a(k)P k(x;B) � � pour tout x 2 C.46



Puisque Px(�B <1) � Px(�A 2 B) o�u A est une v.a. de loi a = fa(n)g, il vient que pour toutx 2 C, Px(�B < 1) � �. Par suite, pour tout x 2 C, limn " Px(�B � n) � � et il existe des
onstantes m � 1 et 
 > 0 telles que Px(�B � m) � 
, x 2 C.Soit � := m+ �C Æ �m, Ex [r0(�)℄ � r0(m) + r(m)Ex [r0(�C Æ �m)℄:Or, puisque supx2C Ex [r0(�C)℄ < 1, il existe une solution �a la 
ondition de drift D2[1; r; C℄,not�ee fVng, et Ex [r0(�)℄ � r0(m) + r(m)PmVm(x):Puisque PmVm � V0 +Pm�1k=0 b(k)1IC , alors supC PmVm < 1 et don
 supx2C Ex [r0(�)℄ < 1 :par suite, � est �ni Px-p.s. pour tout x 2 C i.e. S � C. On poseun := 1 si il existe 1 � k � m ��n�1+k 2 B; un := 0 sinonet l'on a pour tout n � 2, Px(un = 1jHn�1) � P��n�1 (�B � m) � 
. On peut don
 appliquer leLemme pr�e
�edent et il vient que,{ Si r 2 �s, il existe R <1 telle que Exhr0(�B)i � R Exhr0(�C)i pour tout x 2 S.{ Si r(n) := ��n, il existe R <1 et 1 < � � ��1 tel que Exh��Bi � R Exh���Ci�2 ln�= ln�pour tout x 2 S.Cara
t�erisation de la f-r�egularit�e d'un ensemble a

essibleProposition 2.10 Soient P un noyau  -irr�edu
tible, f : X ! [1;1℄ mesurable et r 2 �s (resp.�g). Les 
onditions suivantes sont �equivalentes :(i) C 2 B(X ) est petite et supx2C ExhP�C�1k=0 r(k)f(�k)i <1.(ii) C 2 B+(X ) est (f; r)-r�egulier (resp. f -g�eom�etriquement r�egulier).Cette propri�et�e est �enon
�ee par Tuominen et Tweedie (Proposition 2.1. [117℄) dans le 
as sous-g�eom�etrique et Meyn et Tweedie (Th�eor�eme 15.2.1 [72℄) dans le 
as g�eom�etrique. L'impli
ation(ii)) (i) est triviale. L'impli
ation r�e
iproque se d�eduit du Th�eor�eme 2.8 et de la Proposition 2.4qui expriment Exh �B�1Xk=0 r(k)f(�k)i � Exh �C�1Xk=0 r(k)f(�k)i+ Exhr0(�B)i (2.28)puis du Lemme 2.9.2.4.4 Points (f; r; C)-r�eguliers et mesures (f; r; C)-r�eguli�eresSoient une fon
tion f : X ! [1;1℄ mesurable, un ensemble C 2 B(X ) et une suite r 2 �s [ �gtels que supx2C Exh �C�1Xk=0 r(k)f(�k)i <1: (2.29)47



D�e�nitions On appelle ensemble des points (f; r; C)-r�eguliers, l'ensemble S(f; r; C) d�e�ni parS(f; r; C) := nx 2 X ; Exh �C�1Xk=0 r(k)f(�k)i <1o:On appelle ensemble des mesures (f; r; C)-r�eguli�eres, l'ensemble M(f; r; C) d�e�ni parM(f; r; C) := n� 2M1(X ); E�h �C�1Xk=0 r(k)f(�k)i <1o:Nous verrons l'importan
e de 
es ensembles dans le Chapitre 3 : il est en e�et �etabli que si P , -irr�edu
tible ap�eriodique, poss�ede un ensemble C petite v�eri�ant (2.29), alorslimn r(n)kPn(x; �)� �(�)kf = 0; x 2 S(f; r; C);etlimn r0(n) Z �(dx)�0(dx0)kPn(x; �)� Pn(x0; �)kf = 0; (�; �0) 2 M(f; r; C)�M(f; r; C):Propri�et�es de S(f; r; C) En utilisant le Th�eor�eme 2.5, il vient que si V est solution deD1[f; r; C℄ alors fV <1g � S(f; r; C)� ff <1g;et si V0 est solution de D2[f; r; C℄fV0 <1g � S(f; r; C)� ff <1g:En parti
ulier, si pour f , C et � > 1 on �etablit la 
ondition de Foster-Lyapunov, rappel�ee auParagraphe 2.3.3, la fon
tion V (x) := Exh �CXk=0 �kf(�k)iest solution de D1[f; f�ng; C℄ et V � 
f , 
 > 1 (Cf. Paragraphe 2.3.3) . Par suite, fV < 1g �ff <1g et S(f; f�ng; C) = ff <1g:En�n, S(f; r; C) est absorbant et plein : en e�et C � S(f; r; C) et l'in�egalit�eZC
 P (x; dy)Ey h �C�1Xk=0 r(k)f(�k)i + f(x) � Exh �C�1Xk=0 r(k)f(�k)imontre que l'ensemble est absorbant ; puisque P est  -irr�edu
tible, il est aussi plein.48



R�egularit�e de la mesure invariante � Soit P un noyau  -irr�edu
tible, ap�eriodique. Soientf : X ! [1;1℄ mesurable, un ensemble C 2 B(X ) petite et une suite r positive 
roissante,r(0) := 1. Les 
onditions suivantes sont �equivalentes :(i) supx2C ExhP�C�1k=0 r(k)f(�k)i <1.(ii) C est a

essible, P poss�ede une mesure de probabilit�e invariante � etE� h �C�1Xk=0 �r(k)f(�k)i <1:L'impli
ation (i) ) (ii) r�esulte du fait que si il existe une ensemble petite C et une fon
tiong � 1 mesurable tels que supx2C Ex [P�C�1k=0 g(�k)℄ < 1 alors � existe et �(g) < 1. On d�eduitl'impli
ation r�e
iproque du fait que si �(g) <1, il existe une famille d�enombrable d'ensemblesmesurables fCng dont l'union est un ensemble plein et tels que supx2Cn ExhP�B�1k=0 g(�k)i <1,pour tout B a

essible. (Th�eor�eme 14.0.1 [72℄).Lien ave
 les points (f; r)-r�eguliers (resp. mesures (f; r)-r�eguli�eres) d�e�nis par Tuo-minen et Tweedie Soit r 2 �s. Tuominen et Tweedie d�e�nissent l'ensemble S(f; r) des points(f; r)-r�eguliers S(f; r) := nx 2 X ; Exh �B�1Xk=0 r(k)f(�k)i <1; 8B 2 B+(X )o;et appellent mesure (f; r)-r�eguli�ere toute mesure � 2 M1(X ) telle que pour tout B 2 B+(X ),E�h �B�1Xk=0 r(k)f(�k)i <1:Puisque C v�eri�e (2.29), C est a

essible don
 S(f; r) � S(f; r; C). L'in
lusion r�e
iproque sed�eduit de la Proposition 2.10. En 
ons�equen
e, S(f; r) = S(f; r; C). De même, on montre queM(f; rg; C) est l'ensemble des mesures (f; r)-r�eguli�eres.
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Chapitre 3(f; r)-ergodi
it�e par la m�ethode des
issionDans 
e 
hapitre, r d�esigne une suite sous-g�eom�etrique r 2 �s ou une suite g�eom�etrique r 2 �g.Nous montrons que la (f; r)-ergodi
it�e d'un noyau  -irr�edu
tible et ap�eriodique se d�eduit del'existen
e d'un moment (f; r)-pond�er�e du temps de retour �a un ensemble petite C, uniform�ementborn�e sur C. Nous proposons trois autres 
ara
t�erisations �equivalentes impliquant la (f; r)-ergodi
it�e, en termes (i) de deux 
onditions de drift et (ii) de (f; r)-r�egularit�e d'un ensemblea

essible.Les r�esultats de 
e 
hapitre reprennent ou 
ompl�etent 
eux existant dans la litt�erature (dusprin
ipalement �a Tuominen et Tweedie pour le 
as sous-g�eom�etrique et Meyn et Tweedie pourle 
as g�eom�etrique) : nous mettons en �eviden
e la similarit�e des 
onditions propos�ees (et don
des r�esultats) pour 
es deux familles de taux.3.1 R�esultats3.1.1 Condition suÆsante de (f; r)-ergodi
it�eTh�eor�eme 3.1 Soit P un noyau  -irr�edu
tible et ap�eriodique. Soient une fon
tion f : X ![1;1℄ mesurable, un ensemble C 2 B(X ) petite et une suite r := fr(n)g 2 �s [ �g tels quesupx2C Exh �C�1Xk=0 r(k)f(�k)i <1: (3.1)(i) Si r 2 �s, limn r(n)kPn(x; �)� �(�)kf = 0; x 2 S(f; r; C); (3.2)51



et il existe R <1r(n)kPn(x; �)� �(�)kf � R Exh �C�1Xk=0 r(k)f(�k)i; x 2 S(f; r; C): (3.3)Si de plus �r 2 �s, il existe R <1 telle queXn �r(n)kPn(x; �)� �(�)kf � R Exh �C�1Xk=0 �r(k)f(�k)i; x 2 S(f;�r; C): (3.4)(ii) Si r 2 �g, il existe r0 2 �g, r0 � r et une 
onstante R <1, telles queXn �r0(n)kPn(x; �)� �(�)kf � R Exh �C�1Xk=0 �r(k)f(�k)i; x 2 S(f;�r; C): (3.5)En 
ons�equen
e, pour toute mesure � 2 M(f;�r; C), nous avonsXn �R0(n) Z �(dx) kPn(x; �)� �(�)kf � R E�h �C�1Xk=0 �R0(k)f(�k)i;o�u R0 = r si r 2 �s et R0 = r0 si r 2 �g. En parti
ulier, � 2M(f;�r; C) puisqueE�h �C�1Xk=0 �r(k)f(�k)i = ZC �(dy)Eyh �C�1Xk=0 E�k h �C�1Xl=0 �r(l)f(�l)ii� �(C) supx2C Exh �C�1Xk=0 r(k)f(�k)i:(3.2) est due �a Tuominen et Tweedie (Th�eor�eme 2.1. [117℄). (3.4) 
ompl�ete le Th�eor�eme 4.3 [117℄qui, sous les mêmes hypoth�eses, �etablit simplement que la somme est �nie. Pitman [87℄, Num-melin [82℄ et Cellier [18℄ ont �etudi�e l'ergodi
it�e sous-g�eom�etrique en norme de variation totaleet ont obtenu des r�esultats similaires �a 
eux de Tuominen et Tweedie.Si, pour C petite et f � 1, la 
ondition de drift de Foster-Lyapunov est �etablie (Paragraphe2.3.3), Meyn et Tweedie prouvent l'existen
e de 
onstantes � > 1 et R <1 telles queXn �nkPn(x; �)� �(�)kf � Rf(x);pour tout x appartenant �a l'ensemble plein et absorbant ff <1g (Th�eor�eme 15.0.1. [72℄). Nousavons montr�e que dans 
e 
as, (3.1) est v�eri��ee pour une suite g�eom�etrique et qu'il existe une
onstante 1 < 
 <1 telle que Exh �C�1Xk=0 r(k)f(�k)i � 
f(x)(Cf. Paragraphe 2.3.3) : (3.5) est don
 similaire au r�esultat de Meyn et Tweedie (Th�eor�eme15.0.1. [72℄), r�esultat qui 
ompl�ete 
elui de Nummelin et Tuominen [83℄ 
onsa
r�e �a l'ergodi
it�eg�eom�etrique en norme de variation totale. 52



3.1.2 Vitesse de 
onvergen
e de �P n � �P nTh�eor�eme 3.2 Sous les mêmes hypoth�eses que 
elles du Th�eor�eme 3.1, pour toutes mesures(�; �) 2 M(f; r; C)�M(f; r; C)(i) Si r 2 �s, il existe R <1Xn r(n) Z �(dx)�(dy) kPn(x; �)� Pn(y; �)kf � RnE�hP�C�1k=0 r(k)f(�k)i+E�hP�C�1k=0 r(k)f(�k)io: (3.6)(ii) Si r 2 �g, il existe r0 � r, r0 2 �g, et une 
onstante R <1 telle queXn r0(n) Z �(dx)�(dy) kPn(x; �)� Pn(y; �)kf � RnE�hP�C�1k=0 r(k)f(�k)i+E�hP�C�1k=0 r(k)f(�k)io: (3.7)(3.6) 
ompl�ete le Th�eor�eme 4.2. [117℄ qui �etablit simplement que la somme est �nie. (3.7) sed�eduit de (3.5) en utilisant l'in�egalit�e triangulaire. Lorsque r 2 �s, Nummelin et Tuominen [83℄ont montr�e que lorsque f = 1, on obtient aussilimn r0(n) Z �(dx)�(dy) kPn(x; �)� Pn(y; �)kf = 0:Les paragraphes 3.2 �a 3.5 sont 
onsa
r�es �a la d�emonstration de (3.3) (3.4) et (3.5) et duTh�eor�eme 3.2. Nous montrons tout d'abord que l'on peut supposer que la 
hâ�ne est  -irr�edu
tibleap�eriodique et v�eri�e (3.1) pour un ensemble �1-small ; puis que la 
hâ�ne est  -irr�edu
tibleap�eriodique et v�eri�e (3.1) pour un atome �. La 
onvergen
e de kPn(x; �) � �(�)kf s'exprimealors en termes de 
onvergen
e d'un pro
essus de renouvellement de loi initiale fPx(�� = n)g etde loi d'inter-arriv�ee fP�(�� = n)g, vers le pro
essus stationnaire asso
i�e. Lorsque r 2 �g, notreappro
he di��ere de 
elle de Meyn et Tweedie dans la fa�
on de lier la d�e
roissan
e de la loi dupro
essus d'inter-arriv�ee dans les queues (dans 
e 
as, g�eom�etrique), �a la vitesse de 
onvergen
edu pro
essus retard�e vers le pro
essus stationnaire. Ils utilisent en e�et le th�eor�eme de Kendall(Th�eor�eme 15.1.1.[72℄) li�e �a des r�esultats sur les s�eries enti�eres et uniquement adapt�e au 
asg�eom�etrique l�a o�u nous invoquons un argument probabiliste de 
ouplage de pro
essus de renou-vellement (nous suivons en 
ela la te
hnique que Tuominen et Tweedie adoptent pour �etudier le
as sous-g�eom�etrique r 2 �s).Lorsque r 2 �g, on ne garantit pas (3.5) et (3.7) ave
 r0 = r, 
ontrairement au 
as sous-g�eom�etrique. Cela r�esulte de l'appli
ation du Lemme 2.9 que nous utiliserons (i) pour majorerun moment r0 � r du temps de retour �a C du m-squelette, Ex [r0(� (m)C )℄ en fon
tion du mêmemoment du temps de retour �a C de la 
hâ�ne initiale Ex [r(�C)℄ ; (ii) pour majorer un momentr0 � r du temps de retour �a l'atome de la 
hâ�ne atomique Ex [r0(��)℄ en fon
tion de Ex [r(�C)℄ ;53



(iii) pour 
al
uler le moment g�eom�etrique du temps de 
ouplage de deux pro
essus de renou-vellement de même loi d'in
r�ement fP�(�� = n)g, lorsque la loi initiale du premier est la loi deretard fPx(�� = n)g et 
elle du se
ond est la loi stationnaire.3.1.3 Autres 
onditions suÆsantes de (f; r)-ergodi
it�eTh�eor�eme 3.3 Soit P un noyau  -irr�edu
tible et ap�eriodique. Soient une fon
tion f : X ![1;1℄ mesurable, un ensemble C 2 B(X ) petite et une suite r 2 �s (resp. �g). Les 
onditionssuivantes sont �equivalentes(i) supx2C ExhP�C�1k=0 r(k)f(�k)i <1.(ii) il existe une fon
tion V : X ! [1;1℄ mesurable, V � f , et une 
onstante b <1 telles quesupC V <1 et PV (x) + Exh �CXk=0�r(k)f(�k)i � V (x) + b1IC(x):(iii) il existe une famille de fon
tions mesurables fVng, Vn : X ! [1;1℄, Vn � r(n)f , et une
onstante b <1 telles que supC V0 <1,fV1 <1g � fV0 <1gPVn+1(x) + r(n)f(x) � Vn(x) + br(n)1IC(x):(iv) C est (f; r)-r�egulier (resp. f -g�eom�etriquement r�egulier).Si V (resp. V0) est solution de (ii) (resp. (iii)), il existe R <1 telle que pour tout x 2 X ,Exh �C�1Xk=0 r(k)f(�k)i � RV (x) Exh �C�1Xk=0 r(k)f(�k)i � RV0(x):En�n, S(f; r; C) et S(f;�r; C) sont des ensembles pleins et absorbants, 
ontiennent fV0 < 1get fV <1g et sont 
ontenus dans ff <1g.Lorsque r 2 �s, l'�equivalen
e des 
onditions (i), (iii) et (iv) a �et�e �etablie par Tuominen et Tweedie(Proposition 2.1. [117℄). La 
ara
t�erisation par le drift probabiliste (ii) est don
 nouvelle.Lorsque r 2 �g, nous avons montr�e (Paragraphe 2.3.3) 
omment la 
ondition (i) (resp. (ii))est li�ee �a la 
ondition (ii) (resp. (iii)) du Th�eor�eme 15.0.1. de Meyn et Tweedie [72℄ rappel�e enAnnexe A.1.2.En�n, la derni�ere partie du th�eor�eme reprend des r�esultats remarqu�es par Tuominen et Tweedieet Meyn et Tweedie, en les reformulant sous une forme 
ompatible ave
 les deux familles detaux. 54



3.2 D'un ensemble petite �a un ensemble �1-smallPuisque P est  -irr�edu
tible et ap�eriodique, tout ensemble petite est �m-small pour m � 1(Proposition 5.5.7 [72℄) et le m-squelette Pm est en
ore  -irr�edu
tible et ap�eriodique (Proposi-tion 5.4.5. [72℄). Don
 il existe m � 1 tel que C soit �1-small pour Pm ; puisqu'il est a

essible,�1(C) > 0 (Proposition 5.5.5 et Th�eor�eme 5.5.7. [72℄). On note� (m)C := inffn � 1;�mn 2 Cgle temps de retour �a C de la 
hâ�ne de noyau Pm ; on d�e�nit la fon
tion mesurable f (m) : X ![1;1℄, f (m)(x) := 1m m�1Xk=0 P kf(x)et la suite rm 2 �s (resp. �g) si r 2 �s (resp. �g),rm(n) := r(mn):Pour toute suite r 2 �s [ �g, nous avons� r(n) kPn(x; �)� Pn(y; �)kf � r(m)rm(n)kP km(x; �)� P km(y; �)kf (m)�r(n)kPn(x; �)� Pn(y; �)kf � �rm(k)kP km(x; �)� P km(y; �)kf (m) (3.8)o�u n =: km+ i, 0 � i � m� 1. En�n, nous �etablissons en Annexe B.4 laProposition 3.4 Soit P  -irr�edu
tible et ap�eriodique. Soient une fon
tion f : X ! [1;1℄, unensemble C 2 B(X ) petite et une suite r 2 �s (resp. r 2 �g) tels quesupx2C Exh �C�1Xk=0 r(k)f(�k)i <1:Il existe une 
onstante 
 <1 telle queExh � (m)C �1Xk=0 r0m(k)f (m)(�km)i � 
 Exh �C�1Xk=0 r(k)f(�k)i; x 2 S(f; r; C);o�u r0 = r (resp. r0 � r pour r0 2 �g).Nous d�eduisons de (3.8) et de la Proposition 3.4 que l'on peut d�emontrer (3.4), (3.5) et (3.6)en supposant que P  -irr�edu
tible ap�eriodique v�eri�e (3.1) pour un ensemble C �1-small et�1(C) > 0. 55



3.3 D'un ensemble �1-small �a un atomeC est �1-small a

essible : il existe une 
onstante � > 0 et une mesure �1 2 M1(X ) telles que�1(C) > 0 et 8x 2 C; 8A 2 B(X ); P (x;A) � ��1(A):Nous posons (sans restri
tion) �1(C) = 1.3.3.1 Constru
tion de la 
hâ�ne atomiqueNous 
onstruisons une 
hâ�ne de Markov Z = (�
; �A; �P(x;d); fZn = (Xn; dn)g) bifurqu�ee �a valeursdans �X := X � f0; 1g, muni de B( �X ), la plus petite tribu 
ontenant les ensembles de la formeA� fig, i = 0; 1, A 2 B(X ). A toute mesure � sur B(X ), on asso
ie une mesure �� sur B( �X ) etr�e
iproquement, en posant��(A� f0g) := (1� �)�(A \ C) + �(A \ C
)��(A� f1g) := ��(A\ C):On trouvera une 
onstru
tion rigoureuse (d�e�nition du noyau de transition �P de Z) dans [72℄,Chapitre 5. Nous nous 
ontentons i
i de donner une 
onstru
tion algorithmique : soit � unemesure de probabilit�e sur B(X ) ; on simule Z0 � �� i.e. X0 � � et si X0 2 C
, d0 := 0, sinon d0est une v.a. de Bernouilli de param�etre �, B(�). On pro
�ede 
omme suit{ Si zn := (xn; dn) 2 C � f0g,{ Xn+1 � R(xn; �) := (1� �)�1�P (xn; �)� ��1(�)�.{ si Xn+1 2 C
, dn+1 := 0 ; sinon dn+1 � B(�).{ Si zn := (xn; dn) 2 C
 � f0g,{ Xn+1 � P (xn; �).{ dn+1 est 
onstruit 
omme pr�e
�edemment.{ Si zn := (xn; dn) 2 C � f1g,{ Xn+1 � �1(�) (n�e
essairement Xn+1 2 C).{ dn+1 � B(�).Pour toute fon
tion mesurable positive f , et x 2 X , on note�Ex [f ℄ := �Æx�� ��E(x;d) [f ℄� = Z �X (Æx)�(dz) �Ez [f ℄:3.3.2 Propri�et�esP est  -irr�edu
tible et ap�eriodique et C est a

essible don
 �P est ��1 -irr�edu
tible et ap�eriodiqueet poss�ede un atome a

essible � � := C � f1g;56



(Th�eor�eme 5.1.3. [72℄). De plus, pour toute fon
tion f : X ! [1;1℄ mesurable telle que �(f) <1���Pnf(x)� �(f)��� = ����Æx�� � �Pn �f�� ��(f)��� n � 1; x 2 Xo�u �f : �X ! [1;1℄ est d�e�nie par �f((x; d)) := f(x). Don
kPn(x; �)� �(�)kf = kÆ�x( �Pn)� ��k �f : (3.9)En�n, on �etablit en Annexe B.5 laProposition 3.5 Soit P  -irr�edu
tible et ap�eriodique. Soient une fon
tion f : X ! [1;1℄, unensemble C 2 B(X ) �1-small et une suite r 2 �s (resp. r 2 �g) tels quesupx2C Exh �C�1Xk=0 r(k)f(�k)i <1:Il existe une 
onstante 
 <1 telle que�Exh ���1Xk=0 r0(k)f(Xk)i � 
 Exh �C�1Xk=0 r0(k)f(�k)i; x 2 S(f; r; C);o�u r0 = r (resp. r0 � r pour r0 2 �g).Nous d�eduisons de (3.9) et de la Proposition 3.5 que l'on peut d�emontrer (3.4), (3.5) et (3.6) ensupposant que P  -irr�edu
tible ap�eriodique v�eri�e (3.1) pour un atome �.3.4 De l'ergodi
it�e d'une 
hâ�ne atomique �a l'ergodi
it�e d'unpro
essus de renouvellement3.4.1 D�e
omposition premier passage-dernier passageNous r�e�e
rivons Pn(x;A) en distinguant le premier et dernier passage (avant n) dans l'atome� ; nous obtenons,Pn(x;A) = �Pn(x;A) + n�1Xj=1 Z� �Pn�j (z; A) jXk=1 Z� �P k(x; dy)P j�k(y; dz)= �Pn(x;A) + n�1Xj=1 jXk=1 �P k(x; �)P j�k(�; �)�Pn�j(�;A) (3.10)o�u �P d�esigne la probabilit�e Taboo i.e.�Pn(x;A) := Px��1 =2 �; � � � ;�n�1 =2 �;�n 2 A� n � 1; x 2 X ; A 2 B(X ):57



On pose ax(n) := Px(�� = n); u(n) := P�(�n 2 �);ave
 la 
onvention ax(0) := 0 et u(0) := 0, et pour une fon
tion mesurable positive f ,tf (n) := E�hf(�n)1I���ni = Z �Pn(�; dy)f(y) tf (0) := 0:On note a � b la 
onvolution de deux suites a := fa(n)g, b := fb(n)ga � b(n) := nXk=0 a(k)b(n� k):Ave
 
es notations, nous avons,Pnf(x) = �Pnf(x) + n�1Xj=1 jXk=1 ax(k)u(j � k)tf (n� j)= �Pnf(x) + n�1Xj=1 ax � u(j)tf(n� j)= �Pnf(x) + ax � u � tf (n):D'autre part, la mesure invariante v�eri�e l'�egalit�e�(B) = ZA �(dy)Ey h �AXk=1 1IB(�k)i; A 2 B+(X ); B 2 B(X );(Th�eor�eme 10.0.1 [72℄) don
 nous �e
rivons �(f) sous la forme�(f) = Z� �(dy)Ey h ��Xk=1 f(�k)i = �(�)E�h ��Xk=1 f(�k)i = �(�)Xn�1 tf (n): (3.11)3.4.2 D�emonstration du Th�eor�eme 3.1Nous d�eduisons de (3.10) et (3.11)Pnf(x)� �(f) = �Pnf(x) + ax � u � tf (n)� �(�) nXk=1 tf (k)� �(�) Xk�n+1 tf (k)= �Pnf(x) + �ax � u� �(�)� � tf (n)� �(�) Xk�n+1 tf (k)jPnf(x)� �(f)j � �Pnf(x) + ���ax � u� �(�)��� � tf (n) + �(�) Xk�n+1 tf (k):58



Pour toute suite r 2 �s [ �g,Xn �r(n)jPnf(x)� �(f)j �Xn �r(n) �Pnf(x) +Xn �r(n) jax � u� �(�)j � tf (n)+ �(�)Xn �r(n) Xk�n+1 tf (k):Or, Xn �r(n) �Pnf(x) = Exh ��Xk=1�r(k)f(�k)iet �(�)Xn �r(n) Xk�n+1 tf (k) = �(�)Xn r(n)tf (n) = �(�)E�h ��Xk=1 r(n)f(�n)i:De plus, puisque �r 2 �s [ �g, �r(n+m) � �r(n)�r(m) etXn �r(n) jax � u� �(�)j � tf (n) �Xn�1�r(n)tf (n) Xn�1�r(n)jax � u� �(�)j(n)� 
 Xn�1�r(n)jax � u� �(�)j(n):Observons que si S := fSng est un pro
essus de renouvellement de loi de retard ax := fax(n)get de loi d'inter-arriv�ee p := fP�(�� = n)g d�e�ni sur (
;A; Pax), ax � u(n) s'interpr�ete 
ommela probabilit�e que n soit un point de renouvellement i.e.ax � u(n) = Pax�Sj = n; j � 0�:Or, si p est ap�eriodique de moyenne �nie � := Pn np(n), le pro
essus S est ergodique etlimn ax �u(n) = ��1. Dans le 
as pr�esent, l'ap�eriodi
it�e de p r�esulte de l'ap�eriodi
it�e de la 
hâ�neet par d�e�nition de p, � = E� [��℄ don
 0 < � <1. En�n, nous savons par le Th�eor�eme de Ka
(Th�eor�eme 10.2.2. [72℄) que �E� [��℄��1 = �(�):Ainsi, fax � u(n)g 
onverge vers �(�) et �etablir une majoration de la somme Pn�1�r(n)jax �u��(�)j(n) revient �a �etudier la vitesse de 
onvergen
e de S vers le pro
essus stationnaire. Nousmontrons dans le paragraphe suivant qu'il existe une 
onstante 
 <1 et une suite r0 2 �s [�gtelles queXn�1�r0(n)jax � u� �(�)j(n) � 
nEx [r0(��)℄ + E� [r00(��)℄o; x 2 S(f;�r; C) (3.12)r0(n)jax � u� �(�)j(n) � 
nEx [r0(��)℄ + E� [r00(��)℄o; x 2 S(f; r; C) (3.13)59



o�u r0 = r si r 2 �s et r0 � r pour r0 2 �g si r 2 �g.Cela termine la d�emonstration de (3.4) et (3.5). (3.3) r�esulte de (3.13),r(n) �Pnf(x) � Exh ���1Xk=0 r(k)f(�k)iet r(n) Xk�n+1 tf (k) � Xk�n+1 r(k)tf(k) � E�h ���1Xk=0 r(k)f(�k)i:3.4.3 D�emonstration du Th�eor�eme 3.2En utilisant (3.10), nous avonsjPnf(x)� Pnf(y)j � �Pnf(x) + �Pnf(y) + jax � u� ay � uj � tf (n)don
 pour r 2 �s,Xn r(n)���Pnf(x)� Pnf(y)��� � Exh ���1Xk=0 r(k)f(�k)i+ Eyh ���1Xk=0 r(k)f(�k)i+Xn r(n)���ax � u � ay � u���(n) E�h ��Xk=1 r(k)f(�k)i:Nous montrons dans le paragraphe suivant qu'il existe R <1 telle que pour tout x 2 S(f; r; C),Xn r(n)���ax � u� u���(n) � R Exhr0(��)i; (3.14)
e qui 
on
lut la d�emonstration de (3.6)3.5 Ergodi
it�e d'un pro
essus de renouvellement3.5.1 D�e�nitionsSoit S = (
;A; Pa; fSng) un pro
essus de renouvellement de loi initiale a := fa(n)g et de loid'inter-arriv�ee p := fp(n)g sur N n f0g. On note 0 < � :=Pn�1 np(n) l'intensit�e du renouvelle-ment, suppos�ee �nie. On asso
ie au pro
essus S la suite de renouvellement fv(n)gv(n) := Pa�Sk = n; k � 0�:60



fv(n)g est solution de l'�equation de renouvellement v(n) = a(n)+p�v(n), n � 1 et v(0) = a(0) ;on notera fu(n)g la suite de renouvellement d'un pro
essus sans retard (i.e. pour lequel a = Æ0),de sorte que v(n) = a � u(n). En�n, le pro
essus de loi initiale 
 := f
(n)g,
(n) := 1� Xk�n+1 p(k)est le pro
essus stationnaire de suite de renouvellement v(n) = 1=� pour tout n � 0.En�n, on asso
ie au pro
essus S une suite de v.a. de Bernouilli fVkg, indi
atri
e des temps derenouvellement � Vk := 1 si k est un point de renouvellement;Vk := 0 sinon: (3.15)Pour les taux sous-g�eom�etriques, nous d�eduisons les relations (3.12), (3.13) et (3.14) de la Pro-position suivante.Proposition 3.6 Soit r := fr(n)g 2 �s telle que Pn r0(n)p(n) < 1. Il existe des 
onstantes
i <1, i = 1; 2 telles queXn r(n)���a � u� a0 � u���(n) � 
1�Xn r0(n)a(n) +Xn r0(n)a0(n)�;r0(n) ���a � u� a0 � u���(n) � 
2�Xn r0(n)a(n) +Xn r0(n)a0(n)�:Preuve 6 (i) La Proposition 2.1.(ii) [84℄ �etablitXn ja � u� uj(n) �Xn r0(n)a(n)�1 +Xn r(n)ju(n+ 1)� u(n)j�puis on 
on
lut par le Corollaire 2 [58℄, 
orollaire dont la d�emonstration n�e
essite la 
onstru
tiond'un temps de 
ouplage. �La d�emonstration du Corollaire 2 [58℄ repose sur des propri�et�es des suites sous-g�eom�etriquesqui ne sont plus valables pour les suites g�eom�etriques (Cf. remarque Paragraphe 2.4.2). Nousd�emontrons un r�esultat plus faible que 
elui de la Proposition 3.6, mais n�eanmoins suÆsant pour�etablir (3.12), (3.13) et (3.14) pour une suite g�eom�etrique. La d�emonstration n�e
essite aussi la
onstru
tion d'un temps de 
ouplage.3.5.2 Temps de 
ouplageD�e�nitionSoient deux pro
essus de renouvellement S et S 0, de même loi d'inter-arriv�ee ap�eriodique p :=fp(n)g d'intensit�e 0 < � < 1, et de loi de retard respe
tive a := fa(n)g et a0 := fa0(n)g.On suppose qu'ils sont d�e�nis sur le même espa
e 
anonique (
;A; Pa;a0) et que les pro
essus61



d'inter-arriv�ees Y := fYng; n � 1 et Y 0 := fY 0ng; n � 1 sont ind�ependants (Y0 et Y 00 ne sont pasn�e
essairement ind�ependants). Soient fv(n)g et fv0(n)g les suites de renouvellement asso
i�ees etfVkg et fV 0kg les indi
atri
es de temps de renouvellement d�e�nies par (3.15). On appelle tempsde 
ouplage T la v.a. d�e�nie sur (
;A; Pa;a0) parT := inffn � 0; Vn = V 0n = 1g:In�egalit�e de 
ouplageOn d�e�nit un pro
essus de renouvellement ~S sur (
;A; Pa;a0) par� ~Sn = Sn n � T;~Sn = S0n n � T;auquel on asso
ie la suite de renouvellement ~v(n). Il est fa
ile de voir que ~v(n) = v(n) puisque
es suites v�eri�ent les mêmes �equations de renouvellement. En 
ons�equen
e,jv(n)� v0(n)j = j~v(n)� v0(n)j= ���Pa;a0� ~Sk = n; k � 0�� Pa;a0�S 0k = n; k � 0����= ���Pa;a0� ~Sk = n; k � 0;T > n�� Pa;a0�S0k = n; k � 0;T > n����et on obtient l'in�egalit�e de 
ouplagejv(n)� v0(n)j � Pa;a0�T > n�:En parti
ulier, lorsque a0 = 
, nous avons jv(n)� ��1j = ja � u(n) � ��1j � Pa;
(T > n), et ilvient que �nja � u(n)� ��1j � �nPa;
(T > n) � Ea;
 [�T ℄:Nous nous int�eressons don
 �a l'existen
e de 
e moment g�eom�etrique.Moment g�eom�etrique du temps de 
ouplageProposition 3.7 Soit r := rn, r > 1 telle que Pn rnp(n) < 1. Il existe des 
onstantes � � ret 
 <1 telles que pour toutes distributions a := fa(n)g, a0 := fa0(n)g sur N,Ea;a0 h�T i � 
n�Xn r(n)a(n)�2 ln�= ln r + �Xn r(n)a0(n)�2 ln�= ln ro:Preuve 7 La d�emonstration est pr�esent�ee en Annexe B.6. �62



3.6 Autres appro
hes de la m�ethode de s
issionLes deux appro
hes mentionn�ees 
i-dessous utilisent la m�ethode de s
ission pour �etudier l'ergo-di
it�e en variation totale. La premi�ere formule une hypoth�ese plus g�en�erale que l'existen
e d'unensemble petite ; la se
onde formule les mêmes hypoth�eses que le Th�eor�eme 3.1 mais 
onstruitla 
hâ�ne atomique �a partir de la 
hâ�ne initiale et non de son m-squelette.3.6.1 Constru
tion de Nummelin et TuominenNummelin et Tuominen [84℄ �etudient l'ergodi
it�e �a un taux r 2 �s d'un noyau P  -irr�edu
tible,ap�eriodique et Harris-r�e
urrent (i.e. pour toutB 2 B+(X ), x 2 B, Px(� 2 B in�niment souvent) =1). Pour 
ela, ils substituent l'existen
e d'un ensemble petite par la 
ondition de minoration plusg�en�erale Pm(x;A) � h
 �(A) := h(x)�(A); x 2 X ; A 2 B(X ) (3.16)pour un entier m � 1, une fon
tion h : X ! [0; 1℄ mesurable et  (h) > 0, et une mesure� 2 M1(X ) ; et rempla
ent la 
ondition (3.1) par�(Qr0h) := ��Xn r0(nm)hPm � h
 �inh� <1:La 
hâ�ne atomique est 
onstruite pour m = 1 (Nummelin [81℄). Pour 
e faire, �a toute mesure �sur B(X ), on asso
ie une mesure �� sur l'espa
e bifurqu�e en posant���A� f0g� = �(I1�hA) ���A� f1g� = �(IhA);et on d�e�nit un noyau de transition �P 0 de ( �X ;B( �X )) dans (X ;B(X )) par�P 0�(x; 0); A�= (1� h(x))�1 (P (x;A)� h(x)�(A)) si h(x) < 1= �(A) sinon�P 0�(x; 1); A�= �(A);puis on �etend 
e noyau en un noyau �P de ( �X ;B( �X )) dans ( �X ;B( �X )) �a l'aide de la mesure"
onjugu�ee" : pour tout z 2 �X , �P (z; �) = � �P 0(z; �)��.Tout noyau  -irr�edu
tible poss�ede un ensemble C-�m small a

essible et la 
ondition de mino-ration (3.16) est toujours v�eri��ee ave
 h(x) = �1IC(x) pour � > 0. Dans 
e 
as, il est fa
ile dev�eri�er que la mesure �� et la 
hâ�ne �a atome d�e�nies 
i-dessus 
o��n
ident ave
 
elles d�e�niesau Paragraphe 3.3.1. De plus, nous montrons (la d�emonstration est en Annexe B.7) que pourtoute mesure � 2 M1(X ) et toute suite r = fr(n)g, la 
ondition �(Qrh) < 1 est �equivalente �aE�hr(�C)i <1: 63



3.6.2 Constru
tion de KalashnikovKalashnikov [52℄ �etudie l'ergodi
it�e d'un noyau P  -irr�edu
tible, ap�eriodique et Harris-r�e
urrentsous l'hypoth�ese d'existen
e d'un ensemble petite C v�eri�ant (3.1). La 
onstru
tion de la 
hâ�neatomique est modi��ee 
omme suit :{ Si zn = (xn; dn) 2 C � f0g, Xn+m � R(Xn; �),{ Si zn = (xn; dn) 2 C � f1g, Xn+m � �m(�),{ Si zn = (xn; dn) 2 C
 � f0g, Xn+1 � P (xn; �).Dans les deux premiers 
as, on 
ompl�ete les (m�1) �e
hantillons manquants (Xn+1; � � � ; Xn+m�1)selon la loi P (�1 2 A1; � � � ;�m�1 2 Am�1j�0 = xn;�m = xn+m). Dans tous les 
as, dn est
onstruit 
omme dans la m�ethode que nous avons pr�esent�ee. Bien que le pro
essus Z ne soit pasmarkovien (sauf si m = 1), on a par 
onstru
tion l'�egalit�e en loi du pro
essus X = fXng et d'une
hâ�ne de Markov de noyau P . On peut extraire de Z un pro
essus markovien (moralement, 
'estle pro
essus obtenu lorsqu'on ne rajoute pas les m� 1 �e
hantillons). Kalashnikov �etudie ensuitela vitesse d'ergodi
it�e en variation totale �a l'aide de l'appro
he par renouvellement pr�esent�ee
i-dessus.
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Chapitre 4(f; r)-ergodi
it�e par la m�ethode de
ouplageLes r�esultats pr�esent�es dans 
e 
hapitre 
ompl�etent, am�eliorent ou d�etaillent 
euxr�eunis dans un do
ument soumis �a publi
ation, et qui 
onstitue le Chapitre 7.A�n de fa
iliter la le
ture de 
ette partie, nous avons rappel�e dans les pagesNotations pr�e
�edantle Chapitre 1, les hypoth�eses formul�ees dans 
e 
hapitre.Nous �etudions l'ergodi
it�e d'un noyau de transition P  -irr�edu
tible et ap�eriodique, par lam�ethode de 
ouplage, sans re
ourir �a la s
ission.Le prin
ipe de 
ouplage, tel qu'il est traditionnellement utilis�e 
onsiste �a 
onstruire sur le mêmeespa
e de probabilit�e, deux 
hâ�nes ind�ependantes (X;X 0) de même transition P , et de loisinitiales respe
tives �, �0, de sorte qu'au del�a d'un temps al�eatoire T dit de 
ouplage, leursdistributions 
o��n
ident : L(Xn+T ) = L(X 0n+T ), n � 0. Le 
ouplage, tel que nous l'entendonsdans 
e 
hapitre, 
onsiste �a d�e�nir deux pro
essus (X;X 0) tels que, pour tout n, la loi marginalede X (resp. X 0) est �Pn (resp. �0Pn) et au del�a de T , leurs traje
toires 
o��n
ident. Ces deuxd�e�nitions sont n�eanmoins tr�es pro
hes, et requi�erent les mêmes hypoth�eses sur P .Dans le 
as de 
hâ�nes �a espa
e d'�etat d�enombrable, la 
onstru
tion est simple : pour un �etat iarbitraire, T est �egal au premier passage dans (i; i) de (X;X 0) (Pitman [87℄). Cette d�e�nitions'�etend 
lassiquement aux noyaux �a valeur dans un espa
e d'�etat quel
onque, poss�edant unatome � : T est �egal au premier temps de passage de (X;X 0) dans (�; �).Lorsque P n'est plus atomique, mais poss�ede un ensemble petite C deux s
h�emas sont possibles ;supposons C �1-small :{ Le premier, tel qu'il est pr�esent�e par Nummelin [81℄, asso
ie �a 
haque 
omposanteX;X 0 sa65




hâ�ne s
ind�ee �X, �X 0 selon l'algorithme pr�esent�e dans le Chapitre pr�e
�edent ; puis �etudiela 
onvergen
e de �Pn��0Pn au travers de l'�etude de la 
onvergen
e des noyaux �a atome.Autrement dit, le temps de 
ouplage T est obtenu 
omme suit : �a 
haque 
hâ�ne estasso
i�ee une suite de v.a. de Bernouilli ind�ependantes, not�ees D et D0, et ind�ependantesde la 
hâ�ne. Chaque fois que X (resp. X 0) est dans C, on 
onsulte la v.a. D (resp. D0) : sielle vaut 1, le passage dans C 
orrespond �a un passage dans l'atome. Le temps de 
ouplageest le premier instant o�u (X;X 0) est dans C � C et D = D0 = 1.{ La se
onde appro
he (Lindvall [58℄, Dia
onis [32℄) s'a�ran
hit de la 
onstru
tion de l'atome :si (Xn; X 0n) 2 C�C, on tire une v.a. de Bernouilli d et si d = 1, on simule x � �1 et on poseX 0n+1 = Xn+1 = x ; si d = 0, on simule ind�ependamment Xn+1 et X 0n+1 selon leur proba-bilit�e \
ompl�ementaire" respe
tive (Cf. Paragraphe 4.1.2 pour une d�e�nition rigoureuse) ;en�n, si (Xn; X 0n) =2 C�C, Xn+1 et X 0n+1 sont tir�es ind�ependamment selon la loi P (Xn; �)et P (X 0n; �). Dans 
e 
as, T est d�e�ni 
omme le premier instant o�u (X;X 0) 2 C � C etd = 1. Supposons T < 1 presque sûrement ; on 
onstruit un troisi�eme pro
essus X 00 (surle même espa
e de probabilit�e) X 00n = � Xn n � T;X 0n n < T;et on appelle pro
essus 
oupl�e la paire (X;X 00).Dans les deux s
h�emas, pour f mesurable positive,�Pnf � �0Pnf = Ehff(Xn)� f(X 0n)g1IT�ni;l'�etude de la 
onvergen
e de �Pn � �0Pn en variation totale se d�eduit de l'�etude de la loi (entermes d'existen
e de moments) de T , tandis que l'�etude de la 
onvergen
e en norme f se d�eduitde plus du 
ontrôle de l'esp�eran
e Eh PT�1k=0 ff(Xk)� f(X 0k)gi.Nous nous proposons d'�enon
er des 
onditions suÆsantes, en termes de minoration d'un squelettePm et en termes de 
onditions de drift, permettant de d�eterminer un taux de 
onvergen
er := fr(n)g (suite 
roissante) et une borne d'ergodi
it�e en norme f , Bf;r(x; x0; n), tels que pourtout (x; x0) 2 X � X , kPn(x; �)� Pn(x0; �)kf � Bf;r(x; x0; n);et 0 < lim infn r(n)Bf;r(x; x0; n) � lim supn r(n)Bf;r(x; x0; n) <1:Nous 
onstruirons aussi une borne Bf;r(x; x0) telle queXn r(n) kPn(x; �)� Pn(x0; �)kf � Bf;r(x; x0):Pour 
e faire, nous utilisons (une g�en�eralisation de) la se
onde appro
he en 
onstruisant unpro
essus markovien Z = (X;X 0; d) de noyau P �, �a valeurs dans X�X�f0; 1g : nous rempla�
onsl'existen
e d'un ensemble �m-small par la 
ondition de minorationPm(x; �)^ Pm(x0; �) � �x;x0(�) (x; x0) 2 �;66



(a) sur un domaine non n�e
essairement sym�etrique � := C � D [ D � C, pour C � D et Ca

essible ; (b) pour un noyau sous-markovien �x;x0 tel queinf(x;x0)2��x;x0(X ) > 0:De plus, nous 
onstruisons le pro
essus Z de fa�
on �a 
e que la loi de Xn (resp.X 0n) soit �Pn (resp.�0Pn) quelle que soit la valeur de m : habituellement, on 
onstruit Z �a l'aide du m-squelette, 
equi implique que la loi de Xn (resp. X 0n) est �Pnm (resp. �0Pnm) ; les r�esultats obtenus �a l'aidede 
e pro
essus 
on
ernent don
 le squelette Pm et s'�etendent 
lassiquement �a la 
hâ�ne initialede noyau P par homoth�etie sur l'�e
helle de temps.Baxendale [5℄, Meyn et Tweedie [73℄, Rosenthal [101, 103℄, Lund et Tweedie [61℄, Mengersen etTweedie [70℄, ou en
ore Roberts et Tweedie [99℄ ont propos�e des expressions expli
ites de bornesd'ergodi
it�e Bf;r, pour des taux r g�eom�etriques sous des 
onditions entrâ�nant la f -ergodi
it�eg�eom�etrique. Notre obje
tif est de 
onstruire des bornes d'ergodi
it�e sous des hypoth�eses plusfaibles, entrâ�nant l'ergodi
it�e en norme f �a un taux polynomial r(n) = (n + 1)k, k entier, ou�a un taux riemannien r(n) = (n + 1)k, k r�eel positif, ou plus g�en�eralement �a tout taux sous-g�eom�etrique r 2 �s (
lasse d�e�nie au Paragraphe 2.4.1).La 
onstru
tion de 
es bornes d'ergodi
it�e se d�eduit du 
al
ul de moments du temps de 
ouplage,moment que nous exprimons en fon
tion du temps d'entr�ee dans ��f0g de Z. Nous avons montr�eau Chapitre 2 le lien entre les solutions de 
onditions de drift et les moments du temps d'entr�ee :il est don
 naturel de supposer l'existen
e de tels moments en formulant une 
ondition de driftrelative au noyau P �. Telle est l'appro
he de Rosenthal [101, 103℄ et de Roberts et Tweedie [99℄ :leurs 
onditions sont n�eanmoins diÆ
iles �a v�eri�er en pratique, 
e qui intuitivement se 
omprendpuisqu'il s'agit de 
ontrôler le temps d'entr�ee dans un ensemble d'un pro
essus qui peut être vu
omme deux 
hâ�nes ind�ependantes, au lieu du temps d'entr�ee dans un ensemble d'une 
hâ�ne.Aussi exploitons-nous la stru
ture parti
uli�ere du noyau P � entre deux passages dans �� f0g,pour substituer la 
ondition de drift relative au noyau P � et �a l'ensemble � � f0g par (a)une 
ondition de drift relative au noyau P et �a l'ensemble C (b) des 
onditions de 
roissan
e�a l'ext�erieur de D des fon
tions solutions des 
onditions de drift. Nous proposons plusieursformulations de drift selon le taux de 
onvergen
e re
her
h�e.Nous d�eveloppons aussi 
ette �etude pour les taux g�eom�etriques, sous des hypoth�eses semblables�a 
elles formul�ees dans [73, 101, 103, 99℄ : nous d�e�nissons un taux maximal �FM > 1 et uneborne B1;�(x; n) (d�e�nition expli
ite) tels que pour tout � < �FMkPn(x; �)� �(�)kVT � B1;�(x; n) x 2 X ;et 0 < lim infn �nB�;f(x; n) � lim supn �nBf;�(x; n) <1:Nous 
ompl�etons 
es r�esultats par le 
al
ul de Bf;� telle que pour tout � < �FM ,Xn �nkPn(x; �)� �(�)kf � Bf;�(x) x 2 X :67



4.1 M�ethode de 
ouplage4.1.1 Hypoth�esesNous supposons queH1 P est un noyau  -irr�edu
tible et ap�eriodique.La 
onstru
tion du temps de 
ouplage est habituellement bas�ee sur l'existen
e d'un ensemble pe-tite a

essible, 
e qui est toujours le 
as lorsque P est  -irr�edu
tible. N�eanmoins, pour am�eliorerle 
al
ul des bornes d'ergodi
it�e Bf;r, nous formulons une 
ondition de minoration plus �ne.Soient (C;D) 2 B+(X )� B+(X ), C � D.H2[C;D℄ Il existe un entier m � 1 tel que pour tout (x; x0) 2 � := C �D [D � C,Pm(x;A) ^ Pm(x0; A) � �x;x0(A); A 2 B(X )o�u �x;x0(dy) est un noyau sous-markovien de � dans B(X ) tel que�� := inf(x;x0)2��x;x0(X ) > 0: (4.1)On d�e�nit �+ := sup(x;x0)2��x;x0(X ):A d�efaut de v�eri�er H2[C;D℄, on sait que si P est  -irr�edu
tible, il poss�ede un ensemble �m-smallC 2 B+(X ) et don
H2'[C℄ il existe une 
onstante � > 0 et une mesure �m 2 M1(X ) telles que8x 2 C; 8A 2 B(X ) Pm(x;A) � ��m(A); �m(C) > 0:Dans 
e 
as,D = C et la 
ondition de minoration H2[C;C℄ est v�eri��ee ave
 �x;x0(dy) := ��m(dy).R�e
iproquement, sous H2[C;D℄, C est un ensemble small si il existe une mesure � sur B(X ) telleque 8 (x; x0) 2 �; 8 A 2 B(X ); �x;x0(A) � �(A):Il est toujours possible de 
onstruire le noyau �x;x0 �a partir d'un noyau �x;x0(dy) de � dansB(X ), en posant �x;x0(A) := ZA dPm(x; �)d�x;x0 ^ dPm(x0; �)d�x;x0 �x;x0(dy)o�u dPm(x;�)d�x;x0 d�esigne la d�eriv�ee de Radon-Nikodym. Lorsque �x;x0(dy) := Pm(x; dy), la 
onditionde minoration (4.1) devient inf(x;x0)2� ZX 1 ^ dPm(x0; dy)dPm(x; dy) Pm(x; dy) > 0;68



et est 
onnue sous le nom de 
ondition de Doeblin lo
ale. On note Rx;x0(u; dy) le noyau r�esiduelRx;x0(u; dy) := �1� �x;x0(X )��1�Pm(u; dy)� �x;x0(dy)�; (x; x0) 2 �; u 2 fx; x0g: (4.2)4.1.2 Constru
tion du temps de 
ouplageSoit la 
hâ�ne 
anonique Z = (
;A; Zn = (Xn; X 0n; dn); Px;x0;i), (x; x0; i) 2 X � X � f0; 1g, �avaleurs dans X �X �f0; 1gmuni de la plus petite tribu qui 
ontient les ensembles A�A0�fig 2B(X )� B(X )� f0; 1g, et de noyau de transition P �P ��(x; x0; d);A�A0 � fig� := 1I��f0g(x; x0; d)h�x;x0(A \A0) 1If1g(i)+ �1� �x;x0(X )� Rx;x0(x;A) Rx;x0(x0; A0) 1If0g(i)i+ 1I�
�f0g(x; x0; d) P (x;A)P (x0; A0) 1If0g(i)+ 1If1g(d) 1I(x=x0) P (x;A \A0) 1If1g(i)+ 1If1g(d)1I(x6=x0)P (x;A)P (x0; A0) 1If1g(i);en fait, le dernier terme fait de P � un noyau de transition markovien mais n'intervient pas lorsquela loi initiale du pro
essus Z est �a support dans B(X )� B(X )� f0g, 
e qui sera le 
as dans lesrelations 
i-dessous. Autrement dit, lorsque Z0 2 X � X � f0g,(1) si dn = 0 et(a) (Xn; X 0n) =2 �, on pose dn+1 := 0 et on simule ind�ependamment Xn+1 � P (Xn; �) etX 0n+1 � P (X 0n; �).(b) (Xn; X 0n) 2 �,{ ave
 la probabilit�e �Xn;X 0n(X ), on simule � � �Xn;X 0n=�Xn;X 0n(X ), on pose Xn+1 =X 0n+1 := � et dn+1 := 1.{ ave
 la probabilit�e 1��Xn;X 0n(X ), on laisse dn+1 := 0 et on simuleXn+1 � RXn;X 0n(Xn; �)et X 0n+1 � RXn;X 0n(X 0n; �).(2) si dn = 1, on laisse dn+1 := 1 et on simule Xn+1 � P (Xn; �), X 0n+1 := Xn+1.On note FZn la �ltration naturelle du pro
essusFZn := ��Zk ; 0 � k � n�:Pour tout A 2 B(X ), n � 0, z := (x; x0; d) 2 X � X � f0; 1g, (�; �0) 2M1(X )�M1(X ),P�;�0;0�Xn+1 2 AjZn = z� = 1IX 2�f1g(z) P (x;A) + 1I�
�f0g(z) P (x;A)+ 1I��f0g(z) n�x;x0(A) + (1� �x;x0(X )) Rx;x0(x;A)o= 1IX 2�f1g(z) P (x;A) + 1I�
�f0g(z) P (x;A) + 1I��f0g(z) Pm(x;A)69



et par sym�etrie, nous obtenons le même r�esultat pour X 0P�;�0;0�X 0n+1 2 AjZn = z� = 1IX 2�f1g(z) P (x0; A)+ 1I�
�f0g(z) P (x0; A)+ 1I��f0g(z) Pm(x0; A):En 
ons�equen
e, si m = 1, nous v�eri�ons quePx;x0;0(Xn 2 A) = Pn(x;A) Px;x0;0(X 0n 2 A) = Pn(x0; A):En revan
he, on perd 
ette relation lorsque m > 1 : 
haque passage de Z dans �� f0g induitun "d�e
alage temporel" de taille m. Pour retrouver une �e
helle de temps ad�equate, on d�e�nit lepro
essus ~Z 
omme sugg�er�e par Kalashnikov [52℄ pour la m�ethode de s
ission. Soit Q0 := 0 et~Z0 := Z0.(1) si dn = 0,{ si (Xn; X 0n) =2 �, on in
r�emente Qn+1 := Qn + 1 et l'on pose ~ZQn+1 := Zn+1.{ si (Xn; X 0n) 2 �, on ins�ere (m� 1) �e
hantillons en posant Qn+1 := Qn +m et ~ZQn+1 :=Zn+1. On simule les �e
hantillons manquants ~XQn+k (resp. ~X 0Qn+k), 1 � k � m�1, sous laloi 
onditionnelle de la 
hâ�ne � (de noyau P ) sa
hant �0 := ~XQn et �m := ~XQn+1 (resp.�0 := ~X 0Qn et �m := ~X 0Qn+1).(2) si dn = 1, on pose Qn+1 := Qn + 1 et ~ZQn+1 := Zn+1.Le pro
essus ~Z v�eri�ePx;x0;0( ~Xn 2 A) = Pn(x;A) Px;x0;0( ~X 0n 2 A) = Pn(x0; A) (4.3)pour tout (x; x0) 2 X � X , A 2 B(X ) et n � 0. D�es lors que ~dn = 1, ~Xn = ~X 0n et les pro
essus
ouplent : on appelle temps de 
ouplage la v.a.T := inffn � 1; ~dn = 1g:La 
onstru
tion de T est li�ee aux passages dans � de (X;X 0), not�es Tn et d�e�nis parT0 := inffn � 0; (Xn; X 0n) 2 �g;Tn+1 := inffn � Tn + 1; (Xn; X 0n) 2 �g; n � 0;ave
 la 
onvention inf ; = 1, mais seulement �a 
ertains passages dans � de ( ~X; ~X 0), not�es T 0net d�e�nis par T 0n := Tn + n(m� 1):Remarques La 
onstru
tion du pro
essus ~Z est n�e
essaire pour v�eri�er la "
onservation deslois" (4.3) mais le seul pro
essus d'int�erêt pour la d�e�nition de T est le pro
essus Z : sa
hantZTn = (XTn ; X 0Tn; 0), T = T 0n +m ave
 la probabilit�e �XTn ;X 0Tn (X ) � ��.L'originalit�e majeure de notre appro
he est de 
onstruire Z �a l'aide du noyau P , quelle que soit lavaleur de m dans la 
ondition de minoration H2[C;D℄, et de "
ompl�eter le temps" si n�e
essaire.70



Les 
onstru
tions habituelles reposent sur la 
ondition de minoration uniforme H2'[C℄ puissupposent que m = 1 : 
e qui revient �a "sous-�e
hantillonner" les traje
toires et �a 
onstruire une
hâ�ne de Markov Z(m) telle quePx;x0;0�X(m)n 2 A� = Px��nm 2 A� Px;x0;0�X 0(m)n 2 A� = Px0��nm 2 A�:La 
onstru
tion du temps de 
ouplage r�esulte de deux e�ets qui, en pratique, s'opposent, dansle sens o�u, on ne peut favoriser l'un sans d�efavoriser l'autre. En e�et, on envisage le 
ouplaged'autant plus souvent que Z passe fr�equemment dans �� f0g ; aussi est-on tent�e de 
hoisir �"grand". Mais, �a 
ha
un de 
es passages, la probabilit�e de 
oupler est (dans le pire 
as) ��,
onstante qui, dans de nombreuses appli
ations, est d'autant plus petite que � est grand. Cesdeux fa
teurs soulignent le double int�erêt de notre appro
he :{ sur l'�e
helle de temps de la 
hâ�ne initiale, nous n'"oublions" que les passages de Z dans�� f0g survenant dans les m-instants 
ons�e
utifs �a un passage dans �� f0g ; tandis quela 
onstru
tion usuelle oublie tous les passages qui ne surviennent pas sur un multiple dem.{ la probabilit�e de 
oupler est plus grande sous une 
ondition de minoration H2[C;D℄ quesous une 
ondition de minoration uniforme de type H2'[C℄.Ces 
onsid�erations sont illustr�ees par l'�etude de la mar
he al�eatoire sur N r�e
�e
hie en 0 (Para-graphe 4.4.8).La d�e�nition de T d�epend aussi du 
hoix du squelette Pm sur lequel on v�eri�e la 
onditionde minoration : la propri�et�e d'oubli du point initial d'une 
hâ�ne ergodique (tel sera le 
as desnoyaux �etudi�es par la m�ethode de 
ouplage) in
ite �a 
hoisir m grand pour trouver une meilleureminoration de Pm(x; �). On renon
e souvent �a 
e troisi�eme fa
teur pour des raisons pratiquesde 
al
ul des it�erations du noyau.4.1.3 Convergen
e en variation totalePour tout (x; x0) 2 X � X ,Pn(x; �)� Pn(x0; �) = Px;x0;0� ~Xn 2 A�� Px;x0;0� ~X 0n 2 A�= Px;x0;0� ~Xn 2 A; T > n�� Px;x0;0� ~X 0n 2 A; T > n�don
 pour toutes mesures (�; �0) 2 M1(X )�M1(X ),k�Pn � �0PnkV T � Z �(dx)�(dx0) kPn(x; �)� Pn(x0; �)kVT � 2P�;�0;0�T > n�; (4.4)o�u nous d�e�nissonsk�kVT := supA2B(X )�(A)� minA2B(X )�(A) = 2 supfj�(f)j; f : X ! R;mesurable; jf j � 1g:71



Th�eor�eme 4.1 Soit P  -irr�edu
tible ap�eriodique. Soient (C;D) 2 B+(X ) � B+(X ), C � D.Supposons H2[C;D℄. Soient r := fr(n)g une suite positive 
roissante et des mesures (�; �0) 2M1(X )�M1(X ) telles que E�;�0 ;0hr(T �m)i <1:Alors, limn r(n) Z �(dx)�(dx0)kPn(x; �)� Pn(x0; �)kVT = 0;Xn�m�r(n+ 1�m) Z �(dx)�(dx0)kPn(x; �)� Pn(x0; �)kVT � 2 E�;�0 ;0hr(T �m)i;Z �(dx)�(dx0)kPn(x; �)� Pn(x0; �)kVT� 2 E�;�0 ;0[r(T �m)℄r(n+ 1�m) + (1� �+)�(n+1�m)Pj>n+1�m(1� �+)j�r(j) :Preuve 1 Les deux premi�eres assertions sont triviales. La troisi�eme r�esulte d'une am�eliorationde l'in�egalit�e de Markov :Lemme 4.2 Soit P  -irr�edu
tible ap�eriodique. Soient (C;D) 2 B+(X )�B+(X ), C � D. Sup-posons H2[C;D℄. Pour toute suite r�eelle positive 
roissante r := fr(n)g, telle que Ex;x0 ;0[r(T �m)℄ <1,Px;x0;0�T > n� � Ex;x0 ;0hr(T �m)ir(n+ 1�m) + (1� �+)�(n+1�m)Pj>n+1�m(1� �+)j�r(j):Montrons tout d'abord que Px;x0;0(T > n + kjT > n) � (1 � �+)k, k � 0. On d�e
omposefT = n + 1g sur les instants de passage su

essifs dans �nT = n + 1o = [j�0nTj + j(m� 1) +m = n + 1; dTj�1+1 = 0; dTj+1 = 1o:Soit qn;j := n + 1�m� j(m� 1). On aPx;x0;0(T = n+ 1) =Xj�0 Px;x0;0�dTj+1 = 1jTj = qn;j ; dTj = 0�� Px;x0;0�Tj = qn;j ; dTj�1+1 = 0jT > n�Px;x0;0(T > n);et Px;x0;0�dqn;j+1 = 1jTj = qn;j ; dqn;j = 0�= Ex;x0 ;0hPXqn;j ;X 0qn;j ;0(d1 = 1)1ITj=qn;j 1Idqn;j=0i = Px;x0;0�Tj = qn;j ; dqn;j = 0� � �+:72



Par suite, Px;x0;0(T = n + 1) � �+Px;x0;0(T > n), 
e qui montre que Px;x0;0(T > n + 1jT > n) �(1� �+). Ainsi,Px;x0;0(T > n+ kjT > n) = k�1Yj=0 Px;x0;0(T > n+ j + 1)Px;x0;0(T > n + j) � (1� �+)k;etEx;x0 ;0hr(T�m)jT > ni = Xj�n+1�m r(j)�Px;x0;0(T > j+m�1jT > n)�Px;x0;0(T > j+mjT > n)�� (1� �+)�(n+1�m) Xj�n+1�m(1� �+)j+1fr(j + 1)� r(j)g+ r(n+ 1�m):�4.1.4 Convergen
e en norme fSoient une fon
tion f : X ! [1;1[ mesurable et des mesures (�; �0) 2 M1(X )�M1(X ). Nous�e
rivons pour jgj � f mesurable,����Pn(g)� �0Pn(g)��� � Z �(dx)�0(dx0)���Png(x)� Png(x0)��� � E�;�0 ;0hff(Xn) + f(X 0n)g1IT>nipuis utilisons l'in�egalit�e de H�older pour majorer le terme de droite par une quantit�e d�ependantde P�;�0;0(T > n).H4[f; C;D℄ il existe 0 < � � 1, des fon
tions 1 � W0 � W1 < 1 mesurables et une 
onstanteb <1 telles que supDW1 <1, kfkW�1 <1 et� PW1(x) +W0(x) � W1(x) + b1IC(x);W0(x)� b � 0; x 2 D
:On d�e�nit C(W1) := sup(x;x0)2� �1� �x;x0(X )� �Rx;x0W1(x) +Rx;x0W1(x0)�et C1(x; x0) := W1(x) +W1(x0) + �C(W1) + sup(x;x0)2�m�1Xk=1fP kW1(x) + P kW1(x0)g�=��; (4.5)ave
 la 
onvention P0k=1 ak := 0. 73



Th�eor�eme 4.3 Soit P  -irr�edu
tible, ap�eriodique. Soient f : X ! [1;1[ et (C;D) 2 B+(X )�B+(X ), C � D. Supposons H2[C;D℄ et H4[f; C;D℄. Pour toutes mesures (�; �0) 2 M1(X ) �M1(X ) telles que �(W1) + �0(W1) <1,Z �(dx)�(dx0) kPn(x; �)� Pn(x0; �)kf � 21�� kfkW�1 Z �(dx)�(dx0)C�1 (x; x0) P 1��x;x0;0(T > n):(4.6)Preuve 3 La d�emonstration est pr�esent�ee en Annexe C.8. �Corollaire 4.4 Soit P  -irr�edu
tible, ap�eriodique. Soient f : X ! [1;1[ et (C;D) 2 B+(X )�B+(X ), C � D. Supposons H2[C;D℄ et H4[f; C;D℄. Soient r := fr(n)g une suite positive
roissante et des mesures (�; �0) 2 M1(X )�M1(X ) telles que�(W1) + �0(W1) <1; et E�;�0 ;0hr(T �m)i <1:Alors limn [r(n)℄1�� Z �(dx)�(dx0)kPn(x; �)� Pn(x0; �)kf = 0:Nous �etudions maintenant la 
onvergen
e de la s�erieXn�m r(n�m) Z �(dx)�(dx0) kPn(x; �)� Pn(x0; �)kf :H4'[f; C;D℄ il existe 0 < � � 1, des fon
tions 1 � W0 � W1 <1 mesurables et des 
onstantes0 < a < 1 et b <1 telles que supDW1 <1, kfkW�0 <1 et� PW1(x) +W0(x) � W1(x) + b1IC(x);W0(x)� b � aW0(x); x 2 D
:Pour B 2 B(X )� B(X ) et W : X ! [0;1[, on d�e�nitC(W;B) := sup(x;x0)2� �1� �x;x0(X )� ZB Rx;x0(x; dy) Rx;x0(x0; dy0)fW (y) +W (y0)get C2(x; x0) := 1I�(x; x0)fW0(x) +W0(x0)g+ 1I�
(x; x0)fW1(x) +W1(x0)g+ �C(W0;�)+ a�1 C(W1;�
) + sup(x;x0)2�m�1Xk=1 fP kW0(x) + P kW0(x0)g�=��; (4.7)ave
 la 
onvention P0k=1 ak := 0. 74



Th�eor�eme 4.5 Soit P  -irr�edu
tible, ap�eriodique. Soient f : X ! [1;1[ et (C;D) 2 B+(X )�B+(X ), C � D. Supposons H2[C;D℄ et H4'[f; C;D℄. Soient r := fr(n)g une suite positive etdes mesures (�; �0) 2M1(X )�M1(X ), telles que�(W1) + �0(W1) <1;E�;�0 ;0hr(T �m)i <1:Alors,Xn�m [�r(n+ 1�m)℄1�� Z �(dx) �(dx0) kPn(x; �)� Pn(x0; �)kf� 21�� kfkW�0 Z �(dx) �(dx0) nC2(x; x0)o� E1��x;x0 ;0hr(T �m)i: (4.8)Preuve 5 La d�emonstration est pr�esent�ee en Annexe C.9. �Moment du temps de 
ouplage Nous avons li�e l'�etude de la 
onvergen
e des it�erations Pnau 
al
ul d'un moment du temps de 
ouplage (Th�eor�eme 4.1, Corollaire 4.4 et Th�eor�eme 4.5).Le 
al
ul de Ex;x0 ;0[r(T �m)℄ repose sur le fait que{ il existe n tel que T �m = T 0n,{ si T � m = T 0n, 
ela signi�e qu'aux instants T 00; � � � ; T 0n�1, on a "refus�e le 
ouplage" ave
la probabilit�e (1 � �XTk ;X 0Tk (X )) et simul�e (XTk+1; X 0Tk+1) �a l'aide du noyau r�esiduel,0 � k � n� 1.Nous majorons Ex;x0 ;0[r(T �m)℄ par une fon
tion de moments du temps d'entr�ee dans �� f0gdu pro
essus Z, plus pr�e
is�ement les moments Ex;x0 ;0[r(T0+k)℄ pour 0 � k � m. Nous �enon�
onsensuite des 
onditions "pratiques" en termes de 
onditions de drift permettant de 
al
uler 
esmoments.Le Chapitre 2 souligne le lien entre les solutions d'un drift relatif �a un ensemble et un moment dutemps d'entr�ee dans 
et ensemble : prenons l'exemple d'une 
ondition de drift de type D2[1; r;��f0g℄. Pour toute suite r := fr(n)g positive 
roissante, r(0) := 1,Ex;x0 ;0hr0(T0 + l)i � r0(l) + 1I�
(x; x0) Ex;x0 ;0h T0Xk=1 r(k + l)i� r0(l) + 1I�
(x; x0)Wl(x; x0; 0); l � 0;o�u fWlg est une famille de fon
tions mesurables solution deP �Wn+1(x; x0; 0)+ r(n) � Wn(x; x0; 0) + br(n)1I�(x; x0); n � 0et Wl � r(l). Pour exploiter la stru
ture parti
uli�ere de P �((x; x0; d); �) lorsque (x; x0; d) 2�
 � f0g, �a savoir, P ��(x; x0; d); dy� dy0 � fig� = P (x; dy)P (x0; dy0)1If0g(i) (4.9)75



nous re
her
hons des fon
tions Wl sous la formeWl(x; x0; 0) = wl(x) + wl(x0)et plutôt que de requ�erir un drift pour le noyau P � relatif �a l'ensemble �, nous formulons deux
onditions plus fa
ilement v�eri�ables : (a) une 
ondition de drift pour le noyau P relative �al'ensemble C : PV � V � F + b1IC et (b) une 
ondition de minoration de la for
e de rappel Fsur D
.Nous d�etaillons maintenant la forme de 
es 
onditions selon le taux de 
onvergen
e envisag�e, �asavoir les taux polynomiaux puis plus g�en�eralement les taux riemanniens, les taux g�eom�etriqueset en�n les taux sous-g�eom�etriques en g�en�eral. Dans 
ha
un des 
as, le plan de l'expos�e estsimilaire : nous 
ommen�
ons par formuler la 
ondition de drift puis estimons un moment dutemps d'entr�ee T0 du pro
essus Z dans � � f0g en fon
tion des termes apparaissant dans les
onditions de drift et de minoration. Nous 
al
ulons ensuite un moment du temps de 
ouplageen fon
tion du moment du temps d'entr�ee T0.4.2 Convergen
e �a un taux riemannien (1)Dans 
ette se
tion 4.2, P est  -irr�edu
tible ap�eriodique.4.2.1 Hypoth�ese H5fm[q; C;D℄Soient (C;D) 2 B+(X )� B+(X ), C � D, et un entier q � 1.H5fm[q; C;D℄ Il existe des fon
tions mesurables 1 � V0 � � � � � Vq < 1 et des 
onstantesak > 0 et bk <1, 0 � k � q � 1, telles que supD Vq <1 et pour tout 0 � k � q � 1PVk+1(x) � Vk+1(x)� Vk(x) + bk1IC(x); (4.10)Vk(x)� bk � akVk(x); x 2 D
: (4.11)Taux polynomiaux S(q; �) Nous avons montr�e que la 
ondition (4.10) est parti
uli�erementadapt�ee au 
al
ul de moments polynomiaux du temps de retour �a C (Cf. Paragraphe 2.3.1), pluspr�e
is�ement les moments polynomiaux S(q; �). Ces familles de polynômes v�eri�ent la propri�et�ede 
onvolution suivanteS(q; n+m) = qXk=0S(k; n)S(q� k;m) n;m � 1; q � 0: (4.12)76



En e�et, on le v�eri�e pour q = 1, et si on le suppose vrai pour q � 1,S(q; n+m) = S(q; n) + n+mXk=n+1 S(q � 1; k) = S(q; n) + mXl=1 q�1Xj=0 S(j; n)S(q� 1� j; l)= S(q; n) + q�1Xj=0 S(j; n)S(q� j;m) = S(q; n)S(0;m)+ q�1Xj=0 S(j; n)S(q� j;m)
e qui termine la r�e
urren
e.4.2.2 Conditions de drift et temps d'entr�ee dans �� f0gProposition 4.6 Soient (C;D) 2 B+(X )� B+(X ), C � D, et un entier q � 1.Supposons H2[C;D℄ et H5fm[q; C;D℄. Pour tous les entiers 0 � j � q � 1, 0 � l � q � 1� j, et(x; x0) 2 �
Ex;x0 ;0h T0�1Xk=0 S(l; k+ 1)nVj(Xk) + Vj(X 0k)oi � � j+lYk=j ak��1nVj+l+1(x) + Vj+l+1(x0)o;o�u les suites polynomiales S(l; �) sont d�e�nies au Paragraphe 2.2.4, Exemple 1.Preuve 6 Proposition 7.19, Paragraphe 7.4.3. �Puisque inf (x;x0)2�
fV0(x) + V0(x0)g > 0, nous d�eduisons de 
e r�esultat une estimation desmoments polynomiaux d'ordre k (entier) Ex;x0 ;0[S(k; T0)℄ pour tout 0 � k � q. En utilisant unargument de 
onvexit�e, nous pouvons obtenir une majoration des moments d'ordre k r�eel, 0 �k � q. De plus, les suites �a 
roissan
e polynomiale S(l; �) v�eri�ent la relation de 
onvolution (4.12)
e qui permet d'obtenir une relation simple entre les moments translat�es Ex;x0 ;0[S(l; T0 + m)℄,pour tout entier m � 0, et les moments Ex;x0 ;0[S(j; T0)℄, 0 � j � l.Pour une fon
tion V � 0, on posem(V ) := inf(x;x0)2�
fV (x) + V (x0)g: (4.13)Corollaire 4.7 Soient (C;D) 2 B+(X )� B+(X ), C � D, et un entier q � 1.Supposons H2[C;D℄ et H5fm[q; C;D℄.(i) pour tout r�eel 0 � � � 1 et entier 0 � l � q � 1, et pour tout (x; x0) 2 X � XEx;x0 ;0hS�(l+ 1; T0)i � 1I�(x; x0) + 1I�
(x; x0)�m(V0) lYk=0 ak��� nVl+1(x) + Vl+1(x0)o�;77



(ii) et pour tout entier m � 1,Ex;x0 ;0hS�(l + 1; T0+m)i � 1I�(x; x0)S�(l+ 1; m)+ 1I�
(x; x0)hS(l+ 1; m) + l+1Xj=1 S(l+ 1� j;m)� j�1Yk=0 ak��1m(V0)�1 nVj(x) + Vj(x0)oi� :4.2.3 Du temps de 
ouplage au temps d'entr�ee dans �� f0gNotations Pour l r�eel positif ou nul, on note �(l) le r�eel 0 < �(l) � 1 tel quel = dle �(l)o�u dle d�esigne la partie enti�ere sup�erieure de l. Par 
onvention, �(0) := 1. Soit�S(l; �) := S�(l)(dle; �)pour l r�eel positif ou nul. Remarquons que �S(l; n) � nl=(dle!)�(l) et que si l est entier, �S(l; �) =S(l; �).Pour un entier k � 0 et un r�eel 0 < � � 1, on d�e�nitA(�)m (k) := sup(x;x0)2��1� �x;x0(X )� Z Rx;x0(x; dy)Rx;x0(x0; dy0) Ey;y0 ;0hS�(k; T0 +m)i <1;o�u Rx;x0(x; dy) d�esigne le noyau r�esiduel d�e�ni par (4.2). Soit l = dle�(l) =: q� ; on d�e�nit lamatri
e A(l)m := 2666664 A(�)m (0) 0 � � � 0 0A(�)m (1) A(�)m (0) � � � 0 0� � �A(�)m (q � 1) A(�)m (q � 2) � � � A(�)m (0) 0A(�)m (q) A(�)m (q � 1) � � � A(�)m (1) A(�)m (0) 3777775 : (4.14)En�n, W (�)(x; x0) := h1; Ex;x0 ;0[S�(1; T0)℄; � � � ; Ex;x0 ;0[S�(q; T0)℄iT : (4.15)Proposition 4.8 Soient (C;D) 2 B+(X )� B+(X ), C � D. Supposons H2[C;D℄. Soit un r�eell � 0 tel que A�(l)m (dle) <1. Pour tout (x; x0) 2 X � X ,Ex;x0 ;0h �S(l; T �m)i � �+D�I �A(l)m ��1W (�(l))(x; x0); edleEo�u I d�esigne la matri
e identit�e, fekg, 0 � k � q, est la base 
anonique de Rq+1 et < �; � >d�esigne le produit s
alaire. 78



Preuve 8 D�emonstration du Th�eor�eme 7.3, Paragraphe 7.4.3, lorsque l est entier ; D�emonstrationdu Th�eor�eme 7.4, Paragraphe 7.4.3, pour l r�eel. On �e
ritEx;x0 ;0hS(l; T �m)i �Xj�0 Ex;x0 ;0hS(l; T 0j)1If0g(dTj)1If1g(dTj+1)i� �+Xj�0 Ex;x0 ;0hS(l; T 0j)1If0g(dTj)ipuis on montre par r�e
urren
e queEx;x0 ;0hS(l; T 0j)1If0g(dTj)i � D�A(l)m �jW (1)(x; x0); elEen se servant de la propri�et�e de 
onvolution des suites S(l; �). Lorsque l est non entier, on utilisela 
on
avit�e de l'appli
ation x 7! jxj� , � < 1. �4.2.4 Con
lusion : moment d'ordre q du temps de 
ouplageNotations Soittl(x; x0) := m(V0)�1 � l�1Yk=0 ak��1 nVl(x) + Vl(x0)o 1 � l � q:On d�e�nit pour tout k � 0,Â(�)m (k) := sup(x;x0)2��1� �x;x0(X )� Z Rx;x0(x; dy)Rx;x0(x0; dy0) h1I�(y; y0)S�(k;m)+ 1I�
(y; y0)nS(k;m) + kXj=1 S(k� j;m)tj(y; y0)oi;o�u Rx;x0 d�esigne le noyau r�esiduel d�e�ni par (4.2) et par 
onvention P0k=1 sk := 0. Soit Â(l)m lamatri
e d�e�nie 
omme A(l)m en rempla�
ant A(�)m (k) par Â(�)m (k).En�n, soit
W (�)(x; x0) := h1; 1I�(x; x0) + 1I�
(x; x0)t�1 (x; x0); � � � ; 1I�(x; x0) + 1I�
(x; x0)t�q (x; x0)iT :Th�eor�eme 4.9 Soient (C;D) 2 B+(X )� B+(X ), C � D et un entier q � 1.Supposons H2[C;D℄ et H5fm[q; C;D℄. Pour tout r�eel 0 � l � q,Ex;x0 ;0h �S(l; T �m)i � �+D�I � Â(l)m ��1
W (�(l))(x; x0); edleEo�u I d�esigne la matri
e identit�e, fekg, 0 � k � q, est la base 
anonique de Rq+1 et < �; � >d�esigne le produit s
alaire. 79



Ce th�eor�eme implique l'existen
e de 
onstante Rk telles que pour tout r�eel 0 � l � q,Ex;x0 ;0h �S(l; T �m)i � dleXk=0Rk nVk(x) + Vk(x0)o�(l):4.2.5 Vitesses de 
onvergen
eSoient (C;D) 2 B+(X )�B+(X ), C � D et un entier q � 1. Supposons H2[C;D℄ et H5fm[q; C;D℄.Conditions H4 et H4' Soit f := V �k pour 0 < � � 1 et 1 � k � q : W1 := Vk et W0 := Vk�1sont solutions de H4[f; C;D℄.Soit f := V �k pour 0 < � � 1 et 0 � k � q � 1 : W1 := Vk+1 et W0 := Vk sont solutions deH4'[f; C;D℄.Nous pr�esentons les r�esultats issus de l'appli
ation des Th�eor�emes 4.1 et 4.5 et du Corollaire 4.4lorsque � := Æx, pour x 2 X , et �0 est la mesure invariante.Mesure invariante Supposons que P poss�ede une mesure de probabilit�e invariante � et qu'ilexiste 0 < � � 1 tel que �(V �q ) <1, 
e qui impliqueEx;�;0h �S(q�; T �m)i <1; x 2 X :En parti
ulier, si C est petite (
e qui est le 
as dans la plupart des appli
ations), H5[q; C;D℄�etablit l'existen
e de la mesure de probabilit�e invariante � et �(Vq�1) <1 (Cf. Paragraphe 2.1.4) :on peut appliquer les r�esultats suivants en substituant q par q � 1 et en prenant � := 1.Ergodi
it�e en variation totalelimn nq� kPn(x; �)� �(�)kVT = 0; x 2 X ;et Xn�m (n+ 1�m)q��1 kPn(x; �)� �(�)kVT � 2Ex;�;0h �S(q�; T �m)i; x 2 X :Ergodi
it�e en norme f Soit f : X ! [1;1[ mesurable et supposons que H4[f; C;D℄ estv�eri��ee et que la solution W1 est �-int�egrable :limn nq�(1��)kPn(x; �)� �(�)kf = 080



et si H4'[f; C;D℄ est v�eri��ee, ave
 une solution W1 �-int�egrable,Xn�m(n+ 1�m)(q��1)(1��)kPn(x; �)� �(�)kf� 21��kfkW�0 Z Æx(dy)�(dy0) nC2(y; y0)o� E1��y;y0 ;0h �S(q�; T �m)i� 21��kfkW�0 nZ Æx(dy)�(dy0) C2(y; y0)o� nEx;�;0h �S(q�; T �m)io1��:Dans de nombreuses appli
ations, on �etablit la 
ondition (plus forte) de Jarner-Roberts :PV � V � 
V 1�Æ + b1ICpour un ensemble C petite, des 
onstantes 0 < Æ < 1, 
 > 0, b < 1 et une fon
tion V � 1mesurable qui tend vers l'in�ni lorsque x tend vers l'in�ni et telle que 
V 1�Æ � V et supC V <1.Dans 
e 
as,{ il existe D � C tel que H2[C;D℄.{ la 
ondition H5fm[q; C;D℄ est �etablie pour q � 1.{ il existe un r�eel 0 < � � 1 et une 
onstante R� <1 tels queEx;x0 ;0h �S(�; T0)i � R� nV0(x) + V0(x0)o; (x; x0) 2 X � X ;in�egalit�e qui permettra d'am�eliorer les vitesses pr�e
�edentes puisque l'on auraEx;x0 ;0h �S(q + �; T �m)i � R nVq(x) + Vq(x0)o; (x; x0) 2 X � X ;pour une 
onstante R <1, V0 et Vq �etant solutions de la 
ondition H5fm[q; C;D℄.{ P poss�ede une mesure de probabilit�e invariante � et �(V 1�Æ) <1.Nous d�etaillons 
ette 
ondition et 
omparons les vitesses obtenues par la m�ethode de s
ission et
elles obtenues par la m�ethode de 
ouplage, pour la 
onvergen
e de Pn(x; �) vers Pn(x0; �) puispour la 
onvergen
e de Pn(x; �) vers �.4.3 Convergen
e �a un taux riemannien (2)Dans 
ette se
tion 4.3, P est un noyau  -irr�edu
tible ap�eriodique.4.3.1 Hypoth�ese H5jrH5jr Il existe V : X ! [1;1[ mesurable, V ! 1 lorsque x ! 1, un ensemble C 2 B+(X )petite et des 
onstantes 0 < Æ < 1, 
 > 0 et b <1 tels que 
V 1�Æ � V , supC V <1 etPV (x) � V (x)� 
V 1�Æ(x) + b1IC(x):81



Dans la suite de 
ette se
tion 4.3, on note q l'entier d�e�ni parq := b1=Æ
; si 1=Ænon entier,q := b1=Æ
 � 1 sinon,de sorte que q � 1 et 0 < 1� qÆ � Æ.Si q � 2, on peut toujours supposer (et on suppose) queb > 
 exp �1� qÆÆ 1� qÆ + Æ1� qÆ + 2Æ�:4.3.2 Cons�equen
es de la 
ondition H5jrConditions H2 et H5fmLemme 4.10 Supposons H5jr.Soit 0 < � � 1� qÆ. On d�e�nitA0;� := 1; Ak;� := 
�k ; kYj=1(� + jÆ)�1; 1 � k � q;Vk;� := Ak;�V �+kÆ; 0 � k � qbk := b+ supC �V � V (k+1)Æ�; 0 � k � q � 1:Soit 0 < a1 < 1 tel que 0 < ak;� < 1 pour tout 0 < � � 1� qÆ et 0 � k � q � 1, o�ua0;� := a; ak;� := 1� bk
[�+ (k + 1)Æ℄� b01� a��(1+kÆ=�):En�n, soit D� := nV � � b0
(�+ Æ)(1� a)o [ C: (4.16)(i) C � D� et la 
ondition H2[C;D�℄ est �etablie.(ii) Les fon
tions fVk;�g et les 
onstantes fak;�g et fbkg sont solutions de H5fm[q; C;D�℄.(iii) Pour tout � � �0 � 1�qÆ, les fon
tions fVk;�0g et les 
onstantes fak;�0g et fbkg sont solutionsde H5fm[q; C;D�℄.1Si q > 1, on peut prendre1 > a > max1�k�q�1 1� b0h
[1� qÆ + (k + 1)Æ℄bk i(1�qÆ)=(1�qÆ+kÆ);et si q = 1, tout r�eel 0 < a < 1 
onvient. 82



Preuve 10 Existen
e de a lorsque q > 1 : Supposons que pour tout 1 � k � q � 1, la fon
tion� 7�! �
[�+ (k + 1)Æ℄bk � ��+kÆ (4.17)est d�e
roissante sur [0; 1� qÆ℄. Dans 
e 
as,1� b0h
[�+ (k + 1)Æ℄bk i�=(�+kÆ) � 1� b0h
[1� qÆ + (k + 1)Æ℄bk i(1�qÆ)=(1�qÆ+kÆ)pour tout 0 < � � 1� qÆ et il suÆt don
 de poser ak;� = ak;1�qÆ o�u1 > ak;1�qÆ > 1� b0h
[1� qÆ + (k + 1)Æ℄bk i(1�qÆ)=(1�qÆ+kÆ)puis de prendre a := max1�k�q�1 ak;1�qÆ. On d�e�nit sur R+ la fon
tionH(x) := �A(x+B)�x=(x+C);o�u A, B et C sont stri
tement positifs et B�C = Æ < 1. La d�eriv�ee H 0(x) := H(x)(x+C)2nC ln(A(x+B)) + xx+Cx+Bo est n�egative pour tout x tel queG(x) := A(x+ B)� exp�� xC (x+ C)(x+B)� < 0:La d�eriv�ee G0(x) = A+C�1 exp�x�(x+C)=(C(x+B))�(x2+2xB+CB)=(x+B)2 est positivesur R+ don
 G est 
roissante sur R+ et H 0 est n�egative sur [0;M ℄ d�es que G(M) < 0. PosonsA := 
=bk, B := (k + 1)Æ, C := kÆ et M := 1� qÆ. Alors G(1� qÆ) < 0 si et seulement si
(1� qÆ + (k+ 1)Æ) exp�1� qÆkÆ 1� qÆ + kÆ1� qÆ + (k + 1)Æ� < bk:Puisque la fon
tion x 7! (1� qÆ)(1� qÆ+x)=(x(1� qÆ+ Æ+x)) est d�e
roissante sur [Æ; (q� 1)Æ℄,G(1� qÆ) < 0 si 
 exp�1� qÆÆ 1� qÆ + Æ1� qÆ + 2Æ� < bk; 1 � k � q � 1;
e qui est vrai par d�e�nition de b. Par suite, H est d�e
roissante et on a montr�e que la fon
tiond�e�nie par (4.17) est d�e
roissante sur [0; 1� qÆ℄.(i) Puisque C est petite, les ensembles fV � lg sont petites (Cf. Paragraphe 2.1.3) et D�est l'union de deux ensembles petites don
 est petite (Proposition 5.5.5. [72℄) ; 
e qui �etablitH2[C;D�℄.(ii) La 
ondition H5jr impliquePV � � V � � �
V ��Æ + 1IC�b+ supC fV � V �g�83



pour tout 0 < � � 1 (Cf. Paragraphe 2.3.2). En 
ons�equen
e, pour tout 0 � k � q � 1,PVk+1;� � Vk+1;� � Vk;� + bkAk+1;�1IC :De plus, 1 � V0;� etVk;� = 
�� + (k + 1)Æ�V �ÆVk+1;� � 
V �ÆVk+1;� � Vk+1;� 0 � k � q � 1puisque �+ (k + 1)Æ � 1� qÆ + (k+ 1)Æ � 1 et 
V �Æ < 1. En�n, sur D
� ,V � � b0A1;�1� a et Vk;� � Ak;�bk(1� ak;�)
[�+ (k+ 1)Æ℄ = Ak+1;�bk1� ak;� ; 1 � k � q � 1;don
 pour tout 0 � k � q � 1, Vk;� � Ak+1;�bk � ak;�Vk;�;
e qui �etablit H5fm[q; C;D�℄.(iii) Les fon
tions fVk;�0g et les 
onstantes fak;�0g et fbkg sont solutions de H5fm[q; C;D�0℄ ;puisque D�0 � D� et supD� Vq;�0 <1, elles sont aussi solutions de H5fm[q; C;D�℄. �Remarquons que pour �etablir la 
ondition de 
roissan
e (4.11) �a partir de la 
ondition H5jr pourtout 0 � k � q � 1, on est oblig�e de 
hoisir une fon
tion V0;� qui tend vers l'in�ni lorsque xtend vers l'in�ni. On s'interdit don
 � = 0 ; 
ette 
ontrainte aura une in
iden
e sur la vitesse de
onvergen
e des it�erations Pn. (Cf. Paragraphe 4.3.8).Mesure invariante P poss�ede une mesure de probabilit�e invariante et �(V 1�Æ) <1.H5jr implique H4 et H4'Proposition 4.11 Supposons H5jr.(i) Pour toute fon
tion f := V �, 0 < � � 1, et tout 0 < � � 1� qÆ, la 
ondition H4[f; C;D�℄est v�eri��ee ave
 W1 / V , W0 / V 1�Æ.En 
ons�equen
e, pour toute fon
tion f := V �, 0 < � � 1 � Æ, et tout 0 < � � 1 � qÆ, la
ondition H4[f; C;D�℄ est v�eri��ee ave
 W1 / V 1�Æ �-int�egrable.(ii) Pour toute fon
tion f := V �, 0 < � � 1 � Æ, et tout 0 < � � 1 � qÆ, la 
onditionH4'[f; C;D�℄ est v�eri��ee ave
 W1 / V , W0 / V 1�Æ.En 
ons�equen
e, si Æ < 1=2, pour toute fon
tion f := V �, 0 < � � 1 � 2Æ, et tout0 < � � 1 � qÆ, la 
ondition H4'[f; C;D�℄ est v�eri��ee ave
 W1 / V 1�Æ �-int�egrable etW0 / V 1�2Æ.Preuve 11 On utilise les notations et r�esultats du Lemme 4.10. On poseW1 := Vq;1�qÆ et W0 := Vq�1;1�qÆ:D'apr�es l'assertion (iii) du Lemme 4.10, les fon
tions fVk;1�qÆg sont solutions de H5fm[q; C;D�℄,
e qui �etablit H4[f; C;D�℄ et H4'[f; C;D�℄. � 84



4.3.3 Conditions de drift et temps d'entr�ee dans �� f0gNotations : suites S�� Soient 0 � � � 1 et un entier q � 0. On d�e�nit les suite S��(q; �) parS��(0; 0) := 1 S��(0; n) := �S(�; n) n � 1:S��(q; 0) := 1 S��(q; n) := nXk=1 S��(q � 1; k); n � 1:En parti
ulier, lorsque � = 1, S��(q; �) = S(q+ 1; �), et lorsque � = 0, S��(q; �) = S(q; �). Remar-quons que S��(q; n) � C�;q nq+� lorsque n tend vers l'in�ni. Nous d�emontrons en Annexe C.10la propri�et�e suivantepour tout l � 0, n;m � 1,S��(l; n+m) � lXq=0 S��(l� q; n) S(q;m) + S��(l;m); (4.18)ave
 �egalit�e si � = 1.Proposition 4.12 Supposons H5jr. Soient1� qÆ1� qÆ + Æ � � < 1� qÆÆ � 1 et 0 < � := 1� qÆ � �Æ� � 1� qÆ:On note Vk := Vk;1�qÆ, 0 � k � q, et ak := ak;1�qÆ, 1 � k � q� 1 o�u fVk;1�qÆg et fak;1�qÆg sontd�e�nis dans le Lemme 4.10.Soit D := D� d�e�ni par (4.16)2 .(i) H2[C;D℄ est v�eri��ee etEx;x0 ;0h �S(�; T0)i � 1I�(x; x0) + 1I�
(x; x0)na0 
 (�+ Æ) m(V �)o��nV0(x) + V0(x0)o;o�u m(V �) est donn�e par (4.13) ;(ii) et pour tout 1 � l � q,Ex;x0 ;0hS��(l; T0)i � 1I�(x; x0)+ 1I�
(x; x0)na0 
 (� + Æ) m(V �)o��� l�1Yk=0ak��1nVl(x) + Vl(x0)o:2D est d'autant plus grand au sens de l'in
lusion que � est grand.85



Preuve 12 (i) La proposition 4.6 montre que pour (x; x0) 2 �
,Ex;x0 ;0h T0�1Xk=0 nV0;�(Xk) + V0;�(X 0k)oi � a�10 nV1;�(x) + V1;�(x0)o;et don
, puisque V0;� = V � et V1;� = 
�1(�+ Æ)�1V �+Æ,Ex;x0 ;0hT0i � �a0 
(�+ Æ) m(V �)��1nV �+Æ(x) + V �+Æ(x0)o; (x; x0) 2 �
:Puis on applique l'in�egalit�e de Jensen, en remarquant que (�+ Æ)� = 1� qÆ et V 1�qÆ = V0.(ii) En utilisant le Lemme 4.10(iii) et la Proposition 4.6, pour (x; x0) 2 �
,Ex;x0 ;0h T0�1Xk=0 nVl(�k) + Vl(�0k)oi � a�1l nVl+1(x) + Vl+1(x0)o; (4.19)pour 0 � l � q � 1. Nous d�emontrons la propri�et�e par r�e
urren
e sur l. Pour l = 1, (x; x0) 2 �
,Ex;x0 ;0hS��(1; T0)i = Ex;x0 ;0h T0Xk=1 S��(0; k)i = Ex;x0 ;0h T0Xk=1 �S(�; k)i= Ex;x0 ;0h T0�1Xk=0 �S(�; T0� k)i = Ex;x0 ;0h T0�1Xk=0 EXk ;X 0k;0h �S(�; T0)ii� �a0 
 (�+ Æ) m(V �)��1Ex;x0 ;0h T0�1Xk=0 fV0(Xk) + V0(X 0k)gi� �a0 
 (�+ Æ) m(V �)��1a�10 fV1(x) + V1(x0)g:Supposons la propri�et�e �etablie pour l � q � 1. Pour (x; x0) 2 �
,Ex;x0 ;0hS��(l+ 1; T0)i = Ex;x0 ;0h T0Xk=1S��(l; k)i = Ex;x0 ;0h T0�1Xk=0 S��(l; T0� k)i= Ex;x0 ;0h T0�1Xk=0 EXk ;X 0k;0hS��(l; T0)ii� �a0 
 (�+ Æ) m(V �)��1� l�1Yk=0 ak��1Ex;x0 ;0h T0�1Xk=0 fVl(Xk) + Vl(X 0k)gi� �a0 
 (�+ Æ) m(V �)��1 � lYk=0 ak��1 fVl+1(x) + Vl+1(x0)g:Ce qui termine la r�e
urren
e. � 86



4.3.4 Du temps de 
ouplage au temps d'entr�ee dans �� f0gNotations Pour un entier k � 0 et un r�eel 0 < � � 1, on noteA��m (k) := sup(x;x0)2��1� �x;x0(X )� Z Rx;x0(x; dy)Rx;x0(x0; dy0) Ey;y0 ;0hS��(k; T0+m)i <1;o�u Rx;x0 d�esigne le noyau r�esiduel d�e�ni par (4.2) ; et pour un entier q � 1, on note A��;qm lamatri
e d�e�nie 
omme en (4.14), en substituant A(�)m (k) par A��m (k), 0 � k � q. En�n, soitW ��;q(x; x0) := hEx;x0 ;0[S��(0; T0)℄; � � � ; Ex;x0 ;0[S��(q; T0)℄iT :Proposition 4.13 Soient (C;D) 2 B+(X ) � B+(X ), C � D. Supposons H2[C;D℄. Soient unentier q � 1 et un r�eel 0 < � � 1 tels que A��m (q) <1: Alors pour tout entier 0 � l � q,Ex;x0 ;0hS��(l; T �m)i � �+��nDA��;qm �I �A(q)m ��1W (1)(x; x0); elE+ DW ��;q(x; x0); elEoo�u A(q)m et W (1)(x; x0) sont d�e�nis par (4.14) et (4.15), I d�esigne la matri
e identit�e, fekg,0 � k � q, est la base 
anonique de Rq+1 et < �; � > d�esigne le produit s
alaire.Preuve 13 On �e
ritEx;x0 ;0hS��(l; T �m)i � �+Xj�0 Ex;x0 ;0hS��(l; T 0j)1If0g(dTj)i� �+�Ex;x0 ;0hS��(l; T0)i+Xj�1 Ex;x0 ;0hS��(l; T 0j)1If0g(dTj)i�� �+�DW ��;q(x; x0); elE+Xj�1 Ex;x0 ;0hS��(l; T 0j)1If0g(dTj)i�:Pour estimer le terme g�en�eral de la s�erie, nous utiliserons l'in�egalit�e suivante, �etablie dans lad�emonstration de la Proposition 4.8 : pour tout 0 � k � l,Ex;x0 ;0hS(l; T 0j)1If0g(dTj)i � DfA(q)m gjW (1)(x; x0); elE:En utilisant la majoration (4.18), il vientEx;x0 ;0hS��(l; T 0j)1If0g(dTj)i = Ex;x0 ;0hS��(l; T 0j�1 +m+ T0 Æ �T 0j�1+m)1If0g(dTj)i� lXk=0 Ex;x0 ;0hS(k; T 0j�1)S��(l� k;m+ T0 Æ �T 0j�1+m)1If0g(dTj)i+ Ex;x0 ;0hS��(l; T 0j�1)1If0g(dTj)i� lXk=0A��m (l� k)Ex;x0 ;0hS(k; T 0j�1)1If0g(dTj)i+ (1� ��)Ex;x0 ;0hS��(l; T 0j�1)1If0g(dTj�1)i� lXk=0A��m (l� k)DfA(q)m gjW (1)(x; x0); ekE+ (1� ��)Ex;x0 ;0hS��(l; T 0j�1)1If0g(dTj�1)i:87



En 
ons�equen
e,Xj�1 Ex;x0 ;0hS��(l; T 0j)1If0g(dTj)i � (1� ��)Xj�0 Ex;x0 ;0hS��(l; T 0j)1If0g(dTj)i+ lXk=0A��m (l� k)D(I � A(q)m )�1 W (1)(x; x0); ekEet��Xj�1 Ex;x0 ;0hS��(l; T 0j)1If0g(dTj)i � (1���)hS��(l; T0)i+DA��;qm (I�A(q)m )�1 W (1)(x; x0); elE�Supposons H5jr ; soit (1 � qÆ)=(1 � qÆ + Æ) � � < (1 � qÆ)=Æ. Nous montrons que l'on peutappliquer la Proposition 4.13. La proposition 4.12 �etablit l'existen
e d'un ensemble D � C telque H2[C;D℄ et pour tout 0 � k � qEy;y0 ;0hS��(k; T0)i � RknVk(x) + Vk(x0)o; (x; x0) 2 X � X ;pour une 
onstante Rk <1. En utilisant la majoration (4.18), il vient que pour tout 0 � k � qet tout entier m � 1,Ey;y0 ;0hS��(k; T0+m)i � kXj=0Rk;jnVj(x) + Vj(x0)o; (x; x0) 2 X � Xpour des 
onstantes Rk;j <1. De plus, Vq v�eri�e la 
ondition de driftPVq � Vq � Vq�1 + bq�11ICet supC Vq < 1 ; don
 supC PmVq < 1 et puisque V0 � � � � � Vq, supC PmVk < 1, 0 � k � q.En 
ons�equen
e, A��m (q) <1, et l'on peut appliquer la Proposition 4.13.4.3.5 Con
lusion : moment d'ordre q + �, 0 < � � 1, du temps de 
ouplageSupposons H5jr. Soient 0 < � � 1 et � := (1� qÆ)=�� Æ � 1� qÆ.Notations Pour tout 0 � l � q, on pose Vk := Vk;1�qÆ / V 1�kÆ+qÆ et pour 0 � k � q�1, ak :=ak;1�qÆ o�u les fon
tions fVk;1�qÆg et les 
onstantes fak;1�qÆg sont d�e�nies dans le Lemme 4.10.Soit t��l (x; x0) := na0 
 (� + Æ) m(V �)o��� l�1Yk=0ak��1nVl(x) + Vl(x0)o 0 � l � q;88



ave
 la 
onvention Q�1k=0 ak := 1. On d�e�nit pour tout 0 � k � qÂ��m (k) := sup(x;x0)2��1� �x;x0(X )� Z Rx;x0(x; dy)Rx;x0(x0; dy0)h1I�(y; y0)S��(k;m)+ 1I�
(y; y0) n kXj=0 S(j;m)t��k�j(y; y0) + S��(k;m)oi;o�u Rx;x0 d�esigne le noyau r�esiduel d�e�ni par (4.2) ; soit Â��;qm la matri
e d�e�nie 
omme en (4.14),en substituant A(�)m (k) par Â��m (k), 0 � k � q. En�n,
W ��;q(x; x0) := h1I�(x; x0) + 1I�
(x; x0)t��0 (x; x0); � � � ; 1I�(x; x0) + 1I�
(x; x0)t��q (x; x0)iT :Th�eor�eme 4.14 Supposons H5jr. Soit1� qÆ1� qÆ + Æ � � < 1Æ � q:Il existe D � C tel que la 
ondition de minoration H2[C;D℄ est v�eri��ee et pour tout entier0 � l � qEx;x0 ;0hS��(l; T �m)i � �+nDÂ��;qm �I � Â(q)m ��1
W (1)(x; x0); elE+ 1� ���� 
W ��;1(x; x0)oo�u Â(q)m et 
W (1)(x; x0) sont d�e�nis au Paragraphe 4.2.4, I d�esigne la matri
e identit�e, fekg,0 � k � q, est la base 
anonique de Rq+1 et < �; � > d�esigne le produit s
alaire.En parti
ulier, Ex;x0 ;0hS��(q; T �m)i � qXj=0Rj fVj(x) + Vj(x0)gpour des 
onstantes Rj < 1 ave
 S��(q; n) � nq+� lorsque n tend vers l'in�ni, et q + � < 1=Æ.De plus, pour tout x 2 X ,Ex;�;0h�S��(q; T �m)�1�Æi � RV 1�Æ(x) <1;ave
 [S��(q; n)℄1�Æ � n(q+�)(1�Æ) lorsque n tend vers l'in�ni.4.3.6 Comparaison des vitesses de 
onvergen
e en norme de variation totaleobtenues par la m�ethode de s
ission et par la m�ethode de 
ouplageSupposons H1 et H5jr.Les r�esultats obtenus par la m�ethode de s
ission se d�eduisent des Th�eor�emes 3.1 et 3.2. Lesr�esultats obtenus par la m�ethode de 
ouplage se d�eduisent des Th�eor�emes 4.1 et 4.14.89



La 
ondition H5jr implique la 
ondition (3.1) Nous avons montr�e au Paragraphe 2.3.2que pour tout 1 � l � 1=Æ, il existe une 
onstante Rl <1 telle que pour tout x 2 X ,Exh �C�1Xk=0 (k+ 1)l�1 V 1�lÆ(�k)i � Rl V (x):Convergen
e de Pn(x; �) vers Pn(x0; �) Par la m�ethode de s
ission, nous obtenonslimn n1=Æ kPn(x; �)� Pn(x0; �)kVT = 0;et il existe une 
onstante R <1 telle queXn n1=Æ�1 kPn(x; �)� Pn(x0; �)kVT � RfV (x) + V (x0)g:Par la m�ethode de 
ouplage, nous obtenonslimn n
 kPn(x; �)� Pn(x0; �)kVT = 0; 8 
 < 1=Æ;et Xn n
�1 kPn(x; �)� Pn(x0; �)kVT � RfV (x) + V (x0)g; 8 
 < 1=Æ:Convergen
e de Pn(x; �) vers � Par la m�ethode de s
ission, nous obtenonslimn n1=Æ�1 kPn(x; �)� �(�)kVT = 0;et si Æ � 1=2, 3 Xn n1=Æ�2 kPn(x; �)� �(�)kVT � R V 1�Æ(x):Par la m�ethode de 
ouplage, nous obtenonslimn n
�1 kPn(x; �)� �(�)kVT = 0; 8 
 < 1=Æ;et Xn n
�2 kPn(x; �)� �(�)kVT � RV 1�Æ(x); 8 
 < 1=Æ:3On montre en e�et que Exh �C�1Xk=0 �[(k + 1)l�1℄V 1�lÆ(�k)i � RV 1�Æ(x)Pour 
ela, on remarque que W = V 1�Æ v�eri�e la 
ondition PW � W � 
0W 1�d + b01IC ave
 d := Æ=(1 � Æ). Ensubstituant V par W et Æ par d dans les 
al
uls du Paragraphe 2.3.2, il vient que pour tout 1 � L � 1=d,Exh �C�1Xk=0 (k + 1)L�1W 1�LÆ(�k)i � RW (x)On prend L tel que W 1�LÆ = V 1�lÆ i.e. L := l� 1 et on obtient le r�esultat.90



4.3.7 Comparaison des vitesses de 
onvergen
e en norme f obtenues par lam�ethode de s
ission et par la m�ethode de 
ouplageLes r�esultats obtenus par la m�ethode de s
ission se d�eduisent des Th�eor�emes 3.1 et 3.2. Ceuxobtenus par la m�ethode de 
ouplage se d�eduisent du Corollaire 4.4, du Th�eor�eme 4.5, de laProposition 4.11 et du Th�eor�eme 4.14.Convergen
e de Pn(x; �) vers Pn(x0; �) Par la m�ethode de s
ission, nous obtenonsXn nl�1 kPn(x; �)� Pn(x0; �)kV 1�lÆ � RfV (x) + V (x0)g 1 � l < 1=Æ:Par la m�ethode de 
ouplage, nous obtenonslimn n
 kPn(x; �)� Pn(x0; �)kV 1�lÆ = 0; 0 � l < 1=Æ et 
 < l; (4.20)et Xn (n+ 1)
�1 kPn(x; �)� Pn(x0; �)kV 1�lÆ � RfV (x) + V (x0)g; 1 � l < 1=Æ et 
 < l:Convergen
e de Pn(x; �) vers � Par la m�ethode de s
ission, nous obtenonslimn nl�1 kPn(x; �)� �(�)kV 1�lÆ = 0; 1 � l < 1=Æ;et si Æ � 1=2,Xn (n+ 1)l�2 kPn(x; �)� �(�)kV 1�lÆ � RV 1�Æ(x); 2 � l < 1=Æ:Par la m�ethode de 
ouplage, nous obtenonslimn n
�1 kPn(x; �)� �(�)kV 1�lÆ = 0; 1 � l < 1=Æ et 
 < let si Æ < 1=2,Xn (n+ 1)
�2 kPn(x; �)� �(�)kV 1�lÆ � RV 1�Æ(x); 2 � l < 1=Æ et 
 < l:4.3.8 Con
lusionLa 
onvergen
e (4.20) obtenue par la m�ethode de 
ouplage, est, �a notre 
onnaissan
e nouvelle.Cette �etude souligne n�eanmoins la faiblesse de la m�ethode de 
ouplage, lorsque l'on ne s'int�eressequ'�a l'�etude de la 
onvergen
e des it�erations du noyau P �a une vitesse riemannienne. On peut
onstater une (l�eg�ere) di��eren
e entre les vitesses obtenues par la m�ethode de s
ission d'unepart et la m�ethode de 
ouplage d'autre part. 91



"Perte" de vitesse La m�ethode de 
ouplage requiert le 
ontrôle du temps d'entr�ee dans unensemble d'un pro
essus qui peut être vu 
omme deux 
hâ�nes ind�ependantes l�a o�u la m�ethodede s
ission ne se sert que d'une seule 
hâ�ne. Pour 
e faire, nous avons propos�e d'ajouter �a une
ondition de drift, une 
ondition de 
roissan
e de 
ertaines fon
tions solutions du drift. L'�etudede l'ergodi
it�e �a un taux riemannien sous une 
ondition de la forme H5jr montre 
lairementque 
ette 
ondition de 
roissan
e interdit de prendre V0 := 1 ; et 
ette 
ontrainte explique des
onditions de la forme 
 < 1=Æ, 
 < l, Æ < 1=2, l�a o�u la m�ethode de s
ission a

epte une in�egalit�elarge.N�eanmoins, l'appro
he par 
ouplage permet de 
al
uler expli
itement un 
ontrôle de la 
onver-gen
e, et 
e, de fa�
on relativement simple par rapport �a 
e qui pourrait être �enon
�e �a partir dela m�ethode de s
ission.A notre 
onnaissan
e, le 
al
ul de bornes dans le 
as polynomial est un r�esultat nouveau : lesseules travaux dans 
e domaine 
on
ernent le 
as des taux g�eom�etriques. On peut 
ertainementexpliquer 
ela par la diÆ
ult�e de v�eri�er 
on
r�etement la 
ondition de Tuominen et Tweedie.Nos travaux [38, 39℄, ainsi que 
eux de Jarner et Roberts [50℄ ont permis de d�evelopper une
ara
t�erisation plus "pratique" de l'ergodi
it�e riemannienne ; et don
 de prouver la 
onvergen
ede nombreux mod�eles (Cf. Chapitre 5).Dans la se
tion suivante, nous �etudions le 
as de l'ergodi
it�e g�eom�etrique : l�a en
ore nous sup-posons la 
ondition de minoration H2[C;D℄ et formulons une 
ondition de drift bas�ee 
ette foissur la 
ondition de Foster-Lyapunov ; nous d�e�nissons �FM > 1 tel que pour tout � < �FM ,kPn(x; �)� �(�)kVT � ��nR V (x);o�u V est solution de la 
ondition de drift, et 
al
ulons expli
itement R en fon
tion des termesapparaissant dans la 
ondition de drift et dans la 
ondition de minoration. Nous 
omparons nosr�esultats �a 
eux de Roberts et Tweedie au travers de l'exemple simple d'une mar
he al�eatoiresur N.Nous montrons de plus que pour tout � < �FM , il existe une 
onstante R� < 1 (dont nousdonnons une expression expli
ite) telle queXn �n kPn(x; �)� �(�)kV � RV (x)o�u V est solution de la 
ondition de Foster-Lyapunov.4.4 Convergen
e �a un taux g�eom�etriqueDans 
ette se
tion 4.4, P est  -irr�edu
tible ap�eriodique.92



4.4.1 Hypoth�ese H6[C;D℄Soient (C;D) 2 B+(X )� B+(X ), C � D.H6[C;D℄ Il existe une fon
tion V : X ! [1;1[ mesurable, des 
onstantes 0 < �� < 1 et b <1telles que supD V <1 et PV � ��V + b1IC ; (4.21)��1� := �� + b1 + infD
 V < 1: (4.22)Lorsque C est un ensemble petite, la 
ondition de drift de Foster-Lyapunov (4.21) impliquel'existen
e d'une mesure de probabilit�e invariante � et �(V ) <1.4.4.2 Conditions de drift et temps d'entr�ee dans �� f0gProposition 4.15 Soient (C;D) 2 B+(X )�B+(X ), C � D. Supposons H2[C;D℄ et H6[C;D℄.Pour tout (x; x0) 2 X � X ,Ex;x0 ;0h�T0� i � 1I�(x; x0) + 1I�
(x; x0)f2��g�1 fV (x) + V (x0)g:Preuve 15 Soient  := (��1� b)=f1+infD
 V g et W (x; x0; d) = W (x; x0) := ��1� (1+ )�1fV (x)+V (x0)g, d = 0; 1. Supposons que pour (x; x0) 2 �
,P �W (x; x0; 0) � ��(1 +  )W (x; x0): (4.23)En pro
�edant 
omme dans la d�emonstration de la Proposition 2.2, il vient que pour (x; x0) 2 �
,Ex;x0 ;0h��T0� (1 +  )�T0W (XT0 ; X 0T0)1IT0<1i � W (x; x0):PuisqueW (x; x0) <1 pour tout (x; x0) 2 X�X , T0 <1 Px;x0;0-p.s. 
e qui �etablit la Proposition.Montrons (4.23). Par hypoth�ese,P �W (x; x0; 0) � ��W (x; x0) + ��1� (1 +  )�1bn1IC�D
(x; x0) + 1ID
�C(x; x0)o:Sur C � D
, V (x) + V (x0) � 1 + infD
 V = ��1� b= don
 �� W (x; x0) � ��1� (1 +  )�1b. Onmontre la même in�egalit�e sur D
 � C ; par suite,P �W (x; x0; 0) � ��W (x; x0) + �� W (x; x0) = ��(1 +  )W (x; x0):� 93



Corollaire 4.16 Soient (C;D) 2 B+(X ) � B+(X ), C � D. Supposons H2[C;D℄ et H6[C;D℄.Pour tout (x; x0) 2 X � X et � < ��,Ex;x0 ;0h T0Xk=0 �kfV (Xk) + V (X 0k)gi � �1I�(x; x0) + 1I�
(x; x0)f1� ���1� g��V (x) + V (x0)�:Preuve 16 Nous avons d�emontr�e dans la preuve de la Proposition pr�e
�edente que pour (x; x0) 2�
, P �W (x; x0; 0) � ��1� W (x; x0):Pour tout � < ��, posons Wn := �nW . Il vient que pour (x; x0) 2 �
,P �Wn+1(x; x0; 0) � Wn(x; x0)� �n(1� ���1� )W (x; x0)et en pro
�edant 
omme dans la d�emonstration de la Proposition 2.4, (x; x0) 2 �
,(1� ���1� )Ex;x0 ;0h T0�1Xk=0 �kW (Xk; Xk)i+ Ex;x0 ;0hWT0(XT0 ; X 0T0)1IT0<1i � W (x; x0):On 
on
lut en remarquant que T0 est �ni Px;x0-p.s., (x; x0) 2 �
, et queWT0(XT0 ; XT0) � �T0W (XT0; XT0):�4.4.3 Du temps de 
ouplage au temps d'entr�ee dans �� f0gNotations Soit � > 1. On d�e�nitAm(�) := sup(x;x0)2��1� �x;x0(X )� Z Rx;x0(x; dy)Rx;x0(x0; dy0)Ey;y0 ;0h�m+T0i (4.24)o�u Rx;x0 d�esigne le noyau r�esiduel d�e�ni par (4.2).Proposition 4.17 Soient (C;D) 2 B+(X )� B+(X ), C � D. Supposons H2[C;D℄. Soit � > 1tel que Am(�) < 1. Pour tout (x; x0) 2 X � X ,Ex;x0 ;0h�T�mi � �+�1�Am(�)��1Ex;x0 ;0h�T0i:Preuve 17 D�emonstration du Th�eor�eme 7.11(i), Paragraphe 7.4.4. �Supposons H2[C;D℄ et H6[C;D℄. La proposition 4.15 prouve l'existen
e, pour tout � � �� d'une
onstante R� <1 telle que Ex;x0 ;0h�m+T0i � R�fV (x) + V (x0)g:94



Or PV � V + b1IC et supD V <1 don
 supD PmV <1 et pour tout � � ��, Am(�) <1.De plus, � 7! Am(�) est 
roissante sur [1; ��℄ et Am(1) = sup(x;x0)2�(1��x;x0(X )) � 1��� < 1 :en 
ons�equen
e, pour tout � "suÆsamment pro
he" de 1, Am(�) < 1 et on peut appliquer laProposition 4.17.4.4.4 Con
lusion : moment g�eom�etrique �FM du temps de 
ouplageNotations Soit 1 � � � ��. On d�e�nitÂm(�) := �m sup(x;x0)2��1� �x;x0(X )� Z Rx;x0(x; dy)Rx;x0(x0; dy0)n1I�(y; y0)+ 1I�
(y; y0)hf2��g�1 fV (y) + V (y0)giln�= ln��o; (4.25)o�u Rx;x0 d�esigne le noyau r�esiduel d�e�ni par (4.2). L'appli
ation � 7! Âm(�) est 
ontinue etÂm(1) < 1 : on note �FM := supf1 < � < ��; Âm(�) < 1g: (4.26)En�n, soit
W (�)(x; x0) := 1I�(x; x0) + 1I�
(x; x0)�f2��g�1 fV (x) + V (x0)g�ln�= ln�� : (4.27)Th�eor�eme 4.18 Soient (C;D) 2 B+(X ) � B+(X ), C � D. Supposons H2[C;D℄ et H6[C;D℄.Pour tout 1 � � < �FM ,Ex;x0 ;0h�T�mi � �+�1� Âm(�)��1
W (�)(x; x0):Preuve 18 Le th�eor�eme se d�eduit des Propositions 4.15 et 4.17. �Lorsque l'on substitue la 
ondition de minoration H2[C;D℄ par la 
ondition de minoration uni-forme H2'[C℄, on peut 
al
uler une minoration de �FM . Supposons H2'[C℄ 
e qui revient �a poser(entre autre) D = C, � = C � C et �x;x0(X ) = � > 0. SoitA := supC PmV � supx2C h�m� V (x) + bm�1Xk=0 P k(x; C)�m�1�k� i: (4.28)Comme V (x) + V (x0) � 2,Âm(�) � (1� �) sup(x;x0)2C�C h�m� fRx;x0V (x) +Rx;x0V (x0)g=2iln�= ln��et puisque Rx;x0V (x) � (PmV (x)� �)=(1� �) � (A� �)=(1� �), il vientÂm(�) � (1� �)h�m� �A� �1� � �iln�= ln��:95



Par suite, �FM est sup�erieur ou �egal �a la solution de l'�equationln(1� �) + ln �ln �� ln ��m� A� �1� � � = 0:Don
 � ln �� ln(1� �)lnf�m� (A� �)g � ln(1� �) � ln �FM � ln ��:4.4.5 Ergodi
it�e g�eom�etrique en norme de variation totaleCorollaire 4.19 Soient (C;D) 2 B+(X ) � B+(X ), C � D. Supposons H2[C;D℄ et H6[C;D℄.Supposons de plus que P poss�ede une mesure de probabilit�e invariante �. Pour tout 1 � � < �FM ,d�e�ni par(4.26), x 2 X ,kPn(x; �)� �(�)kVT � 2 ��(n+1�m)�1� (1� �+)���1� Âm(�)��1 Z Æx(dy)�(dy0) 
W (�)(y; y0);(4.29)o�u Âm(�) et 
W (�)(y; y0) sont d�e�nis par (4.25) et (4.27).Preuve 19 Le 
orollaire se d�eduit des Th�eor�emes 4.1 et 4.18. �Lorsque l'on substitue H2[C;D℄ par la 
ondition de minoration uniforme H2'[C℄, on peut 
al
uler,pour 
haque (x; n) 2 X � N le taux � qui minimise la majoration de kPn(x; �)� �(�)kVT . Les
al
uls suivants sont adapt�es du Th�eor�eme 5.1. de Roberts et Tweedie [99℄. On pose� := ln� Z Æx(dy)�(dy0)
W (��)(y; y0)�. ln ��; et � := ln��m� A� �1� � �. ln ��;o�u A est d�e�ni par (4.28), de sorte queZ Æx(dy)�(dy0)
W (�)(y; y0) � ��; et Â(�)m � (1� �)��:Alors kPn(x; �)� �(�)kVT � 2��(n+1�m)+� 1� (1� �)�1� (1� �)�� :A d�efaut de savoir 
al
uler expli
itement la valeur �̂ pour laquelle la quantit�e de droite estminimale, on 
al
ule le minimum de ��(n+1�m)+�1� (1� �)��que l'on 
onsid�ere 
omme une bonne approximation de �̂. Par suite, la majoration (4.29) est(approximativement) minimis�ee pour la valeur�̂(x; n) := (1� �)�1� �� � (n+ 1�m)��1=�: (4.30)96



4.4.6 V -ergodi
it�e g�eom�etriqueNotations SoitA(�; V ) := sup(x;x0)2��1� �x;x0(X )� Z Rx;x0(x; dy)Rx;x0(x0; dy0)Ey;y0 ;0h T0Xk=0 �kfV (Xk) + V (X 0k)gi:Th�eor�eme 4.20 Soient (C;D) 2 B+(X ) � B+(X ), C � D. Supposons H2[C;D℄ et H6[C;D℄.Pour tout 1 � � < �FM , (�; �0) 2M1(X )�M1(X ),Xn �n Z �(dx)�0(dx0)kPn(x; �)� Pn(x0; �)kV � �+�� E�;�0 ;0h T0Xk=0 �kfV (Xk) + V (X 0k)gi+ �+��n�m A(�; V )1� Am(�) + (1 +A0(�)) sup(x;x0)2�m�1Xk=1 �kfP kV (x) + P kV (x0)goE�;�0 ;0h�T0iave
 la 
onvention P0k=1 P kV (x) := 0, et Am(�) et A0(�) sont d�e�nis par (4.24).On d�eduit de la Proposition 4.15 et du Corollaire 4.16 une majoration des esp�eran
es, de A(�; V ),Am(�) et de A0(�) en fon
tion des termes apparaissant dans les 
onditions H2[C;D℄ et H6[C;D℄.En parti
ulier, lorsque P poss�ede une mesure de probabilit�e invariante �, il vient quelimn �nkPn(x; �)� �(�)kV = 0;pour tout x 2 X et � < �FM . Le th�eor�eme 4.20 permet de 
al
uler expli
itement, pour tout� < �FM , une 
onstante R� <1 telle queXn �nkPn(x; �)� �(�)kV � R�V (x):Preuve 20 Nous d�emontrons le Th�eor�eme lorsque m = 1.Ex;x0 ;0h T�1Xk=0 �kfV (Xk) + V (X 0k)gi = Ex;x0 ;0h T0Xk=0 �kfV (Xk) + V (X 0k)g1If1g(dT0+1)i+Xj�0 Ex;x0 ;0h Tj+1Xk=0 �kfV (Xk) + V (X 0k)g1If1g(dTj+1+1)i� �+nEx;x0 ;0h T0Xk=0 �kfV (Xk) + V (X 0k)gi+Xj�0 Ex;x0 ;0h Tj+1Xk=0 �kfV (Xk) + V (X 0k)g 1If0g(dTj�1+1) 1If0g(dTj�1+1)io;97



ave
 la 
onvention T�1 + 1 = 0. Pour j � 0,Ex;x0 ;0h Tj+1Xk=0 �kfV (Xk) + V (X 0k)g 1If0g(dTj+1)i� (1� ��)Ex;x0 ;0h TjXk=0 �kfV (Xk) + V (X 0k)g 1If0g(dTj�1+1)i+ Ex;x0 ;0h Tj+1Xk=Tj+1 �kfV (Xk) + V (X 0k)g 1If0g(dTj+1)i� (1� ��)Ex;x0 ;0h TjXk=0 �kfV (Xk) + V (X 0k)g 1If0g(dTj�1+1)i+ Ex;x0 ;0h1If0g(dTj+1)�Tj+1EXTj +1;X 0Tj+1;0h T0Xk=0 �kfV (Xk) + V (X 0k)gii� (1� ��)Ex;x0 ;0h TjXk=0 �kfV (Xk) + V (X 0k)g 1If0g(dTj�1+1)i+ A(�; V ) Ex;x0 ;0h1If0g(dTj)�Tj+1iet Ex;x0 ;0h1If0g(dTj)�Tj+1i � hAm(�)ij Ex;x0 ;0h�T0+1i:Ainsi,Ex;x0 ;0h Tj+1Xk=0 �kfV (Xk) + V (X 0k)g 1If0g(dTj+1)i � (1� ��)j+1Ex;x0 ;0h T0Xk=0 �kfV (Xk) + V (X 0k)gi+ A(�; V )1� (1� ��)Am(�)�1 nhAm(�)ij � 1� ��Am(�)(1� ��)jo:En 
ons�equen
e,Ex;x0 ;0h T�1Xk=0 �kfV (Xk) + V (X 0k)gi � �+�� Ex;x0 ;0h T0Xk=0 �kfV (Xk) + V (X 0k)gi+ A(�; V )1�Am(�) �+�� Ex;x0 ;0h�T0+1i:� 98



4.4.7 Comparaison de nos r�esultats ave
 
eux existant dans la litt�eratureLe 
al
ul expli
ite des bornes 
ontrôlant l'ergodi
it�e g�eom�etrique d'un noyau P (�a valeurs dansun espa
e quel
onque) a fait l'objet de nombreuses �etudes sous des hypoth�eses plus restri
tives.Citons, entre autres, les travaux de Meyn et Tweedie[73℄, Rosenthal [101, 103℄ et Roberts etTweedie [99℄.{ Meyn et Tweedie 
onstruisent 
es bornes par une m�ethode non probabiliste utilisant lath�eorie spe
trale des op�erateurs. Pour 
e faire, ils supposent que le noyau P  -irr�edu
tibleap�eriodique poss�ede un ensemble �m-small C i.e.8 x 2 C; Pm(x; �) � ��m(�) �m(C) = 1; � > 0;et qu'il existe une solution �a la 
ondition de drift de Foster-Lyapunov relative au noyauPm et �a C PmV � �V + b1IC 0 < � < 1; b <1 supC V <1: (4.31)Il est souvent diÆ
ile, en pratique, de 
al
uler les it�erations du noyau P ; et les 
onditionsde Foster-Lyapunov qui sont �etablies le sont relativement au noyau P lui-même, et �a unensemble C qui est �m-small pour m > 1. Ce qui interdit l'appli
ation dire
te des r�esultatsde Meyn et Tweedie.Rosenthal et Roberts et Tweedie proposent une 
onstru
tion des bornes bas�ee sur la m�ethodede 
ouplage.{ Rosenthal suppose l'existen
e d'un ensemble �1-small C (la 
onstru
tion du pro
essus Zse fait don
 en prenant � := C � C) et d'une solution �a la 
ondition de Foster-Lyapunovtelle que supC V =: d <1 et d > 2b1� �: (4.32)Ils �e
rivent, pour tout j � 1,kPn(x; �)� �(�)kVT � Px;�;0(T > n) � Px;�;0(T > n;Nn � j) + Px;�;0(T > n;Nn < j)o�u Nn est le nombre de passages de Z dans C�C�f0g avant l'instant n. En 
ons�equen
e,Px;�;0�T > n;Nn � j� � (1� �)j :Pour estimer le se
ond terme, ils expriment Px;�;0(Nn < j) en fon
tion du momentg�eom�etrique du temps de retour �a C � C � f0g, moment qu'ils estiment �a l'aide de la
ondition de drift et de la 
ondition (4.32).{ Roberts et Tweedie supposent l'existen
e d'un ensemble �1-small C, et d'une solution �a la
ondition de Foster-Lyapunov, et substituent la 
ondition (4.32) parsupC V =: d <1 d � b2(1� �) � 1: (4.33)99



Ils majorent Px;�;0(T > n) par (une am�elioration de) l'in�egalit�e de Markov, puis estimentle moment g�eom�etrique du temps de 
ouplage �a l'aide de la 
ondition de drift et de la
ondition (4.33). La 
ondition (4.33) est meilleure que 
elle de Rosenthal, mais, dans denombreux mod�eles, n'est pas v�eri��ee.On peut 
ertes augmenter la 
onstante d en augmentant (au sens de l'in
lusion) C, 
e qui en
ontrepartie, entrâ�ne une d�et�erioration de �. Pour palier �a 
ela, on peut montrer que C est aussi�m0 -small pour m0 > 1 ; mais les travaux de Roberts et Tweedie ne s'�etendent pas (simplement)au 
as de l'existen
e d'un ensemble �m-small, m > 1.En 
ons�equen
e, on saisit l'int�erêt de notre appro
he1. Dans la pratique, Pm est diÆ
ilement 
al
ulable et on v�eri�e la 
ondition de Foster-Lyapunov relativement �a P et �a un ensemble �m-small C,m � 1, de sorte que les ensemblesfV � lg sont petites. On 
hoisit ensuite D petite tel que (4.22). Puis on trouve m tel queH2[C;D℄.2. A la di��eren
e des autres travaux, la 
ondition H6[C;D℄ porte sur le noyau P quelle quesoit la valeur de m dans H2[C;D℄, 
e qui permet de d�eterminer l'indi
e m en \dernier"dans l'ordre d'�etablissement des 
onditions H6 et H2.3. En�n, 
hoisir l'ensemble � dissym�etrique en prenant C 6= D permet d'ajuster D sansmodi�er la 
ondition de drift ; tandis que pour v�eri�er les 
onditions (4.32) et (4.33), ilfaut augmenter C sous la 
ontrainte C �1-small en esp�erant que b 
roisse moins vite que ne
rô�t d. Pr�e
isons tout de même que 
ette derni�ere remarque est souvent v�eri��ee puisque best d�e�ni 
omme le supremum d'une quantit�e maximale sur le \
entre" de C ; intuitivement,
e 
omportement est logique lorsque V est la solution minimale de la 
ondition de Foster-Lyapunov, i.e V (x) := Ex [���C ℄. Dans 
e 
as, b := supx2C Ex [���C ℄ et l'on peut attendreque 
e maximum soit atteint pour x au \
entre" de C.Ces 
onsid�erations sont illustr�ees dans l'appli
ation num�erique suivante.4.4.8 Exemple : Mar
he al�eatoire sur NNous reprenons l'exemple 1 de Roberts et Tweedie [99℄. Les tableaux sont donn�es en �n de
hapitre.Mod�ele Soient p > 0:5 et q := 1� p. Soit la mar
he al�eatoire sur N, r�e
�e
hie en 0, d�e�nie parP (0; 0) := � > 0 P (0; 1) := 1� �;P (n; n+ 1) := q P (n; n� 1) := p; n � 1:Nous envisageons trois 
hâ�nes d�e�nies par la valeur de p et �, donn�ee en lignes 1 et 2 destableaux. Dans la suite, C := f0; � � � ; mCg D := f0; � � � ; mDgo�u mC et mD sont pr�e
is�es dans les tableaux.100



Tableau 4.1 : 
hâ�ne initiale ou m-squelette ? Pour 
ha
un des trois mod�eles (a), (b) et(
), nous estimons �FM . Nous v�eri�ons H2[C;D℄ en minorant l'it�eration Pm, m donn�e en ligne4, par le noyau sous-markovien�x;x0(y) := mD+mXk=0 �P k(x; y)^ P k(x0; y)�Æk(y): (4.34)Nous �etablissons la 
ondition H6[C;D℄ ave
�� :=p4pq V (x) :=pp=q(x�mC)_0 b := supC fPV � ��V g: (4.35)Les valeurs de �� et b sont donn�ees en ligne 7 et 8. En ligne 9, nous estimons ��1FM .Etudions maintenant la 
hâ�ne (a) �a partir du m-squelette P 7 (
olonne (a')) : nous v�eri�onsH2[C;D℄ en minorant P 7 (i.e. nous prenons m = 1) par le noyau sous-markovien d�e�ni par(4.34) et �etablissons la 
ondition de driftP 7V � ��V + b1IC (4.36)o�u �� := p4pq7, V (x) :=pp=q(x�1)_0 etb := supx2C �p+ (1� p)pp=q � �����6�1If0;1g(x) + 6Xk=1 �6�k� fP k(x; 0) + P k(x; 1)g�: (4.37)Nous obtenons �FM = 0:9997, taux relatif au m-squelette P 7 et don
 la valeur 
orrespondant �ala 
hâ�ne initiale est �FM = 0:99971=7.Cela illustre l'int�erêt d'�etudier l'ergodi
it�e de la 
hâ�ne initiale quitte �a v�eri�er la 
ondition deminoration pour m grand, plutôt que d'�etudier le m-squelette puis d'en d�eduire les propri�et�esde la 
hâ�ne initiale par homoth�etie sur l'�e
helle de temps.Tableau 4.2 : Minoration uniforme? Nous reprenons l'estimation de �FM lorsque la me-sure de minoration de l'it�eration m de P est une mesure uniforme, ind�ependante de (x; x0) 2 � :nous posons � := inf(x;x0)2�Pm(x; 0)^ Pm(x0; 0) �m(y) := Æ0(y):En ligne 7, nous donnons la valeur de �.Les valeurs de �FM obtenues sont moins bonnes que 
elles obtenues �a partir de la 
ondition deminoration non-uniforme.Tableau 4.3 : Notre appro
he vs 
elle de Roberts et Tweedie Nous 
al
ulons le tauxde 
onvergen
e maximal �RT obtenu en appliquant les r�esultats de Roberts et Tweedie [99℄ ;pour 
e faire, on prend C := f0; 1g et on v�eri�e la 
ondition de minoration ave
� := � �1(y) := Æ0(y);101




omme ils le sugg�erent. Pour les 
hâ�nes (b) et (
), on peut v�eri�er la 
ondition de Foster-Lyapunov, et la 
ondition de 
roissan
e de la solution V �a l'ext�erieur de C (
ondition 4.33) enprenant �� :=p4pq V (x) :=pp=qx b := supC fPV � ��V g:Le taux �RT obtenu (donn�ee en ligne 9) est moins bon que le taux �FM . Pour la 
hâ�ne (a), onne peut v�eri�er la 
ondition de 
roissan
e de Roberts et Tweedie (4.33) ; aussi augmentons-nousla taille de C (
olonne (a')) : nous prenons C := f0; � � � ; 7g qui est un ensemble �1-small pourle noyau P 7 ; et �etablissons le drift de Foster-Lyapunov pour le noyau P 7 ave
 ��, V et b d�e�nis
omme en (4.36) et (4.37). Nous pouvons 
ette fois estimer �RT mais la borne obtenue restemoins bonne que 
elle obtenue en 
olonne (a), Tableau 4.1.En�n, nous �evaluons les bornes d'ergodi
it�e en variation totale donn�ees par le Corollaire 4.19,pour la 
hâ�ne d�e�nie par p = 0:75 et � = 0:4.Tableau 4.4 H2[C;D℄ est v�eri��ee ave
 C := f0g et D := f0; � � � ; 4g, m = 8, �8(y) := Æ0(y) et� := inf(x;x0)2� Pm(x; 0)^ Pm(x0; 0) = 3:38:10�1.H6[C;D℄ est �etablie pour ��, V et b donn�es par (4.35). Nous 
al
ulons la borne pour di��erentesvaleurs de n, di��erentes valeurs de w� := R Æx(dy)�(dy0)
W (��)(y; y0) et pour � := �(n; w�) donn�epar (4.30).Tableau 4.5 Nous faisons le même 
al
ul que pr�e
�edemment en substituant la minorationuniforme par une minoration par le noyau sous-markovien�x;x0(y) := mD+8Xk=0 �P k(x; y)^ P k(x0; y)�Æk(y):Pour di��erentes valeurs de (n; w�), nous 
al
ulons la borne d'ergodi
it�e au point � donn�e par(4.30) o�u � := m+ lnfsup(x;x0)2�(Rx;x0V (x) +Rx;x0V (x0))=2gln �� :La 
omparaison de 
es deux tableaux traduit en
ore l'int�erêt de la 
ondition de minoration nonuniforme.Pour terminer, nous 
al
ulons les bornes de (f; r)-ergodi
it�e lorsque r 2 �s et pour 
ela noussupposons v�eri��ee la famille de 
onditions de drift de Tuominen et Tweedie. Ces 
al
uls restentn�eanmoins d'un int�erêt purement th�eorique puisque, dans la pratique, la 
ondition de Tuominenet Tweedie est d�emontr�ee pour des taux riemanniens, 
omme 
ons�equen
e de la 
ondition de drift102



de Fort-Moulines ou de Jarner-Roberts. Dans 
e 
as, on utilise les r�esultats des paragraphes 4.2et 4.3.4.5 Convergen
e �a un taux sous-g�eom�etriqueDans 
ette se
tion 4.5, P est  -irr�edu
tible ap�eriodique.4.5.1 Hypoth�ese H5[r; C;D℄Soient (C;D) 2 B+(X )� B+(X ), C � D et r := fr(n)g une suite positive 
roissante, r(0) := 1.H5[r; C;D℄ Il existe f : X ! [1;1[ mesurable, une famille de fon
tions fgng mesurables,gn : X ! [1;1[, gn � r(n)f , une 
onstante a � 0 et une suite positive (�nie) fb(n)g tellesque supD g0 <1, Pgn+1(x) + r(n)f(x) � gn(x) + b(n)1IC(x); (4.38)r(n)f(x)� b(n) � r(n)a; x 2 D
: (4.39)4.5.2 Conditions de drift et temps d'entr�ee dans �� f0gProposition 4.21 Soient (C;D) 2 B+(X )�B+(X ), C � D. Soit r := fr(n)g une suite positive,r(0) := 1. Supposons H2[C;D℄ et H5[r; C;D℄.Pour tout l � 0, (x; x0) 2 X � X ,Ex;x0 ;0hr0(T0 + l)i � 1I�(x; x0)r0(l) + 1I�
(x; x0)nr0(l � 1) + �(1 + a) ^ 2��1�gl(x) + gl(x0)�oave
 la 
onvention r0(�1) := 0.Preuve 21 Soit Gn(x; x0; d) = Gn(x; x0) := gn(x) + gn(x0), d = 0; 1. Nous �etablissons la Propo-sition lorsque l = 0, la d�emonstration s'adapte fa
ilement si l > 0. Nous avonsP �Gn+1(x; x0; 0) � Gn(x; x0)� r(n)ff(x) + f(x0)g+ b(n)f1IC(x) + 1IC(x0)g� Gn(x; x0)� r(n)ff(x) + f(x0)g�1� 1IC�D
(x; x0)� 1ID
�C(x; x0)�� �r(n)f(x) + r(n)f(x0)� b(n)�f1IC�D
(x; x0) + 1ID
�C(x; x0)g:Si (x; x0) 2 C �D
 [D
 � C, r(n)f(x) + r(n)f(x0)� b(n) � (1 + a)r(n). On poseF (x; x0) := ff(x)+f(x0)g�1�1IC�D
(x; x0)�1ID
�C(x; x0)�+�1+a�n1IC�D
(x; x0)+1ID
�C(x; x0)o;103



de sorte que P �Gn+1(x; x0) + F (x; x0) � Gn(x; x0); (x; x0) 2 �
:Remarquons que F (x; x0) � 1+a sur �
 et F (x; x0) � 2 sur �. Il vient que pour tout (x; x0) 2 �
,�(1 + a) ^ 2� Ex;x0 ;0hr0(T0)i � Ex;x0 ;0h T0Xk=0 r(k)F (Xk; X 0k)i � g0(x) + g0(x0);(la d�emonstration est analogue �a 
elle de la Proposition 2.2). �4.5.3 Du temps de 
ouplage au temps d'entr�ee dans �� f0gProposition 4.22 Soient (C;D) 2 B+(X )� B+(X ), C � D. Supposons H2[C;D℄. Soit r 2 �stelle queAm := sup(x;x0)2��1� �x;x0(X )� Z Rx;x0(x; dy)Rx;x0(x0; dy0) Ey;y0 ;0hr0(T0 +m)i <1: (4.40)Soit 0 < � < 1 tel que (1+ �)(1� ��) + �Am =: � < 1. Soient n� := minn�0 nr(n)=r0(n) � �oet 
�4 tel que r(n+m) � (1 + �)r(m) + 
� pour tout m � 0, n � n�.Pour tout (x; x0) tel que Ex;x0 ;0hr(T0)i <1,Ex;x0 ;0hr0(T �m)i � �+�� Ex;x0 ;0hr0(T0)i+ �+Am1� � �1 + 1����Ex;x0 ;0hr(T0)i+ 
�f 1�� � 1g�:Preuve 22 Nous �e
rivonsEx;x0 ;0hr0(T �m)i =Xn�0 Ex;x0 ;0hr0(Tn + n(m� 1))1If1g(dTn+1)1If0g(dTn)i� �+ Xn�0 Ex;x0 ;0hr0(Tn + n(m� 1)) 1If0g(dTn)i:Soit n � 1. Puisque r0(n+ k) � r0(k) + r(k)r0(n); n+ k � 0; (4.41)et Tn + n(m� 1) = Tn�1 + (n� 1)(m� 1) +m+ T0 Æ �Tn�1+14
� peut s'exprimer expli
itement en fon
tion de n� et de �, voir Paragraphe 2.4.1104



o�u � d�esigne l'op�erateur de translation, il vient queEx;x0 ;0hr0(Tn + n(m� 1))1If0g(dTn)i = Ex;x0 ;0hr0(Tn�1 + (n� 1)(m� 1))1If0g(dTn)i+ Ex;x0 ;0hr(Tn�1 + (n� 1)(m� 1))1If0g(dTn�1+1) EXTn�1 +1;X 0Tn�1+1;0hr0(m+ T0)ii= Ex;x0 ;0hr0(Tn�1 + (n � 1)(m� 1))1If0g(dTn)i+ Ex;x0 ;0hr(Tn�1 + (n� 1)(m� 1)) 1If0g(dTn�1) �1� �XTn�1 ;X 0Tn�1 (X )�� Z RXTn�1 ;X 0Tn�1 (XTn�1; dy)RXTn�1;X 0Tn�1 (X 0Tn�1; dy0)Ey;y0 ;0hr0(m+ T0)ii� ax;x0(n� 1) + Am bx;x0(n� 1)o�u ax;x0(n) := Ex;x0 ;0hr0(Tn + n(m� 1))1If0g(dTn+1)ibx;x0(n) := Ex;x0 ;0hr(Tn + n(m� 1))1If0g(dTn)i:Or, en utilisant �a nouveau (4.41) et en se servant de la propri�et�e de Markov fortax;x0(n) � Ex;x0 ;0hr0(Tn�1 + (n� 1)(m� 1))1If0g(dTn�1+1)i(1� ��)+ Ex;x0 ;0hr(Tn�1 + (n � 1)(m� 1)) 1If0g(dTn�1)i Am� (1� ��)ax;x0(n� 1) +Ambx;x0(n� 1):D'autre part, puisque r(n+ k) � (1+ �)r(k)+ 
� si n � n� et r(n+ k) � r(k)�r0(n) si n � n�,il vientbx;x0(n) � (1 + �) (1� ��) Ex;x0 ;0hr(Tn�1 + (n� 1)(m� 1))1If0g(dTn)i+ 
�Px;x0;0�dTn�1 = 0�+ � Ex;x0 ;0hr(Tn�1 + (n� 1)(m� 1))1If0g(dTn�1+1)EXTn�1+1;X 0Tn�1+1;0hr0(m+ T0)ii� (1 + �) (1� ��) bx;x0(n� 1) + 
� (1� ��)n + � Am bx;x0(n� 1)� � bx;x0(n� 1) + 
� (1� ��)n:En�n, bx;x0(0) = Ex;x0 ;0[r(T0)℄ et ax;x0(0) � (1� ��)Ex;x0 ;0[r0(T0)℄. Par suite,�� Xn�0 ax;x0(n) � AmXn�0 bx;x0(n) + (1� ��)Ex;x0 ;0hr0(T0)iet (1� �)Xn�0 bx;x0(n) � Ex;x0 ;0hr(T0)i+ 
�� 1�� � 1�:� 105



Corollaire 4.23 Soient (C;D) 2 B+(X ) � B+(X ), C � D et r 2 �s. Supposons H2[C;D℄ etH5[r; C;D℄. Il existe une 
onstante R <1 telle que pour tout (x; x0) 2 X � X ,Ex;x0 ;0hr0(T �m)i � R�g0(x) + g0(x0)�et l'expression de R se d�eduit des Propositions 4.21 et 4.22.Preuve 23 Il suÆt de remarquer que pour (x; x0) 2 �,�1� �x;x0(X )� Z Rx;x0(x; dy)gm(y) � Pmgm(x) � supx2D g0(x) + m�1Xk=0 b(k) <1
e qui �etablit (4.40). �4.5.4 Cas des taux 
onvexesOn peut am�eliorer l'estimation du temps de 
ouplage par le moment du temps d'entr�ee dans�� f0g lorsque la suite r v�eri�e la relation de 
onvexit�e suivante.D�e�nition Soit �
 l'ensemble des suites r := fr(n)g positives 
roissantes, r(0) := 1, tellesqu'il existe une suite �r et(i) pour tout k � 1 r� kXj=1 nj� � �r(k) kXj=1 r(nj); (n1; � � � ; nk) 2 Nk:(ii) Pn n�r(n)jzjn 
onverge sur ℄0; 1[.�
 
ontient entre autres, les suites �a 
roissan
e polynomiale et les suites de la forme r(n) :=(n+ 1)k logl(n+ 1) _ 1, k et l positifs.Du temps de 
ouplage au temps d'entr�ee dans �� f0gProposition 4.24 Soient (C;D) 2 B+(X )� B+(X ), C � D. Supposons H2[C;D℄. Soit r 2 �
telle queAm := sup(x;x0)2��1� �x;x0(X )� Z Rx;x0(x; dy)Rx;x0(x0; dy0) Ey;y0 ;0hr(T0 +m)i <1:Alors pour tout (x; x0) 2 X � X ,Ex;x0 ;0hr(T �m)i � �+�AmXj�0(1� ��)j�1j�r(j + 1) +Xj�0(1� ��)j�r(j + 1)Ex;x0 ;0hr(T0)i�:Preuve 24 D�emonstration du Th�eor�eme 7.4.4(ii), Chapitre 7. �106



4.5.5 Comparaison de H5 et H5fmSoit un entier q � 0 et r(n) := S(q � 1; n+ 1). Nous 
omparons H5[r; C;D℄ et H5fm[q; C;D℄.Dans le Paragraphe 2.3.1 nous avons montr�e que Vk est solution dePVk(x) + Exh �CXj=0 S(k� 2; j + 1)V0(�j)i � Vk(x) + bk�11IC(x)ave
 la 
onvention S(�1; 0) = 1 et S(�1; n) = 0, n 6= 0. Don
 d'apr�es le Corollaire 2.3, pourtout 0 � k � q � 1, Exh �CXj=1 S(k; j)V0(�j)i � Vk+1(x) + bk; x 2 C:La 
ondition (4.10) implique (4.38) ave
 r(n) := S(q � 1; n+ 1), f := V0,gn(x) := Exh �CXk=0S(q � 1; k+ 1 + n)V0(�k)i (4.42)et b(n) := supx2C ExhP�Ck=1 S(q � 1; k+ 1 + n)V0(�k)i. Or,Exh �CXk=1S(q � 1; k+ 1 + n)V0(�k)i = q�1Xj=0 S(q � 1� j; 1 + n)Exh �CXk=1 S(j; k)V0(�k)i� q�1Xj=0 S(q � 1� j; 1 + n)� supC Vj+1 + bj�:Don
 la suite fbng est �nie. R�e
iproquement, (4.38) entrâ�ne (4.10) en posant V0 := f ,Vl+1(x) := Exh �CXk=0 S(l; k+ 1)V0(�k)i 0 � l � q � 1; (4.43)et bl := supx2C ExhP�Ck=1 S(l; k)V0(�k)i pour tout 0 � l � q � 1.Ainsi, les 
ondition (4.10) et (4.38) sont �equivalentes. Nous �etudions maintenant le lien entreles 
onditions (4.39) et (4.11). Pour 
ela, supposons que les fon
tions Vk (resp. gn) solutions deH5fm[q; C;D℄ (resp. H5[r; C;D℄) sont les solutions minimales i.e. sont donn�ees par (4.43) (resp.(4.42)). La 
ondition (4.11) signi�e que, pour tout 0 � l � q � 1,Exh �CXk=0 S(l; k+ 1)V0(�k)i � (1� al)�1 supx2C Exh �CXk=1 S(l; k)V0(�k)i (4.44)107



sur D
 tandis que (4.39) signi�eV0(x) � a + S(q; n)�1 supx2C Exh �CXk=1S(q; k+ 1 + n)V0(�k)i (4.45)sur D
. En pratique, on 
ommen
e par �etablir les 
onditions de drift (resp. de 
roissan
e) re-lativement �a un ensemble C (resp. D) puis on v�eri�e que 
es ensembles satisfont la 
onditionde minoration H2[C;D℄. Or, les 
onditions de drift sont bien souvent relatives �a des ensemblespetites et les ensembles de niveau fV0 � lg sont petites (et don
 aussi les ensembles fVk � lg)don
 la 
ondition H2[C;D℄ est v�eri��ee. N�eanmoins, la 
ondition (4.39) est plus "
oûteuse" dansle sens o�u l'ensemble D �a l'ext�erieur duquel on v�eri�e la minoration (4.45) est plus "gros" que
elui pour lequel on v�eri�e la minoration (4.44), 
e qui 
ontribue �a d�et�eriorer la 
onstante deminoration (Cf. remarques Paragraphe 4.1.2).Aussi, dans le 
as des taux polynomiaux, �enon
e-t-on le 
al
ul de la borne d'ergodi
it�e �a partird'une 
ondition de la forme H5fm[q; C;D℄ plutôt que d'une 
ondition de la forme H5[r; C;D℄.
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(a) (a') (b) (
)p 0.6 0.6 0.7 0.75� 0.25 0.25 0.5 0.4noyau P P 7 P Pm 28 1 6 8mC 0 7 1 0mD 14 7 3 4�� 0.9798 0.8669 0.9165 0.8660b 0.1888 0.5587 0.2417 0.5732��1FM 0.9983 0:99971=7 0.9649 0.9413Tab. 4.1 {(a) (b) (
)p 0.6 0.7 0.75� 0.25 0.5 0.4noyau P P Pm 28 6 8mC 0 1 0mD 14 3 4� 2.60e-02 2.71e-01 3.38e-01��1FM 0.9998 0.9854 0.9793Tab. 4.2 {(a) (a') (b) (
)p 0.6 0.6 0.7 0.75� 0.25 0.25 0.5 0.4noyau P P 7 P Pm 1 1 1 1mC 1 7 1 1� 0.25 1.17e-02 0.5 0.4�� 0.9798 0.8669 0.9165 0.8660b 0.1888 0.5587 0.3472 0.5732��1RT ** 0:99981=7 0.9845 0.9796Tab. 4.3 {n = 200 n = 300 n = 500 n = 1000w� = 10 2.9493e-01 7.3337e-02 3.6342e-03 1.4554e-06w� = 1000 5.1036e-01 1.3748e-01 7.1250e-03 2.9144e-06Tab. 4.4 {n = 200 n = 300 n = 500 n = 1000w� = 10 6.7984e-04 2.6108e-06 2.8634e-11 7.0544e-24w� = 1000 7.2623e-03 3.0771e-05 3.5925e-10 9.1672e-23Tab. 4.5 {109
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Chapitre 5Ergodi
it�e de 
hâ�nes de MarkovDans 
e 
hapitre, X = Rn et B(X ) est la tribu des Bor�eliens. On note < �; � > le produit s
alaire,j � j la norme eu
lidienne, r l'op�erateur de di��erentiation, et fe1; � � � ; eng la base 
anonique deRn.Nous �etudions tout d'abord un mod�ele non-lin�eaire de la forme �n+1 = F (�n) +Wn+1, lorsque,pour jxj grand, F (x) � jxj(1�rjxj�d), 0 < d � 2 (Paragraphe 5.1). Nous nous int�eressons ensuiteaux 
hâ�nes de Markov d�e�nies par les algorithmes de Hastings-M�etropolis. Nous 
ommen�
onspar �etudier l'ergodi
it�e �a un taux polynomial de l'algorithme de Hastings-M�etropolis �a mar
heal�eatoire sym�etrique{ sur R lorsque la densit�e 
ible d�e
rô�t 
omme jxj�s, s > 1, (Paragraphe 5.2) ;{ sur Rn lorsque la densit�e 
ible est sur-exponentielle i.e. d�e
rô�t 
omme exp(�jxjs), s < 1(Paragraphe 5.3).Nous proposons ensuite une 
ara
t�erisation simple de l'ergodi
it�e �a un taux g�eom�etrique d'un�e
hantillonneur hybride, 
ara
t�erisation que nous illustrons par l'�etude de nombreux 
as (Para-graphe 5.4).5.1 Mod�ele non lin�eaire5.1.1 Pr�esentation du mod�eleSoit la 
hâ�ne d�e�nie par �n+1 = F (�n) +Wn+1; n � 0;o�uNSS1 fWng est une suite de v.a. ind�ependantes et identiquement distribu�ees (et ind�ependantesde �0), de loi �, 
entr�ee, absolument 
ontinue par rapport �a la mesure de Lebesgue :111



�(dy) = 
(y)dy.Par suite, le noyau de transition de la 
hâ�ne est donn�e parP (x; dy) = 
(y� F (x))dy:Supposons de plusNSS2 Pour tout 
ompa
t K � Rn et tout ensemble A 2 B(Rn) non vide, il existe n0 > 0 telque infx2K Pn0 (x;A) > 0:Alors pour tout x 2 Rn, Pn 2�nPn(x; �) est �equivalente �a la mesure de Lebesgue et P estLebesgue-irr�edu
tible.NSS3 P est ap�eriodique.NSS4 Tout 
ompa
t non vide est petite.Lorsque � est �a support Rn et que F est born�ee sur tout 
ompa
t, les 
onditions NSS2 �a NSS4sont v�eri��ees. On peut aussi substituer 
es trois 
onditions par les trois hypoth�eses suivantes :(a) F : Rn ! Rn est 
ontinue, (b) jF (x)j � jxj pour tout x 2 Rn, (
) il existe �
 > 0, Æ
 < 1tels que jyj � Æ
 ) 
(y) � �
 :Ces trois 
onditions garantissent la  -irr�edu
tibilit�e et l'ap�eriodi
it�e du noyau P et impliquentque tout ensemble 
ompa
t a

essible est petite (Tuominen et Tweedie [117℄).NSS5 F : Rn! Rn est mesurable et il existe 0 < d � 2, r > 0, M <1 tels quejF (x)j � jxj�1� rjxj�d� pour jxj �M;supjxj�M jF (x)j <1:En parti
ulier, F est born�ee sur tout 
ompa
t. Soit�(s) := Z jyjs
(y)dy:NSS6 Si 1 � d � 2, il existe s � 2 tel que �(s) <1 et si d = 2, s v�eri�e s� 1 < 2r=�(2).Si 0 < d < 1, soit il existe s > d tel que �(s) <1, soit �(d) <1 et dr� �(d) > 0.De nombreux travaux 
on
ernent 
es mod�eles (Cf. Meyn et Tweedie [72℄ et r�ef�eren
es 
it�ees) ; laplupart proposent des 
onditions entrâ�nant la f -ergodi
it�e g�eom�etrique (par exemple Doukhanet Ghind�es [36℄, Mokkadem [76℄, Tanikawa [112, 113℄) ; par exemple, Mokkadem substitue les112



hypoth�eses NSS5 et NSS6 par (a) l'existen
e d'un moment exponentiel de � : il existe a > 0 telque m := E[exp(aW1)℄ <1, (b) il existe M <1 et A > flogmg=a tels quejF (x)j � jxj � A pour jxj �M;supjxj�M jF (x)j <1:Tuominen et Tweedie [117℄ ou Ango Nze [2, 3℄ (resp. Veretennikov [121℄) �etudient 
es mod�elessous des hypoth�eses de la forme NSS5 lorsque 0 < d < 1 (resp. d = 2), et �etablissent l'ergodi
it�e(en norme de variation totale et en norme f) de P �a un taux sous-g�eom�etrique, sans pr�e
isiondes 
onstantes d'ergodi
it�e.Nous �etablissons des r�esultats d'ergodi
it�e sous g�eom�etrique (plus pr�e
is�ement riemannienne) ennorme de variation totale et en norme f pour tout 0 < d � 2.5.1.2 Vitesse de 
onvergen
eProposition 5.1 Supposons NSS1 �a NSS6. Soient V (x) := 1+ jxjs et Æ := d=s. P est Lebesgue-irr�edu
tible ap�eriodique et pour tout 0 < � < 1, il existe un ensemble C 2 B(X ) petite a

essible,des 
onstantes 
 > 0, b <1 telles que supC V <1 etPV (x) � V (x)� 
V 1�Æ(x) + b1IC(x);o�u { si d = 2, 
 := �s�r � (s� 1)�(2)=2�,{ si 1 � d < 2, 
 := �sr,{ et si 0 < d < 1 et s = d, 
 := ��sr � �(s)� ou lorsque s > d, 
 := �sr.On peut don
 
hoisir � tel que 
V 1�Æ � V sur Rn.Remarque Lorsque 0 < d < 1, on peut ne pas supposer que � est 
entr�ee.Vitesse de 
onvergen
e D'apr�es les r�esultats du Paragraphe 2.3.2, pour tout 1 � l � s=d, ilexiste une 
onstante R <1 telle queExh �C�1Xk=0 (k + 1)l�1�1 + j�kjs�ld�i � R�1 + jxjs�d�: (5.1)Nous d�eduisons don
 les 
on
lusions suivantes du Th�eor�eme 3.1 : pour tout 0 � r � s� d,limn (n+ 1)(s�r)=d�1 kPn(x; �)� �(�)k1+jxjr = 0; x 2 Rn;113



et il existe une 
onstante R1(
; r)<1 telle que pour tout 
 � (s� r)=d� 1,(n+ 1)
 kPn(x; �)� �(�)k1+jxjr � R1(
; r) �1 + jxjr+
d�; x 2 Rn;de plus, si s � 2d, pour tout 2 � l � s=d, il existe une 
onstante R2(
; r)<1 telle queXn (n+ 1)
�1 kPn(x; �)� �(�)k1+jxjr � R2(
; r) �1 + jxjr+
d�; x 2 Rn:Lorsque d = 2, Veretennikov [121℄ montre que pour tout 2 < m � s � 2 et k < m=2, il existeC <1 telle que (n+ 1)k kPn(x; �)� �(�)kVT � C �1 + jxjm�:Lorsque 0 < d < 1,{ Tuominen et Tweedie [117℄ d�emontrent, sous des hypoth�eses semblables aux nôtres (si 
en'est qu'ils supposent s � 1), qu'il existe un ensemble petite C tel que pour tout entier0 � l � s � 1, supx2C Exh �C�1Xk=0 (k + 1)s�l�1�1 + j�kjl�i <1;
e qui implique don
 limn (n+ 1)s�l�1 kPn(x; �)� �(�)k1+jxjl = 0:{ Ango Nze [3℄, sous les mêmes hypoth�eses que Tuominen et Tweedie, montre qu'il existeun ensemble C petite tel que pour tout 0 � � � s � d,supx2C Exh �C�1Xk=0 k�1+(s�d)=�j�kj�i <1;
e qui est similaire �a 
e que nous obtenons.A notre 
onnaissan
e, les r�esultats 
on
ernant le 
as 1 � d < 2 sont nouveaux.D�emonstration de la Proposition 5.1 Soit jxj �M . Nous montrons tout d'abord quejF (x)j� � jxj� � �rjxj��d + �(x; �); (5.2)ave
 �(x; �) := 0 si d � � � 1 et �(x; �) := o(jxj��d) sinon.Si 0 < � � 1, jF (x)j� � jxj��1� rjxj�d�� � jxj��1� �rjxj�d� � jxj� � �rjxj��d:114



Si � > 1, on �e
rit � = �+ l o�u � est la partie enti�ere inf�erieure de � et 0 � l < 1. Ainsi,jF (x)j� � jxj�� �Xk=0Ck�(�r)kjxj�kd��1� rjxj�d�l� jxj��1� �rjxj�d + o(jxj�d)��1� lrjxj�d�� jxj� � �rjxj��d + o(jxj��d);
e qui termine la preuve de (5.2).Supposons qu'il existe une 
onstante M(s) <1 telle que pour tout jxj �M(s)PV (x) � V (x)� 
V 1�Æ(x): (5.3)Puisque F est born�ee sur tout 
ompa
t, etPV (x) = Z jF (x) + yjs
(y)dy � � Z jF (x) + yj�s
(y)dy�s=�s� � �sXk=0Ck�s jF (x)jk Z jyj�s�k
(y)dy�s=�so�u �s d�esigne la partie enti�ere sup�erieure de s, il existe b <1 telle quePV (x) � V (x)� 
V 1�Æ(x) + b1IC(x)ave
 C := fx 2 Rn; jxj �M(s)g et supC V <1. En�n, par hypoth�ese, les 
ompa
ts sont petites,
e qui 
on
lut la d�emonstration de la Proposition. D�emontrons don
 (5.3) : pour 
e faire, nousmontrons que pour jxj grand,PV (x) � V (x)� 
0V 1�Æ(x) + o(V 1�Æ(x));o�u 
0 := 
=�.1er 
as : 1 � d � 2 Supposons s � 3. Nous �e
rivons, pour u 6= 0, y 2 Rn,ju+ yjs � jujs = sjujs�1 < ujuj ; y > +s2 jujs�2�jyj2 + (s� 2) < ujuj ; y >2 �+R3(s; u; y)ave
 jR3(s; u; y)j � R�jujs�3+ jyjs�3�jyj3, R <1. Par suite, en utilisant R y
(y)dy = 0 et (5.2),il vient PV (x) � V (x)� nsrjxjs�d � s(s� 1)�(2)=2jxjs�2o+ o(jxjs�d + jxjs�2):Supposons 2 � s � 3. Nous �e
rivons pour u 6= 0, y 2 Rn,ju+ yjs � jujs � sjujs�1 < ujuj ; y > +R2(s; u; y)115



ave
 jR2(s; u; y)j � s(s� 1)=2 �jujs�2 + jyjs�2�jyj2. Par suite,PV (x) � V (x)� nsrjxjs�d � s(s� 1)�(2)=2jxjs�2o+ o(jxjs�d + jxjs�2):2nd 
as : 0 < d < 1 Supposons s � 1. En utilisant le propri�et�e de 
onvexit�e de la norme s, ilvient Z jF (x) + yjs
(y)dy � �jF (x)j+ �1=s�s� �jxjx � srjxjs�d + �(x; s)��1 + o(jxj�d)�� jxjs � srjxjs�d + (jxjs�d):et don
 PV (x) � V (x)� rsjxjs�d + o(jxjs�d):Supposons s < 1. En utilisant la 
onvexit�e de l'appli
ation jxj 7! jxjs, il vientZ jF (x) + yjs
(y)dy � jxjs � srjxjs�d + �(s)et don
 PV (x) � V (x)� srjxjs�d + �(s):5.2 Algorithme de Hastings-M�etropolis �a mar
he al�eatoire (1)5.2.1 Pr�esentation su

in
te des algorithmes de Hastings-M�etropolisNous nous 
ontentons de rappeler quelques notions dont nous nous servirons dans les paragraphessuivants (Cf. Robert et Casella [96℄ pour une des
ription des di��erents algorithmes).Les �e
hantillonneurs de Hastings-M�etropolis sont des algorithmes it�eratifs qui permettent de\
onstruire" une traje
toire d'une 
hâ�ne de Markov f�ng de mesure de probabilit�e invariante �donn�ee (il suÆt que � soit 
onnue �a une 
onstante de normalisation pr�es). Pour un point initialdonn�e, 
haque algorithme de Hastings-M�etropolis est don
 d�e�ni par la donn�ee d'un noyau detransition P d'unique mesure invariante �.Nous supposons que � est une mesure �nie sur B(Rn) absolument 
ontinue par rapport �a lamesure de Lebesgue, de densit�e p (appel�ee densit�e 
ible)�(dy) = p(y)dy:Soit Q(x; dy) un noyau de transition markovien dit \noyau de proposition" suppos�e absolument
ontinu par rapport �a la mesure de Lebesgue, de densit�e q(x; y) (appel�ee densit�e de propositionou par abus, loi de proposition), Q(x; dy) = q(x; y)dy:116



Pour (�;Q) donn�es, le noyau de Hastings-M�etropolis sur (Rn;B(Rn)) s'exprime parP (x; dy) := �(x; y)Q(x; dy)+ Æx(dy) Z �1� �(x; y)�Q(x; dy); (5.4)o�u pour (x; y) 2 Rn�Rn,�(x; y) := ( 1 ^ p(y)q(y;x)p(x)q(x;y) si p(x)q(x; y)> 0;1 sinon; (5.5)est le ratio d'a

eptation-rejet. Autrement dit, la (n+1)-�eme �etape de l'algorithme de Hastings-M�etropolis 
onsiste �a simuler un �e
hantillon y de loi Q(�n; dy) et \�a 
orriger" 
et �e
hantillon :ave
 la probabilit�e �(�n; y), on pose �n+1 = y et sinon, �n+1 = �n.Ces algorithmes sont utilis�es pour \approximer" des tirages de v.a. de loi �(Rn)�1� et il estdon
 naturel{ de s'assurer que � est l'unique (�a une 
onstante de multipli
it�e pr�es) mesure invariante deP ;{ de s'int�eresser �a la 
onvergen
e de l'algorithme par exemple au sens de la 
onvergen
e dePn(x; �) vers la mesure invariante en norme f ;{ puis de s'int�eresser �a la vitesse de 
onvergen
e ainsi qu'au 
al
ul expli
ite d'une suitepositive 
roissante r := fr(n)g et d'une 
onstante Bf;r telles quekPn(x; �)� �(�)kf � Bf;r(x; n)et 0 < lim infn r(n)Bf;r(x; n) � lim supn r(n) Bf;r(x; n) <1.Rappelons deux 
onditions (portant sur les densit�es p et q) impliquant la  -irr�edu
tibilit�e etl'ap�eriodi
it�e du noyau de Hastings-M�etropolis.{ si pour tout y 2 Rn, p(y) > 0 ) q(x; y) > 0 pour tout x 2 Rn alors P est Lebesgue-irr�edu
tible ; et si p et q sont positives et 
ontinues pour tout (x; y) 2 Rn � Rn alorsle noyau est ap�eriodique et tout ensemble 
ompa
t non vide est small (Lemmes 1.1. et1.2. [70℄).{ si p est born�ee et non nulle sur tout 
ompa
t, et si il existe Æq > 0 et �q > 0 tels que pourtout (x; y) 2 Rn�Rn, jx� yj � Æq ) q(x; y) � �q ;alors P est -irr�edu
tible ap�eriodique et tout ensemble 
ompa
t non vide est small (Th�eor�eme2.2 [98℄).Dans la suite, nous �enon�
ons des 
onditions sur la densit�e 
ible p garantissant la f -ergodi
it�e de
ertains noyaux de Hastings-M�etropolis dits �a mar
he al�eatoire sym�etrique.Algorithme de Hastings-M�etropolis �a mar
he al�eatoire sym�etrique (HMMAS) Cesalgorithmes sont d�e�nis par la forme parti
uli�ere de la densit�e de la loi de proposition ; onsuppose en e�et que q(x; y) = q(x� y) = q(y � x):117



Dans 
e 
as, le noyau P devientP (x; dy) = �1 ^ p(y)p(x)�q(y � x)dy + Æx(dy) Z �1� 1 ^ p(y)p(x)�q(y � x)dy:L'ergodi
it�e de la 
hâ�ne r�esulte �a la fois du 
hoix de la loi de proposition et de la vitesse ded�e
roissan
e �a l'in�ni de la densit�e 
ible p. Mengersen et Tweedie [70℄ ont �etudi�e la 
as desHMMAS �a valeur dans R : lorsque{ la densit�e de la loi de proposition q est 
ontinue et stri
tement positive sur R,{ la densit�e 
ible est sym�etrique et asymptotiquement log-
on
ave i.e. il existe � > 0 etM > 0 tels que jyj � jxj �M ) p(y)p(x) � exp��jx� yj�;ils montrent que P est V -ergodique �a un taux g�eom�etrique, en prenant V (x) := exp(sjxj),0 < s < �. Si p n'est pas sym�etrique, on obtient le même r�esultat en supposant de plus queq(x) � b exp(��jxj), b < 1. Roberts et Tweedie [98℄ et Jarner et Hansen [51℄ ont �etudi�e le 
asmultidimensionnel. Ces derniers montrent que si{ il existe Æq <1 et �q > 0 tels que jxj � Æq ) q(x) � �q ,{ la densit�e 
ible est stri
tement positive et sous-exponentielle i.e. p est de 
lasse C1 etlimjxj!1D xjxj ;r log p(x)E = �1;{ et la densit�e 
ible v�eri�e de pluslim supjxj!1 D xjxj ; rp(x)jrp(x)jE < 0;alors P est V -ergodique �a un taux g�eom�etrique en prenant V (x) := p(x)�1=2.Dans les Paragraphes 5.2.2 et 5.3, nous �etudions les 
as o�u p sur Rd�e
rô�t �a l'in�ni 
omme jxj�s,s > 1 puis p sur Rn d�e
rô�t �a l'in�ni 
omme exp(�jxjs), s < 1.5.2.2 Pr�esentation du mod�ele (sur R)RW1 Loi de Proposition q : q est sym�etrique, �a support 
ompa
t et il existe Æq < 1 et�q > 0 tels que jxj � Æq ) q(x) � �q.RW2 Densit�e 
ible p : p est de 
lasse C2 sur R, et il existe s > 1 tel quelimjxj!1 jxj r log p(x) = �s;et des 
onstantes D <1, M <1 telles que pour tout jxj �M ,jr2p(x)jp(x) � Djxj�2:Cette 
lasse de densit�e 
ontient entre autre, la loi de Cau
hy.118



5.2.3 Vitesse de 
onvergen
eProposition 5.2 Supposons RW1 et RW2. Soient 2 � � < s+1, V (x) := 1+ jxj� et Æ := 2=�.Pour tout 0 < � < 1, il existe un ensemble C 2 B(R) petite, et des 
onstantes 
 > 0, b <1 telsque supC V <1 et PV (x) � V (x)� 
V 1�Æ(x) + b1IC(x);et 
 := ��(s+ 1� �)�2q=2 en ayant pos�e �2q := R t2q(t)dt.On peut don
 
hoisir � tel que 
V 1�Æ � V sur R.Rappels Nous rappelons su

in
tement les r�esultats �etablis dans le Chapitre 4 dont nous nousservons i
i :Soit P  -irr�edu
tible ap�eriodique. Si il existeW : Rn! [1;1[ mesurable, limjxj!1W (x) =1, un ensemble C 2 B(Rn) petite a

essible, des 
onstantes 0 < Æ < 1, b < 1, 
 > 0 telsque supCW <1, 
W 1�Æ � W sur Rn etPW � W � 
W 1�Æ + b1IC ; (5.6)alors pour tout 1 < l � 1=Æ, 
 < l,limn (n+ 1)
�1 kPn(x; �)� �(�)kW 1�lÆ = 0; x 2 Rn;et il existe des 
onstantes Ri(
; l)<1, i = 1; 2, telles que(n+ 1)
�1 kPn(x; �)� �(�)kW 1�lÆ � R1(
; l)W 1�Æ(x); x 2 Rn;et si Æ < 1=2, pour tout 2 < l � 1=Æ, 
 < l,Xn (n+ 1)
�2 kPn(x; �)� �(�)kW 1�lÆ � R2(
; l)W 1�Æ(x); x 2 Rn:L'expression des 
onstantes Ri(
; l) en fon
tion des termes apparaissant dans la 
onditionde drift et dans la 
ondition de minoration (i.e. existen
e de l'ensemble petite) se d�eduit del'appli
ation des Th�eor�emes 4.1 (resp. Th�eor�eme 4.3 ou Th�eor�eme 4.5) pour la 
onvergen
een norme de variation totale (resp. norme f) et du Th�eor�eme 4.14.Vitesse de 
onvergen
e Nous d�eduisons de 
es rappels les 
on
lusions suivantes : pour tout0 � r < s� 1, 
 < (s� 1� r)=2,limn (n+ 1)
kPn(x; �)� �(�)k1+jxjr = 0; x 2 R;119



et pour tout 0 � r < m < s � 1, 
 < (m� r)=2, il existe R1(r;m) <1 telle que(n+ 1)
kPn(x; �)� �(�)k1+jxjr � R1(r;m)�1 + jxjm�; x 2 R:De plus, si s > 3, pour tout 0 � r < m � 2 < s � 3, 
 < (m� r)=2� 1, il existe R2(r;m) < 1telle que Xm (n+ 1)
 kPn(x; �)� �(�)k1+jxjr � R2(r;m)�1 + jxjm�; x 2 R:Con
lusion Pour d�emontrer la Proposition 5.2, nous �e
rivonsPV (x)� V (x) = Z fV (x+ t)� V (x)gq(t)dt+ ZR(x)�xfV (x+ t)� V (x)g�p(x+ t)p(x) � 1�q(t)dto�u R(x) � x := ft 2 R; p(x+ t) � p(x)g, et faisons un d�eveloppement de Taylor �a l'ordre 2 deV et de p. Le terme de rappel V 1�Æ dans la 
ondition de drift est issu de la somme de deuxtermes :{ du terme d'ordre 2 du d�eveloppement de V dans la premi�ere int�egrale ;{ du produit des termes d'ordre 1 du d�eveloppement de V et de p dans la se
onde int�egrale.Il semble que lorsque la loi de proposition n'est pas �a support 
ompa
t, on puisse 
al
uler un
oeÆ
ient Æ plus faible, et don
 am�eliorer les vitesses de 
onvergen
e (S. Jarner First EuropeanConferen
e on Spatial and Computational Statisti
s, Sept. 2000, r�esultat non publi�e) : si q(x) �jxj�(1+�), 0 < � < 2, et p(x) � jxj�s, s > 1, alors pour tout � < � < s � 1 + �,PV (x) � V (x)� 
V 1�Æ(x) + b1IC(x)o�u V (x) := 1 _ jxj� et Æ := �=�. En 
ons�equen
e, pour tout 0 � r < s� 1, et 
 < (s� 1� r)=�,limn (n+ 1)
 kPn(x; �)� �(�)k1+jxjr = 0; x 2 R:D�emonstration de la Proposition 5.2 Notons [�T; T ℄, 0 < T <1, le support de la loi deproposition q. Remarquons tout d'abord, quelim supx supjyj�T p(x+ y)p(x) = 1: (5.7)En e�et, p(x+ y)p(x) � 1 + T supjyj�T jrp(x+ y)jp(x+ y) supjyj�T p(x+ y)p(x)et l'on 
on
lut en utilisant l'hypoth�ese RW2. Remarquons aussi qu'il existe une 
onstanteM1 <1 telle que pour tout jxj �M1,R(x)� x := nt 2 R; p(x+ t)� p(x) � 0o � [0; T ℄: (5.8)120



En e�et, RW2 entrâ�ne que pour tout � > 0, il existe 1 �M1 <1 tel que si jxj �M1, alors(s� �)jxj�1 � �r log p(x) � (s+ �)jxj�1et don
 p(x+ t)� p(x) � p(M1)n M s��1jx+ tjs�� � M s+�1jxjs+�o;
e qui �etablit (5.8).Nous �e
rivonsPV (x)� V (x) = Z fV (x+ t)� V (x)gq(t)dt+ ZR(x)�xnV (x+ t)� V (x)onp(x+ t)p(x) � 1oq(t)dt:Soit x > 0 (le 
as x < 0 est analogue et est don
 omis). Nous avons, pour x � T ,V (x+ t)� V (x) = �tx��1 + �(� � 1)=2 t2x��2 + r1(x; t; �)ave
 r1(x; t; 2) = 0 et si � > 2, lim supjxj jtj�3jxj3��jr1(x; t; �)j < 1. Soit r2(x; t; �) := V (x +t)� V (x)� �tx��1. Pour x � T ,p(x+ t)p(x) � 1 = rp(x)p(x) t + r3(x; t)ave
, en utilisant (5.7), lim supjxj jr3(x; t)j t�2x2 <1. Ainsi, PV (x)� V (x) =P5i=0 Ii(x) o�uI0(x) := �(�� 1)x��2�2q=2;I1(x) := Z r1(x; t; �) q(t) dt = O(jxj��3);I2(x) := �x��1rp(x)p(x) ZR(x)�x t2q(t)dt;I3(x) := �x��1 ZR(x)�x r3(x; t) t q(t) dt = O(jxj��3);I4(x) := rp(x)p(x) ZR(x)�x t r2(x; t; �) q(t) dt = O(jxj��3);I5(x) := ZR(x)�x r2(x; t; �) r3(x; t) q(t) dt = O(jxj��4):D'apr�es (5.8), puisque rp(x) < 0 pour jxj grand, il vient que pour jxj suÆsamment grandI0(x) + I2(x) � �x��2�(�� 1)�2q=2 + xrp(x)p(x) Z T0 t2q(t)dt� � ��2q=2 x��2�� � 1 + xrp(x)p(x) �:Ainsi, pour tout � > 0, il existe une 
onstante M� <1 telle que pour jxj �M�,PV (x) � V (x)� � �2q=2 jxj��2 (s� � � � + 1) + ��(x)o�u x 7! ��(x) est 
ontinue et ��(x) = O(jxj��3). En 
ons�equen
e, pour 0 < � < 1, il existe unensemble C 
ompa
t et une 
onstante b <1 tels quePV (x) � V (x)� � � �2q=2 (s+ 1� �) V 1�Æ(x) + b1IC(x):121



5.3 Algorithme de Hastings-M�etropolis �a mar
he al�eatoire (2)Ces travaux ont �et�e publi�es et sont rapport�es au Chapitre 8. Nous nous 
ontentonsdon
 de pr�esenter les r�esultats.5.3.1 Pr�esentation du mod�ele (sur Rn)RW3 Loi de Proposition q : q est sym�etrique, �a support 
ompa
t et il existe Æq <1, �q > 0tels que jxj � Æq ) q(x) � �q.RW4 Densit�e 
ible p : p est stri
tement positive de 
lasse C2 sur Rn,lim supjxj!1 D rp(x)jrp(x)j; xjxjE < 0;et il existe 0 < m < 1 et des 
onstantes di, Di <1, i = 0; 1; 2,M <1 telles que pour jxj �M ,0 < d0jxjm � � log p(x) � D0jxjm;0 < d1jxjm�1 � jr log p(x)j � D1jxjm�1;d2jxjm�2 � jr2 log p(x)j � D2jxjm�2:Cette 
lasse est stable par addition, multipli
ation, et multipli
ation par des fon
tions apparte-nant �a une 
lasse 
ontenant entre autres les fon
tions polynomiales sur Rn (
f. Proposition 8.4).Exemples de densit�e Lorsque n = 1, 
ette 
lasse de densit�es 
ible 
ontient toutes les loisasymptotiquement plus \lourdes" que la loi exponentielle, 
omme par exemple les lois de Weibullpour lesquelles p(x) = (
=�)x
�1 exp(�x
=�), x > 0, � > 0 et 0 < 
 < 1. Lorsque n � 1, 
ette
lasse 
ontient les densit�es sur-exponentielles homog�enes i.e. les densit�es telles que{ p(x) = exp[�f(x)℄.{ f(x) = Pi2I fi(x), o�u I est un ensemble �ni in
lu dans ℄�1; 1℄, 0 < supi2I = m < 1 etfi(�x) = �ifi(x) pour tout x 2 Rn, � r�eel.{ infSn�1 fm > 0 o�u Sn�1 d�esigne la sph�ere unit�e de Rn.5.3.2 Vitesse de 
onvergen
eProposition 5.3 Supposons RW3 et RW4. Soient � > 0 et f(x) := 1 + (� log p(x))�. P estLebesgue-irr�edu
tible ap�eriodique et pour tout entier q � 0, il existe des fon
tions f =: F0 �122



F1 � � � � � Fq+1, des 
onstantes bk < 1, 0 � k � q, et un ensemble C 2 B(Rn) petite tels quesupC Fq+1 <1 et PFk � Fk � Fk�1 + bk�11IC 1 � k � q + 1:Preuve 3 D�emonstration du Th�eor�eme 8.5, Paragraphe 8.4.2. �Pr�e
isons que les fon
tions solutions sont de la forme Fk(x) / 1 + (� log p(x))�+k(2�m)=m.Nous d�eduisons don
 du Paragraphe 2.3.1Exh �C�1Xk=0 S(q; k) f(�k)i � R Fq+1(x) supx2C Exh �C�1Xk=0 S(q; k) f(�k)i <1;pour une 
onstante R <1. En 
ons�equen
e, en appliquant le Th�eor�eme 3.1, il vientlimn (n+ 1)q kPn(x; �)� �(�)k1+(� log p(x))� = 0; x 2 Rn;et il existe une 
onstante R <1 telle que(n+ 1)q kPn(x; �)� �(�)k1+(� logp(x))� � R �1 + (� log p(x))�+q(2�m)=m�;si q � 1,Xn�1(n+ 1)q�1 kPn(x; �)� �(�)k1+(� logp(x))� � R �1 + (� log p(x))�+q(2�m)=m�:Con
lusion Nous �etablissons don
 l'ergodi
it�e en norme 1 + (� log p(x))�, � > 0, �a toutevitesse polynomiale. Il semble don
 que la vitesse polynomiale ne soit pas la \bonne" vitesse.Nous pensons que l'on peut attendre une vitesse d'ergodi
it�e de la forme r(n) = exp(n
) pour0 < 
 < 1 ; pour d�emontrer 
ette assertion, il suÆrait d'�etablir la 
ondition de drift de Tuominenet Tweedie, qui, �a notre 
onnaissan
e, n'a jamais �et�e v�eri��ee pour de tels taux. Cela r�esulte tr�es
ertainement de la diÆ
ult�e d'appli
ation de 
ette 
ondition, et 
ela le restera tant qu'au
une
ondition plus pratique (de la forme de 
elle de Fort-Moulines ou de 
elle de Jarner-Robertspour les taux riemanniens) n'aura �et�e exhib�ee.5.4 Algorithme de Hastings-M�etropolis Hybride (HMH)Lorsque la mesure 
ible � op�ere sur un espa
e de grande dimension, on pr�ef�ere augmenterla probabilit�e d'a

eptation �a 
haque it�eration en proposant un 
andidat qui ne modi�e quequelques 
omposantes de la valeur 
ourante de la 
hâ�ne. On d�e
ompose don
 Rn sous formed'un produit de sous-espa
es : soit un d-uplet (n1; � � � ; nd) tel que Pk nk = n ; on �e
rit Rn =Rn1 � � � � � Rnd. On se donne ensuite une famille de noyaux (P1; � � � ; Pd), d � n, telle que123



pour tout 1 � i � d, Pi agisse sur Rni au sens o�u pour x = (xn1 ; � � � ; xnd) 2 Rn, Pi(x; �)est une loi sur (xn1 ; � � � ; xni�1 ;Rni; xni+1 ; � � � ; xnd). L'ordre dans lequel 
es noyaux 
onstituantssont utilis�es peut être d�eterministe et le noyau de l'�e
hantillonneur est alors PH := Pd � � �P1 ; oualors al�eatoire et PH := d�1Pdi=1 Pi. En�n, les noyaux Pi sont bien sûr 
onstruits de sorte quele noyau de l'�e
hantillonneur r�esultant PH soit \suÆsamment r�egulier" pour avoir pour seulemesure invariante (�a une 
onstante de multipli
it�e pr�es) �.Nous �etudions l'ergodi
it�e g�eom�etrique d'un algorithme hybride PH lorsque PH := n�1Pni=1 Piet Pi est un noyau de HMMAS surR.Autrement dit, soit fqig une famille de densit�es sym�etriquespar rapport �a la mesure de Lebesgue sur B(R). Au lieu de proposer un 
andidat dont la loi estsym�etrique sur B(Rn), on 
hoisit au hasard, �a 
haque transition, une dire
tion ei de l'espa
e etpropose une �evolution de la 
hâ�ne de la valeur 
ourante �n vers �n+ yei o�u y est de loi qi(y)dy(sym�etrique sur B(R)).Dans 
ette se
tion 5.4, on note �n (resp. �) la mesure de Lebesgue sur Rn (resp. R). Pour toutve
teur x 2 Rn, on note xi :=< x; ei >. En�n, A � x := fy; x+ y 2 Ag. Soit p la densit�e parrapport �a �n de la mesure 
ible � (densit�e suppos�ee stri
tement positive) ; on d�e�nit des noyauxde transition Pi sur (Rn;B(Rn)), i = 1; � � � ; n,Pi(x;A) :=Yk 6=i Æxk(Ak) ZAi�xi �(x; x+ yei)qi(y)�(dy)+ Æx(A) Z �1� �(x; x+ yei)�qi(y)�(dy); x 2 Rn; A := A1 � � � � �An 2 B(Rn); (5.9)et �(x; x+ yei) := 1 ^ fp(x+ yei)=p(x)g. PosonsA(x; i) := fy 2 R; p(x+ yei) � p(x)g x 2 Rn; i = 1; � � � ; n; (5.10)la zone d'a

eptation dans la dire
tion ei etR(x; i) := Rn A(x; i); (5.11)la zone de rejet dans la dire
tion ei. Autrement dit, toute �evolution de la position 
ourante xvers x+ yei, y 2 A(x; i) est syst�ematiquement a

ept�ee, tandis que toute �evolution vers x+ yei,y 2 R(x; i) est rejet�ee ave
 une probabilit�e positive. Nous �etudions l'algorithme hybride sur Rnd�e�ni par le noyau de transition PH := 1n nXi=1 Pi; (5.12)pour les noyaux Pi donn�es par (5.9) : �a 
haque transition, on 
hoisit al�eatoirement selon la loiuniforme sur f1; � � � ; ng une dire
tion de l'espa
e ei et on e�e
tue une transition de Hastings-M�etropolis �a mar
he al�eatoire sym�etrique sur la droite de dire
tion ei.Remarque 1 Nous �etudions l'algorithme hybride lorsque Pi agit sur la i-�eme dire
tion de la base
anonique de Rn. N�eanmoins, on pourrait 
hoisir n'importe quelle autre base de l'espa
e.Nous verrons au Paragraphe 5.4.3 l'importan
e de 
e 
hoix dans l'ergodi
it�e du noyau PH .124



Remarque 2 Roberts et Rosenthal [97℄ ont �enon
�e des 
onditions garantissant la f -ergodi
it�eg�eom�etrique de PH lorsque p est une densit�e exponentielle ou sous-exponentielle i.e.lim infjxj!1 jr log p(x)j > 0:Pour 
ela, ils supposent entre autre que la 
ourbure maximale des g�eod�esiques sur la surfa
efz 2 Rn; p(z) = p(x)g en x, tend vers z�ero lorsque jxj ! 1, 
ondition diÆ
ile �a v�eri�er enpratique lorsque n > 2.Nous proposons des hypoth�eses plus simples �a �etablir, hypoth�eses que nous illustrons par l'�etudede quelques exemples. Nous verrons en parti
ulier deux exemples pour lesquels nos 
onditionss'appliquent tandis que la 
ondition de 
ourbure de Roberts et Rosenthal n'est pas v�eri��ee ;nous verrons aussi que l'algorithme de noyau PH peut être f -g�eom�etriquement ergodique alorsque l'algorithme HMMAS ne l'est pas. Nous appliquerons en�n nos 
onditions �a l'�etude d'un
as plus r�ealiste relatif �a la mod�elisation du nombre de 
as de poliomy�elite (mod�ele propos�e parZeger [126℄).5.4.1 Pr�esentation du mod�eleSupposons queRS1 la loi 
ible � est absolument 
ontinue par rapport �a �n, �(dx) := p(x)�n(dx), et ladensit�e p est stri
tement positive et 
ontinue sur Rn.RS2 fqig, 1 � i � n, est une famille de densit�es par rapport �a �, sym�etriques, et pourlesquelles il existe Æi <1 et �i > 0,jyj � Æi ) q(y) � �i; y 2 R; 1� i � n:Proposition 5.4 Supposons RS1 et RS2. Le noyau de transition PH est Lebesgue-irr�edu
tible,ap�eriodique, et �PH = �. De plus, tout ensemble born�e est small.Preuve 4 Montrons que pour tout 1 � i � n, �Pi = �. Soit B 2 B(Rn), et B��i := B1 � � � � �Bi�1 �R� Bi+1 � � � � �Bn ; nous avons�Pi(B) = ZB��i p(x)�n(dx) ZBi�xi �(x; x+ yei)qi(y)�(dy)+ ZB p(x)�n(dx) Z �1� �(x; x+ yei)�qi(y)�(dy)= ZB��i p(x)�n(dx) ZBi�xi\A(x;i) qi(y)�(dy) + ZB��i �n(dx) ZBi�xi\R(x;i) p(x+ yei)qi(y)�(dy)+ ZB p(x)�n(dx) ZR(x;i) qi(y)�(dy)� ZB �n(dx) ZR(x;i) p(x+ yei)qi(y)�(dy):125



Or ZB��i p(x)�n(dx) ZBi�xi\A(x;i) qi(y)�(dy) = ZB �n(dz) ZR(x;i) p(z + yei)qi(y)�(dy);en e�et, si y 2 Bi � xi \ A(x; i) alors xi + y 2 Bi et p(x + yei) � p(x), et puisque x 2 B��i,z := x + yei 2 B, p(z) � p(z � yei) et �y 2 R(z; i). En�n, qi(y) = qi(�y), 
e qui termine lad�emonstration. De même, on montre queZB��i �n(dx) ZBi�xi\R(x;i) p(x+ yei)qi(y)�(dy) = ZB p(z)�n(dz) ZA(x;i) qi(y)�(dy):En 
ons�equen
e,�Pi(B) = ZB p(x)�n(dx) ZA(x;i) qi(y)�(dy) + ZB p(x)�n(dx) ZR(x;i) qi(y)�(dy)= ZB p(x)�n(dx) Z qi(y)�(dy) = �(B);et � est une mesure de probabilit�e invariante.On pose, pour x 2 Rn, L 2 Rn,B1(0; L) := ny 2 Rn; jyij � Li; 1 � i � no; B1(x; L) := x+ B1(0; L);et si L 2 R,B1(0; L) := ny 2 Rn; jyij � L; 1 � i � no; B1(x; L) := x+B1(0; L):Nous montrons que l'it�eration PnRS poss�ede une 
omposante absolument 
ontinue par rapport�a �n, de densit�e uniform�ement minor�ee pour tout (x; y) dans une boule 
ompa
te ; 
e qui suÆt�a �etablir que tout ensemble born�e est small. Soient Æ := (Æ1; � � � ; Æn), x 2 B1(z; Æ=2) et C �B1(z; Æ=2) ; on note 0 < �(z; Æ=2) := inft2B1(z;Æ=2)p(t)= supt2B1(z;Æ=2) p(t)1:Ave
 la 
onvention P0k=1 yk = 0, nous avons,PnH(x; C) � 1nn Xi1<���<in Pin � � �Pi1(x; C)� 1nn Xi1<���<in nYk=1 ZCik�xik ��x+ k�1Xj=1 yijeij ; x+ kXj=1 yijeij�qik(yik)�(dyik):Pour tout 1 � k � n, yik 2 Cik � xik ) jyik j � Æik don
 qik(yik) � �k ; de plus, pour tout1 � k � n, x +Pk�1j=1 yijeij 2 B1(z; Æ=2) et ��x +Pk�1j=1 yijeij ; x +Pkj=1 yijeij � � �(z; Æ=2).Ainsi PnH(x; C) � n!nn ��(z; Æ=2)�n � nYk=1 �k� �n(C):126



�Remarque 3 si 
haque densit�e qi est 
ontinue et stri
tement positive sur R, on montre 
ommepr�e
�edemment que tout 
ompa
t est �n-small.Pour �etablir la f -ergodi
it�e g�eom�etrique du noyau PH , nous formulons une derni�ere 
onditionRS3 De toute suite de points de Rn, x := fxjg telle que limj jxj j = 1, on peut extraireune sous-suite ~x := f~xjg pour laquelle il existe i 2 f1; � � � ; ng et �i 2 f�1; 1g tels que pourtout y > 0, limj p(~xj)p(~xj + y�iei) = 0 et limj p(~xj � y�iei)p(~xj) = 0: (5.13)Nous proposons maintenant di��erentes fa�
ons de v�eri�er RS3 lorsque p est di��erentiable.Condition suÆsante 1 Supposons que p est C2 sur Rn.De toute suite x := fxjg de points de Rn telle que limj jxj j = 1 on peut extraire unesous-suite ~x := f~xjg, i 2 f1; � � � ; ng et �i 2 f�1; 1g tels que8� > 0; limj sup0�jyj�� ���r2i log p(~xj + yei)ri log p(~xj) ��� = 0 et limj ri log p(~xj) = �i1:On v�eri�e alors la 
ondition RS3 �a l'aide d'un d�eveloppement de Taylorlog p(~xj + yei) = log p(~xj) + yri log p(~xj)�1 + Z y0 (y � t)r2i log p(~xj + tei)ri log p(~xj) dt�:Cette 
ondition est en parti
ulier fa
ilement v�eri�able lorsque limjxj!1 sup0�jyj�� jr2i log p(x+yei)j est born�ee.Condition suÆsante 2 Nous formulons une 
ondition qui s'a�ran
hit de l'argument de sous-suite. Supposons que p est C1 sur Rn etlim infM!1 inffx:jri logp(x)j�Mg infjhj�� ri log p(x+ hei)ri log p(x) > 0; limjxj!1 jr log p(x)j =1:L�a en
ore, on �etablit RS3 �a l'aide d'un d�eveloppement de Taylorlog p(~xj + yei)� log p(~xj) = Z y0 ri log p(~xj + tei)ri log p(~xj) dt ri log p(~xj):127



Remarque 4 Nous verrons que si p v�eri�e RS3 alors n�e
essairement, pour toute suite qui tendvers l'in�ni, on peut trouver une sous-suite ~x := f~xjg, i et �i 2 f�1; 1g tels que pour touty > 0, �iy 2 lim infj A(~xj ; i): (5.14)Dans les appli
ations que nous proposons, on peut d�e�nir (~x; i; �i) de la fa�
on suivante : ~xest une sous-suite telle que limj r log p(~xj)=jr log p(~xj)j existe, et �i et i sont tels queD limj r log p(~xj)jr log p(~xj)j ; �ieiE > 0:5.4.2 Vitesse de 
onvergen
eProposition 5.5 Supposons RS1 �a RS3. Soient 0 < s < 1 tel que s(1 � s)1=s�1 < (2n � 2)�1et V (x) := p(x)�s. Il existe des 
onstantes 0 < � < 1, b < 1 et un ensemble small a

essibleC 2 B(Rn) tel que PHV (x) � �V (x) + b1IC(x):Plus pr�e
is�ement, soit � > 0 tel que�� := 12n + n � 1n �1 + s(1� s)1=s�1�+ � < 1:Nous montrons qu'il existe un 
ompa
t C� tel quePHV (x) � ��V (x) + b1IC�(x) o�u b := n�1�1 + s(1� s)1=s�1� supC� V:Nous d�eduisons des Propositions 5.4 et 5.5 et des r�esultats du Chapitre 4, l'existen
e de �FM > 1,tel que pour tout � < �FM , il existe une 
onstante R� <1 etXn �n kPnH(x; �)� �(�)kV � R�V (x) x 2 Rn:D�emonstration de la Proposition 5.5 Nous 
ommen�
ons par rappeler le r�esultat de laProposition 3 de Roberts et Rosenthal [97℄ : soit W (x) := p(x)�s pour 0 < s < 1 : pour touti 2 f1; � � � ; ng, x 2 Rn, PiW (x) � r(s)W (x) (5.15)o�u r(s) := 1 + s(1� s)1=s�1 ! 1 quand s! 0.En e�et, nous avons PiW (x)=W (x) := R I(x+ yei)qi(y)�(dy) o�uI(x+ yei) := � 1� p(x+ yei)=p(x) + fp(x+ yei)=p(x)g1�s y 2 R(x; i);fp(x)=p(x+ yei)gs y 2 A(x; i);128



et les ensembles A(x; i) et R(x; i) sont d�e�nis par (5.10) et (5.11). Lorsque y 2 A(x; i), I(x+yei) � 1 ; tandis que si y 2 R(x; i), I(x + yei) = 1 � ! + !1�s pour 0 < ! � 1. Puisque lafon
tion ! 7! 1� !+!1�s est maximale en !� := (1� s)1=s et vaut dans 
e 
as r(s), on obtientla majoration voulue.Nous d�emontrons maintenant la Proposition 5.5. Puisque (5.15) implique supRn PHV=V < 1,il suÆt de montrer que lim supjxj!1 PHV=V < 1 ; 
e que nous faisons par un raisonnement parl'absurde. Supposons qu'il existe une suite de points de Rn, x := fxjg telle que limj jxj j =1 etlimj PHV (xj)=V (xj) � 1 ; nous montrons qu'il existe une sous-suite ~x := f~xjg et i 2 f1; � � � ; ngtels que limj PiV (~xj)=V (~xj) � 1=2; (5.16)dans 
e 
as, on alimj PHV (~xj)V (~xj) = 1n nXk=1 limj PkV (~xj)V (~xj) � 12n + 1nXk 6=i limj PkV (~xj)V (~xj) < 12n + (n� 1)n 2n� 12(n� 1) < 1en utilisant (5.15). Ce qui 
ontredit la d�e�nition de la suite ~x. Exhibons ~x et i tels que (5.16).D'apr�es l'hypoth�ese RS3, il existe une sous-suite ~x, i 2 f1; � � � ; ng et �i 2 f�1; 1g tels que pourtout y > 0, limj p(~xj)p(~xj + y�iei) = 0 et limj p(~xj � y�iei)p(~xj) = 0: (5.17)Supposons que �i = �1 (la d�emonstration est analogue dans le 
as 
ontraire). Alorslimj R(~xj; i) = [0;+1): (5.18)En e�et, montrons que [0;+1) � lim inf j R(~xj; i) � lim supjR(~xj ; i) � [0;+1). Soit y 2[0;+1) ; il vient limj p(~xj + yei)=p(~xj) = 0 et il existe J tel que pour tout j � J , p(~xj +yei)=p(~xj) � 1 ; par suite, y 2 lim inf jR(~xj ; i). Soit y 2 lim supjR(~xj ; i) i.e. pour tout J , il existej � J tel que p(~xj+yei)=p(~xj) � 1. Alors, limj p(~xj)=p(~xj+yei) = lim inf j p(~xj)=p(~xj+yei) � 1 ;(5.17) implique �y � 0. Ce qui termine la preuve de (5.18).Par d�e�nition de Pi,PiV (~xj)V (~xj) � ZR(~xj ;i) qi(y)�(dy) = ZA(~xj;i) hp(~xj + yei)p(~xj) i�sqi(y)�(dy)+ ZR(~xj ;i)nhp(~xj + yei)p(~xj) i1�s � hp(~xj + yei)p(~xj) ioqi(y)�(dy):Or, si y 2 A(x; i), p(x+ yei)=p(x) � 1 et si y 2 R(x; i), p(x+ yei)=p(x) � 1. Don
, en utilisant(5.18) et le Th�eor�eme de Convergen
e domin�ee, il vientlimj PiV (~xj)V (~xj) � Z[0;+1) qi(y)�(dy) = 1=2;
e qui termine la d�emonstration. 129



5.4.3 Appli
ationsUn exemple simple : p est sous-exponentielleConsid�erons tout d'abord le 
as o�u la densit�e p est sous-exponentielle sur Rnp(x) / exp(�jxjs); s > 1: (5.19)Remarquons tout d'abord quelog p(x+ yei)p(x) = ����x+ yei���s + jxjs = �jxjs�1�s2 2yxi + y2jxj + o(1)�: (5.20)Soit x := fxjg une suite de points de Rn, limj jxj j = 1. Il existe une sous-suite ~x := f~xjget i 2 f1; � � � ; ng tels que limj j~xji j = 1. Supposons que limj ~xji = + 1 ; (5.20) montre que siy > 0, limj logfp(~xj + yei)=p(~xj)g = �1 et si y < 0, limj logfp(~xj + yei)=p(~xj)g = +1 : RS3est �etablie en prenant �i = �1. Supposons maintenant que limj ~xji = �1. (5.20) montre que siy > 0, limj logfp(~xj + yei)=p(~xj)g = +1 et si y < 0, limj logfp(~xj + yei)=p(~xj)g = �1 : RS3est �etablie en prenant �i = 1.Le noyau PH de densit�e 
ible p donn�ee par (5.19) est don
 f -g�eom�etriquement ergodique.Importan
e du 
hoix des dire
tions d'�evolutionConsid�erons le 
as o�u la densit�e p est d�e�nie sur R2 parp(x1; x2) / exp�(x21 + x21x22 + x22): (5.21)La densit�e et quelques 
ourbes de niveau fz 2 R2; p(z) = 
g sont repr�esent�ees en Figure 5.1.Cet exemple a �et�e propos�e par Jarner et Hansen (Exemple 5.4. [51℄) 
omme exemple de densit�epour laquelle l'algorithme de Hastings-M�etropolis �a mar
he al�eatoire sym�etrique HMMAS n'estpas g�eom�etriquement ergodique. Or, nous montrons que l'algorithme hybride l'est. Remarquonsen e�et que pour tout y 2 R,p(x1 + y; x2)p(x1; x2) = exp�[(2yx1 + y2)(1 + x22)℄; (5.22)p(x1; x2 + y)p(x1; x2) = exp�[(2yx2 + y2)(1 + x21)℄: (5.23)Ainsi, soit x := fxjg une suite de points de R2 telle que limj jxjj = 1 ; supposons que pourune sous-suite ~x := f~xjg, limj ~xj1 = �1, � 2 f�1; 1g. Nous d�eduisons de (5.22) et (5.23) que la
ondition RS3 est v�eri��ee ave
 i = 1 et �i = ��. Par sym�etrie du probl�eme, on obtient la mêmer�esultat si limj ~xj2 = �1. 130
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Fig. 5.1 { Densit�e (5.21) ; A gau
he, dans le rep�ere (e1; e2). A droite : dans le rep�ere (e1 +e2;�e1 + e2)Supposons maintenant que l'on 
hoisisse pour dire
tions d'�evolution de la 
hâ�ne les ve
teurs(e01; e02), e01 := p2=2(e1 + e2) et e02 := p2=2(e2 � e1). Cela revient �a 
onsid�erer dans le rep�ere(e1; e2) la densit�e �p d�e�nie par�p(x1; x2) = exp��x21 + x22 + 1=4(x21 � x22)2�: (5.24)Dans 
e 
as, nos r�esultats ne s'appliquent pas. En e�et,�p(x1 + y; x2)�p(x1; x2) = exp�h(y2 + 2yx1)(1 + 1=4f(x1+ y)2 + x21 � 2x22g)i;�p(x1; x2 + y)�p(x1; x2) = exp�h(y2 + 2yx2)(1 + 1=4f(x2+ y)2 + x22 � 2x21g)i;si bien que pour la suite �x := (j; j), il vient�p(j + y; j)�p(j; j) � exp�(4j2y2);et la 
ondition RS3 ne peut pas être v�eri��ee. Graphiquement, (Figure 5.1 Droite), il est ais�e dese rendre 
ompte que la 
ondition n�e
essaire (5.14) n'est pas v�eri��ee le long des diagonales.Contre-exemple aux 
onditions de Roberts-Rosenthal (1)Consid�erons le 
as o�u la densit�e p sur R2 est le m�elange de deux gaussiennesp(x1; x2) / exp�(x21 + a2x22) + exp�(a2x21 + x22)); jaj > 1; (5.25)la densit�e et quelques 
ourbes de niveau fz 2 R2; p(z) = 
g sont repr�esent�ees en Figure 5.2.Jarner et Hansen (Exemple 5.2. [51℄) ont montr�e que les 
ourbes de niveau fz 2 R2; p(z) = 
g131
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2Fig. 5.2 { Densit�e (5.25) et quelques 
ourbes de niveaupour une 
onstante 0 < 
 < 1 pr�esentent des \pin
ements" qui s'a

entuent lorsque 
 ! 1.En parti
ulier, sur la diagonale fx 2 R2; x1 = x2g, la 
ourbure tend vers l'in�ni et don
 pour
ette densit�e, les r�esultats de Roberts et Rosenthal [97℄ �etablissant la f -ergodi
it�e de noyau PHne s'appliquent pas. En revan
he, nos 
onditions sont v�eri��ees. On �e
rit en e�etlog p(x+ yei)p(x) = Z y0 ri log p(x+ tei)dt:Or, r1 log p(x1; x2) = �2x1 e�(x21+a2x22) + a2e�(a2x21+x22)e�(x21+a2x22) + e�(a2x21+x22) ;r2 log p(x1; x2) = �2x2a2e�(x21+a2x22) + e�(a2x21+x22)e�(x21+a2x22) + e�(a2x21+x22) ;et don
 1 � r1 log p(x1; x2)�2x1 � a2 1 � r2 log p(x1; x2)�2x2 � a2:Soit x := fxjg une suite de points de R2 telle que limj jxj j = +1 ; supposons qu'il existe unesous-suite ~x := f~xjg telle que limj ~xj1 = +1. Il vient que pour tout j suÆsamment grand,�2a2(2y~xj1 + y2) � log p(~xj + yei)p(~xj) � �2(2y~xj1 + y2)de sorte que RS3 est �etablie ave
 i = 1 et �i = �1. Les autres 
as (limj ~xj1 = �1, limj ~xj2 = �1)se d�emontrent de la même fa�
on.Contre-exemple aux 
onditions de Roberts-Rosenthal (2)Consid�erons la densit�e d�e�nie sur R2 parp(x) / (1 + x21 + x22 + x81x22) exp�(x21 + x22): (5.26)132
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1.8Fig. 5.3 { Densit�e (5.26) et quelques 
ourbes de niveauLa densit�e et quelques 
ourbes de niveau fz 2 R2; p(z) = 
g sont repr�esent�ees en Figure 5.3.Cet exemple, propos�e par Jarner et Hansen (Exemple 5.3. [51℄) ne v�eri�e pas la 
ondition de
ourbure de Roberts et Rosenthal [97℄, puisque la 
ourbure tend vers l'in�ni le long de l'axe desabs
isses) et don
 leurs r�esultats relatifs �a l'ergodi
it�e g�eom�etrique de PH ne s'appliquent pas.Nous montrons que l�a en
ore, nos 
onditions sont v�eri��ees. Il suÆt en e�et de remarquer quepour tout y 2 R,p(x1 + y; x2)p(x1; x2) = �1 + (x1 + y)2 + x22 + (x1 + y)8x221 + x21 + x22 + x81x22 � exp�(2yx1 + y2);p(x1; x2 + y)p(x1; x2) = �1 + x21 + (x2 + y)2 + x81(x2 + y)21 + x21 + x22 + x81x22 � exp�(2yx2 + y2)et l'on montre RS3 
omme dans les pr�e
�edentes appli
ations.Mod�elisation du nombre de 
as de Poliomy�elitePour terminer, nous 
onsid�erons un exemple plus r�ealiste �etudi�e par Zeger [126℄.Il propose de mod�eliser le nombre de 
as de poliomy�elite par un mod�ele lin�eaire g�en�eralis�e �a e�etal�eatoire : on suppose que les observations y = (y1; � � � ; yn) sont des v.a. de Poisson d'intensit�e�k := exp(�k+Xk) o�u � := (�1; � � � ; �n) 2 Rn est d�eterministe et Xk est un AR(1) stationnairedont l'innovation �k suit une loi gaussienne N (0; 1) : Xk = aXk�1 + �k , jaj < 1.Chan et Ledolter [20℄ ont �etudi�e l'estimation de (�; ��1; a) au sens du maximum de vraisemblan
e�a l'aide de l'algorithme de Monte-Carlo Expe
tation Maximization (MCEM) en supposant des
onditions d'ergodi
it�e de l'�e
hantillonneur de Gibbs diÆ
iles �a v�eri�er, et non v�eri��ees expli
i-tement par les auteurs. R�e
emment, nous avons �etudi�e la 
onvergen
e de l'algorithme MCEMsous des hypoth�eses de f -ergodi
it�e de l'�e
hantillonneur 
onsid�er�e (
es travaux sont pr�esent�esau Chapitre 6 et d�evelopp�es au Chapitre 9). Aussi nous int�eressons-nous �a la f -ergodi
it�e del'algorithme hybride, lorsque la densit�e p est 
elle du pro
essus 
a
h�e X = (X1; � � � ; Xn) sa
hant133



les observations y. En 
ons�equen
e, nous 
onsid�erons le 
as o�u p est donn�e parp(x) / exp� nXk=1fyk(�k + xk)� exp(�k + xk)g � �=2 dXk=2(xk � axk�1)2 � �(1� a2)x21=2�;(la d�ependan
e de p en les observations y est omise). Pour tout x 2 Rn, i = 1; � � � ; n, t 2 R,nous avons log p(x+ tei)p(x) = �� exp t� 1� exp(�i + xi) + t�i(x) +  i(t); (5.27)o�u ( �1(x) := ��x1 + �ax2; �n(x) := ��xn + �axn�1;�i(x) := ���(1 + a2)xi � a(xi�1 + xi+1)� i 6= 1; n;et �  i(t) := y1t � �=2t2 i = 1; n; i(t) := yit� �=2(1+ a2)t2 i 6= 1; n:Soit x := fxjg une suite de points de Rn, limj jxj j = 1. Il existe une sous-suite ~x := f~xjg etune permutation � sur f1; � � � ; ng telle que pour tout j,~xj�(1) � � � � � ~xj�(n);limj ~xj�(n) = + 1 et/ou limj ~xj�(1) = � 1.Supposons que limj ~xj�(n) =1 ; alors ��(n)(~xj) = o(exp ~xj�(n)) (lorsque j !1). En 
ons�equen
e,(5.27) montre que si t > 0, limj logfp(~xj + te�(n))=p(~xj)g = �1 et si t < 0, limj logfp(~xj +te�(n))=p(~xj)g = +1 ; 
e qui d�emontre RS3 ave
 i = �(n) et �i = �1.Supposons 
ette fois que lim supj ~xj�(n) < 1 et limj ~xj�(1) = � 1. Alors pour j suÆsammentgrand, si �(1) 2 f1; ng, ��(1)(~xj) � ��(1� jaj)~xj�(1) et sinon, ��(1)(~xj) � ��(1� jaj)2~xj�(1) ; en
ons�equen
e, (5.27) implique la 
ondition RS3 ave
 i = �(1) et �i = 1.
134



Chapitre 6Convergen
e de l'algorithme MCEMstableNous pr�esentons un do
ument soumis pour publi
ation dans lequel on �etudie la
onvergen
e p.s. de l'algorithme MCEM stable pour les mod�eles exponentiels
ourbes. Ce do
ument 
onstitue le Chapitre 9.Nous exploitons la te
hnique de 
ouplage d�evelopp�ee au Chapitre 4 pour 
ontrôler des fon
-tionnelles additives d'une 
hâ�ne de Markov � = f�ng de mesure de probabilit�e invariante �,fon
tionnelles de la forme Exh��� nXk=1fS(�k)� �(S)g���pipour p � 2 et S mesurable. Nous appliquons 
e r�esultat �a la d�emonstration de la 
onvergen
e p.s.de l'algorithme Monte Carlo Expe
tation Maximization (MCEM) stable par 
hâ�nes de Markovpour les mod�eles exponentiels 
ourbes.L'algorithme Expe
tation Maximization (EM), propos�e par Dempster et al. [31℄ est un algo-rithme it�eratif permettant d'appro
her le maximum sur un domaine � d'une fon
tion positiveg d�e�nie par g(�) := ZX h(z; �)�(dz);135



lorsque la fon
tion g ne peut pas être 
al
ul�ee expli
itement et X est un ouvert de Rd, � estune mesure �nie sur la tribu bor�elienne B(X ) et fh(z; �); � 2 �g est une famille de fon
tions�-int�egrables, stri
tement positives �-p.s.Tel est le 
as par exemple dans l'estimation par maximum de vraisemblan
e des param�etresd'un mod�ele dit �a donn�ees 
a
h�ees. h(z; �) est la densit�e par rapport �a � de la loi des donn�ees
ompl�etes (
on
at�enation du ve
teur des donn�ees manquantes z et du ve
teur des observationsy) pour la valeur � du param�etre, et g(�) est la vraisemblan
e in
ompl�ete des observations y,pour la valeur � du param�etre ; la d�ependan
e de g et h en y est omise. Pour des appli
ationsde l'algorithme EM, voir par exemple, Redner et Walker [93℄, Baum et Petrie [4℄, Dembo etZeitouni [28, 29, 30℄, et, pour un papier de revue sur les appli
ations, Meng et Van Dyk [65℄.Chaque it�eration de l'EM 
omprend deux �etapesEtape E de 
al
ul d'esp�eran
e,Q(�; �n) := Z log h(z; �)p(z; �n)�(dz) o�u p(z; �) := h(z; �)g(�)�1est la loi a posteriori des donn�ees manquantes z sa
hant les observations, pour la valeur �du param�etre.Etape M de maximisation, qui d�e�nit la nouvelle valeur de l'estimation du maximum�n+1 := argmax�2�Q(�; �n);si 
e maximum est unique, ou une des valeurs qui maximise la quantit�e auxiliaire Q(�; �n)sinon.Chaque it�eration de l'EM se r�esume par la d�e�nition d'une appli
ation T : � ! � telle que�n+1 = T (�n) en ayant pos�eT (�) := argmax�2� ZX log h(z;�)p(z; �)�(dz):La propri�et�e remarquable de 
et algorithme est d'a

rô�tre �a 
haque it�eration la fon
tion �amaximiser, puisque g(�n+1) = g(T (�n)) � g(�n), pour tout n � 0. Il suÆt en e�et de remarquerque par d�e�nition de �n+1, Q(�n+1; �n) � Q(�n; �n) 
e qui impliquelog g(�n+1)� log g(�n) � � Z log p(z; �n+1)p(z; �n) p(z; �n) �(dz)et l'on obtient l'in�egalit�e voulue par appli
ation de l'in�egalit�e de Jensen. Sous les 
onditions
lassiques de r�egularit�e du mod�ele, on montre que (a) l'ensemble des points �xes de T estl'ensemble des points stationnaires de g et (b) il existe un point stationnaire �� tel que la suitefg(�n)g 
onverge (en 
roissant) vers le sous-ensemble f� 2 �; g(�) = g(��)g. Si 
ette 
omposantese r�eduit au singleton f��g, la suite f�ng 
onverge vers le point stationnaire ��, qui peut êtreaussi bien un maximum lo
al, un minimum lo
al ou un point selle (Cf. Wu [123℄, Murray [77℄,Boyles [11℄, Meng et Rubin [66℄, M
La
hlan [64℄, Nettleton [78℄ pour l'�etude du 
omportementasymptotique de l'EM). N�eanmoins, dans de nombreux mod�eles, on sait que136



{ �� est un maximum lo
al de g si et seulement si 
'est un point �xe stable de T (i.e. lerayon spe
tral de rT (�), not�e �(T ), est stri
tement inf�erieur �a 1).{ �� est un minimum lo
al de g si et seulement si 
'est un point �xe instable de T (i.e.�(T�1) < 1).{ �� est un point selle si et seulement si 
'est un point �xe hyperbolique (�(T ) > 1 et rT (��)a des valeurs propres (v.p.) de module inf�erieur �a 1) ;
es assertions sont �etudi�ees par exemple par Celeux et Diebolt [17℄, Proposition 1 ou Delyon etal. [27℄, Lemme 3.Dans de nombreuses appli
ations, le 
al
ul de Q(�; �n) est infaisable 
ar il n�e
essite une somma-tion sur un grand nombre de termes ou une int�egration sur un large domaine. Par exemple, dansle probl�eme d'estimation dans un mod�ele �a donn�ees 
a
h�ees pr�esent�e 
i-dessus, la dimension deX est le nombre total de donn�ees manquantes. On estime don
 
ette quantit�e par simulation ;tel est le prin
ipe 
ommun aux algorithmes Sto
hasti
 EM (SEM), Sto
hasti
 ApproximationEM (SAEM) et Monte Carlo EM (MCEM).Le SEM, (Celeux et Diebolt [15, 16, 17, 34℄, voir aussi Diebolt et Ip [35℄), initialement propos�e
omme m�ethode d'a

�el�eration de l'EM, substitue l'�etape E par une �etape de simulation d'unev.a. Zn de loi p(z; �n)�(dz) et ind�ependante, 
onditionnellement �a �n, des v.a. fZjg, j � n � 1.L'�etape de maximisation s'e�e
tue en rempla�
ant Q(�; �n) par la somme n�1Pnj=1 log h(Zj ; �).La 
onvergen
e en loi de la suite de v.a. f�ng (qui, par d�e�nition est une 
hâ�ne de Markov), a�et�e r�e
emment �etudi�ee par Nielsen [80℄ pour des mod�eles g�en�eraux.Le SAEM (Delyon et al. [27℄), rempla
e l'�etape E par une �etape d'approximation sto
hastiqueen 
al
ulant l'approximationQn(�) := Qn�1(�) + 
n�m�1n mnXj=1 log h(Z(n)j ; �)�Qn�1(�)�;o�u f
ng et fmng sont des suites d�eterministes respe
tivement \
onvenablement" d�e
roissanteset \
onvenablement" 
roissantes, et Z(n) = fZ(n)j g est une suite de v.a. ind�ependantes (
ondi-tionnellement �a �n) de loi p(z; �n)�(dz). Delyon et al. [27℄ ont montr�e la 
onvergen
e p.s. de
et algorithme vers une sous-
omposante 
onnexe de l'ensemble des points stationnaires de lafon
tion �a maximiser g, et 
e, pour une famille assez g�en�erale de mod�eles dits exponentiels
ourbes. On parle de mod�ele exponentiel 
ourbe lorsque la vraisemblan
e in
ompl�ete h(z; �) estde la forme ln h(z; �) := �(�) + DS(z); (�)E; (6.1)o�u � : �! R,  : �! Rq, et S : X ! Rq est la statistique exhaustive.Ces deux algorithmes n�e
essitent la simulation de v.a. de loi p(z; �)�(dz) 
e qui est relativementsimple lorsque 
ette loi s'�e
rit 
omme le produit de lois marginales sur des espa
es de petitedimension. Dans le 
as 
ontraire, on re
ourt aux m�ethodes de simulation par 
hâ�nes de Markovpour obtenir une traje
toire d'une 
hâ�ne d'unique mesure stationnaire ��(dz) := p(z; �)�(dz).137



Telle est la m�ethode de simulation de l'algorithme MCEM.Propos�e par Wei et Tanner [122℄ (voir aussi Tanner [114℄, Guo et Thompson [45℄, M
Cullo
h [62,63℄, Meng and S
hilling [69℄, Chan et Kuk [19℄, Ravishanker et Qiou [92℄ pour des appli
ations),le MCEM substitue la quantit�e Q(�; �n) par la somme de Monte-CarloQn(�) := m�1n mnXj=1 log h(�(n)j ; �) (6.2)o�u fmng est une suite d�eterministe 
roissante, et �(n) := f�(n)j g est une 
hâ�ne de Markovd'unique mesure de probabilit�e stationnaire ��n .Chan et Ledolter [20℄ ont �etudi�e la 
onvergen
e \ave
 une grande probabilit�e" du MCEM pourun s
h�ema de simulation �xe mn := m et pour les mod�eles exponentiels 
ourbes. Ils ont montr�eque si l'on initialise l'algorithme en un point �(m)0 dans un voisinage d'un maximum isol�e �� dela fon
tion �a maximiser g, alors pour tout � > 0 il existe �(�) tel que l'on aitlimm!1 P�j�(m)k � ��j < �; pour k < �(�)� = 1:Outre la diÆ
ult�e d'appli
ation de 
e r�esultat, (
hoix du voisinage de ��, 
hoix de m), leurd�emonstration repose sur le 
rit�ere de r�egularit�e des 
hâ�nes (dont ils 
ommentent tr�es l�eg�erementla v�eri�abilit�e) de 
onvergen
e en probabilit�e uniforme sur tout 
ompa
t de � des sommes deMonte-Carlo vers l'esp�eran
e sous la mesure invariante : pour tout 
ompa
t K � �,sup�2K ��� 1m mXj=1 S(�j)� ��(S)���!P0; lorsque m!1;o�u f�jg est une 
hâ�ne de Markov d'unique mesure de probabilit�e stationnaire ��.Sherman et al. [106℄ ont �etudi�e la 
onvergen
e p.s. et en probabilit�e d'un algorithme MCEM qui
onsiste, �a 
haque it�eration, �a 
al
uler la quantit�e (6.2) �a l'aide de m v.a. f�(k)i (�)g, 1 � i � m,obtenues apr�es k it�erations dem �e
hantillonneurs de Gibbs ind�ependants de loi 
ible p(z; �)�(dz).La d�emonstration de 
e r�esultat repose, entre autre, sur un 
rit�ere d'ergodi
it�e g�eom�etriqueuniforme (uniforme en �, � 2 � suppos�e 
ompa
t) de l'�e
hantillonneur de Gibbs ; 
ondition peusatisfaisante aux vues des r�esultats existant sur le 
al
ul expli
ite du taux de 
onvergen
e de 
et�e
hantillonneur.Ces 
onstats ont don
 motiv�e notre re
her
he de 
onditions g�en�erales impliquant la 
onvergen
ep.s. du MCEM pour la (large) famille de densit�es 
ompl�etes dites exponentielles 
ourbes.Algorithme EM et MCEM pour le mod�ele exponentiel 
ourbe Nous supposons dor�enavantque la densit�e h est donn�ee par (6.1).Une suite f�ng de l'EM est d�e�nie par�n+1 := �̂� �S(�n)� i.e. T = �̂ Æ �S (6.3)138



o�u �S(�) := Z S(z)p(z; �)�(dz) (6.4)est l'esp�eran
e de la statistique exhaustive S sous la mesure ��(dz) := p(z; �)�(dz) et la fon
tion�̂ est d�e�nie impli
itement par8� 2 �; s 2 Rq �(�̂(s)) + Ds; (�̂(s))E � �(�) + Ds; (�)E; (6.5)nous n'�etudions que les mod�eles exponentiels 
ourbes pour lesquels �̂ existe.Une traje
toire f�ng du MCEM est d�e�nie par�n+1 := �̂� ~Sn�o�u ~Sn :=m�1n mnXj=1 S(Znj ) (6.6)et Zn := fZnj g est une 
hâ�ne de Markov d'unique mesure de probabilit�e stationnaire ��n(dz) :=p(z; �n)�(dz) 
onnue �a la 
onstante de normalisation g(�n) pr�es.Une traje
toire f�ng du MCEM est don
 une traje
toire du syst�eme dynamique T �a temps dis-
ret al�eatoirement bruit�e. Les r�esultats sur le 
omportement du MCEM pourraient don
 r�esulterde l'appli
ation des di��erents travaux sur la 
onvergen
e des perturbations al�eatoires des suitesr�e
ursives (Cf. par exemple, Pierre-Loti-Viaud [86℄, Shapiro et Wardi [105℄, Liukkonen et Le-vine [60℄), travaux, qui, dans notre 
adre, ne s'appliquent qu'�a 
ertains mod�eles. Par exemple, la
ondition majeure des travaux de Pierre-Loti-Viaud (Corollaire 1(iii), Proposition 1 [86℄) donton pourrait d�eduire la 
onvergen
e p.s. des traje
toires du MCEM vers un point stationnaire deg (suppos�e en nombre �ni), est la 
onvergen
e p.s. vers z�ero de l'erreur en un pas �n+1 � T (�n).Pour 
e faire, si �̂ est suÆsamment r�eguli�ere, il suÆt d'�etablir la 
onvergen
e p.s. de ~Sn� �S(�n)vers z�ero, 
ondition que nous ne savons pas d�emontrer sans l'hypoth�ese suppl�ementaire (et res-tri
tive) de 
ompa
it�e de la suite f�ng.Nous nous sommes aussi heurt�ee �a la non-stabilit�e du MCEM i.e. �a la non-
ompa
it�e des traje
-toires du MCEM pour des mod�eles g�en�eraux. Plutôt que de formuler des 
onditions te
hniques(Cf. Kushner et Yin [55℄), nous avons pr�ef�er�e modi�er la pro
�edure du MCEM d�e
rite 
i-dessusen adaptant l'algorithme de reproje
tion de Chen et al. [22℄. On appelle MCEM stable 
ettenouvelle pro
�edure.Algorithme MCEM stable Soient une suite de 
ompa
t fKng telle queKn ( Kn+1; � = [n�0Kn; (6.7)139



et un point �00 2 K0. On pose p0 := 0 et on pro
�ede it�erativement 
omme suit. On 
al
ule uneapproximation de �S(�0n), not�ee ~Sn ~Sn :=m�1n mnXj=1 S(Znj ); (6.8)�a partir de mn �e
hantillons d'une 
hâ�ne de Markov fZnj g, d'unique mesure invariante ��0n . Puis� si �̂( ~Sn) 2 Kpn; �0n+1 := �̂( ~Sn) et pn+1 := pn;si �̂( ~Sn) =2 Kpn; �0n+1 := �00 et pn+1 := pn + 1: (6.9)Notre obje
tif est de d�e�nir un 
rit�ere de proximit�e des sommes de Monte-Carlo et de l'esp�eran
esous la loi stationnaire garantissant un 
omportement asymptotique du MCEM stable similaire�a 
elui de l'EM. Outre des 
onditions de r�egularit�e du mod�ele exponentiel 
ourbe h(z; �) (Condi-tions M1 et M2, Paragraphe 9.2), nous formulons la 
ondition suivanteSoient p � 2 et une mesure de probabilit�e � sur B(X ). Pour tout 
ompa
t K � �, il existeune 
onstante C <1 telle quesup�2K E�;� ��� nXk=1fS(�k)� ��(S)g���p � C np=2; (6.10)o�u P�;� d�esigne la probabilit�e sur l'espa
e 
anonique d'une 
hâ�ne f�ng de loi initiale �,de noyau P� et d'unique mesure de probabilit�e invariante �� .En�n, nous 
hoisissons un s
h�ema de simulation fmng tel que Pnm�p=2n < 1. Nous montronsalors (Th�eor�eme 9.3) que pour une suite de 
ompa
ts fKng solution de (6.7) et un point �00 2 K0donn�es,{ limn pn <1 p.s. et lim supn j�0nj <1 p.s. : autrement dit, pour presque toutes les traje
-toires du MCEM stable issues de �00, le nombre de proje
tions sur les 
ompa
ts 
roissantsKn est �ni et la suite de points f�0ng reste dans un 
ompa
t (qui d�epend de la traje
toire).{ la suite fg(�0n)g 
onverge p.s. vers une 
omposante 
onnexe de g(f�; T (�) = �g) et par suite,si 
et ensemble est d'int�erieur vide, fg(�0n)g 
onverge vers un point g� et f�0ng 
onvergevers f�; T (�) = � et g(�) = g�g.Avant de pr�esenter les �etapes de la d�emonstration de 
e r�esultat, revenons sur le r�ealisme de la
ondition type-Rosenthal (6.10).6.1 Cal
ul expli
ite d'une majoration type-Rosenthal pour 
hâ�nesde MarkovLes r�esultats suivants sont d�emontr�es au Paragraphe 9.7. Pr�e
isons que notre obje
tif n'est pasi
i de 
al
uler la meilleure majoration C(x) telle que pour une 
hâ�ne de Markov f�ng de mesure140



invariante � Ex ��� nXk=1fS(�k)� �(S)g���p � C(x) np=2;mais d'exhiber une 
onstru
tion de C(x) en fon
tion de termes fa
ilement identi�ables.Soit P un noyau  -irr�edu
tible ap�eriodique �a valeur dans (X ;B(X )).X est small Supposons tout d'abord qu'il existe des 
onstantes � > 0, m � 1 et une mesurede probabilit�e �m 2 M1(X ) telles quePm(x; �) � ��m(�) x 2 X ; (6.11)i.e. supposons que la 
hâ�ne est uniform�ement ergodique. Alors P poss�ede une unique mesure deprobabilit�e invariante � (Th�eor�eme 16.0.2. [72℄) et pour tout p � 2 et toute fon
tion mesurableg : X ! Rq telle que supX jgj <1, il vientEx��� nXk=1fg(�k)� �(g)g���p � C supX jgjp np=2;o�u C := 6pCpn1 + 2f1� (1� �)1=mg�1o (6.12)et Cp est la 
onstante de Rosenthal. En 
ons�equen
e, si l'on 
onsid�ere une famille de noyaux P� ,� 2 �, pour lesquels il existe des 
onstantes �� > 0, m� � 1 et une mesure de probabilit�e ��telles que Pm�� (x; �) � ����(�) pour tout x 2 X , la majoration (6.12) est uniforme en � pour �dans un 
ompa
t K � � d�es lors que �� (resp. m�) est uniform�ement minor�e (resp. major�e) pourtout � dans K. Tel est souvent le 
as lorsque X est 
ompa
t et la densit�e 
ible p est 
ontinue surX � � (Cf Appli
ation 9.4.1, Paragraphe 9.4).Conditions g�en�erales La 
ondition d'uniforme ergodi
it�e (6.11) reste n�eanmoins diÆ
ile �av�eri�er prin
ipalement lorsque X n'est pas 
ompa
t. Nous �enon�
ons don
 une autre 
onditionen termes de 
onditions de drift.Soient Di des ensembles �mi -small a

essibles, (de 
onstantes de minoration �i > 0) et Ci � Di,i = 0; 1, des ensembles a

essibles. Soit p � 2. Supposons qu'il existe des fon
tions mesurablessur X , 1 � f0 � V0 � V p0 � f1 � V1, des 
onstantes bi <1, 0 < ai < 1 telles que supDi Vi <1et � PVi(x) � Vi(x)� fi(x) + bi1ICi(x);fi(x)� bi � aifi(x); x 2 D
i ; (6.13)pour i = 0; 1. Alors P poss�ede une unique mesure de probabilit�e invariante � et pour toutefon
tion mesurable g : X ! Rq, g 2 Lf0 ,Ex ����� nXk=1fg(�k)� �(g)g�����p � kgkpf0 np=2 C(x) x 2 X ;141



o�uC(x) := 6pCp supx2X hM1;f0 +M2;f0fV0(x) + �(V0)gipV p0 (x) ��(f1) +M1;f1 +M2;f1fV1(x) + �(V1)g�;Cp est la 
onstante de Rosenthal etM1;fi � 2(1+ �i)n sup(x;x0)2Ci�DifVi(x)�fi(x)+Vi(x0)�fi(x0)g+2bimio M2;fi � (2� �i)a�1i :Les 
onditions (6.13) peuvent en parti
ulier se d�eduire du drift de Jarner-Roberts ou de Foster-Lyapunov. Dans le premier 
as, rappelons que si PV � V � 
V 1�Æ + b1IC , alors pour tout0 < � � 1, on a PV � � V � � 
�V ��Æ + b�1IC , 
e qui permet de v�eri�er (6.13). Dans le se
ond
as, nous obtenons le r�esultat suivant.Soit C un ensemble petite a

essible. Supposons qu'il existe des 
onstantes 0 < � < 1, b <1 etune fon
tion mesurable V � 1, V (x)!1 lorsque jxj ! 1 telles que supC V <1 etPV (x) � �V (x) + b1IC(x):Soient p � 2 et M := 1 + fsupC V _ b(1 � �1=p)�pg. L'ensemble fV � Mg est �m-small (de
onstante de minoration � > 0) et pour toute fon
tion mesurable g � 1, telle que jgj � V 1=p,Ex ����� nXk=1fg(�k)� �(g)g�����p � C(x) np=2 x 2 X ; (6.14)o�uC(x) := 3pCpM1� � h (2� �)M1=p(1� �1=p)� b1=pip � � �� n b1� � + (2� �+ 3��1)(2�M + bm) + (2� �)M(1� �)M(1� �)� b fV (x) + b1� �goet Cp est la 
onstante de Rosenthal.En 
ons�equen
e, si l'on 
onsid�ere une famille de noyaux P� , la majoration (6.14) est uniforme en� pour � dans un 
ompa
t K � � d�es que 
ertaines 
onstantes (apparaissant dans la 
ondition dedrift et dans la 
ondition de minoration du noyau P� sur l'ensemble small) peuvent être 
hoisiesuniformes en � pour � 2 K. Tel est le 
as, par exemple, dans l'appli
ation 9.4.2 d�evelopp�ee auParagraphe 9.4 
on
ernant la mod�elisation du nombre de 
as de poliomy�elite.6.2 Convergen
e du MCEM stableLes r�esultats suivants sont d�emontr�es au Paragraphe 9.5.Chaque transition de l'algorithme MCEM stable, �0n ! �0n+1, peut être vue 
omme une per-turbation d'une appli
ation d�eterministe T . Pour 
omparer l'ensemble des points limites d'une142



traje
toire f�0ng du MCEM stable ave
 
elui des points limites de la suite f�ng d�e�nie par�n+1 = T (�n) sa
hant qu'il existe une fon
tion de Lyapunov1 relative �a T et �a un ensemble L,(a) nous v�eri�ons tout d'abord que la pro
�edure (6.9) d�e�nit une suite p.s. 
ompa
te i.e. lenombre de proje
tion est �ni p.s., puis (b) nous proposons un 
rit�ere de ressemblan
e d'uneit�eration du MCEM stable et d'une it�eration de l'EM, ressemblan
e mesur�ee en terme d'a
tionsur la fon
tion de Lyapunov. Pour 
e faire, nous �enon�
ons deux r�esultats d�eterministes{ le premier relatif �a la 
onstru
tion d'une suite un+1 
ompa
te telle que pour n grand,un+1 = Fn(un), lorsque fFng est une famille d'appli
ations donn�ees \pro
hes" d'une ap-pli
ation T dans un sens �a pr�e
iser.{ le se
ond relatif �a la 
onvergen
e d'une suite 
ompa
te fung vers un ensemble L lorsqueun+1 et T (un) sont \asymptotiquement pro
hes", au sens de l'e�et induit sur une fon
tionde Lyapunov relative �a T et L.Stabilisation Soient une suite de 
ompa
t fKng v�eri�antKn ( Kn+1; � = [n�0Kn;un point u0 2 K0 et une suite d'appli
ations Fn : � ! �. On pose p0 := 0 et on 
onstruitit�erativement une suite fung selon la pro
�edure� si Fn(un) 2 Kpn ; un+1 := Fn(un) et pn+1 := pn;si Fn(un) 62 Kpn un+1 := u0 et pn+1 := pn + 1:Supposons qu'il existe une fon
tion de Lyapunov 
ontinue, W , relative �a une appli
ation T :� ! � et un ensemble 
ompa
t K tels que (a) T (L) soit relativement 
ompa
t, et (b) pourtout entier M stri
tement positif, fW �Mg soit 
ompa
t et � = SMfW �Mg. Supposons deplus que pour tout u 2 K0 limn ���W Æ Fn(u)�W Æ T (u)��� = 0et pour tout 
ompa
t K � �,limn ���W Æ Fn(un)�W Æ T (un)���1Iun2K = 0:Alors la suite fpng est born�ee et fung est une suite 
ompa
te.Convergen
e On note d la distan
e eu
lidienne.Soit W une fon
tion de Lyapunov relativement �a une appli
ation T : � ! � et un ensembleferm�e L, W 
ontinue. Supposons qu'il existe une suite fung telle que (a) pour tout n � 0,un 2 K pour un ensemble K � � 
ompa
t, (b)limn ���W (un+1)�W Æ T (un)��� = 0:1W � 0 est une fon
tion de Lyapunov relative �a une appli
ation T et un ensemble L si (i) pour tout u 2 �,W Æ T (u) �W (u) � 0 et (ii) pour tout 
ompa
t C � (� n L), infu2CfW Æ T (u) �W (u)g > 0.143



Alors fW (un)g 
onverge vers une sous-
omposante 
onnexe de W (L \ K) ; si W (L \ K) estd'int�erieur vide, fW (un)g 
onverge vers !� et limn d(un;L!�\K) = 0, o�u L!� := f� 2 L;W (�) =!�g.Appli
ation �a l'�etude de l'algorithme MCEM stable Nous appliquons les deux r�esultatspr�e
�edents en prenant pour{ T , l'appli
ation d�e�nie par T (�) = �̂( �S(�)) i.e. l'appli
ation qui d�e�nit l'EM.{ L, l'ensemble des points �xes de T .{ W , la fon
tion de Lyapunov naturellement asso
i�ee �a (T;L) : W = g.Les 
onditions sur T , L et W sont impliqu�ees par l'hypoth�ese M2 (Paragraphe 9.2). Pour ex-ploiter le r�esultat de stabilit�e, il suÆt don
 de v�eri�er quelimn ���g��̂(m�1n mnXj=1 S(�j))�� g��̂( �S(�))���� = 0 p.s. (6.15)pour tout � 2 K0, o�u f�ng est une 
hâ�ne de Markov de mesure invariante ��, puis de v�eri�erque pour tout 
ompa
t K � �, on alimn ���g��̂( ~Sn)�� g��̂( �S(�0n))����1I�0n2K = 0 p.s. (6.16)pour l'approximation de Monte-Carlo ~Sn donn�ee par (6.8). De même, pour exploiter le r�esultatde 
onvergen
e, il suÆt de v�eri�er quelimn ���g��0n+1�� g��̂( �S(�0n))���� = 0 p.s. (6.17)Nous d�emontrons (6.15), (6.16) et (6.17) �a l'aide du 
rit�ere (6.10) de r�egularit�e des 
hâ�nes ; 
equi termine l'�etude de la 
onvergen
e du MCEM stable.6.3 Vitesse de 
onvergen
eNous �etudions la vitesse de 
onvergen
e d'une traje
toire du MCEM stable vers un point station-naire isol�e ��. Pour 
e faire, nous formulons des 
onditions de r�egularit�e du mod�ele exponentiel(Hypoth�ese M5, Paragraphe 9.3), de r�egularit�e des 
hâ�nes de Markov (Hypoth�ese M6, Para-graphe 9.3) et de r�egularit�e du point stationnaire �� (Hypoth�eses L1 et L2, Paragraphe 9.3), 
esderni�eres permettant de 
ara
t�eriser les minima lo
aux, maxima lo
aux et points selles de g entermes de stabilit�e du point ��. Pr�e
isons de plus, que les 
onditions de minoration du noyauP et les 
onditions de drift mentionn�ees 
i-dessus 
omme outils pour �etablir le 
rit�ere (6.10),impliquent aussi le 
rit�ere M6. 144



Appli
ation T et appli
ation G Nous avons r�esum�e l'algorithme EM par la donn�ee d'uneappli
ation T := �̂ Æ �S telle que �n+1 = T (�n) ; dans 
e 
as, la suite de points f�sng �a valeurdans Rq de terme g�en�eral �sn+1 := �S(�n+1) v�eri�e la relation �sn+1 := �S Æ �̂(�sn). R�e
iproquement,si l'on d�e�nit la suite f�sng par la relation �sn+1 := �S Æ �̂(�sn), alors la suite de terme g�en�eral�n+1 := �̂(�sn) v�eri�e la relation �n+1 = T (�n). Ainsi, soit G : Rq! Rq l'appli
ation d�e�nie parG(s) := �S��̂(s)�;l'EM est �a la fois un algorithme it�eratif d�e�ni par T : �! � et un algorithme it�eratif d�e�ni parG : Rq ! Rq. En parti
ulier, les assertions suivantes sont �equivalentes :{ s� := �S(��) est un point �xe de G,{ �� := �̂(s�) est un point �xe de T ,et sous nos hypoth�eses, les v.p. de rG(s�) sont les l v.p. de rT (��), en 
omptant leur multi-pli
it�e, et (q � l) v.p. nulles. Par suite, le points stables (resp. instables et hyperboliques) de Gsont les points stables (resp. instables et hyperboliques) de T et sont aussi les maxima lo
aux(resp. minima lo
aux et points selles) de la fon
tion �a maximiser g.Nous avons jusqu'i
i vu l'EM 
omme l'algorithme d�e�ni par T ; pour �etudier la vitesse de 
onver-gen
e du MCEM, nous pr�ef�erons la se
onde appro
he.Vitesse de 
onvergen
e vers un maximum lo
al Nous �etudions la vitesse de 
onver-gen
e du MCEM stable vers un point stationnaire stable (Paragraphe 9.3). Remarquons que pard�e�nition de l'algorithme, on a~Sn+1 = G( ~Sn) + ��s0 � G( ~Sn)�1Ipn=pn�1+1 + ~Sn+1 � �sn+1; (6.18)o�u, rappelons-le limn 1Ipn=pn�1+1 = 0 p.s.Par suite, si s� est un point stationnaire non-stable (
'est-�a-dire instable ou hyperbolique) et sisur l'ensemble flimn ~Sn = s�g, la perturbation ~Sn+1 � G( ~Sn) d�e
rô�t suÆsamment rapidementtout en restant suÆsamment forte dans les dire
tions instables autour de s�, alors l'ensembleflimn ~Sn = s�g est de probabilit�e nulle (Cf. Brandi�ere et Du
o [12℄ pour l'�enon
�e de 
onditionssuÆsantes). Autrement dit, l'algorithme f ~Sng 
onverge p.s. vers un point stationnaire stable deG don
, dans notre 
as, un maximum lo
al de g.En parti
ulier, si (6.10) est v�eri��ee ave
 p = 2, on montre fa
ilement �a l'aide des r�esultats deBrandi�ere et Du
o que sous nos hypoth�eses, la probabilit�e de 
onvergen
e des traje
toires duMCEM stable vers un minimum lo
al de g est nulle.Nous nous sommes 
ontent�ee de supposer la stabilit�e du point limite �� ; nous renvoyons �a lalitt�erature pour l'�enon
�e de 
onditions garantissant 
ette stabilit�e.6.4 Appli
ationsNous v�eri�ons l'int�erêt de nos travaux en �etudiant145



{ un mod�ele d'�evaluation de la di�usion d'un produit sur le mar
h�e (Cf. Paragraphe 9.4.1) ;dans 
e 
as la 
hâ�ne est �a espa
e d'�etat 
ompa
t et les noyaux sont uniform�ement ergo-diques.{ un mod�ele de 
omptage du nombre de 
as de poliomy�elite (Cf. Paragraphe 9.4.2) ; dans
e 
as, la 
hâ�ne est �a espa
e d'�etat quel
onque et nous prenons pour �e
hantillonneurl'algorithme hybride dont nous avons d�emontr�e l'ergodi
it�e g�eom�etrique (Paragraphe 5.4,Exemple 5.4.3).
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Chapitre 7Computable bounds forsubgeometri
al and geometri
alergodi
ityCe travail, en 
ollaboration ave
 E. Moulines (ENST), est soumis pour publi
ation�a la revue Sto
hasti
 Pro
ess. Appl.Abstra
t This paper dis
usses general quantitative bounds on the 
onvergen
e rates of Markov 
hains,under various ergodi
ity 
onditions. This paper extends an earlier work by Roberts and Tweedie [99℄,whi
h provides quantitative bounds for the total variation norm under 
onditions implying geometri
ergodi
ity. We �rst fo
us on 
onditions implying polynomial rate of 
onvergen
e. Expli
it bounds for thetotal variation norm are obtained by evaluating the moments of an appropriately de�ned 
oupling time,using a set of drift 
onditions, adapted from an earlier work by Tuominen and Tweedie. Appli
ations ofthis result are then presented to study the 
onvergen
e of random walk Hastings Metropolis algorithm forheavy-tailed target fun
tions and of general state-spa
e models. Expli
it bounds for f-ergodi
ity are alsogiven, for an appropriately de�ned 
ontrol fun
tion f . We then extend these results to sub-geometri
aland geometri
al rate, using more general drift 
onditions.1991 Mathemati
s Subje
t 
lassi�
ation : 60J10, 60J22, 65C40.Keywords Markov 
hains with dis
rete parameters, 
omputational methods in Markov Chain,Mixing, Polynomial and sub-geometri
al 
onvergen
e.149



Introdu
tionLet P be an ergodi
 Markov transition kernel on a Borel state spa
e (X ;B(X )) and denote Pnthe n-iterated kernel and � the asso
iated invariant probability measure. This paper is 
on
ernedwith rate of 
onvergen
e and 
omputational bounds for the ergodi
ity in total variation normi.e. the determination of a rate fun
tion r = fr(n)g " 1 and of the dependen
e on the initialdistribution of the formkPn(x; �)� �(�)kTV � Br(x; n); lim supn r(n)Br(x; n) <1: (7.1)Expli
it expressions for the bounds have been re
ently obtained by Meyn and Tweedie [73℄,Rosenthal [101, 103℄, Mengersen and Tweedie [70℄ and Roberts and Tweedie [99℄, under 
ondi-tions implying the V -uniform ergodi
ity (i.e. geometri
al rates r(n) := �n, 1 < �). The purposeof this paper is to 
onstru
t su
h bounds under typi
ally weaker 
onditions implying polyno-mial, subgeometri
al, � � � , ergodi
ity. As illustrated by Rosenthal [101, 103℄ and Roberts andTweedie [99℄, 
omputational bounds for the total-variation distan
e 
an be obtained by usingthe so-
alled Lindvall's inequality, whi
h relates kPn(x; �)� �(�)kTV to the tail probability of a
oupling time T . The 
onstru
tion of this 
oupling time involves to de�ne a probability spa
e(
;F ;P) and a pro
ess Z = f(Xn; X 0n; dn)g (where dn is the so-
alled \bell" variable takingvalue in f0; 1g) su
h that (a) for all positive measurable fun
tion f on (X ;B(X )), n � 0,Z f(Xn)dP= Pnf(x) Z f(X 0n)dP= �(f);(b) Xn = X 0n for all n � T . Coupling te
hnique is a standard tool for 
hain on 
ountable spa
e.For general state spa
e 
hain, su
h 
onstru
tion is possible if one 
an �nd a set � � X �X , aninteger m � 1, and for all (x; x0) 2 �, some kernel �x;x0 from � to X su
h that for all A 2 B(X ),Pm(x;A)^ Pm(x0; A) � �x;x0(A);and inf(x;x0)2��x;x0(X ) > 0:As shown in Meyn and Tweedie [72℄, this 
ondition holds in parti
ular under rather weak 
ondi-tions (namely  -irredu
ibility) by the �m-small sets C 2 B(X ), for whi
h the following minori-zation 
ondition is veri�ed for all x 2 C, A 2 B(X ),Pm(x;A) � ��m(A); � > 0; (7.2)for some probability measure �m. Lindvall's inequality shows that kPn(x; �)� �(�)kTV � P(T >n), and thus, determination of Br(x; n) in (7.1) amounts to 
ompute an upper bound for the tailprobability of T . A 
onvenient way to determine su
h bound is to use a (re�nement of the) Mar-kov's inequality, whi
h implies to 
ompute appropriately de�ned moments of T . This approa
h,�rst investigated by Rosenthal [101℄, has later been improved by Roberts and Tweedie [99℄, who150



relate moments of T to moments of the hitting-time on �, � := inffn � 0; (Xn; X 0n) 2 �g.These 
ontributions, being ultimately 
on
erned with geometri
al 
ase, 
ompute the generatingfun
tion of the 
oupling time E[�T ℄ as a fun
tion of the minorization 
onstant � given by (7.2)and of the generating fun
tion of �, E[�� ℄. The latter quantity is then 
lassi
ally bounded usingthe so-
alled Foster-Lyapunov drift 
riteria.The main purpose of this 
ontribution is to extend the results of Roberts and Tweedie [99℄ togeneral rate fun
tions. In Se
tion 7.1, we fo
us on polynomial rates. Markov Chain 
onvergingat polynomial rates appear in many setting in
luding{ Markov Chain Monte Carlo methods (see Stramer and Tweedie [111℄ and Fort and Mou-lines [39℄) : Stramer and Tweedie [111℄ show that the so-
alled "self-targeting" sampler(based on a proper dis
retization of a Langevin di�usion) is polynomial under tails 
ondi-tions of the target density. A similar behavior has been reported by Fort and Moulines [39℄,for the symmetri
 random walk Hastings-Metropolis algorithm when the target density isnot log-
on
ave in the tails. In Se
tion 7.2.1, we address the 
ase of "heavy-tailed" distri-butions.{ non-linear state spa
e models on (Rd; j � j),�n+1 = F (�n) +Wn+1;for an i.i.d. 
entered perturbation term Wn and a measurable fun
tion F whi
h is non-
ontra
tant at in�nity i.e. limjxj !1 jF (x)j = jxj = 1. This example is developed in Se
tion7.2.2 (see also Tuominen and Tweedie [117℄, Ango Nze [2, 3℄ and Veretennikov [121℄).In this setting, the tail probability are bounded by evaluating polynomial moments of T , namelyE[T k ℄; 1 � k � q, in terms of the moment of the hitting-time �. This is more 
umbersome thanthe geometri
al 
ase. Reasonably 
omprehensive expression are nevertheless given in Theorem7.3. The last step then 
onsists in bounding the moments of the hitting-time on � of the pro
ess(X;X 0). This is done thanks to a family of drift 
onditions, adapted from those suggested byTuominen and Tweedie [117℄ (see Se
tion 7.1, assumption (H3)). These drift 
onditions leadto rates of 
onvergen
e r(n) / nk, k 2 N. Interpolating inequalities (allowing to 
onsider rateof 
onvergen
e r(n) / nk, k 2 R+) are also developed. Under similar assumptions, we alsoprovide some results on the f -ergodi
ity. We �nally end up Se
tion 7.1 by reformulating thedrift assumptions for spe
ial drift fun
tions. In Se
tion 7.3, we determine bounds for generalrates of 
onvergen
e r(n) whi
h either satis�es the inequalityr(n+m) � r(n)r(m)or are "pseudo-
onvex" in the sense thatr� nXk=1 nk� � �r(n) nXk=1 r(nk);where �r is a positive non-de
reasing fun
tion. These 
onditions are of 
ourse very general and
over most rate of 
onvergen
e (and in parti
ular the geometri
al ones). For these rate fun
-tions, we follow the pattern outlined above and use appropriately de�ned drift 
onditions to151



evaluate the moment of the hitting-time E[r(�)℄ (Assumptions (H5) or (H7)). Several examplesare 
arefully worked out to 
ompare the results obtained with the proposed 
onstru
tion, withthe results of Roberts and Tweedie [99℄ in the geometri
al 
ase, and with the bounds obtainedin Se
tion 7.1 in the polynomial 
ase.7.1 Polynomial ergodi
ityWe 
onsider a Markov Chain � = f�ng with transition kernel P on a Borel state spa
e(X ;B(X )). Denote Pn the n-th transition kernel and Px (resp. Ex ) the probability (resp. theexpe
tation) on the 
anoni
al spa
e of the 
hain starting from x. We assume thatH1 P is �-irredu
ible for an invariant probability measure �.H2 There exist some sets C 2 B(X ) and D 2 B(X ), C � D, �(C) > 0 and an integer m � 1,su
h that for any (x; x0) 2 � := C � D [ D � C, A 2 B(X ),Pm(x;A) ^ Pm(x0; A) � �x;x0(A)for some kernel �x;x0(dy) from � to X (i.e. �x;x0(A) is B(�)-measurable in (x; x0) 2 � forea
h A 2 B(X ) and is a measure in A 2 B(X ) for ea
h (x; x0) 2 �), and�� := inf(x;x0)2��x;x0(X ) > 0: (7.3)7.1.1 Some 
omments on assumption (H2)If P is  -irredu
ible, then for every set A 2 B+(X ), (i.e. A 2 B(X ) and  (A) > 0) there existsa �m-small set D � A, D 2 B+(X ), i.e. there exists m � 1, su
h that for all x 2 D, A 2 B(X );Pm(x;A) � ��m(A);for � > 0 and a probability measure �m with �m(D) > 0 (Theorem 5.2.2. of Meyn and Twee-die [72℄). By setting C = D, �x;x0(dy) := ��m(dy) for all (x; x0) 2 �, it is readily seen that (H2)is satis�ed. (Note in addition that under (H1),  (D) > 0 ) �(D) > 0). However, sin
e we arewilling to 
ompute bounds, this 
hoi
e is in general not optimal (be
ause the bounds dependupon the minorizing 
onstant �). Conversely, (H2) implies that C is small provided that thereexists a measure of probability � su
h that for all (x; x0) 2 �, A 2 B(X ), �x;x0(A) � �(A). (H2)is also veri�ed by setting, for any kernel �x;x0(dy) from � to X ,�x;x0(A) := ZA dPm(x; �)d�x;x0 (y) ^ dPm(x0; �)d�x;x0 (y) �x;x0(dy)152



where dPm(x;�)d�x;x0 is the derivative of the absolutely 
ontinuous part of Pm(x; dy) w.r.t. �x;x0(dy).By 
hoosing �x;x0(dy) := Pm(x0; dy), (7.3) is equivalently written as�� := inf(x;x0)2� Z n1 ^ h Pm(x; dy)Pm(x0; dy)io Pm(x0; dy) > 0;a 
ondition referred to as a lo
al Doeblin 
ondition in Veretennikov [121℄. This 
hoi
e, whenleading to pra
ti
al 
omputations, generally yields to tighter bound (see however Se
tion 7.2 fora 
ounter-example).(H2) will be used to 
onstru
t a 
oupling time (the 
onstru
tion is in Se
tion 7.4) : in order su
ha 
onstru
tion to be useful, one has to 
ontrol the hitting-time on � of the pro
ess (X;X 0). The
lassi
al approa
h is to use drift 
riteria. We fo
us in this se
tion on polynomial ergodi
ity anduse for su
h purpose the following drift 
onditions.H3 Let q � 1. There exist, for all k 2 f0; 1; � � � ; qg, some measurable fun
tions Vk : X !R+ n f0g, and for k 2 f0; 1; � � � ; q � 1g, some 
onstants 0 < ak < 1, bk < 1, and 
k > 0su
h that PVk+1(x) � Vk+1(x)� Vk(x) + bk1IC(x); infx2X Vk(x) � 
k > 0; (7.4)Vk(x)� bk � ak Vk(x); x 2 D
; (7.5)supD Vq <1: (7.6)H4 �(Vq) <1.7.1.2 Some 
omments on assumption (H3)Before embarking on the more subtle task of 
omputing the bounds, we will �rst dis
uss someimpli
ations of the above drift 
onditions, in the light of the results previously obtained byTuominen and Tweedie [117℄. To dis
uss these results, it is assumed in this se
tion that, P is -irredu
ible and aperiodi
 and that C is a petite set (whi
h is not guaranteed by assumption(H2)). Re
all that a set is said to be �a-petite, for a distribution a = faig on the integer, and anon-trivial measure �a, if the sampled transition kernel de�ned asKa(x;A) := 1Xi=1 aiP i(x;A); x 2 X ; A 2 B(X )satis�es the bound Ka(x;A) � �a(A), for all x 2 C, A 2 B(X ). It follows from Proposition 5.5.5of Meyn and Tweedie [72℄, that �a may be 
hosen to be a maximal irredu
ibility measure (andhen
e, to be equivalent to  ) and the sampling distribution may be taken to have a �nite mean(P iai < 1) ; whi
h is assumed below. A straightforward appli
ation of the Dynkin's formula(see e.g. Meyn and Tweedie, Theorem 11.3.1) implies that, for i 2 f1; � � � ; qg,Ex "�C�1Xk=0 Vi�1(�k)# � Vi(x) + bi�11IC(x)153



where �A is the return time to A 2 B(X ), �A := inffn � 1;�n 2 Ag. In parti
ular, Ex [�C℄ �
�1i�1[Vi(x)+bi�11IC(x)℄. For A 2 B+(X ) (i.e.  (A) > 0 and thus �a(A) > 0), we have using againthe Dynkin's formula and the bound 1IC(x) � �a(A)�1Ka(x;A) (along the lines of the proof ofTheorem 11.3.11 in Meyn and Tweedie),Ex "�A�1Xk=0 Vi�1(�k)# � Vi(x) + bi�1Ex "�A�1Xk=0 1IC(�k)# ;� Vi(x) + bi�1�a(A)�1Ex "�A�1Xk=0 Ka(�k; A)# ;� Vi(x) + bi�1�a(A)�1Xn�1 anEx "�A�1Xk=0 1IA(�k+n)# ;� Vi(x) + bi�1�a(A)�1Xn�1nan =: Vi(x) + Ci�1(A):Hen
e, for all x 2 X , and A 2 B+(X ), Ex [�A℄ � 
�1i�1[Vi(x) + Ci�1(A)℄ < 1, so that the 
hainis Harris re
urrent and, by Theorem 10.0.1 admits an unique invariant probability measure �(hen
e (H1) is automati
ally veri�ed under these assumptions). Sin
e Vi is bounded on C, thelatter relation implies that C is (Vi�1; 1)-regular and that supx2C Ex [�A℄ <1. Re
all that, givenf : X ! [1;1) and a non-de
reasing sequen
e r = fr(n)g, a set A is said to be (f; r)-regular if,for all B 2 B+(X ), supx2AEx "�B�1Xk=0 r(k)f(�k)# <1:Following the pattern of proof suggested in Tweedie (1983), we may iterate the previous inequa-lity whi
h yields, for i 2 f2; � � � ; qg,Ex "�C�1Xk=0 E�k "�C�1Xl=0 Vi�2(�l)## = Ex "�C�1Xk=0 (k + 1)Vi�2(�k)# � Vi(x) + (bi�1 + bi�2)1IC(x); (7.7)Ex "�A�1Xk=0 E�k "�A�1Xl=0 Vi�2(�l)## = Ex "�A�1Xk=0 (k + 1)Vi�2(�k)# � Vi(x) + Ci�1(A) + Ci�2(A)Ex [�A℄:(7.8)These relations imply that Ex [S(2; �C)℄ � 
�1i�2[Vi(x) + (bi�1 + bi�2)1IC(x)℄, where S(2; k) :=Pkj=1 j, and for A 2 B+(X ),Ex [S(2; �A)℄ � 
�1i�2�Vi(x) + Ci�1(A) + Ci�2(A)f
�1i�1[Vi(x) + Ci�1(A)℄g�:154



In addition C is (Vi�2; k2)-regular for i 2 f2; � � � ; qg, and supx2C Ex [S(2; �A)℄ < 1. De�neiteratively, S(0; k) := 1 and S(i; k) := kXj=1 S(i� 1; j); i� 1; (7.9)with the 
onvention thatPlj=k uj = 0 if l < k. Note that S(l; k) = kl=l!+O(kl�1) and for k � 0,n;m � 1, S(k; n+m) = kXl=0 S(k� l; n)S(l;m): (7.10)By keeping iterating like in (7.7), we haveEx "�C�1Xk=0 S(q � 1; k+ 1)V0(�k)# � Vq(x) +0�q�1Xj=0 bj1A 1IC(x); (7.11)Ex "�A�1Xk=0 S(q � 1; k+ 1)V0(�k)# � Vq(x) + q�1Xj=0 Cj(A)Ex [S(q� 1� j; �A)℄: (7.12)As above, C is (V0; kq)-regular and supx2C Ex [S(q; �A)℄ <1 for all A 2 B+(X ).For f : X ! [1;1), the f -norm of a signed measure � is de�ned byk�kf := supfg:jgj�fg j�(g)j:Convergen
e on f -norm implies 
onvergen
e of moments bounded by f . Using Theorem 2.1. inTuominen and Tweedie [117℄, we may dedu
e from the results above thatTh�eor�eme 7.1 Suppose P is  -irredu
ible and aperiodi
. Assume in addition that Eq. 7.4 holdsfor some petite set C, and that supx2C Vq <1. Then, for any x 2 X ,nq�1kPn(x; �)� �(�)kV0 ! 0; as n!1:In addition, the set C is (V0; kq)-regular and, for i 2 f1; � � � ; qg, Ex [S(i; �C)℄ � 
�10 [Vi(x) +(Pi�1j=0 bj)1IC(x)℄.It is worthwhile to note that the drift fun
tion Vi is used to bound Ex [� iC℄. We will prove belowa kind of 
onverse property : if there exists a set C (not ne
essarily petite in this statement) andan integer q � 1, su
h that supx2C Ex [� qC ℄ < 1, then there exists a solution to the system ofdrift equations PVi+1 � Vi+1 � Vi + bi1IC, 0 � i � q � 1. It will be even possible to identify the"minimal" solutions of this system (for appropriate s
aling). More pre
isely, de�neUi(x) := Ex " �CXk=0 S(i� 1; k+ 1)# ; i � 1; U0(x) := 1; (7.13)where �A is the hitting time on the set A, �A := inffn � 0;�n 2 Ag. It follows from thesede�nitions that for k � 0,Uk(x) = Ex [S(k; �C + 1)℄; x 2 C
; and PUk(x) = Ex [S(k; �C)℄; k 2 f1; � � � ; qg; (7.14)155



whi
h together with the obvious relation S(k; l) = S(k; l+ 1)� S(k� 1; l+ 1) imply thatPUk(x) = Uk(x)� Uk�1(x); x 2 C
:Thus fUkg, 0 � k � q, is a solution of (7.4) if supx2C PUk(x) < 1, whi
h is guaranteed fork 2 f1; � � � ; qg if supx2C Ex [� qC ℄ < 1. Remark in addition, that the �niteness of this momentimplies that for x 2 E := fx 2 X : Ex [� qC ℄ <1g, PUq(x) <1 and thus the set E is absorbing. IfVk � 1 is solution of PVk � Vk�Vk�1 on C
 (1 � k � q), then the Dynkin's formula implies thatU1 � V1 ; a trivial indu
tion establishes that Uk � Vk, 0 � k � q. We summarize our �ndingsbelow.Proposition 7.2 Suppose there exists a set C and an integer q � 1 su
h thatsupx2C Ex [� qC ℄ <1:Then, the fun
tions fUkg, for k 2 f0; � � � ; qg are solution ofPVk(x) = Vk(x)� Vk�1(x); x 2 C
; PVk(x) = Ex [S(k; �C)℄; x 2 C;on the absorbing set E := fx 2 X : Ex [� qC ℄ < 1g. The solutions fUkg are pointwise minimal inthe sense that, for any solution fVkg : X ! [1;1) ofPVk(x) � Vk(x)� Vk�1(x); x 2 C
; (7.15)for 1 � k � q, we have Uk � Vk on E.It is worthwhile to note that the pointwise minimal solutions of (7.15) 
an be expli
itly expressedas linear 
ombination of moments of the hitting time ; sin
e Ex [� lC℄ � Ex [� l+1C ℄, there exist some
onstants dk > 0, Dk <1, su
h thatdk Ex [�kC ℄ � Uk(x) � Dk Ex [�kC ℄; 8k 2 f0; � � � ; qg:7.1.3 Main resultsIn this 
ontribution, we show that for all x 2 X ,kPn(x; �)� �(�)kTV � Bq(x; n);where Bq is a fun
tion (the expression of whi
h is expli
itly given below) depending upon thequantities appearing in (H2-3), and su
h that, for any given x, lim supn nqBq(x; n) <1. Denotem(V0) := inf(x;x0)2�
fV0(x) + V0(x0)g and for 1 � l � q,tl(x; x0) := m(V0)�1� l�1Yk=0 ak��1fVl(x) + Vl(x0)g: (7.16)156



De�ne W0(x; x0) := 1 and Wl(x; x0) := 1I�(x; x0) + 1I�
(x; x0)tl(x; x0), for 1 � l � q, and letW (x; x0) := �W0(x; x0); � � � ;Wq(x; x0)�t (7.17)where t is the transposition operator. SetÆx 
 �(W ) := Z Æx(dy)�(dy0)W (y; y0):For 0 � l � q, denoteAm(l) := sup(x;x0)2� lXi=0 S(i;m) (1� �x;x0(X )) Z Rx;x0(x; dy)Rx;x0(x0; dy0)Wl�i(y; y0);where Rx;x0(u; dy) is the residual kernel,Rx;x0(u; dy) := �1� �x;x0(X )��1�Pm(u; dy)� �x;x0(dy)�: (7.18)As explained in the introdu
tion, the fun
tions Wl(x; x0) allow to 
ontrol the moment S(l; n) ofthe hitting-time of the 
oupled pro
ess (X;X 0) on � when the initial distribution is Æx 
 Æx0 ;the 
onstants Am(l) 
ontrol the same moment of the return-time to � when the pro
ess startsfrom �. De�ne the (q + 1)� (q + 1)-matrixAm := 266664 Am(0) 0 � � � 0 0Am(1) Am(0) � � � 0 0� � �Am(q � 1) Am(q � 2) � � � Am(0) 0Am(q) Am(q � 1) � � � Am(1) Am(0) 377775 : (7.19)Finally, set �+ := sup(x;x0)2��x;x0(X ): (7.20)Note that PmVq � Vq + mbq�1 and thus the entries Am(l) are �nite, 0 � l � q ; under (H2),Am(0) � 1� �� and the spe
tral radius of Am is thus bounded by 1� ��.Th�eor�eme 7.3 Assume (H1-4). For any x 2 X , n � m, kPn(x; �)��(�)kTV � min1�l�q Bl(x; n)with Bl(x; n) := �+ < �I � Am��1 Æx 
 �(W ); el >S(l; n+ 1�m) +Pj�n+1�m(1� �+)j�(n�m)S(l� 1; j + 1) ;where < �; � > denotes the inner produ
t in Rq+1, felg; 0 � l � q is the 
anoni
al basis on Rq+1,I is the identity matrix and (S;W;Am; �+) are given by (7.9), (7.17), (7.19) and (7.20).The proof of this Theorem, based on 
oupling te
hnique is presented in Se
tion 7.4.157



Remark : We assume that Pm veri�es a minorization 
ondition, m � 1, and require drift
riteria for the kernel P . In previous work, (see Meyn and Tweedie [73℄, Rosenthal [101℄, Robertsand Tweedie [99℄), (H2) is substituted with the assumption that C is a �1-small set and �(C) > 0.When only a minorization 
ondition holds on the kernel Pm, it is always possible to 
onsiderthe 
hain Q = Pm. The inequalitykPn(x; �)� �(�)kTV � kQbn=m
(x; �)� �(�)kTV ;shows that provided that kQk(x; �)��(�)kTV � BQ(x; k) for some bounding BQ(x; k), kPn(x; �)��(�)kTV � BQ(x; bn=m
) (bs
 is the integer part towards minus in�nity). Nevertheless, thisapproa
h is not optimal when the primary fo
us is on 
omputable bounds. Considering the sub-sampled 
hain arti�
ially divides the number of iterations by m and deteriorates the 
onstantjAmj and jW (x; x0)j.In 
ertain situations, (H3) is veri�ed, but not (H4). Thus, if q � 2, Theorem 7.3 holds but forl 2 f1; � � � ; q � 1g. The maximal rate is thus S(q � 1; n) � nq�1=(q � 1)!. It is shown in thisse
tion that, provided that �(V �q ) <1 for some (q � 1)=q � � � 1, thenkPn(x; �)� �(�)kTV � B�;l(x; n) lim supn n�l B�;l(x; n) <1;l 2 f1; � � � ; qg. Thus we will obtain a maximal rate of 
onvergen
e equal to q� � (q � 1). Thisrate should be understood here as the maximal rate that 
an be determined from the drift
onditions. Computable bounds 
an also be determined under this assumption. For 0 � � � 1and 0 � l � q, setA(�)m (l) := sup(x;x0)2� lXi=0 �S(i; n)�� (1� �x;x0(X )) Z Rx;x0(x; dy)Rx;x0(x0; dy0)�Wl�i(y; y0)��:Denote A(�)m the (q + 1)� (q + 1) matrix de�ned as in (7.19) with entries A(�)m (l). We haveTh�eor�eme 7.4 Assume (H1-3). Assume in addition there exists 0 < � � 1 su
h that �(V �q ) <1. Then for any x 2 X , n � m, kPn(x; �)� �(�)kTV � min1�l�q B�;l(x; n) withB�;l(x; n) := �+ < �I � A(�)m ��1 Æx 
 �(W �); el >S(l; n+ 1�m)� +Pj�n+1�m(1� �+)j�(n�m)fS(l; j+ 1)� � S(l; j)�g ;where W � := �W�0 ; � � � ;W �q �t.Using the same tools as above, it is possible to derive 
omputable bounds for f -ergodi
ity.Th�eor�eme 7.5 Assume (H1-3). Assume in addition there exists 0 < � � 1 su
h that �(V �q ) <1. Let f : X ! [1;1) be measurable and assume that there exist 0 < � < 1 and some fun
tions158



V 0i : X ! [1;1), i = 0; 1, and some 
onstants 
 > 0, b <1 su
h thatkf1=�kV 01 := supx2X f1=�(x)=V 01(x) <1;PV 01(x) � V 01(x)� 
V 00(x) + b1IC(x);
V 00(x)� b � 0; x 2 D
;supD V 01 <1 and �(V 01) <1:Then for n � m, x 2 X ,kPn(x; �)� �(�)kf � kf1=�k�V 01 C(�; x) B1���;q (x; n)where B�;q(x; n) is given by Theorem 7.4 and C(�; x) is de�ned byC(�; x) := �(V 01)� + nC(�)Æx 
 �(�) + Z�
 Æx(dy)�(dy0)fV 01(y) + V 01(y0)go�+ C(�)�(1� (1� ��)�)�1;with C(�) := sup(x;x0)2�(1� �x;x0(X ))�Rx;x0V 01(x) +Rx;x0V 01(x0)�:7.1.4 A parti
ular family of drift 
onditionsIn all the examples below (see se
tion 7.2), the drift 
onditions 
an most naturally be 
ast intothe following frameworkA1 P is aperiodi
 and  -irredu
ible.A2 there exist a small-set C,  (C)> 0, a measurable fun
tion V : X ! R+ and some positive
onstants Æ, ��, su
h that for any Æ � � � ��, there exist some 
onstants 
��Æ > 0, b��Æ <1and PV �(x) � V �(x)� 
��ÆV ��Æ(x) + b��Æ1IC(x): (7.21)In addition, V is norm-like and unbounded o� petite sets.Re
all that a measurable fun
tion is said to be unbounded o� petite sets, if for n < 1, the setfx 2 X : V (x) � ng is petite. Note that C 
an always be 
hosen as a level set. (A1-2) togethershows that the P is positive re
urrent and has an unique probability measure �. It has beenshown by Jarner and Roberts [50℄ (Lemma 3.5), that the drift 
ondition above 
an be derivedfrom the single drift 
onditionPV ��(x) � V ��(x)� 
V ���Æ(x) + b1IC(x) for some b <1; 
 > 0; (7.22)using 
onvexity arguments ; but 
he
king (7.21) for all � in a segment does not usually (perhaps
ounter-intuitively) require more e�orts than proving (7.22), and the 
onstants 
� and b� dire
tly159



obtained from (7.21) are in general tighter than those dedu
ed from the single drift 
ondition(7.22). We will dedu
e from (7.21) a family of drift 
onditions verifying (H3).Assume �rst that �� is not an integer multiple of Æ. Set q := b��=Æ
. For � 2 (0; �� � qÆ℄ and0 � i � q, de�ne Vi;�(x) := 1 + V �+iÆ(x):It is straightforward to 
he
k that sin
e V is norm-like, we 
an suppose without loss of generalitythat for any Æ � � � ��, infx2C
 V ��Æ(x) > 0 (see the 
omments above) and thus the fun
tionsVi;� verify the equation, 0 � i � q � 1,PVi+1;�(x) � Vi+1;�(x)� 
0i;�Vi;�(x) + b0i;�1IC(x)for some 
onstants 
0i;� > 0; b0i;� < 1. It is simple to show that (H1-3) are veri�ed under thestated 
onditions (A1-2). If �(Vq;�) <1 (a 
ondition, e.g., whi
h 
an be veri�ed if � is expli
itlyknown, as is the 
ase for Markov Chain Monte-Carlo algorithms), Theorem 7.3 applies and themaximal rate of 
onvergen
e for the total variation norm is S(q; n) � nq (as n!1). As shownbelow, when � is unknown, we may always verify Ex [V �(�)q;� ℄ < 1, for some 0 < �(�) � 1, andapply Theorem 7.4. Re
all that, by Theorem 10.4.9 of Meyn and Tweedie [72℄, for any nonnegative measurable fun
tion f , we may write�(f) = ZC �(dx)Ex "�C�1Xk=0 f(�k)#and thus �(f) <1 i� supx2C Ex hP�C�1k=0 f(�k)i <1. The problem now is to �nd a lower boundfor the maximal element of the subset Bq;� � [0; 1℄,Bq;� := f� 2 [0; 1℄; supx2C Ex "�C�1Xk=0 V �q;�(�k)# <1g:Note that, if � 2 [0; 1℄ is su
h that there exists some �0, Æ � �0 � �� verifying �(�+ qÆ) = �0� Æ,the dis
rete Dynkin's formula applied to (7.21) with � := �0 shows that � 2 Bq;�. The largestpossible lower bound (using the drift 
ondition (7.21)) is obtained by setting �0 := ��. Thus, forany � 2 (0; ��� qÆ℄, we may 
hoose �(�) := ��� Æ� + qÆ :Using Theorem 7.4, the rate is thus given by q(��� Æ)=(�+ qÆ). The largest rate (using this drift
ondition) is then obtained by letting � # 0 i.e. 
� := (��� Æ)=Æ.If �� is an integer multiple of Æ, we set q := ��=Æ � 1 and pro
eed as in the previous 
ase.We end up with the following resultProposition 7.6 Assume (A1-2). Let �� 2 [�� � Æ; ��℄ be su
h that �(V ��) < 1. Then for any0 � 
 < ��=Æ, we have for x 2 X ,(n+ 1)
 kPn(x; �)� �(�)kTV ! 0 as n!1:160



For any su
h 
 there is a 
onstant C
 (depending upon C, V , ��, ��, Æ, f
�g, fb�g) su
h thatfor all n � 0, x 2 X , kPn(x; �)� �(�)kTV � C
 (n+ 1)�
 (1 + V ��(x)):The expli
it expression of the 
onstant, not shown here, may be derived from the proof. We mayalso apply Theorem 7.5. For any 0 < � � ��=Æ, set f := 1 + V ����Æ and V 01;� := 1 + V � forsome (�� � �Æ) _ Æ < � � ��, where �� � Æ � �� � �� is su
h that �(V ��) < 1. Then, for any
 < ��=Æ and any (�� � �Æ) _ Æ < � � ��,lim supn (n+ 1)
(1�f����Æg=�) kPn(x; �)� �(�)kf <1; x 2 X ;and the rate is maximal when � " ��. Thus we have,Proposition 7.7 Assume (A1-2). Let �� 2 [�� � Æ; ��℄ be su
h that �(V ��) < 1. Then for any0 < � � ��=Æ, and 0 � 
 < �, x 2 X ,(n+ 1)
 kPn(x; �)� �(�)k1+V ����Æ ! 0 as n!1:For any su
h 
, there is a 
onstant C
 (depending upon C, V , ��, ��, Æ, f
�g, fb�g, �) su
h thatfor all n � 0, x 2 X ,kPn(x; �)� �(�)k1+V����Æ � C
 (n+ 1)�
 (1 + V ��(x)):7.2 ExamplesIn this se
tion, the 
hains are Rd-valued. We will denote < �; � > the s
alar produ
t, j � j theEu
lidean norm and r the di�erential operator. bs
 is the integer part towards minus in�nityof a real s.7.2.1 The symmetri
 Random Walk Hastings-Metropolis algorithmLet us 
onsider the symmetri
 random walk Hastings-Metropolis algorithm (hen
eforth namedthe Metropolis algorithm) on Rd. Denote Q(x; dy) the proposal kernel and � the target probabi-lity measure. When Q(x; dy) and �(dy) are absolutely 
ontinuous w.r.t. the Lebesgue measurei.e. Q(x; dy) = q(x; y)dy and �(dy) / p(y)dy, the transition kernel of the Metropolis 
hain isgiven by P (x; dy) := �(x; y)q(x; y)dy+ Æx(dy)�1� Z �(x; y)q(x; y)dy�where �(x; y) := 1 ^ p(y)q(y;x)p(x)q(x;y) is the a

eptan
e ratio (see Casella and Robert [96℄). The rate of
onvergen
e of the Metropolis algorithm depends on the behavior of the target density p in the161



tails. Mengersen and Tweedie [70℄, Roberts and Tweedie [98℄ and Jarner and Hansen [51℄ haveshown that the Metropolis algorithm is geometri
ally ergodi
 provided that the target densityis log-
on
ave in the tails. Fort and Moulines [39℄ have shown that the Metropolis algorithm
onverges at any polynomial rate, when the log density de
reases huperboli
ally at in�nity,log p(x) � �jxjs, 0 < s < 1, as jxj ! 1. In this example, we 
onsider densities on R whi
hare regularly varying in the tails. This 
lass 
ontains, among other, the Cau
hy distribution andmany other "heavy tailed" distributions ; we prove that for su
h a distribution, the Metropoliskernel is ergodi
 and for any x 2 R, 0 � 
 < (s� 1)=2,(n+ 1)
 kPn(x; �)� �(�)kTV ! 0 as n!1:Assume thatRW1 Q is absolutely 
ontinuous w.r.t. the Lebesgue measure Q(x; dy) := q(x; y)dy. In addition,Q is a symmetri
 random walk i.e. q(x; y) = q(y�x) and q(x�y) = q(y�x), Q is 
ompa
tlysupported and bounded away from zero on a neighborhood of the origin.RW2 the target distribution � is absolutely 
ontinuous w.r.t. the Lebesgue measure on R, witha positive twi
e 
ontinuously di�erentiable density p(x) regularly varying in the tails i.e.there exists 1 < s su
h that for large jxj, rp(x) < 0 andlimjxj!1 jxj r log p(x) = �s;0 < lim inf jxj2 jr2p(x)j=p(x)� lim sup jxj2 jr2p(x)j=p(x) <1:Lemme 7.8 Assume (RW1-2). Then, for any 0 < � < 1, there exists a non-empty 
ompa
t setC := C(�) su
h that for any 2 � � � �� < s+ 1,PV �(x) � V �(x)� 
��2V ��2(x) + b��21IC(x)where V (x) := jxj, b��2 <1 and 
��2 := � �=2 (s+ 1� �) R t2 q(t) dt > 0.Proof 8 The proof is in Appendix 7.6.2. �Under (RW1-2) the Metropolis algorithm is Lebesgue irredu
ible, aperiodi
 and any nonempty
ompa
t set is small (Roberts and Tweedie [98℄, Theorem 2.2.). Sin
e we know that �(V s0) <1,for any s0 < s� 1, then we dedu
e from the pre
eding dis
ussions and Propositions 7.6-7.7 thatfor any 0 � 
 < (s � 1)=2, there exists C
 <1 su
h that for x 2 X , n � 0 we havekPn(x; �)� �(�)kTV � C
 (n+ 1)�
 (1 + jxjs�1)and for any 0 < � � (s� 1)=2, and 0 � 
 < �, there exists C
 <1 su
h that for x 2 X ,kPn(x; �)� �(�)k1+jxjs�1�2� � C
 (n+ 1)�
 (1 + jxjs�1):The expression of the 
onstants 
an be dedu
ed from Lemma 7.8, (7.21) and Theorems 7.4-7.5. Itshould be stressed that the 
ondition �(V s0) <1, s0 < s�1, stems dire
tly from the assumption(RW2) but is also the maximal 
ondition (in the sense given above) that 
an be dedu
ed fromLemma 7.8. 162



7.2.2 Non linear state spa
e models (NSS)Let us 
onsider the following Rd-valued Markov Chain�n+1 = F (�n) +Wn+1;where fWng is an i.i.d. sequen
e of 
entered r.v. with distribution �, whi
h is absolutely 
onti-nuous w.r.t. the Lebesgue measure. The disturban
e sequen
e is independent of �0. Denote�(s) := R jwjs�(dw). Assume thatNSS 1 for any 
ompa
t K, and any Borel set A with positive Lebesgue-measure, there existsn0 > 0 su
h that infx2KPn0(x;A) > 0:NSS 2 The 
hain is aperiodi
.NSS 3 F is measurable and there exist 0 < Æ � 2, r > 0 and M <1 su
h thatjF (x)j � jxj�1� rjxj�Æ� for jxj �M;supjxj�M jF (x)j <1:NSS 4 there exists a real s > 2Æ su
h that �(s) <1 and if Æ = 2, r > s�12 �(2).Remark that (NSS1-2) is 
he
ked if F is bounded on 
ompa
t sets and the density of � ispositive. Non linear state spa
e models have re
eived a large attention in the literature (seeMeyn and Tweedie [72℄). Most of the 
ontributions fo
us on 
onditions implying V -uniformgeometri
 ergodi
ity (see Doukhan and Ghind�es [36℄ and Mokkadem [76℄) where (NSS3-4) issubstituted with jF (x)j � jxj �A for jxj � M , supjxj�M jF (x)j <1 and �(s) � A). The studyof NSS models under weaker 
onditions su
h as (NSS 3) has been initiated (among others) byTuominen and Tweedie [117℄ and Ango Nze [2℄ with 0 < Æ < 1. This model has later beenworked out by Veretennikov [121℄ who proved ergodi
ity at subgeometri
al rate (see below) forÆ = 2.Lemme 7.9 Assume (NSS1-4). Then for any 0 < � < 1, there exists a non-empty 
ompa
t setC := C(�) su
h that PV s(x) � V s(x)� 
(Æ)V s�Æ(x) + b(Æ)1IC(x)where V (x) := jxj, b(Æ) <1, and 
(Æ) := �sr if 0 < Æ < 2 and 
(2) := �s(r� (s� 1)�(2)=2).Proof 9 The proof is in Appendix 7.6.3. �In su
h 
ase, we may use Lemma 3.5. of Jarner and Roberts [50℄ to show (A2). A dire
t proofof (A2) is possible, but the resulting 
onstants (not shown here and used in 7.2.2) are moreinvolved.Under (NSS1), the transition kernel P is Lebesgue-irredu
ible and thus possesses a sub-invariantmeasure �. As proved in Mokkadem [76℄, for any non-empty 
ompa
t set C, 0 < �(C) <1, andby Theorem 3.1. of Tweedie [118℄, Lemma 7.9 implies that the 
hain is ergodi
 and �(V s�Æ) <1163



. Finally, sin
e � is aperiodi
 and irredu
ible, any non-empty 
ompa
t set C is petite and thus�m-small for somem � 1 (Theorem 5.5.7. in Meyn and Tweedie [72℄). Thus, by Lemma 7.9, (A1-2) are veri�ed. Then we apply Propositions 7.6-7.7 and establish that for any 0 � 
 < (s� Æ)=Æ,there exists a 
onstant C
 <1 su
h that for x 2 X , n � 0, we havekPn(x; �)� �(�)kTV � C
 (n+ 1)�
 (1 + jxjs�Æ):And for any 0 < � � (s� Æ)=Æ, and 0 � 
 < �, there exists C
 <1 su
h that for x 2 X , n � 0,kPn(x; �)� �(�)k1+jxjs�Æ��Æ � C
 (n + 1)�
 (1 + jxjs�Æ):The expression of the 
onstants 
an be dedu
ed from Lemma 7.9, (7.22) and Theorems 7.4-7.5. Previously reported results on this model only provide rate of 
onvergen
e. For Æ = 2,Veretennikov [121℄ shows the existen
e, under (NSS), of a 
onstant C < 1 su
h that for allx 2 X , kPn(x; �)� �(�)kTV � C (n+ 1)�k (1 + jxjm);for any 2 < m � s � 2 and k < m=2. This result is similar to our assertion. For 0 < Æ < 1,Tuominen and Tweedie [117℄ establishes that for any x 2 X ,(n+ 1)k kPn(x; �)� �(�)kTV �! 0 as n!1; (7.23)for any 0 � k � s � 1 ; whi
h is weaker than our result. In addition, they assume (NSS1-3)but substitute (NSS 4) by the stronger 
ondition s � 2. Finally, under (NSS1-4), Ango Nze [3℄establishes (7.23) for 0 � k � s=Æ � 2 when 0 < Æ < 1. To our best knowledge, the results for1 � Æ < 2 have not been worked out before.Numeri
al experimentsIn the numeri
al illustration, we assume that d = 1, Æ = 2,F (x) := x� sign(x) rM_jxj if jxj � 1F (x) := F (1)x if jxj � 1and � � N (0; �2). We (arbitrarily) set s := 11, r := 46, M := 7, �2 := 4 and we verify (H2)with m = 1, C = [�8; 8℄, D = [�11; 11℄,�x;x0(dy) = �x�;x0�(dy) := n1Ify�(F (x�)+F (x0�))=2g N�F (x�) _ F (x0�); �2�dy+ 1Ify>(F (x�)+F (x0�))=2g N�F (x�) ^ F (x0�); �2�dyo;and �x�;x0�(X ) = �� = �+ = 1:9522e� 03, for (x�; x0�) = (11; 1), where N (a; �2) is the p.d.f. ofthe Gaussian distribution with mean a and varian
e �2. We verify (H3) with q := 5,Vk(x) := � 4Yj=kAj��1 + jxj1+2k� and � 4Yj=5Aj� = 1 Ak := (1 + 2(k+ 1))�r� 2(k+ 1)�2=2�=5164



and k 0 1 2 3 4Ak 2:5200e+ 01 3:8000e+ 01 4:7600e+ 01 5:4000e+ 01 5:7200e+ 01bk 1:6158e+ 09 2:0140e+ 09 2:9209e+ 09 4:4003e+ 09 7:1453e+ 09ak 4:3636e� 02 7:2937e� 01 8:7665e� 01 9:2689e� 01 9:4702e� 01whi
h implies �(V4) < 1. To illustrate Theorem 7.3, we 
ompute Bl(�; n) := R �(dx)Bl(x; n),1 � l � 4, for some probability �. To that goal, we set�4 := Z �(dy)jyj1+4Æ �4 := Z �(dy)jyj1+4Æand use the upper bounds, 1 � l � 4,Z �(dy)�(dy0)Wl(y; y0) � 1 + �m(V0) l�1Yk=0 ak��1 � 4Yk=lAk� �2 + �(1+lÆ)=(1+4Æ)4 + �(1+lÆ)=(1+4Æ)4 �;�4 � 1 + (supC V5 + b4) = 1:2492e+ 08:Thus Bl(�; n) is upper bounded by a fun
tion of (�4; n) whi
h is drawn in Figure 7.1. In Table7.1, we 
olle
t the minimal bound inf1�l�4Bl(�; n).Remark Be
ause of the symmetry of the drift fun
tions and of the model presented in thisexample, the uniform minorization used above leads (perhaps surprisingly) to a better boundthan the one given by the lo
al Doeblin 
ondition. Indeed, one 
ould verify (H2) by 
hoosing�x;x0(dy) := n1Ify�(F (x)+F (x0))=2g N�F (x) _ F (x0); �2�dy+ 1Ify>(F (x)+F (x0))=2g N�F (x) ^ F (x0); �2�dyo:It appears that su
h a 
hoi
e does not modify the values of the entries of the matrix Am sin
esup(x;x0)2� lXi=0 S(i;m) (1� �x;x0(X )) Z Rx;x0(x; dy)Rx;x0(x0; dy0)Wl�i(y; y0)= (1� �x�;x0�(X )) sup(x;x0)2� lXi=0 S(i;m) Z Rx�;x0�(x; dy)Rx�;x0�(x0; dy0)Wl�i(y; y0);the bound obtained with su
h 
hoi
e is worse than the bound obtained by the uniform minori-zation 
ondition, be
ause in this 
ase, �+ = 1.165



7.3 Ergodi
ity at a general rateIn this se
tion, we generalize the results of Se
tion 7.1 to deal with non polynomial rate fun
tions.De�ne � := nr : N! [1;1); r(n) " +1 and 8 n;m 2 N; r(n+m) � r(n)r(m)o:� in
ludes both geometri
al sequen
es and sub-geometri
al sequen
es de�ned e.g. in Stone andWainger [110℄. De�ne�
 := nr : N! [1;1); r(n) " +1 and 9 �r : N! R+; 8(n1; � � � ; nk) 2 Nk;r� kXj=1 nj� � �r(k) kXj=1 r(nj) and limn �r(n)=r(n) = 0o; (7.24)whi
h in
ludes rate fun
tions of the form fnq _ 1g lnl(n _ 2) (but not geometri
al sequen
es).We set by 
onvention that r(+1) = +1. Finally, for a positive sequen
e r = fr(n)g, we de�ner0 = fr0(n)g r0(n) := nXj=0 r(j); (7.25)and set by 
onvention that r0(�1) := 0. The aim of this se
tion is to substitute (H3-4) withdrift 
onditions adapted to the rate fun
tions r in the 
lasses des
ribed above. AssumeH5 There exist a non-de
reasing sequen
e r = fr(n)g � 1, a sequen
e of measurable fun
tionsgn : X ! [1;1), gn(x) � r(n) on D and a non-negative sequen
e fb(n)g su
h thatPgn+1(x) � gn(x) + b(n)1IC(x); (7.26)~r(n) := r(n) n�1Yk=0(1 +  (k))�1 � 1 where  (n) := b(n)r(n) + infD
 gn ; ~r(0) := r(0)(7.27)supD g0 <1:In addition, �(g0) <1.By (7.26), and using that gn(x) � r(n), the Dynkin's formula (Theorem 11.3.1. in Meyn andTweedie [72℄) implies that for any l � 0,Ex [r(�C + l)℄ � Ex [g�C+l(��C)℄ � gl(x) + b(l)1IC(x): (7.28)Sin
e supC g0 <1, (7.28) implies that C is re
urrent. If C is a petite set, � is re
urrent and (H1)is automati
ally veri�ed. In addition, we have theProposition 7.10 Let P be a transition kernel on (X ;B(X )) and C 2 B(X ). Set gn(x) :=Exhr(n+ �C)i, n � 0, where �C is the hitting-time on C and r = fr(n)g � 1.166



(i) fgng satis�es the identity Pgn+1(x) = gn(x); x 2 C
;Pgn+1(x) = Exhr(n+ �C)i; x 2 C:(ii) The fun
tions fgng are the minimal pointwise solution to the inequalitiesPg0n+1(x) � g0n(x); x 2 C
;g0n(x) � r(n):Proof 10 The proof is in Appendix 7.6.1. �As above, the 
ondition (7.27) will be used to 
ontrol some moment of the return-time of (X;X 0)to �. The proof is in Proposition 7.20. Finally, when � is not expli
itly known, the 
ondition�(g0) < 1 
an often be 
he
ked by using the following 
ondition : there exist A 2 B(X ),�(A) > 0, a measurable fun
tion G : X ! [1;1), bounded on A, and a 
onstant b < 1 su
hthat PG(x) � G(x)� g0(x) + b1IA(x): (7.29)The proof follows immediately from the Comparison Theorem and the representation of theinvariant measure given in Theorem 10.4.9 of Meyn and Tweedie [72℄. De�neW0(x; x0) := 1I�(x; x0)~r(0) + 1I�
(x; x0)fg0(x) + g0(x0)g=2 (7.30)Wm(x; x0) := 1I�(x; x0)~r(m) + 1I�
(x; x0) m�1Yk=0 (1 +  (k))�1 fgm(x) + gm(x0)g=2and Am := sup(x;x0)2� (1� �x;x0(X )) Z Rx;x0(x; dy)Rx;x0(x0; dy0)Wm(y; y0); (7.31)where Rx;x0 is given by (7.18). (H5) implies that Am <1 and for any x 2 X , Æx 
 �(W0) <1.Then we haveTh�eor�eme 7.11 Assume (H1-2) and (H5). For any x 2 X , n � m, kPn(x; �) � �(�)kTV �B~r(x; n) with(i) if Am < 1 and ~r 2 �,B~r(x; n) := �+�1� Am��1Æx 
 �(W0)~r(n+ 1�m) +Pj�n+1�m(1� �+)j�(n�m)f~r(j + 1)� ~r(j)g;and (�+;W0; Am) are given by (7.20), (7.30) and (7.31).(ii) if ~r 2 �
,B~r(x; n) := �+ nB1 + B2 Æx 
 �(W0)o~r(n+ 1�m) +Pj�n+1�m(1� �+)j�(n�m)f~r(j + 1)� ~r(j)g;167



B1 := Am Xj�0(1� ��)j�1 j �~r(j + 1) B2 :=Xj�0(1� ��)j �~r(j + 1)and (�+; �~r;W0; Am) are given by (7.20), (7.24), (7.30) and (7.31).When ~r 2 � and Am � 1, Theorem 7.11(i) does not apply ; it may also happen that for a giveninitial point x and a number of iteration n, one 
omputes a better bound by applying Theorem7.11 with a fun
tion rate r� lower than ~r. Theorem 7.11 
an be generalized as followsTh�eor�eme 7.12 Assume (H1-2) and (H5). Let r� = fr�(n)g be a sequen
e and � be an in
rea-sing 
on
ave fun
tion su
h that for any n � 0, r�(n) � �(~r(n)). De�neA�m := sup(x;x0)2� (1� �x;x0(X )) Z Rx;x0(x; dy)Rx;x0(x0; dy0)��Wm(y; y0)�:For any x 2 X , n � m, kPn(x; �)� �(�)kTV � Br�(x; n) with,(i) if A�m < 1 and r� 2 �,Br�(x; n) := �+�1�A�m��1 Æx 
 ���(W0)�r�(n+ 1�m) +Pj�n+1�m(1� �+)j�(n�m)fr�(j + 1)� r�(j)gand (�+;W0) are given by (7.20) and (7.30).(ii) if r� 2 �
,Br�(x; n) := �+ nB1 +B2 Æx 
 ���(W0)�or�(n+ 1�m) +Pj�n+1�m(1� �+)j�(n�m)fr�(j + 1)� r�(j)g;B1 := A�m Xj�0(1� ��)j�1 j �r�(j + 1) B2 :=Xj�0(1� ��)j �r�(j + 1)and (�+; �r�;W0) are given by (7.20), (7.24) and (7.30).(iii) if ~r 2 �
,Br�(x; n) := ���+Pj�0(1� ��)j�1 �~r(j + 1)fjAm + (1� ��)Æx 
 �(W0)g�r�(n+ 1�m) +Pj�n+1�m(1� �+)j�(n�m)fr�(j + 1)� r�(j)g:7.3.1 Geometri
al ergodi
ityThe drift 
ondition above is dire
tly veri�ed by V -geometri
ally ergodi
 
hains. Assume thatH6 there exist a Lyapunov's drift fun
tion V : X ! [1;1), bounded on D, and some 
onstants0 < �� < 1 and b <1 su
h thatPV (x) � ��V (x) + b1IC(x); (7.32)�� + b1 + infD
 V < 1: (7.33)168



Condition (H5) is satis�ed upon setting gn(x) := ��n� V (x), r(n) := ��n� and b(n) := ��(n+1)� b.In su
h 
ase,  (n) :=  = ��1� b1 + infD
 Vand (7.27) is implied by (7.33). (7.33) is similar to the 
ondition (41) of Roberts and Tweedie [99℄.Nevertheless, our approa
h di�ers in the de�nition of the set � ; note also that our results dire
tlyapply for any m in the minorization 
ondition (H2). Denote�� := ��� + b1 + infD
 V ��1; (7.34)it follows from (7.30) that Wm(x; x0) = �m� W0(x; x0). We apply Theorem 7.12 with r�(n) :=�(�n� ) where � : x 7! xln�= ln��, 1 � � � ��. SetW (x; x0) := 1I�(x; x0) + 1I�
(x; x0)fV (x) + V (x0)g=2;de�ne for 1 < � � ��,A(�) := �m sup(x;x0)2� (1� �x;x0(X )) Z Rx;x0(x; dy)Rx;x0(x0; dy0)W (y; y0)ln�= ln�� : (7.35)Note that A(�) is �nite for � 2 [1; ��℄ but is not ne
essarily less than 1. Sin
e A(1) � 1� �� < 1and � 7! A(�) is a 
ontinuous fun
tion, one may �nd � > 1 su
h that A(�) < 1. De�ne thelargest value �FM su
h that A(�) < 1 for 1 < � < �FM . Finally, denoteWx;�(�) := Æx 
 ��W ln�= ln���: (7.36)Th�eor�eme 7.13 Assume (H1-2) and (H6). Then for any 1 < � < �FM , x 2 X , n � m,kPn(x; �)� �(�)kTV � B�(x; n) withB�(x; n) := ��(n+1�m)�1� (1� �+)�� �1�A(�)��1 Wx;�(�)and (�+; A(�);Wx;�(�)) are given by (7.20), (7.35) and (7.36).If (H2) is substituted with the uniform minorization, i.e. for all x 2 C, A 2 B(X ),Pm(x;A) � ��m(A) (7.37)for some � > 0 and a measure of probability �m, then we 
an easily 
ompute a lower boundfor �FM and 
ompute �̂ := �̂(x; n) whi
h minimizes the bound B�(x; n) for any given (x; n).Following Roberts and Tweedie [99℄, de�ne � := C � C,M := 12 sup(x;x0)2� h��(V (x) + V (x0)) + 2bi J := �m� �M � ��;and � := lnWx;�(��)ln �� � := ln(J=(1� �))ln �� :169



Then, as proved in Theorem 2.3. and Theorem 5.1. of Roberts and Tweedie [99℄, we haveexp�� ln �� ln(1� �)ln J � ln(1� �) � � �FM � ��;and B�(x; n) is approximatively minimized at � = �̂ where�̂(x; n) := h(1� �)�1 + �n+ 1�m� ��i�1=�: (7.38)7.3.2 Example : A re
e
ting Random walkConsider the random walk on N de�ned by P (n; n� 1) = p > 0:5, P (n; n + 1) = q := 1� p forn > 0 and P (0; 0) = �. We assume that P (0; 1) = 1��. Denote mC (resp. mD) the non negativeintegers su
h that C := f0; � � � ; mCg (resp. D := f0; � � � ; mDg). Values of �FM (determined fromTheorem 7.13) are given in Table 7.2 for di�erent p and �. To that goal, we set�x;x0(dy) := mD+mXk=0 �Pm(x; k) ^ Pm(x0; k)�Æk(dy):For the model (a), (b) and (
), we verify (7.32) with the kernel P , and�� :=p4pq V (x) := (pp=q)(x�mC)_0 b := supx2C PV (x)� ��V (x):In 
ase (a'), we 
onsider some m-skeleton Q = Pm. It is easily shown that QV (x) � �mV (x) +bm1IC(x) with � := p4pq, V (x) := (pp=q)(x�1)_0 andbm := supx2C �p+ (1� p)pp=q � ����m�11If0;1g(x) + m�1Xk=1 �m�1�k fP k(x; 0)+ P k(x; 1)g�:Remark that the rate obtained using the m-skeleton is worse than the rate derived from the
onstru
tion outlined here. In Table 7.3, we 
he
k (H2) by using a uniform minorization 
onditionwith � := inf(x;x0)2�Pm(x; 0)^ Pm(x0; 0) �m(dy) := Æ0(dy):It is easily seen that in su
h 
ase the non-uniform Doeblin 
ondition leads to better bounds. InTable 7.4, we apply the results of Roberts and Tweedie [99℄ : in 
ases (a), (b) and (
), we verify(7.37) with C = f0; 1g, m = 1, � = � and �1(dy) = Æ0(dy), as suggested in their Example 1. In
ases (b) and (
), (H6) is established with�� :=p4pq V (x) := (pp=q)x b := supx2C PV (x)� ��V (x);170



but in 
ase (a), (7.33) does not hold. We over
ome this by making C larger (
ase (a')) and prove(H6) as in Table 7.2 (a'). The values of the rate �RT de�ned by Theorem 2.3. of Roberts andTweedie [99℄ is given in Table 7.4. It is worthwhile to note that ��1FM (given in Table 7.2) issharper than ��1RT .We �nally 
omputeB�(x; n) for the model (
) : we use the inequalityWx;�(�) � Wx;�(��)ln�= ln��and 
ompute B� for di�erent values of Wx;�(��) and di�erent number of iterations n. We 
he
k(H6) as in Table 7.2 (
). In Table 7.5, the bound is 
omputed by verifying (7.37) as in Table7.3 (
), and for given (Wx;�(��); n), we evaluate B� at � := �̂ su
h as de�ned by (7.38). InTable 7.6, we 
onsider the general minorization 
ondition (H2) as in Table 7.2 (
), and for given(Wx;�(��); n), we evaluate B� at� := h(1� ��)�1 + ~�n+ 1�m� ��i�1=~�;where ~� := �m� ln(0:5 sup�fRx;x0V (x) +Rx;x0V (x0)g)ln �� :These numeri
al results show that the lo
al Doeblin 
ondition leads to better bounds than theuniform minorization 
ondition.7.3.3 Some extensionsIn this last se
tion, we adapt the drift 
riterion introdu
ed by Tuominen and Tweedie [117℄.H7 There exist a sequen
e of measurable fun
tions gn : X ! [1;1), gn � r(n)!, a measurablefun
tion ! : X ! [1;1), some sequen
es fr(n)g � 1 and fb(n)g < 1 and a 
onstant0 � a <1 su
h that for all n � 0,Pgn+1(x) � gn(x)� r(n)!(x) + b(n)1IC(x); (7.39)r(n)!(x)� b(n) � r(n)a; x 2 D
; (7.40)supD g0 <1 and supD Pmg0 <1:In addition, �(g0) <1.If there exists b < 1 su
h that b(n) � r(n)b, then (7.39) is the drift 
riterion introdu
ed byTuominen and Tweedie [117℄. As above, we haveProposition 7.14 Let P be a transition kernel on (X ;B(X )) and C 2 B(X ). Set gn(x) :=ExhP�Ck=0 r(n + k)!(�k)i, n � 0, where �C is the hitting-time on C, r = fr(n)g � 1 and! : X ! [1;1) is measurable.(i) fgng satis�es the identityPgn+1(x) = gn(x)� r(n)!(x); x 2 C
;Pgn+1(x) = Exh �CXk=1 r(n+ k)!(�k)i; x 2 C:171



(ii) The fun
tions fgng are the minimal pointwise solution to the inequalitiesPg0n+1(x) � g0n(x)� r(n)!(x); x 2 C
;g0n(x) � r(n)!(x):Proof 14 The proof is on the same lines than the proof of Proposition 7.10 and is omitted. �Thus (H7) Eq. 7.39 and Proposition 7.14 imply that for any l � 0,Exhr0(�C + l)i � r0(l� 1) + Exh �C�1Xk=0 r(k)!(�k)i+ Exhg�C+l(��C)i � gl(x) + b(l)1IC(x); (7.41)where r0 is de�ned by (7.25). (7.40) is to 
ontrol the same moment of the return-time to �of (X;X 0) and is 
he
ked for D large enough if ! is a norm-like fun
tion. Finally, when � isnot expli
itly known, the 
ondition �(g0) < 1 
an often be 
he
ked by using the following
ondition : there exist A 2 B(X ), �(A) > 0, a measurable fun
tion G : X ! [1;1), bounded onA, and a 
onstant b <1 su
h thatPG(x) � G(x)� g0(x) + b1IA(x): (7.42)The proof follows immediately from the Comparison Theorem and the representation of theinvariant measure given in Theorem 10.4.9 of Meyn and Tweedie [72℄. When substituting (H5)by (H7), we have analogous results to Theorems 7.11 and 7.12 with improved 
onvergen
e rate.Proposition 7.15 Assume (H1-2) and (H7). Then Theorem 7.11 and Theorem 7.12 hold byrepla
ing ~r with r0 and de�ning Wl, l = 0; m byWl(x; x0) := 1I�(x; x0)r0(l) + 1I�
(x; x0)nr0(l� 1) + fgl(x) + gl(x0)g=((1+ a) ^ 2)o:7.3.4 Example : Non linear state spa
e modelTo illustrate Proposition 7.15, we revisit the non linear state spa
e model (see Se
tion 7.2).De�ne q := � s=Æ � 1 if s is an integer multiple of Æ;bs=Æ
 otherwise:Set gn(x) := ExhP�Ck=0 r(n + k)!(�k)i, with r(n) := S(q � 2; n + 1) and !(x) := 1 + jxj� forsome 0 < � � s�qÆ. Then by Proposition 7.14, we have Pgn+1(x) � gn(x)�r(n) !(x) on C
. Inaddition, by use of Lemma 7.9, we prove that supn supx2C r(n)�1 ExhP�Ck=1 r(n+k)!(�k)i <1so that (7.39) is 
he
ked. Sin
e ! is a norm-like fun
tion, (7.40) is automati
ally veri�ed. Finally,g0 is upper bounded by a linear 
ombination of the fun
tions 1+ jxj�+kÆ, 0 � k � q�1 and thus,�(g0) < 1. Hen
e, (H7) is veri�ed and Proposition 7.15 provides a dire
t route to determine
omputational bounds. Numeri
al evaluations (not presented here) however show that thesebounds are worse than those 
omputed using Theorem 7.3. It is also possible to use Proposition7.15 to determine the "maximal rate of 
onvergen
e".172



Lemme 7.16 Assume (NSS). For any 0 < � � s� qÆ, (H7) holds with r� 2 � given byr�(n) := S(q � 1; n+ 1) 1(q�1)��2+ s��Æ �;!(x) := 1 + jxj�, fb(n)g and fgng de�ned by Proposition 7.14. Thus for x 2 X ,kPn(x; �)� �(�)kTV � Br0� (x; n) lim supn n�1+(s��)=Æ Br0�(x; n) <1;with Br0�(x; n) given by Proposition 7.15.Proof 16 The proof (see Appendix 7.6.4), based on the H�older's inequality, follows from Theorem2 of Ango Nze [3℄. �The maximal rate of 
onvergen
e nk� is obtained by letting � # 0 whi
h yields tok� := s � ÆÆ ;whi
h is similar to the rate obtained by use of the results of Se
tion 7.1. This se
ond approa
hmay lead to very large bounds. Indeed, in the present 
ase, we have to 
hoose D in su
h a waythat r�(n)�1 + jxj��� b(n) � r�(n)a > 0; x 2 D
:Through the proof of Lemma 7.16, it may be shown that b(n) � r�(n)b where b depends uponsupx2C jxjs�Æ and of the 
onstants 
(Æ), b(Æ) appearing in Lemma 7.9. This 
ondition may leadto a set D far larger than the one obtained by establishing the 
onditions (H3). This is exa
tlywhat happens when 
onsidering the numeri
al example de�ned in Paragraph 7.2.2. To 
he
kthe 
ondition (H7) with C = [�8; 8℄, we have to 
hoose D = [�1150; 1150℄ and obtain a :=4:0137e� 01. If we suppose that m = 1, then we have �� < 2� 289�1 exp(�0:5 2892)=p2� andthe bound 
an only be 
omputed by assuming m > 1 in order to obtain a reasonably large �� ;but this assumption leads to 
umbersome 
omputations.7.4 Proofs7.4.1 The 
oupling te
hniqueAssume (H2). We de�ne a markovian pro
ess Z = fZn = (Xn; X 0n; dn)g where Xn and X 0n areX -valued, and dn is a \bell variable" taking values 0 and 1. The bell rings (i.e. dn = 1) whenthe pro
esses X and X 0 are 
oupled. Sample X0 (resp. X 00) from � (resp. �0) and set d0 = 0 ;then pro
eed as follows(C 1) if dn = 0 and(i) (Xn; X 0n) =2 �, then set dn+1 = 0 and sample independently Xn+1 and X 0n+1 fromthe distribution P (Xn; �) and P (X 0n; �).173



(ii) (Xn; X 0n) 2 �, draw � � �Xn;X 0n=�Xn;X 0n(X ) and{ with probability �Xn;X 0n(X ), set dn+1 = 1 and Xn+1 = X 0n+1 = �.{ with probability 1� �Xn;X 0n(X ), set dn+1 = 0 and sample Xn+1 � RXn;X 0n(Xn; �)(resp. X 0n+1 � RXn;X 0n(X 0n; �)).(C 2) if dn = 1, set dn+1 = 1, draw Xn+1 � P (Xn; �) and set X 0n+1 = Xn+1,where Rx;x0 is the residual kernel given by (7.18). It is easily seen that Z is an homogeneousMarkov Chain with transition kernel P � on (X � X � f0; 1g;B(X � X � f0; 1g)) given byP ��(x; x0; d); A� A0 � fig� := 1I��f0g(x; x0; d)h1If1g(i) �x;x0(A \A0)+ 1If0g(i) �1� �x;x0(X )� Rx;x0(x;A) Rx;x0(x0; A0)i+ 1I�
�f0g(x; x0; d)1If0g(i)P (x;A)P (x0; A0) + 1If1g(d)1If1g(i)P (x;A\A0):Denote (
;F) the 
anoni
al spa
e of the 
hain, and P�;�0;i (resp. E�;�0 ;i) the probability (resp.the expe
tation) on (
;F) for the initial distribution � 
 �0 
 Æi. Endow the probability spa
ewith the natural �ltration Fn := ��Zk ; k � n�:If m = 1, we dedu
e easily from the 
onstru
tion above that for any A 2 B(X ), (x; x0) 2 X �X ,n � 1 Px;x0;0(Xn 2 A) = Pn(x;A) Px;x0;0(X 0n 2 A) = Pn(x0; A):For m > 1, this property does not hold and we have to de�ne a sequen
e of r.v. f ~Zn =( ~Xn; ~X 0n; ~dn)g on (
;F) for whi
h Px;x0;0( ~Xn 2 A) = Pn(x;A)$ and Px;x0;0( ~X 0n 2 A) =Pn(x0; A). The following pro
edure is adapted from Kalashnikov [52℄. Set Q0 := 0 and ~Z0 := Z0 ;then pro
eed as follows(C 1) if dn = 0,{ if (Xn; X 0n) =2 �, set Qn+1 := Qn + 1 and ~ZQn+1 := Zn+1.{ if (Xn; X 0n) 2 �, set Qn+1 := Qn + m and ~ZQn+1 := Zn+1. Sample f ~XQn+kg (resp.f ~X 0Qn+kg), 1 � k � m � 1, from the distribution of f�kg, 1 � k � m� 1 
onditionallyto �0 = ~XQn (resp. �0 = ~X 0Qn) and �m = ~XQn+1 (resp. �m = ~X 0Qn+1). Finally, set~dQn+k := ~dQn , 1 � k � m� 1.(C 2) if dn = 1, set Qn+1 := Qn + 1 and ~ZQn+1 := Zn+1.Here, � = f�ng is a Markov pro
ess with transition kernel P .Proposition 7.17 Assume (H2). For (x; x0) 2 X � X , A 2 B(X ), n � 1,Px;x0;0� ~Xn 2 A� = Pn(x;A) Px;x0;0� ~X 0n 2 A� = Pn(x0; A):Proof 17 The proof 
an be adapted from Kalashnikov [52℄. It is omitted for brevity. �174



7.4.2 Ergodi
ity and 
oupling timeDe�ne the Fn-adapted 
oupling-time T asT := inffn � 1; ~dn = 1gand the su

essive Fn-adapted return-time to � of the pro
ess (X;X 0)T0 := inffk � 0; (Xk; X 0k) 2 �g;Tn+1 := inffk � Tn + 1; (Xk; X 0k) 2 �g; (7.43)with the 
onvention that inf ; = +1 ant T�1 = �1. By Proposition 7.17 and the de�nition ofT , it holds kPn(x; �)� �(�)kTV � Px;�;0�T > n�: (7.44)The tails of the 
oupling time are 
ontrolled by using the Markov's inequality. We haveLemme 7.18 Assume (H1-2). For a non-negative and non-de
reasing sequen
e r = fr(n)g ,Px;�;0(T > n) � Ex;�;0hr(T �m)ir(n+ 1�m) +Pj�n+1�m(1� �+)j�(n�m)fr(j + 1)� r(j)g :Proof 18 The proof is dire
tly adapted from Roberts and Tweedie [99℄, Theorem 4.1. �De�ne the hitting-time sequen
e �n�0 := T0 �n+1 := Tn+1 � Tn = � Æ �Tn : (7.45)7.4.3 Polynomial rates : proofs of Theorems 7.3, 7.4 and 7.5Proposition 7.19 Assume (H3). Then for any 0 � l � q � 1, and (x; x0) 2 �
,� lYk=0 ak�Ex;x0 ;0h ��1Xk=0S(l; k+ 1)nV0(Xk) + V0(X 0k)oi � Vl+1(x) + Vl+1(x0): (7.46)Proof 19 The �rst step is to prove that for any 0 � i � q � 1, (x; x0) 2 �
,ai Ex;x0 ;0h ��1Xk=0fVi(Xk) + Vi(X 0k)gi � Vi+1(x) + Vi+1(x0): (7.47)175



De�ne Wi(x; x0; d) = Wi(x; x0) := Vi(x) + Vi(x0) for d = 0; 1. Then for (x; x0) 2 �
,P �Wi+1(x; x0; 0) � Wi+1(x; x0)�Wi(x; x0) + bif1IC(x) + 1IC(x0)g� Wi+1(x; x0)�Wi(x; x0) + bif1IC�D
(x; x0) + 1ID
�C(x; x0)g:On D
, bi � (1� ai)Vi(x0) and it follows that on �
,P �Wi+1(x; x0; 0) � Wi+1(x; x0)� aiWi(x; x0);whi
h implies (7.47) by use of the Comparison Theorem. Note that (7.47) implies that � is �nitePx;x0;0-p.s. The proof is 
on
luded by indu
tion : (7.47) establishes the proposition for i = 0.Assume that (7.46) holds for some 0 � i < q � 1, i.e. for all (x; x0) 2 �
,� iYj=0 aj�Ex;x0 ;0h ��1Xk=0S(i; k+ 1)fV0(Xk) + V0(X 0k)gi � Vi+1(x) + Vi+1(x0):Then for (x; x0) 2 �
,fVi+2(x) + Vi+2(x0)g � ai+1Ex;x0 ;0h ��1Xk=0fVi+1(Xk) + Vi+1(X 0k)gi� ai+1� iYj=0 aj� Ex;x0 ;0h ��1Xk=0 EXk ;X 0k;0h ��1Xj=0 S(i; j+ 1)fV0(Xj) + V0(X 0j)gii� � i+1Yj=0 aj� Ex;x0 ;0h ��1Xk=0S(i+ 1; k+ 1)fV0(Xk) + V0(X 0k)gi;by use of the Markov property in the last inequality. �Proof of Theorem 7.3 De�ne O(j) := fdTj�1+1 = 0g with the 
onvention O(0) := 
, andset T 0j := Tj + j(m� 1). We show, by indu
tion on j, that for 1 � l � q,Ex;x0 ;0hS(l; T 0j) 1IO(j)i � < Ajm W (x; x0); el > : (7.48)The indu
tion implies that Tj1IO(j) <1 Px;x0;0-p.s. For j = 0, Proposition 7.19 shows thatEx;x0 ;0hS(l; T0)i � 1I�(x; x0) + 1I�
(x; x0)tl(x; x0) = Wl(x; x0) (7.49)and (7.48) holds. Remark in addition that by (7.10) and (7.49), we haveEx;x0 ;0hS(l;m+ T0)i = lXk=0S(l� k;m)Ex;x0 ;0hS(k; T0)i � lXk=0 S(l� k;m)Wk(x; x0):176



Let j � 1. The indu
tion assumption implies that Tk1IO(k) < 1 Px;x0;0-p.s. for any 0 � k < j.Note that O(j) � O(j � 1). It follows from the de�nition of T 0j and (7.10) thatEx;x0 ;0hS(l; T 0j) 1IO(j)i = lXk=0 Ex;x0 ;0hS(k; T 0j�1) S(l� k; �j +m� 1) 1IO(j)i= lXk=0 Ex;x0 ;0hEx;x0 ;0hS(l� k; �j +m� 1)1If0g(dTj�1+1)jFTj�1iS(k; T 0j�1) 1IO(j�1)i:Sin
e �j +m� 1 = m� 1 + � Æ �Tj�1 , then the strong Markov property implies thatEx;x0 ;0hS(l; T 0j) 1IO(j)i = lXk=0 Ex;x0 ;0h�1� �XTj�1 ;X 0Tj�1 (X )��Z RXTj�1 ;X 0Tj�1 (XTj�1; dz)RXTj�1;X 0Tj�1 (X 0Tj�1; dz0)Ez;z0 ;0hS(l� k;m+ T0)iS(k; T 0j�1) 1IO(j�1)i� lXk=0Am(l� k)Ex;x0 ;0hS(k; T 0j�1) 1IO(j�1)i � < Ajm W (x; x0); el > :We now 
on
lude the proof. The sets O(j) \ fdTj+1 = 1g, j � 0, de�ne a partition of 
 ; sin
ePx;x0;0�dTj+1 = 1jFTj�1If0g(dTj�1+1) = Px;x0;0�dTj+1 = 1jFTj�1If0g(dTj) = �XTj ;X 0Tj (X ) � �+;thenEx;x0 ;0hS(l; T �m)i =Xj�0 Ex;x0 ;0hS(l; T 0j)1IO(j)\fdTj+1=1gi� �+ Xj�0 Ex;x0 ;0hS(l; T 0j) 1IO(j)i � �+ < (I � Am)�1W (x; x0); el > :The proof is 
on
luded by applying Lemma 7.18.Proof of Theorem 7.4 De�ne rl(n) := �S(l; n)�� : The proof is similar to the previous oneand relies on the Jensen's inequality. De�ne �(x) := jxj�. Proposition 7.19 implies that for any1 � l � q, Ex;x0 ;0hrl(T 00)i := Ex;x0 ;0h��S(l; T 00)�i � ��Wl(x; x0)�: (7.50)Note in addition thatEx;x0 ;0hrl(m+ T 00)i � lXk=0 rl�k(m)Ex;x0 ;0hrk(T 00)i � lXk=0 rl�k(m)��Wk(x; x0)�:177



We show by indu
tion that for any 0 � k � j, 1 � l � q,Ex;x0 ;0hrl(T 0k)1IO(k)i � < �A(�)m �k �(W (x; x0)); el > : (7.51)Eq. (7.50) shows that (7.51) is true for j = 0. Assume that (7.51) is veri�ed for j � 1. Then,Ex;x0 ;0hrl(T 0j)1IO(j)i � lXk=0 Ex;x0 ;0hrk(T 0j�1) rl�k(�j +m� 1) 1IO(j)i� lXk=0 Ex;x0 ;0hEx;x0 ;0hrl�k(�j +m� 1)1If0g(dTj�1+1)jFTj�1irk(T 0j�1) 1IO(j�1)i� lXk=0 Ex;x0 ;0h�1� �XTj�1 ;X 0Tj�1 (X )��Z RXTj�1 ;X 0Tj�1 (XTj�1 ; dz)RXTj�1;X 0Tj�1 (X 0Tj�1 ; dz0)Ez;z0 ;0hrl�k(m+ T0)irk(T 0j�1) 1IO(j�1)i� lXk=0A(�)m (l� k)Ex;x0 ;0hrk(T 0j�1) 1IO(j�1)i � < �A(�)m �j ��(W (x; x0)�; el > :We 
on
lude by applying Lemma 7.18. Remark that jÆx 
 ���(W )�j <1 i� �(�(Vq)) <1.Proof of Theorem 7.5 For notational simpli
ity, we assume that m = 1 (extensions to 
overm > 1 are easy). Proposition 7.17 and the de�nition of the 
oupling-time T imply thatjPnf(x)� �(f)j � Ex;�;0h�f(Xn) + f(X 0n)�1In<T iand by use of the H�older's inequality, it holdsjPnf(x)� �(f)j � P 1��x;�;0(T > n)�(V 01)� �kf1=�kV 01�� + Ex;�;0hf(Xn)1In<T i: (7.52)De
ompose the event fT > ng on the su

essive visits to �fT > ng = [j��1 nTj < n � Tj+1; T � Tj+1 + 1; T > no= [j��1 nTj < n � Tj+1; dTj+1 = 0; T > no:178



Applying on
e again the H�older's inequality together with the strong Markov property, we haveEx;�;0hf(Xn)1In<T i � P 1��x;�;0(T > n) �kf1=�kV 01�� Xj��1 �Ex;�;0hV 01(Xn)1ITj<n�Tj+11IdTj+1=0i��� P 1��x;�;0(T > n) �kf1=�kV 01�� Xj��1�Ex;�;0hEx;�;0hV 01(Xn)1ITj<n�Tj+11IdTj+1=0jFTji1IdTj=0i��� P 1��x;�;0(T > n) �kf1=�kV 01�� n�Ex;�;0hV 01(Xn)1In��1Id1=0i��+Xj�0 �Ex;�;0hEXTj ;X 0Tj ;0hV 01(Xn)1I0<n�� 1Id1=0i1IdTj=0i��o: (7.53)The assumption on V 01 implies that for (x; x0) 2 �
,Z P ��(x; x0; 0); dy� dy0 � f0g��V 01(y) + V 01(y0)� � V 01(x) + V 01(x0)so thatEx;x0 ;0h�V 01(Xn) + V 01(X 0n)�1I��n1Id1=0i � V 01(x) + V 01(x0); (x; x0) 2 �
; (7.54)whereas if (x; x0) 2 �, by de�nition of the kernel, it holdsEx;x0 ;0h�V 01(Xn) + V 01(X 0n)�1I��n1Id1=0i � C(�): (7.55)Finally, sin
e Px;�;0(dTj = 0) = (1� ��)j , the Proposition follows from (7.52-7.55).7.4.4 General rate : proofs of Theorems 7.11 and 7.12Proposition 7.20 Assume (H5). Then for any l � 0 and (x; x0) 2 �
Ex;x0 ;0h~r(l+ �)i � � l�1Yk=0(1 +  (k))��1 fgl(x) + gl(x0)g=2;with the 
onvention that Q�1k=0(1 +  (k)) := 1.Proof 20 Consider the 
ase l = 0. De�ne Gn(x; x0; d) = Gn(x; x0) := gn(x) + gn(x0), and~Gn(x; x0; d) = ~Gn(x; x0) := Qn�1k=0(1 +  (k))�1Gn(x; x0), d = 0; 1. The proof amounts to showthat P � ~Gn+1(x; x0; 0) � ~Gn(x; x0) on �
:Under the stated assumptions,P � ~Gn+1(x; x0; 0) � (1+ (n))�1 ~Gn(x; x0)+ nYk=0(1+ (k))�1b(n)f1IC�D
(x; x0)+1ID
�C(x; x0)g:179



On C � D
, b(n) �  (n)Gn(x; x0) and thusnYk=0(1 +  (k))�1b(n) �  (n)1 +  (n) ~Gn(x; x0);the same inequality holds on D
 � C. Finally, sin
e ~Gn(x; x0) � 2r(n), the Proposition is provedfor l = 0. Remark that for any l > 0, by de�ning g0n(x) := gl+n(x), b0(n) := b(n + l), and 0(n) :=  (n+ l), then we have g0(n) � r(n+ l) andPg0n+1(x) � g0n(x) + b0(n)1IC(x):Thus we adapt the pre
eding 
al
ulations and the Proposition is proved for any l � 0. �Proof of Theorem 7.11 (i) We show by indu
tion thatEx;x0 ;0h~r(T 0j) 1IO(j)i � Ajm W0(x; x0): (7.56)The indu
tion implies that Tj1IO(j) <1 Px;x0;0-p.s. For j = 0, Proposition 7.20 shows thatEx;x0 ;0h~r(T0)i � 1I�(x; x0)~r(0) + 1I�
(x; x0)�g0(x) + g0(x0)�=2;hen
e (7.56) holds. Let j � 1. The indu
tion assumption implies that Tk1IO(k) < 1 Px;x0;0-p.s.for any 0 � k < j. Note that O(j) � O(j � 1) andEx;x0 ;0h~r(m+ T0)i � Wm(x; x0):It follows from the de�nition of Tj and of the 
lass � thatEx;x0 ;0h~r(T 0j)1IO(j)i � Ex;x0 ;0h~r(�j +m� 1)~r(T 0j�1)1IO(j)i� Ex;x0 ;0hEx;x0 ;0h~r(�j +m� 1)1If0g(dTj�1+1)jFTj�1i ~r(T 0j�1)1IO(j�1)i:By the strong Markov property and Proposition 7.20,Ex;x0 ;0h~r(T 0j)1IO(j)i � Ex;x0 ;0h�1� �XTj�1 ;X 0Tj�1 (X )��Z RXTj�1 ;X 0Tj�1 (XTj�1; dz)RXTj�1;X 0Tj�1 (X 0Tj�1; dz0)Ez;z0 ;0[~r(m+ T0)℄~r(T 0j�1)1IO(j�1)i� Am Ex;x0 ;0h~r(T 0j�1)1IO(j�1)i � Ajm W0(x; x0):We now 
on
lude the proof as in the proof of Theorem 7.3.Ex;x0 ;0h~r(T �m)i =Xj�0 Ex;x0 ;0h~r(T 0j)1IO(j)\fdTj+1=1gi � �+ Xj�0 Ajm W0(x; x0):180



(ii)The proof di�ers in the 
omputation of Ex;x0 ;0h~r(T 0j)1IO(j)i. Sin
e ~r 2 �
,Ex;x0 ;0h~r(T 0j)1IO(j)i � �~r(j + 1)� jXk=1 Ex;x0 ;0h~r(�k +m� 1)1IO(j)i + Ex;x0 ;0h~r(�0)1IO(j)i�:We have Ex;x0 ;0h~r(�0)1IO(j)i � (1� ��)j W0(x; x0);and for 1 � k � j,Ex;x0 ;0h~r(�k+m�1)1IO(j)i � (1���)j�kEx;x0 ;0hEx;x0 ;0h~r(�k+m�1)1If0g(dTk�1+1)jFTk�1i 1IO(k�1)i:By the Strong Markov property,Ex;x0 ;0h~r(�k +m� 1)1IO(j)i � (1� ��)j�kEx;x0 ;0h�1� �XTk�1 ;X 0Tk�1 (X )��Z RXTk�1 ;X 0Tk�1 (XTk�1; dz)RXTk�1;X 0Tk�1 (X 0Tk�1 ; dz0)Ez;z0 ;0[~r(m+ T0)℄ 1IO(k�1)i:Thus, Ex;x0 ;0h~r(�k +m� 1)1IO(j)i � (1� ��)j�1Am. Finally,Ex;x0 ;0h~r(T �m)i � �+ Xj�0(1� ��)j�1�~r(j + 1)nj Am + (1� ��) W0(x; x0)o:The proof is 
on
luded by applying Lemma 7.18.Proof of Theorem 7.12 Note thatEx;x0 ;0h��~r(m+ T0)�i � ��Ex;x0 ;0h~r(m+ T0)i�:Hen
e,Ex;x0 ;0hr�(�j +m� 1)1If0g(dTj�1+1)jFTj�1i � �1� �XTj�1 ;X 0Tj�1 (X )� � � �Z RXTj�1 ;X 0Tj�1 (XTj�1; dz)RXTj�1;X 0Tj�1 (X 0Tj�1; dz0)��Ez;z0 ;0[~r(m+ T0)℄� � A�mso that Ex;x0 ;0hr�(T 0j)1IO(j)i � (A�m)j Ex;x0 ;0hr�(T0)i. Sin
e Ex;x0 ;0hr�(T0)i � �(W0(x; x0)), thenEx;x0 ;0[r�(T �m)℄ � �+ �1�A�m��1 �(W0(x; x0)):The proof 
an be worked out similarly for (ii).181



Proof of Proposition 7.15 The proof readily adapts from the proofs of Theorems 7.11 and7.12 if one improves a 
ontrol of Ex;x0 ;0hr0(l+ �)i on �
. This is done inProposition 7.21 Assume (H7). Then for any integer l � 0, and (x; x0) 2 �
,Ex;x0 ;0hr0(l+ �)i � r0(l� 1) + �gl(x) + gl(x0)�=�(1 + a) ^ 2�:Proof 21 Assume l = 0. Using the notations introdu
ed in the proof of Proposition 7.20, itholds thatP �Gn+1(x; x0; 0) � Gn(x; x0)� r(n)f!(x) + !(x0)g+ b(n)f1IC(x) + 1IC(x0)g� Gn(x; x0)� r(n)f!(x) + !(x0)g�1� 1IC�D
(x; x0)� 1ID
�C(x; x0)�� �r(n)!(x) + r(n)!(x0)� b(n)�f1IC�D
(x; x0) + 1ID
�C(x; x0)g:Under (H7), on C � D
 [ D
 � C, r(n)!(x) + r(n)!(x0)� b(n) � (1 + a)r(n). De�neF (x; x0) := f!(x)+!(x0)g�1�1IC�D
(x; x0)�1ID
�C(x; x0)�+�1+a�n1IC�D
(x; x0)+1ID
�C(x; x0)o;and note that F (x; x0) � 1 + a on �
 and F (x; x0) � 2 on �. Thus by use of the Dynkin'sformula and Proposition 7.14 applied to the kernel P � , for any (x; x0) 2 �
,�(1+a)^2� Ex;x0 ;0hr0(�)i � Ex;x0 ;0h ��1Xk=0 r(k)F (Xk; X 0k)i+Ex;x0 ;0hG� (X� ; X 0�)i � g0(x)+g0(x0);whi
h 
on
ludes the 
ase l = 0. The pre
eding demonstration relies on the existen
e of a drift
riteria su
h that Pgn+1(x) � gn(x)� r(n)!(x) + b(n)1IC(x):For any l � 0, we havePĝn+1(x) � ĝn(x) + r(n+ l)!(x) + b(n+ l)1IC(x);with ĝn(x) = gn+l(x) so that the proof follows for any l > 0. �7.5 A
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7.6 Some te
hni
al proofs7.6.1 Proof of Proposition 7.10(i) is obvious.(ii) For any N � 0, de�ne ~gn(x) := g0N+n(x). The inequality implies that for x 2 C
,~g0(x) � ZC ~g1(�1) + ZC
 ~g1(�1) � ZC ~g1(�1) + ZC
 P ~g2(�1)so that we state re
ursively that for x 2 C
,g0N(x) = ~g0(x) � Ex [~g�C(��C)℄ � Ex [r(N + �C)℄ = gN(x):Whi
h 
on
ludes the proof.7.6.2 Proof of Lemma 7.8Let V (x) := 1 + jxj�, 2 < � < s+ 1. Denote R(x) the reje
tion region, i.e.R(x) := fy 2 R; p(y)q(x� y) < p(x)q(y � x)g;and R(x)� x := ft 2 R; x+ t 2 R(x)g. By de�nition of the Metropolis kernel, we havePV (x)� V (x) = Z hV (x+ t)� V (x)iq(t)dt+ ZR(x)�x hV (x+ t) � V (x)i�p(x+ t)p(x) � 1�q(t)dt:Assume that x > 0 (the 
ase x < 0 trivially adapts). Then for any 0 < s0 < s, there exists Msu
h that for x �M ,PV (x)� V (x) = Z h(x+ t)� � x�iq(t)dt+ ZR(x)�x h(x+ t)� � x�i�p(x+ t)p(x) � 1�q(t)dt= Z h�x��1t+ �(�� 1)=2 x��2t2 + r1(x; t)iq(t)dt+ ZR(x)�x h�x��1t + r2(x; t)i�rp(x)=p(x) t + r3(x; t)�q(t)dtwhere lim supx!1 jxj�(��3) supt2Suppq jr1(x; t)jt�3 <1;lim supx!1 jxj�(��2) supt2Suppq jr2(x; t)jt�2 <1;lim supx!1 jxj2 supt2Suppq jr3(x; t)jt�2 <1;183



and for any 0 < s0 < s, rp(x)=p(x) � �s0x�1 for large x. Hen
e, sin
e R tq(t)dt = 0 and, forlarge x, RR(x)�x t2q(t)dt = R t2q(t)dt=2, it holds that for any 0 < s0 < s and x large enough,PV (x)� V (x) = ��=2 �s0 + 1� �� Z t2q(t)dt x��2 + o(x��2)whi
h 
on
ludes the proof.7.6.3 Proof of Lemma 7.9Let u; y 2 Rd, u 6= 0, and � > 0.ju+yj��juj� = 8>>><>>>: �juj��1 < ujuj ; y > +�2 juj��2(jyj2 + (�� 2) < ujuj ; y >2) + R3(�; u; y)if � > 3;�juj��1 < ujuj ; y > +R2(�; u; y) if 2 < � � 3;2 < u; y > +jyj2 if � = 2;R1(�; u; y) if 1 < � < 2; (7.57)where for some 
onstant C := C(�) <1jR3(�; u; y)j � C�juj��3 + jyj��3�jyj3jR2(�; u; y)j � �(�� 1)=2 �juj��2 + jyj��2�jyj2jR1(�; u; y)j � C�juj��1 + jyj��1�jyj:Case Æ = 2 Assume that F (x) 6= 0. Sin
e � > 3, we dedu
e from (7.57) thatjF (x)+ yj� � jF (x)j�+�jF (x)j��1 < F (x)jF (x)j ; y > +�2 (�� 1)jF (x)j��2jyj2+R3(�; F (x); y)so that there exists 0 < C <1 su
h thatZ jF (x) + yj��(dy) � jF (x)j� + �2 (�� 1)�(2)jF (x)j��2+ C(1 + jF (x)j��3): (7.58)If F (x) = 0, then (7.58) remains true for all �.Case 1 < Æ < 2 Assume that F (x) 6= 0. Sin
e 2 < � we dedu
e from (7.57) thatjF (x) + yj� � jF (x)j� + �jF (x)j��1 < F (x)jF (x)j ; y > +�2 (�� 1)�jF (x)j+ jyj2���2jyj2so that there exists 0 < C <1 su
h thatZ jF (x) + yj��(dy) � jF (x)j� + C(1 + jF (x)j��2): (7.59)If F (x) = 0, (7.59) remains true. 184



Case Æ = 1 The inequality (7.59) still holds.Case 0 < Æ < 1 For � > 2, the inequality (7.59) still holds. If � = 2,Z jF (x) + yj2�(dy) = jF (x)j2 + �(2): (7.60)If 1 < � < 2, we dedu
e from (7.57) thatjF (x) + yj� � jF (x)j� + ��jF (x)j+ jyj���1jyjso that Z jF (x) + yj��(dy) � jF (x)j� + ��(1)jF (x)j��1 + �(�): (7.61)If Æ < � � 1 then Z jF (x) + yj��(dy) � jF (x)j�+ �(�): (7.62)If F (x) = 0, (7.59), (7.60), (7.61) and (7.62) remain true.7.6.4 Proof of Lemma 7.16We prove (as to establish (7.11)) that for 1 � l � q, 0 < � � s� Æq and Æ, there exist 
l > 0 andbl <1 su
h that for 0 � i � q � 1,Exh �C�1Xk=0 S(i; k+ 1)(1 + j�kj�)i � 
i+1�1 + jxj�+(i+1)Æ�+ bi+11IC(x): (7.63)De�ne � := (q � 1)Æs � � � 2Æ ;� := (1� ��1)�1;185



sin
e q � 2 then s > �+2Æ. In addition, s�qÆ�� < Æ so that � > 1 and (�+qÆ)=�+(�+Æ)=�=s� Æ. Then by the H�older's inequality, it holds thatExh �C�1Xk=0 r�(k)(1 + j�kj�)i � Exh� �C�1Xk=0 r�� (k)(1 + j�kj�)�1=�� �C�1Xk=0 (1 + j�kj�)�1=�i� �Exh �C�1Xk=0 r�� (k)(1 + j�kj�)i�1=��Exh �C�1Xk=0 (1 + j�kj�)i�1=�� �Exh �C�1Xk=0 S(q � 1; k+ 1)(1 + j�kj�)i�1=��Exh �C�1Xk=0 (1 + j�kj�)i�1=�� �
qf1 + jxj�+qÆg+ bq1IC(x)�1=��
1f1 + jxj�+Æg+ b11IC(x)�1=�by use of (7.63) and the proof follows from straightforward 
al
ulations.7.7 Figure and Tables
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Fig. 7.1 { An upper bound of Bl(�; n), 1 � l � 4 is plotted versus log10(�4). A logarithmi
 s
aleis used for the Y -axis. 187
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(a) (a') (b) (
)p 0.6 0.6 0.7 0.75� 0.25 0.25 0.5 0.4kernel P P 7 P Pm 1 1 1 1mC 1 7 1 1� 0.25 1.17e-02 0.5 0.4�� 0.9798 0.8669 0.9165 0.8660b 0.1888 0.5587 0.3472 0.5732��1RT ** 0:99981=7 0.9845 0.9796Tab. 7.4 {n = 200 n = 300 n = 500 n = 1000Wx;�(��) = 10 2.9493e-01 7.3337e-02 3.6342e-03 1.4554e-06Wx;�(��) = 1000 5.1036e-01 1.3748e-01 7.1250e-03 2.9144e-06Tab. 7.5 {n = 200 n = 300 n = 500 n = 1000Wx;�(��) = 10 6.7984e-04 2.6108e-06 2.8634e-11 7.0544e-24Wx;�(��) = 1000 7.2623e-03 3.0771e-05 3.5925e-10 9.1672e-23Tab. 7.6 {
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Chapitre 8V -Subgeometri
 ergodi
ity for aHastings-Metropolis algorithmCe travail, en 
ollaboration ave
 Eri
 Moulines (ENST), est publi�e dans la revueStatist. Probab. Lett., 49(4) :401-410, 2000.Abstra
t We study the symmetri
 random-walk Hastings-Metropolis algorithm in situations where thedensity is not log-
on
ave in the tails. We show that, under mild te
hni
al 
onditions this algorithm isV -ergodi
 at a subgeometri
al rate.Keywords Hastings-Metropolis algorithm, V -ergodi
ity, subgeometri
al rates.8.1 Introdu
tionThe Hastings-Metropolis algorithm (Metropolis et al. [71℄ and Hastings [47℄), whi
h allows simu-lation of a probability density p on X whi
h is only known up to a fa
tor, is now re
ognized as a
entral tool in 
omputational statisti
. It is espe
ially relevant when p is the posterior distribu-tion in a Bayesian 
ontext (see e.g. Besag and Green [8℄ ; Smith and Gelfand [107℄ ; Tierney [116℄for a variety of implementations, properties of su
h methods and theirs appli
ations). In order todes
ribe the approa
h, it is useful to outline the standard 
onstru
tion of a Hastings-Metropolisalgorithm. Consider a 
andidate transition kernel Q(z; dy) on X � B(X ) with density q(z; y),z; y 2 X . Here X is a subset of Rd, B(X ) is the Borel �-�eld on X and the densities are w.r.tthe Lebesgue measure �. A \
andidate" y generated a

ording to the density q(z; y) is then191



a

epted with probability �(z; y) given by�(z; y) = ( p(y)q(y;z)p(z)q(z;y) ^ 1 if p(z)q(z; y) > 01 otherwise. :The a
tual transitions of the Hastings-Metropolis 
hain, whi
h we denote by f�ng, take pla
ea

ording to a law P , with transition probability density �(z; y)q(z; y) and with probability ofremaining at the same point R �1� �(z; y)�q(z; y)d�(y). With this 
hoi
e �(dz) = p(z)d�(z) isinvariant and provided the 
hain is suitably irredu
ible and aperiodi
, it is standard that then-step transition probability Pn(z; A), z 2 Rd, A 2 B(X ) 
onverges to � in the total variationnorm kPn(z; �)� �(�)kTV = 12 supA2B(X ) jPn(z; A)� �(A)j ! 0 when n! 1:The 
lass of the Hastings-Metropolis algorithms is very broad. We 
onsider in this note perhapsthe simplest version of this algorithm, namely the symmetri
 random-walk Hastings-Metropolisalgorithm (hen
eforth named the Metropolis algorithm), for whi
h q(z; y) = q(z � y) = q(y �z). Mengersen and Tweedie [70℄ show that when Rd = R, the Metropolis algorithm is V -geometri
ally ergodi
 when the target density is 
ontinuous, positive and log-
on
ave in thetails i.e. log p(z)� log p(y) � �jz � yj, for suÆ
iently large jzj � jyj. The proof is based on theFoster Lyapunov type te
hnique, the drift 
ondition being V (z) / p(z)��, � > 0. They provethat this 
ondition is also ne
essary in the sense that the 
hain is geometri
ally ergodi
 only ifR exp(sjzj)p(z)d�(z) < 1 for some s > 0 i.e. p(z) has an exponential moment. These types of
onditions have later been extended to the multidimensional 
ase by Roberts and Tweedie [98℄under additional geometri
al 
onditions on the level set fz 2 Rd; p(z) = 
g and later improvedby Jarner and Hansen [51℄. The purpose of this 
ontribution is to prove that when the densitiesare not log-
on
ave in the tails then a weaker form of ergodi
ity, namely at a subgeometri
alrate, still holds.The paper is organized as follows. In Se
tion 8.2 we set some de�nitions and notations and re
allthe V -subgeometri
 drift 
riterion of Tuominen and Tweedie [117℄. Then we state a pra
ti
alsuÆ
ient 
ondition. Finally, in Se
tion 8.3, it is established that the Metropolis algorithm isV -ergodi
 at a subgeometri
al rate. All the proofs are in Se
tion 8.4.8.2 V -subgeometri
 
riteriaLet P be a transition kernel on X �B(X ) where X is a topologi
al state spa
e and B(X ) is theBorel �-�eld. Assume that P admits a unique invariant probability measure �. Denote Pz andEz the probability law and the expe
tation of the 
hain f�ng under the initial 
ondition �0 = z.Our notations and terminologies will generally follow that of Meyn and Tweedie [72℄.We study the rate of ergodi
ity r for sequen
es r = fr(n)g in the 
lass of subgeometri
al rates,originally introdu
ed in Stone and Wainger [110℄ and de�ned as follows. Denote �0 the 
lass of192



non-de
reasing sequen
es r = fr(n)g, r(n) � 2, and su
h that log r(n)=n is non in
reasing andtends to zero as n!1. Denote � the 
lass of subgeometri
al rates i.e. sequen
es r0 = fr0(n)g forwhi
h there exists r = fr(n)g 2 �0 su
h that lim inf r0(n)=r(n) > 0 and lim sup r0(n)=r(n) <1.Tuominen and Tweedie [117℄ 
onsidered the V -ergodi
ity for r 2 �. Let V : X ! [1;1) bea measurable fun
tion. For an arbitrary signed measure �, de�ne k�kV = supfjgj�V g j�(g)j.We shall say that the  -irredu
ible and aperiodi
 transition kernel P is V -ergodi
 with rater = fr(n)g if the kernel P is Harris positive with invariant distribution �, �(V ) < 1 andr(n)kPn(z; �)� �(�)kV ! 0 when n!1.The following result is shown in Tuominen and Tweedie [117℄.Proposition 8.1 Suppose that P is  -irredu
ible and aperiodi
, and let V : X ! [1;1) andr 2 � be given. Assume there exist a sequen
e fVng of fun
tions Vn : X ! [0;1℄, a petite setC 2 B(X ) and b 2 R+ su
h that V0 is bounded on C, fz 2 X ; V0(z) =1g � fz 2 X ; V1(z) =1gand PVn+1(z) � Vn(z)� r(n)V (z) + br(n)1IC(z): (8.1)Then r(n)kPn(z; �)� �kV ! 0 as n!1 for z 2 S(V; r) whereS(V; r) = fz 2 X ; Ez h �B�1Xk=0 r(k)V (�k)i <1;B 2 B(X )+gand �B is the �rst-return time to B. In addition, S(V; r)� fz 2 Rd; V0(z) <1g.In the sequel, we shall show that the Tuominen-Tweedie drift 
ondition (8.1) holds for anypolynomial rate r(n) / ns, s > 0 and any fun
tion V = 1+f�, � > 0 as soon as a drift 
riterionon the form Pf�+
 � f�+
 � C1f� + C21IC is established, for some 
onvenient � > 0, �nitepositive 
onstants 
; C1; C2 and a petite set C. Proposition 8.2 is an extension of the 
onditionsof Stramer and Tweedie (Theorem 4.1., [111℄). The extension is twofold. Proposition 8.2 isvalid for arbitrary topologi
al state spa
e X whereas the results of Stramer and Tweedie [111℄are restri
ted to X = R. Moreover, the drift fun
tion f is an arbitrary non negative fun
tionwhereas Stramer and Tweedie fo
us on the spe
i�
 "power moment" fun
tions f�(z) = jzj�.This generalization is 
ru
ial for establishing the subgeometri
 
onvergen
e of multidimensionalrandom walk pro
edure.Proposition 8.2 Let f�ng be a  -irredu
ible and aperiodi
 Fn-adapted Markov 
hain with tran-sition kernel P and state spa
e X . Let f : X ! [0;1) be a measurable fun
tion, s be a positiveinteger and � > 0. Suppose there exist a real 
 > 0, some 
onstants 0 < Ci <1, i = 1; 2 and apetite set C of X su
h that f is bounded on C, fz 2 X ; f(z) < 1g � C, andPf�+
(z) � f�+
(z)� C1f�(z) + C21IC(z) (8.2)for any � 2 f�; �+ 
; � � � ; �+ 
(s+ 1)g. Then(i) there exist a 
onstant C3 < 1 and a sequen
e of �nite measurable fun
tions fVng : X ![1;1) su
h that PVn+1(z) � Vn(z)� r(n)V (z) + C3r(n)1IC(z)where r(n) = ns _ 2 and V (z) = 1 + f�(z).193



(ii) V0 is bounded on C and S(V; r) = Rd.Proof 2 The proof follows the same lines as the proof of Theorem 4.1. of Stramer and Twee-die [111℄, whi
h is upon earlier results by Tuominen and Tweedie [117℄. For ease of referen
e, anabbreviated version of the proof is given in Se
tion 8.4.1.8.3 The Metropolis algorithmIn this se
tion, we 
onsider the Metropolis kernel and prove that the drift 
ondition (8.2) holdsfor the 
lass E of the densities on Rd whi
h are not log-
on
ave in the tails. We will note �B(0; r)the 
losed ball of radius r, < �; � > the s
alar produ
t on Rd , j � j the Eu
lidean and theoperator norm, n(z) = z=jzj and r the di�erential operator. Assume that the proposal kernelQ(z; dy) = q(z; y)d�(y) where � is the Lebesgue measure, 
he
ks the 
onditions{ (RW1) q(y � z) = q(z � y),{ (RW2) R �B(0;
k) q(y)d�(y) = 1;{ (RW3)jzj � 
k ) q(z) � �k ,that is q is symmetri
 and 
ompa
tly supported (this is mainly a te
hni
ality here). De�ne Ethe 
lass of the twi
e 
ontinuously di�erentiable densities p on Rd w.r.t. the Lebesgue measure �su
h that for any p 2 E , there exist 0 < m < 1 and some �nite positive 
onstants di; Di; i = 0; 1; 2su
h that for large enough jzj{ (D1) lim supjzj!1 < rp(z)jrp(z)j ; n(z) > < 0;{ (D2(m)) 0 < d0jzjm � � log p(z) � D0jzjm (8.3)0 < d1jzjm�1 � jr log p(z)j � D1jzjm�1 (8.4)d2jzjm�2 � jr2 log p(z)j � D2jzjm�2 (8.5)When d = 1, it is easily seen that this 
lass in
ludes distributions with tails typi
ally heavierthan the exponential, for example, the Weibull distributions, for whi
h the densities may beexpressed as p(z) = 
� z
�1 exp(�z
=�), z > 0, � > 0 and 0 < 
 < 1. For d � 1, the 
lass Ein
ludes the homogeneous super-exponential family H de�ned as follows. A fun
tion g is said tobe homogeneous of order i > 0 when for any z 2 Rd, � � 0, g(�z) = �ig(z). p is in the 
lass Hof the homogeneous super-exponential densities if{ (H1) p(z) = exp� � f(z)�.{ (H2) f(z) = Pi2I fi(z) where fi is twi
e 
ontinuously di�erentiable and homogeneous oforder i, I is a �nite subset of (�1; 1) and 0 < supI i = m < 1.{ (H3) infSd�1 fm > 0 where Sd�1 is the unit sphere on Rd.The 
ase supi2I i > 1 is 
overed by Jarner and Hansen [51℄. It is possible (with little e�ort) toassume that I is 
ountably in�nite.Proposition 8.3 H � E. 194



Proof 3 The proof is in Se
tion 8.4.2. As it will be shown in a forth
oming paper, the 
ondition(D2) 
an be relaxed to in
lude heavy tailed distributions su
h as the Cau
hy, the log normalor the Fre
het distribution (appearing when dealing with the distributions of the extreme valuestatisti
s). In that 
ase, however, only a weaker form of ergodi
ity, namely the V -ergodi
ity isobtained i.e. kPn(z; �)� �(�)kV ! 0 when n!1.As underlined in the following proposition, the 
lass E is stable under addition and multipli
ation,and external produ
t with the 
lass P of twi
e 
ontinuously di�erentiable positive fun
tions h(z)on Rd, su
h that for some 0 < m < 1{ (P1(m)) log h(z)jzj�m ! 0 as n!1.{ (P2(m)) jr log h(z)jjzj1�m ! 0 as n!1.{ (P3(m)) jr2 log h(z)jjzj2�m ! 0 as n!1.This 
lass 
ontains the positive multivariate polynomials on Rd.Proposition 8.4 Let pi 2 E ; i = 1; 2 so that (D2) holds with the 
onstants mi, i = 1; 2. Letai; i = 1; 2 be two non negative real numbers su
h that a1 + a2 = 1. Then,(i) p(z) = p1(z)p2(z) 2 E and m = m1 _m2.(ii) p(z) = a1p1(z) + a2p2(z) 2 E and m = m1 ^m2.(iii) p(z) = h(z)p1(z) 2 E andm = m1 where h 2 P satis�es the 
onditions (Pi(m1)); i = 1; 2; 3.Proof 4 The proof is trivial and is omitted. We now 
on
lude this se
tion by proving Proposition8.2 for the densities p 2 E : Under (RW1), (RW3) and the 
ontinuity assumption of p, it is awell-known result that P is  -irredu
ible, aperiodi
 and that any non-empty 
ompa
t set is small(see Theorem 2.2. Roberts and Tweedie [98℄. The following theorem states the V -subgeometri
ergodi
ity at any polynomial rate r(n) / ns; s > 0 and any fun
tion V (z) = 1 + �� log p(z)��,� > 0, for the Metropolis kernel and the density p des
ribed below. Note that we 
an suppose� log p(z) � 0 on Rd.Th�eor�eme 8.5 Assume (RW1-3). Let p 2 E verifying (D1) and (D2(m)), and set f(z) =� log p(z). Then for any � > 0 there exist a 
ompa
t subset C of Rd and some 
onstants Ci <1i = 1; 2 su
h that Pf�+
(z) � f�+
(z)� C1f�(z) + C21IC(z)with 
 = 2�mm > 0.Proof 5 The proof is in Appendix 8.4.2. Con
luding remark : by applying Theorem 8.5,this proves that for any integer s > 0 and real � > 0, the Metropolis algorithm is V -ergodi
 ata polynomial rate r(n) / ns with V (z) = 1 + � � log p(z)��. Then it is seen that the mixingof the Metropolis algorithm is reasonably fast, even when the density is not log-
on
ave in thetails. 195



8.4 Proofs8.4.1 Proof of Proposition 8.2In the sequel, we denote C for a �nite 
onstant that may take di�erent values upon ea
h appea-ran
e.Step 1 : De�ne gn;�(z) = Ez hP�C�1k=0 knf�(�k)i. We �rst prove by indu
tion thatgs;�(z) � C�1 + f�+
(s+1)(z)� (8.6)where C is a �nite positive 
onstant. From the Comparison Theorem (Theorem 14.2.2 Meynand Tweedie [72℄) we have for all � 2 f�; � � � ; �+ 
(s+ 1)g,g0;�(z) = Ez h �C�1Xk=0 f�(�k)i � C�1 + f�+
(z)�: (8.7)(8.7) implies that for all � 2 f�; � � � ; �+ 
(s+ 1)g,1IC
(z)�Ez h�Ci � 1� � 1IC
(z)Ezh �C�1Xk=0 f�(�k)i � C1IC
(z)�1 + f�+
(z)�: (8.8)De�ne Gn;�(z) = Ez hP�Ck=0 gn;�(�k)i where �C is the �rst hitting time on C. Under the indu
tionassumption, gn;�(z) � C�1 + f�+
(n+1)(z)�. Set � = � + 
(n+ 1) and denote M� = supC f� .Then using (8.7) and (8.8),Gn;�(z) = 1IC(z)gn;�(z) + 1IC
(z)nEzhgn;�(��C)i + Ez h �C�1Xk=0 gn;�(�k)io� C�1 +M�� + C 1IC
(z)Ez h �C�1Xk=0 n1 + f�(�k)oi� C + C1IC
(z)f�+
(z): (8.9)Note that 1IC
(z)PGn;�(z) = 1IC
(z)fGn;�(z)�gn;�(z)g and on the other hand, (8.9) implies thatPGn;�(z) � C + CPf�+
(z) � C + C�f�+
(z) + C21IC(z)�so that 1IC(z)PGn;�(z) � C1IC(z): Thus there exists a 
onstant b(Gn;�) < 1 su
h thatPGn;�(z) � Gn;�(z)� gn;�(z) + b(Gn;�)1IC(z). Hen
e, by applying the Comparison theorem,Ez h �C�1Xk=0 gn;�(�k)i � Gn;�(z) + b(Gn;�)1IC(z): (8.10)196



In addition, note that for any z 2 X , by the Markov property,Ez h �C�1Xk=0 gn;�(�k)i = Xl�0Xj�0 Ez h1I�C>l+jjnf�(�j+l)i= Ez h �C�1Xk=0 kXj=0 jn f�(�k)i: (8.11)Finally, by (8.9), (8.10) and (8.11)gn+1;�(z) � C�1 + f�+
(n+2)(z)�:Step 2 : De�ne r(n) = ns _ 2. In this step, we prove that there exist C0 <1 and C00 <1 su
hthat 1IC(z)Ez h �C�1Xk=0 r(k) n1 + f�(�k)oi � C0 (8.12)1IC(z)Ez hr(�C)i � C 00: (8.13)For that purpose, we 
onsiderEz h �C�1Xk=0 r(k) n1 + f�(�k)oi � r(0)n1 + f�(z) + Ez h �C�1Xk=1 r(k) f�(�k)1I�C�2io:By (8.6), Ez hP�C�1k=0 r(k) f�(�k)i � C�f�+
(z) + f�+
(s+1)(z)� and sin
e f is bounded on C,(8.12) is proved. For k; n � 1, (n+ k)s � r(2)nsks, thenEz hr(�C)i � r(2)n1 + Ez h �C�1Xk=0 r(k)io1IC(z)Ez hr(�C)i � r(2)1IC(z)n1 + Ez h �C�1Xk=0 r(k) n1 + f�(�k)oio� r(2)n1 + C0o:Step 3 : De�ne V (z) = 1 + f�(z) andVn(z) = Ez h �CXk=0 r(n+ k)V (�k)iWn(z) = Ez h �CXk=1 r(n+ k) V (�k)i:197



Note that Vn(z) = r(n)V (z) + 1IC
(z)Wn(z) and Wn(z) = r(n + 1)Ez [V (�1)℄ + P (1IC
Wn+1)(z).These relations imply that PVn+1(z) = Wn(z) = Vn(z)� r(n)V (z) +Wn(z)1IC(z). To show thedrift 
ondition, it remains to prove that Wn(z) is bounded on C. By applying (8.12) and (8.13),Wn(z) � r(2) r(n)Ez h �CXk=1 r(k)V (�k)i� r(2) r(n)nEz h �C�1Xk=0 r(k)V (�k)i+ Ez hr(�C)V (��C)oio1IC(z)Wn(z) � r(2) r(n)nC0 +M�C 00owhi
h 
on
ludes the proof.8.4.2 Proofs of the Se
tion 8.3Proof of Proposition 8.3The proof relies on the following Lemma.Lemme 8.6 Let g be a twi
e 
ontinuously di�erentiable homogeneous fun
tion of order i. Thereexist some �nite 
onstants mi and Mi, i = 1; 2 su
h that(i) m1jzji�1 � jrg(z)j �M1jzji�1(ii) m2jzji�2 � jr2g(z)j �M2jzji�2and m1 > 0 whenever infSd�1 g(z) > 0.Proof 6 Sin
e g(z) = jzjig Æ n(z), we have< rg(z); y >= ijzji�1g Æ n(z) < n(z); y > + < rg(n(z));�y� < y; n(z) > n(z)� >from whi
h we dedu
e the �rst assertion. Similarly, we prove the se
ond one. By the previouslemma and under (H1-3), there exist some �nite non negative 
onstants di; Di; i = 0; 1; 2 su
hthat for large enough jzj, 0 < d0jzjm � f(z) � D0jzjm0 < d1jzjm�1 � jrf(z)j � D1jzjm�1d2jzjm�2 � jr2f(z)j � D2jzjm�2and < rp(z)jrp(z)j ; n(z) >= � < rf(z)jrf(z)j ; n(z) >� � fmÆn(z)infSd�1 fm < 0.198



Proof of Theorem 8.5The proof uses the three following Lemmas. The se
ond one is adapted from Lemma 4.2. ofJarner and Hansen [51℄.Lemme 8.7 Let p 2 E. lim supjzj!1 supy2 �B(0;
k) p(z+y)p(z) = 1.Proof 7 Note thatp(z + y)p(z) � 1 + 
k supy2 �B(0;
k) jr log p(z + y)j supy2 �B(0;
k) p(z + y)p(z)so that �1� 
k supy2 �B(0;
k) jr log p(z + y)j� supy2 �B(0;
k) p(z + y)p(z) � 1;and we 
on
lude by (8.4).Lemme 8.8 Let p be a positive 
ontinuously di�erentiable fun
tion on Rd and set f(z) =� log p(z). Let z 2 Rd and assume that there exists 0 < D < 1 su
h that for any jyj � jzj,< n(y); rp(y)jrp(y)j >� �D. De�ne W (z) = fx 2 Rd; x = z + a�; 0 < a � 
k; � 2 Sd�1; j� � n(z)j �D=3g: Then(i) W (z) � fy 2 Rd; p(y) < p(z)g.(ii) for any y su
h that y + z 2 W (z), ��� < rf(z)jrf(z)j ; yjyj > ��� � D=3.Proof 8 Let x 2 W (z). We prove that the fun
tion �(t) = p(z + t(x � z)) de�ned on [0; 1℄ ismonotoni
ally de
reasing on [z; x℄, and to this goal we state that < x�zjx�zj ; rp(y)jrp(y)j >� 0 for anyy 2 [z; x℄.< x� zjx� zj ; rp(y)jrp(y)j >=< x� zjx� zj � n(z); rp(y)jrp(y)j >+ < n(z)� n(y); rp(y)jrp(y)j > + < n(y); rp(y)jrp(y)j > :The de�nition of W (z) implies thatj < x� zjx� zj � n(z); rp(y)jrp(y)j > j � D=3j < n(z)� n(y); rp(y)jrp(y)j > j � D=3so that < x�zjx�zj ; rp(y)jrp(y)j >� �D=3, whi
h proves the �rst assertion. Finally, applying the previous
al
ulations with yjyj = x�zjx�zj and z = y, we obtain the se
ond assertion. Denote for � > 0 andz; y 2 Rd, R(f�; z; y) = f�(z + y)� f�(z)� �f��1(z) < rf(z); y > (8.14)R(p; z; y) = p(z + y)p(z) � 1+ < rf(z); y > : (8.15)199



Lemme 8.9 Let p 2 E. Set f(z) = � log p(z).(i) lim supjzj!1 jzj2��m supy2 �B(0;
k) jR(f�; z; y)jjyj�2 <1.(ii) lim supjzj!1 jzj2(1�m) supy2 �B(0;
k) jR(p; z; y)jjyj�2 <1.Proof 9 Sin
esupy2 �B(0;
k) jR(f�; z; y)jjyj�2 � supt2 �B(z;
k) jr2f�(t)j� � supt2 �B(z;
k) f��2(t)���(�� 1)rf(t)rf(t)t + f(t)r2f(t)���we obtain the �rst assertion by (D2).Moreover, jR(p; z; y)jjyj�2 � supt2 �B(z;
k) p(t)p(z) jr2f(t)�rf(t)rf(t)tj. By (8.4) and (8.5) jr2f(t)�rf(t)rf(t)tj = O(jtj2(m�1)) and the proof is 
on
luded by using Lemma 8.7. We now establishthe drift relation. De�ne R(z) = fy 2 Rd; p(y) < p(z)g the reje
tion region and R(z)� z = fy 2Rd; y + z 2 R(z)g. Using the de�nition of the Metropolis kernel, we may writePf�(z)� f�(z) = Z �f�(z + y)� f�(z)�q(y)d�(y)+ ZR(z)�z �f�(z + y)� f�(z)��p(z + y)p(z) � 1�q(y)d�(y):Sin
e the proposal distribution qd� is symmetri
, R yq(y)d�(y) = 0 so that by the equations(8.14) and (8.15), Pf�(z)� f�(z) =P4i=0 Ii(z),I0(z) = ��f��1(z)jrf(z)j2 ZR(z)�z � < rf(z)jrf(z)j ; y > �2q(y)d�(y)I1(z) = Z R(f�; z; y)q(y)d�(y) = O(jzjm��2)I2(z) = ZR(z)�z < rf(z); y > R(f�; z; y)q(y)d�(y) = O(jzjm��2+m�1)I3(z) = �f��1(z) ZR(z)�z < rf(z); y > R(p; z; y)q(y)d�(y) = O(jzjm��2+2m�1)I4(z) = ZR(z)�z R(f�; z; y)R(p; z; y)q(y)d�(y) = O(jzjm��2+2(m�1)):Sin
elim infjzj!1 f��1(z)jrf(z)j2jzj�m�2+m > 0; and lim supjzj!1 f��1(z)jrf(z)j2jzj�m�2+m <1;I0(z) is the leading term in the expansion, provided thati0(z) = ZR(z)�z � < rf(z)jrf(z)j ; y > �2q(y)d�(y)200



is uniformly bounded away from zero for z outside a 
ompa
t set. It remains to prove thatthere exists D < 1 su
h that i0(z) � D > 0 for large enough jzj. The proof is adapted fromTheorems 4.2. and 4.3. of Jarner and Hansen [51℄. By (D1), for large enough jzj, there existsD0 > 0 su
h that < rp(z)jrp(z)j ; n(z) >� �D0. De�ne W (z) = fx 2 Rd; x = z + a�; 0 < a � 
k; � 2Sd�1; j� � n(z)j � D0=3g: By applying Lemma 8.8, we haveZR(z)�z � < rf(z)jrf(z)j ; yjyj > �2jyj2q(y)d�(y)� ZW (z)�z � < rf(z)jrf(z)j ; yjyj > �2jyj2q(y)d�(y)� (D0=3)2 ZW (z)�z jyj2q(y)d�(y) = D > 0so that io(z) � D > 0 for large enough jzj.Hen
e, we have proved there exist a 
ompa
t set C and a 
onstant 0 < C01 < 1 su
h that forz =2 C, Pf�(z)� f�(z) � �C 01f��1(z)jrf(z)j2. Finally, we a
hieve the proof by noting thatlim infjzj!1 f��1(z)jrf(z)j2f���m�2m (z) > 0and supjzj�RPf�(z) � 2 supjzj�R+
k f�(z):

201



202



Chapitre 9Convergen
e of the Monte Carlo EMfor 
urved exponential familiesCe travail, en 
ollaboration ave
 E. Moulines (ENST), est soumis pour publi
ation�a la revue Ann. Statist.SUMMARY The Monte Carlo Expe
tation Maximization (MCEM) algorithm (Wei and Tan-ner [122℄), a sto
hasti
 version of EM, is a versatile tool for inferen
e in in
omplete data models,espe
ially when used in 
ombination with MCMC simulation methods. Examples of appli
ationsin
lude, among many others : regression with missing values (Wei and Tanner [122℄), time-seriesanalysis (Chan and Ledolter [20℄), geneti
 models (Guo and Thompson [45℄).In this 
ontribution, the 
onvergen
e of the MCEM algorithm is established under 
onditions onthe imputation te
hniques weaker than those stated by Chan and Ledolter [20℄, and Sherman,Ho and Dalal [106℄. It is shown, using uniform version of ergodi
ity theorems for Markov 
hains,that MCEM 
onverges under weak 
onditions on the simulation kernel ; pra
ti
al illustrationsare presented, using an independen
e sampler and an hybrid random walk Metropolis-Hastingsampler. The rate of 
onvergen
e is studied, showing the impa
t of the simulation s
hedule onthe 
u
tuation of the parameter estimate at the 
onvergen
e. A novel averaging pro
edure isthen proposed to redu
e the simulation varian
e and in
rease the rate of 
onvergen
e.Keywords : EM algorithm ; Monte-Carlo EM algorithm ; Hastings-Metropolisalgorithms ; Averaging pro
edureShort Title : Convergen
e of the MCEM algorithmAMS-
lassi�
ation : Primary : 65C05, 62-04, Se
ondary : 60J10203



Introdu
tionMany problems in 
omputational statisti
s redu
e to the maximization of a 
riteriong(�) = ZX h(z; �)�(dz)on a feasible set �. Examples of su
h problems o

ur in missing data models (see e.g. Weiand Tanner [122℄), statisti
al image analysis (Younes [124, 125℄), non-linear time series analysis(Chib and Greenberg [23℄, Chan and Ledolter [20℄).The Expe
tation Maximization (EM) algorithm (see Dempster et al. [31℄) is a popular sequen-tial pro
edure for maximizing g(�). The E step of the algorithm requires the 
omputation of theexpe
tation of log h(z; �) w.r.t to the 
onditional distribution p(z; �) := h(z; �)=g(�). In manysituations, this step is intra
table ; to solve this problem, many approximations of the EM algo-rithm, whi
h use simulations as an intermediate step, have been proposed (see, e.g. Tanner [114℄,Celeux and Diebolt [17℄, Delyon et al. [27℄). Perhaps the most popular algorithm for this purposeis the Monte Carlo EM, initially proposed by Wei and Tanner [122℄ and later used and studied bymany authors (Guo and Thompson [45℄, M
Cullo
h [62, 63℄, Chan and Ledolter [20℄, Meng andS
hilling [69℄, Chan and Kuk [19℄, Ravishanker and Qiou [92℄, Sherman, Ho and Dalal [106℄). Thebasi
 prin
iple behind this algorithm is to repla
e the expe
tation step by a blending of Monte-Carlo integration pro
edure with Markov 
hain sampling te
hniques su
h as the Gibbs or theHastings-Metropolis algorithms. The MCEM algorithm has been su

essfully applied in manydi�erent settings, in
luding non-linear time-series model (Chan and Ledolter [20℄), generalizedlinear mixed models with missing data (Steele [109℄, M
Cullo
h [62, 63℄, Chan and Kuk [19℄),full-information item fa
tor models (Meng and S
hilling [69℄), geneti
 models (Guo and Thomp-son [45℄), the analysis of mixture and of 
ontinuous state spa
e hidden Markov models and blindde
onvolution (Capp�e et al. [14℄) .The analysis of the 
onvergen
e of the MCEM algorithm has been �rst formally addressed byBis
arat [9℄ as a spe
i�
 example of a random iterative algorithm. The 
onditions in Bis
arat [9℄have been later weakened by Chan and Ledolter [20℄. The assumptions in these works arehowever rather restri
tive, be
ause they involve a uniform law of large numbers, i.e., uniform
onvergen
e in probability of the Monte-Carlo expe
tation to their 
orresponding sample averageover � in a 
ompa
t subset of the feasible set �. This assumption fails to be veri�ed when Monte-Carlo integration is 
arried out along a single-run MCMC algorithm in the simulation step. It
an however be veri�ed under reasonable assumptions when Monte-Carlo integration is doneusing independent 
hains, as shown by Sherman, Ho and Dalal [106℄, Theorem 2 (the diÆ
ultywhen moving from single run to multiple runs has been overlooked by Chan and Ledolter [20℄).Convergen
e of random iterative algorithms has also been 
onsidered by Shapiro and Wardi [105℄,Pierre-Loti-Viaud [86℄ and Brandi�ere and Du
o [12℄, also under restri
tive assumptions.Sherman, Ho and Dalal [106℄ addresses a di�erent 
lass of results. These authors fo
us on themissing data problem, for whi
h g(�) is the in
omplete data likelihood, depending on the sample204



size, say N (the dependen
e on this parameter is impli
it in our work, all the results we obtainbeing 
onditional to N). They assume that the Monte-Carlo integration is 
arried out by meansof independent 
hains, and that the number of independent 
hains, the number of iterationsfor ea
h 
hain at ea
h step, and the number of the iterations of the algorithms are fun
tionsof N . Under these assumptions, the authors derive the rate of 
onvergen
e of the Monte-Carloestimator obtained as N !1.The purpose of this paper is to 
omplement the results above, by providing a 
onvergen
eanalysis of the MCEM algorithm whi
h remains valid under assumptions that are veri�ed for awide 
lass of MCMC simulation te
hniques, in
luding both single-run and multiple-runs 
hains.The proof of 
onvergen
e is rather di�erent from the s
hemes used before, avoiding any form ofuniform law of large numbers. An averaging te
hnique to improve the rate of 
onvergen
e is alsopresented, based on a modi�
ation of the averaging te
hniques of Ruppert [104℄ and Polyak [89℄.The paper is organized as follows. In Se
tion 9.1 we present the EM and MCEM algorithms, andde�ne the stable MCEM algorithm whi
h guarantees the a.s. boundedness of the random re
ur-sion. In Se
tion 9.2, we study the 
onvergen
e of MCEM for 
urved exponential families, whenthe simulation step is based on MCMC te
hniques by assuming an uniform ergodi
 behavior ofthe kernels. In Se
tion 9.3 the rate of 
onvergen
e is derived ; it is shown how this rate 
an be im-proved, with a very small 
omputational overhead, by using an averaging approa
h. Illustrationsof these results using independent sampler and an hybrid random-s
an type Hastings-Metropolisalgorithm are presented in se
tions 9.4. The proofs of all of these results are given in Se
tions 9.5and 9.6.9.1 The Monte Carlo Expe
tation Maximization algorithmLet X be a separable and lo
ally 
ompa
t topologi
al spa
e, and � be a �-�nite measure on theBorel �-�eld B(X ) ; let � be a 
onvex subset of Rl and H := fh(z; �); � 2 �g be a family of�-integrable Borel fun
tions on X , �-p.s. positive. De�neg(�) := ZX h(z; �)�(dz): (9.1)For all � 2 �, de�ne p(z; �) as p(z; �) := h(z; �)=g(�); (9.2)p(z; �) is a probability density fun
tion relatively to the measure �. In the terminology introdu
edby Geyer [43℄, H is a family of unnormalized densities, P := fp(z; �); � 2 �g is the family ofnormalized densities and g : � ! R+ n f0g is the normalizing fun
tion for the family H. Wewish to �nd the value �� in � that maximizes g(�). Many statisti
al inferen
e problems belongto this framework. In the standard missing data problem, X � Rd,{ g(�) is the in
omplete data likelihood, i.e. the likelihood of the observed data y (thedependen
e of g(�) w.r.t. y is here impli
it),205



{ h(z; �) is the 
omplete data likelihood, i.e. the likelihood of the 
omplete data x obtainedby augmenting the observed data y with the missing data z : x := (y; z),{ p(z; �) is the posterior distribution of the missing data z given the observed data y (referredto as the predi
tive distribution).It is 
onvenient to use the 
lassi
al terminology of the missing data problem, even though theapproa
h developed below applies to a more general 
ontext.9.1.1 The EM algorithmFor any (�; �0) 2 � ��, we setQ(�; �0) := ZX log h(z; �) p(z; �0)�(dz): (9.3)The EM algorithm (Dempster et al. [31℄) is an iterative pro
edure, whi
h maximizes log g(�)by iteratively maximizing Q(�; �0). Ea
h iteration may be formally de
omposed in two steps, anExpe
tation step (E-step) and a Maximization step (M-step). At iteration (n + 1), the E-step
onsists in evaluating Q(�; �n) = ZX log h(z; �) p(z; �n)�(dz):In the M-step, a value of � maximizing Q(�; �n) is found. This yields the new parameter estimate�n+1.Under standard regularity assumption, any iteration of the EM algorithm 
an be representedby an homogeneous point-to-point map T : �! � as follows : �n+1 = T (�n) whereT (�) := argmax�2� Q(�; �) = argmax�2� ZX log h(z;�) p(z; �) �(dz):Note that when the maximum is not unique, T is rather a point-to-set map ; this diÆ
ulty isavoided here ; see Wu [123℄ for details. It is well known that g(T (�)) � g(�) so that the fun
tiong is a natural Lyapunov fun
tion (see Se
tion 9.5) relatively to (T;L) where L is the set of the�xed points of T L := f� 2 �; T (�) = �g: (9.4)The monotoni
ity is the key to prove 
onvergen
e of the EM algorithm. When g and Q(�; �0) aresuÆ
iently smooth and � is open, it may be shown that the sequen
e f�n := T (�n�1)g 
onvergesto the set of the stationary points of the in
omplete data likelihood g, f� 2 �;rg(�) = 0g, wherer denotes the di�erentiation operator (see Wu [123℄, Lange [56℄), so thatf� 2 �; T (�) = �g = f� 2 �;rg(�) = 0g:In some situations, the expe
tation step is intra
table. To deal with these 
ases, Wei and Tan-ner [122℄ (see also Tanner [114℄) propose to repla
e the expe
tation in the 
omputation ofQ(�; �n)by a Monte-Carlo integration, leading to the so-
alled Monte-Carlo EM (MCEM algorithm).206



9.1.2 The MCEM algorithmLet fP�g, � 2 �, be a family of transition kernel on (X ;B(X )) with invariant probability measure��(dz) := p(z; �)�(dz). Let � be a distribution on B(X ) and fmng be an in
reasing sequen
e ofinteger. Denote �n the 
urrent value of the parameter and fZnj g the Markov Chain with transitionkernel P�n and initial distribution � (the initial distribution � is 
onstant over iterations). De�neQn(�; �n) as Qn(�; �n) := m�1n mnXj=1 log h(Znj ; �);and set �n+1 := argmax�2� Qn(�; �n).A �rst diÆ
ulty when dealing with random map is to guarantee the stability (a.s. boundedness)of the sequen
e f�ng. To avoid unne
essary te
hni
al 
onditions, we present a simple modi�
ationof the iterative s
heme �n+1 = argmax�2� Qn(�; �n), adapting the algorithm presented in Chenet al. [22℄ (see also Andradottir [1℄).9.1.3 The stable MCEM algorithmIt 
onsists in the de�nition of a new sequen
e f�0ng obtained by trun
ating the original re
ursion :whenever argmax�2� Qn(�; �0n) is outside a spe
i�
 set, it is re-initialized at a point �00. Inthe te
hnique proposed by Chen et al. [22℄, the trun
ation bounds are random fun
tions ofthe re
ursion index n. The advantage of this approa
h (
ompared to proje
tion) is that thetrun
ation does not modify the set of stationary points of the original re
ursion. More formally,let fKng be a sequen
e of 
ompa
t subsets su
h that for any n � 0,Kn ( Kn+1; � = [n�0Kn: (9.5)Set p0 := 0 and 
hoose �00 2 K0. The stable MCEM algorithm is de�ned as follows� If argmax�2� Qn(�; �0n) 2 Kpn ; �0n+1 := argmax�2� Qn(�; �0n) and pn+1 := pn;if argmax�2� Qn(�; �0n) 62 Kpn ; �0n+1 := �00 and pn+1 := pn + 1:(9.6)Note that pn 
ounts the number of proje
tions. It is shown in the sequel that, under appropriateassumptions, pn is a.s. �nite, meaning that along any traje
tory of the algorithm, the numberof re-initialization is �nite.9.2 The 
urved exponential familyWe further restri
t our attention to the 
ase where the 
omplete data likelihood h is fromthe 
lass of the 
urved exponential densities. We 
onsider the following assumptions whi
h are207



satis�ed in many s
enarios.M1 � � Rl is a 
onvex subset, X � Rd is an open subset and � is a �-�nite positive measureon B(X ).Denote < �; � > the s
alar produ
t, j � j the Eu
lidean norm, d the Eu
lidean distan
e i.e. toa 
losed set L, d(u;L) := inf t2L ju � tj and r the di�erentiation operator. Let S be an opensubset of Rq. Let � : � ! R,  : � ! Rq and S : X ! S. De�ne L : S � � ! R andh : X � �! R+ n f0gL(s; �) := �(�) + Ds; (�)E h(z; �) := exp�L(S(z); �)�:Assume thatM2 (a) �,  are 
ontinuous on � and S is 
ontinuous on X .(b) for all � 2 �, g(�) := R h(z; �)�(dz) is positive and �nite, 
ontinuous on �, and forany M > 0, f� 2 �; g(�) �Mg is 
ompa
t.(
) for all � 2 �, R jS(z)jp(z; �)�(dz)<1 where p(z; �) := h(z; �)=g(�), and�S(�) := Z S(z)p(z; �)�(dz)is 
ontinuous on �.(d) there exists a 
ontinuous fun
tion �̂ : S ! �, su
h that for all s 2 S, L(s; �̂(s)) =sup�2� L(s; �).Let fKng be a sequen
e of 
ompa
t set satisfying (9.5), �00 2 K0 and � be a probability measureon B(X ). The stable MCEM sequen
e (given Kn, �00, �) under the assumption M1 and M2 isthen de�ned as � If �̂( ~Sn) 2 Kpn ; �0n+1 := �̂( ~Sn) and pn+1 := pn;if �̂( ~Sn) =2 Kpn ; �0n+1 := �00 and pn+1 := pn + 1; (9.7)(see Paragraph 9.1.3) where ~Sn :=m�1n mnXj=1 S(Znj );and fZnj g is a Markov Chain with transition kernel P�0n . f ~Sn; png is an inhomogeneous MarkovChain w.r.t. the �ltration Fn := �f ~S0; � � � ; ~Sng. We denote �P�;�00 and �E�;�00 the probabilityand the expe
tation of the 
anoni
al pro
ess f( ~Sn; pn)g ; and P�;�, E�;� the probability and theexpe
tation of the 
anoni
al 
hain f�ng with initial distribution � and transition kernel P� .Note that for any positive Borel fun
tion f , and n � 0,�E�;�00 hf( ~Sn+1)jFni = E�;�0n hf�m�1n mnXj=1 S(�j)�i:To go further, we need to 
ontrol the Lp-norm of the 
u
tuations of the Monte-Carlo approxi-mation of �S(�0n) by ~Sn. To that purpose, we need a uniform in � Rosenthal's inequality.208



M3 Let p � 2 and � be a probability measure on B(X ). For any 
ompa
t set K � �, thereexists a 
onstant C <1 su
h thatsup�2K E�;� ��� nXk=1fS(�k)� ��(S)g���p � C np=2:We now state pra
ti
al 
onditions upon whi
h M3 is veri�ed. The simplest 
ase is when thekernel P� is uniformly ergodi
. (See Meyn and Tweedie [72℄ for relevant de�nitions on MarkovChains).Proposition 9.1 Let P be a  -irredu
ible aperiodi
 Markov transition kernel on (X ;B(X )).Assume that there exist an integer m � 1, a 
onstant � > 0 and a probability measure �m onB(X ) su
h that, for all x 2 X q, A 2 B(X ),Pm(x;A) � ��m(A): (9.8)Then, P possesses an unique invariant probability measure � ; for any p � 2 and any Borelfun
tion g : X ! Rq su
h that supX jgj <1, it holds that for all x 2 X ,nXk=1 ���P kg(x)� �(g)��� � supX jgj 2�1� (1� �)1=m��1;and Ex ��� nXk=1fg(�k)� �(g)g���p � 6pCp supX jgjp n1 + 2f1� (1� �)1=mg�1o np=2;where Cp is the Rosenthal's 
onstant (see Hall and Heyde [46℄, Theorem 2.12).The proof is in Se
tion 9.7. Using this result, assumption M3 is veri�ed provided that supX jSj <1, P� is for all � 2 � uniformly ergodi
 (i.e. the skeleton Pm�� satis�es (9.8) with minorizing
onstant ��), and for � in 
ompa
t subset of �, (a) �� is bounded away from zero and (b)m� is bounded. This 
ondition is often veri�ed when X is 
ompa
t and the kernel depends
ontinuously on � (Cf. Example 9.4.1 in Se
tion 9.4). To deal with non-
ompa
t state spa
e, thefollowing proposition proved in Se
tion 9.7 provides 
onvenient suÆ
ient 
onditions based onthe Foster-Lyapunov drift 
riterion.Proposition 9.2 Let P be a  -irredu
ible aperiodi
 transition kernel on (X ;B(X )) and C bean a

essible petite set. Assume that there exist some 
onstants 0 < � < 1, b < 1 and a Borelfun
tion V : X ! [1;1), V (x)!1 as jxj ! 1, su
h that supC V <1 andPV � �V + b1IC :Let p � 2. De�ne M := 1+ fsupC V _ b=(1� �1=p)pg. Then the set fV �Mg is �m-small withminorizing 
onstant � > 0 and for any Borel fun
tion g : X ! Rq, jgj � V 1=p, it holds that forall x 2 X ,nXk=1 ���P kg(x)� �(g)��� � kgkf01� �1=p�4(1 + ��1)(M +mb1=p)+ 2M1=p(1� �1=p)M1=p � b1=pfV 1=p(x) + b1=p1� �1=pg�209



and Ex ����� nXk=1fg(�k)� �(g)g�����p � C(x) np=2 x 2 X ;whereC(x) := 12pCpM1� � fM1=p(1� �1=p)� b1=pg�p n b1� � + 5��1(2M + bm)+ 2MM(1� �)� bfV (x) + b1� �goand Cp is the Rosenthal's 
onstant.Hen
e, if the kernel P depends on a parameter �, all the terms given in Proposition 9.2 maydepend on � and the 
ondition M3 is veri�ed if (a) ��, b�, M� and m� are uniformly upper-bounded over � for � in a 
ompa
t set ; (b) �� is uniformly lower-bounded over � for � in a
ompa
t set ; (
) there exists a measure of probability � on B(X ) su
h that for any 
ompa
tset K � �, sup�2K �(V�) < 1. Finally, we need to assume that the number of simulation atea
h iteration grows at a given rate fmng. The rate of growth depends upon the 
ontrol of the
u
tuation of the Monte-Carlo sum provided by the Rosenthal's inequality. More pre
isely,M4 fmng is a sequen
e of integers su
h that Pnm�p=2n <1 where p is given by M3.Under the assumptions M1 to M4, we prove in Se
tion 9.5 the following 
onvergen
e result.Denote Cl(A) the 
losure of the set A.Th�eor�eme 9.3 Assume M1 to M4. Let fKng be a sequen
e of 
ompa
t set satisfying (9.5),�00 2 K0 and � be given in M 3. Consider the stable MCEM random sequen
e f�0ng de�nedby (9.7). De�ne L := f� 2 �; �̂ Æ �S(�) = �g: (9.9)Then,(a) limn pn <1 �P�;�00-a.s. and lim supn j�0nj <1, �P�;�00-a.s.(b) fg(�0n)g 
onverges w.p.1 to a 
onne
ted 
omponent of g(L).If g(L \ Cl(f�0ng)) has an empty interior, fg(�0n)g 
onverges w.p.1 to g� and f�0ng 
onverges tothe set Lg� := f� 2 L; g(�) = g�g.To 
on
lude this se
tion, re
all from Wu (Theorem 2, [123℄) that the set of �xed point of the EMalgorithm 
oin
ides with the set of stationary points of g, under weak additional assumptions.Proposition 9.4 Assume M1 to M4. Suppose in addition that � is open and � and  are
ontinuously di�erentiable on �. Then g is 
ontinuously di�erentiable on � and L = f� 2�;rg(�) = 0g, where L is given by (9.9).Using the Sard's Theorem (Bro
ker [13℄), it is known that g(frg = 0g) has an empty interioras soon as the fun
tion g is l-times di�erentiable (where l is the dimension of the parameterspa
e) : hen
e, Theorem 9.3 applies under very weak regularity assumptions.210



9.3 Rate of 
onvergen
e and averagingWe have shown the 
onvergen
e of the MCEM algorithm, to the set L of the �xed points of theEM map T := �̂ Æ �S. In many instan
es, the set L is made of isolated points and, under suitable
onditions, the previous 
onvergen
e results imply pointwise 
onvergen
e. Depending upon thevalues of the Hessian of g, these stationary points may 
orrespond either to lo
al maxima,lo
al minima or saddle point. A �rst question of interest is to state 
onditions upon whi
h thestationary points 
oin
ide only with lo
al maxima. We will see below that these 
onditions arevery weak. To that goal, we formulate some additional regularity assumptionsM5 (a) � is open, (b) for any s 2 S, L(s; �) is twi
e 
ontinuously di�erentiable on �, (
) �S istwi
e 
ontinuously di�erentiable on �, (d) g is 
ontinuously di�erentiable on � and (e) �̂is twi
e 
ontinuously di�erentiable on S.M6 For any 
ompa
t subset K � �, there exist a 
onstant C <1 su
h that for all � 2 K,Xk�1 ���f�P k� (S)� ��(S)g��� � C:Propositions 9.1 and 9.2 state pra
ti
al 
onditions upon whi
h M6 is veri�ed. De�neG(s) := �S Æ �̂(s): (9.10)The mapping G gives another way to look at the EM algorithm, not dire
tly in the parameterspa
e, but in the spa
e of the 
omplete data suÆ
ient statisti
s. This parameterization is more
onvenient when assessing the rate of 
onvergen
e (see below). AssumeL1 The stationary points of g are isolated (or, equivalently the �xed points of the EM mapT ).L2 For every stationary point �� of g, the matri
es �r2�L(s�; ��) andZX r�L(S(u); ��) tr�L(S(u); ��)p(u; ��)�(du);are positive de�nite.We haveLemme 9.5 Assume M1-2, M5 and L1-2. Let �� 2 � be a �xed point of the map T := �̂ Æ �Sand let s� := �S(��).i. s� is a �xed point of the mapping G (given by 9.10).ii. rT (��) = [r2�L(s�; ��)℄�1�r2�L(s�; ��) � r2 log g(��)� is diagonalizable with positive realeigenvalues ; rG(s�) has the same eigenvalues as rT (��), 
ounting multipli
ities togetherwith (q � l) additional eigenvalues equal to zero.iii. �� is a stable �xed point of T i� it is a proper maximizer of g.iv. s� is a stable �xed point of G i� �� is a proper maximizer of g.211



The proof 
an be easily adapted from Lemma 3 in Delyon, Lavielle and Moulines [27℄. Re
all that�� is a stable �xed point of T if all the eigenvalues of rT (��) are stri
tly less than one. Saddlepoints and lo
al minima are hyperboli
 or unstable. This is why the EM sequen
es most often
onverge to lo
al maxima and almost never to lo
al minima, ex
ept in rather arti�
ial examples(see Murray (1977) for su
h 
onstru
tion). Thanks to the simulation noise, 
onvergen
e to saddlepoint and lo
al minima never o

urs for the MCEM sequen
e, as shown in Brandi�ere and Du
o(Chapter 2 [12℄).We now study the rate of 
onvergen
e of �0n to a lo
al maximum ��. Rate of 
onvergen
e isuseful to understand how we should ideally tune the number of simulations mn as a fun
tion ofthe iteration index. The results we have obtained will also be 
ru
ial to derive an a

eleratedversion of the algorithm, based on averaging. Denotes� := �S(��); �sn := �S(�0n); (9.11)so that for n � limn pn, �sn = G( ~Sn�1). For n large enough (i.e.after the last re-proje
tionn � limn pn) we may de
ompose the re
ursion (expressed in the 
omplete data statisti
s domain)~Sn � s� = ~Sn � �sn + �sn � s� = (G(~sn�1)�G(s�)) + ~Sn � �sn;a relation whi
h 
an be linearized when ~sn is in a neighborhood of s�. We use the followingnotations. Let fXng be a ve
tor-valued sequen
e and f
ng be a positive deterministi
 sequen
e ;Xn = Ow:p:1(
n) (resp. ow:p:1(
n)) if supn j
�1n Xnj <1 w.p.1 (resp. lim supn j
�1n Xnj = 0 w.p.1),and Xn = OLq(
n) (resp. Xn = oLq(
n)) if 
�1n Xn is bounded in Lq (resp. tends to zero in Lq).jAj2 denotes the spe
tral norm of a matrix A.Th�eor�eme 9.6 Assume M1 to M6 and L1-2. Let s� be a stable �xed point of the map G anddenote � := rG(s�). Assume that 
 := j�j2 < 1 and 1 � m := limnmn+1=mn < 
�1. Let Æ > 0and n � 0. Then ~Sn may be de
omposed as ~Sn = s� + �n + �n where�n := ��n�1 + �n; ��1 := 0;�n := � ~Sn �m�1n mnXj=1 �P j�0nS�1I(j ~Sn�1 � s�j � Æ):Then, �n = OLp�m�1=2n � and for any 
 < ~
 < m�1, �n1Ilimn ~Sn=s� = Ow:p:1(1)OL1(m�1n ) +Ow:p:1(~
n).The proof is in Se
tion 9.6.Remarks1. In many situations, 
 is very 
lose to one, explaining why the EM algorithm is sometimesslow to 
onverge (see Jamshidian and Jennri
h [49℄). Most often, 
 is unknown. It 
anhowever be estimated using e.g. the Louis Information prin
iple (see Delyon et al. [27℄)but this generally involves a signi�
ant 
omputational overhead.212



2. The 
onstraint m < 
�1 is always satis�ed when fmng is regularly varying at in�nity oforder � i.e. limn m[�n℄mn = �� for any � > 1. When f��nmng is rapidly exploding at in�nityfor � � 
�1 (e.g. when fmng is exponential with a rate greater than 
�1), the 
onstraintis no longer satis�ed. In su
h 
ase, the rate is stri
tly lower than m�1=2n .To get a better understanding on the 
u
tuation ~Sn, we 
ompute the leading term in the de-
omposition of ~Sn � s�. Under the stated assumptions, f�ng is a martingale-in
rement withbounded se
ond-order moments su
h that �n = OL2(m�1=2n ). Then k�nk2 � (1�pm
)�1m�1=2nand j�nj � ~
n Owp1(1). To 
ompare the rate of 
onvergen
e of the MCEM algorithm with othersto
hasti
 version of the EM algorithm, su
h as the Sto
hasti
 Approximation EM (SAEM), itis worthwhile to 
ompute the rate as a fun
tion of the number of simulations rather than asa fun
tion of the number of iterations. For a generi
 sequen
e fXng, de�ne the interpolatedsequen
e X(i)n = X�(n) where � is de�ned as the largest integer su
h that�(n)Xk=0mk < n � �(n)+1Xk=0 mk:Assume �rst that mn := (n + 1)�. On the simulation time-s
ale, k�(i)n k2 � (1 � 
)�1hn(1 +�)i��=2(1+�) whi
h should be balan
ed with the term j�(i)n j � ~
 [n(1+�)℄1=(1+�) Ow:p:1(1) : k�(i)n k2de
reases with � whereas j�(i)n j in
reases, and the rate of 
onvergen
e is always smaller that n�1=2.Assume now thatmn := mn,m > 1.We get similarly that k�(i)n k2 � (1�pm
)�1pm=(m� 1)n�1=2and j�(i)n j = o(k�(i)n k2) whenever 1 < m < 
�1. Note that the varian
e depends upon the 
hoi
eof m and that the optimal rate is obtained with m = 
�2=3. This suggests to adapt the simu-lation s
hedule fmng to 
. This pro
edure is however mainly of theoreti
al interest be
ause 
(and other 
onstants of the problem) are unknown.The averaging pro
edure This dis
ussion eviden
es that the performan
e depend 
riti
allyupon the 
hoi
e of the s
hedule whi
h is of 
ourse a serious pra
ti
al drawba
k. Re
ently, data-driven pro
edures have been proposed by Booth and Hobert [10℄. These pro
edures require toevaluate the varian
e of ~Sn � �sn whi
h is a very 
hallenging problem when MCMC algorithmsare used. We 
onsider here an alternative pro
edure based on an averaging method. This isadapted from the so-
alled averaging pro
edure developed by Ruppert [104℄ and Polyak [89℄ (seealso Polyak and Juditsky [90℄) to improve the rate of 
onvergen
e for sto
hasti
 approximationpro
edure. To motivate the 
onstru
tion, re
all (Theorem 9.6) that~Sn = s� + nXk=0 �n�k�k + �n: (9.12)Ea
h value of ~Sn may be seen as an estimator of the true value s� a�e
ted by a \noise" term.The stable MCEM algorithm estimates �� by taking the \last" value of �0n (or equivalently ~Sn)213



whi
h is of 
ourse a very ineÆ
ient estimation strategy. It is well-known that, in the regressionproblem (9.12), the minimum varian
e estimator of s� is the weighted-least square estimator ;this estimator requires to know the 
ovarian
e stru
ture of the perturbation. We suggest to use asimpler solution, 
onsisting in 
ombining the di�erent values ~sn with relative weights mn whi
his a 
rude estimate of the inverse of the varian
e of the perturbation. Hen
e, we 
onsider thefollowing averaged sequen
e, n � 0,�n :=M�1n nXj=0mj ~Sj ; where Mn := nXj=0mj : (9.13)We show that under weak 
onditions on the sequen
e fmng, the estimator ��n+1 := �̂(�n) orequivalently �n, has a rate proportional to M�1=2n . When the M-step is in simple 
losed form,the pro
edure has a negligible 
omputational overhead with respe
t to the "plain" algorithm.Lemme 9.7 Under the assumptions of Theorem 9.6, it holdsn�n � s�o1Ilimn ~Sn=s� = OL2�M�1n f nXk=0 h n�kXj=0 mj+k
ji2m�1k g1=2�+Owp1(n=Mn):The proof is in Se
tion 9.6.For example, in the geometri
al s
hedule mn := mn with 1 � m < 
�1n�n � s�o1Ilimn ~Sn=s� = OL2�M�1=2n �+Owp1(1)oL1(M�1=2n ) + Owp1(M�1n );and the averaged sequen
e has the same rate than the original one. The averaging pro
e-dure is interesting for the polynomial s
hedule mn := (n + 1)� : we have mj+k � mkmk andPn�kj=0 mj+k
j � mkPj�0mj
j ; then the leading term is always of order M�1=2n whi
h is pro-portional to the number of simulations up to the iteration n. When expressed on the simulationtime-s
ale, the previous result shows that the varian
e of this term is asymptoti
ally independentof the 
hoi
e of the s
hedule fmng in sharp 
ontrast with the results obtained with the originalMCEM algorithm. When an averaging pro
edure is used, the 
hoi
e of the s
hedule is no longer
riti
al.9.4 Examples9.4.1 An appli
ation to produ
t di�usion modelingWe illustrate the previous results by 
onsidering the Bass produ
t di�usion model whi
h 
onsistsin predi
ting market penetration of new produ
ts and servi
es. Sherman, Ho and Dalal [106℄,(hereafter SHD) proved the 
onvergen
e in the 
ase where the missing data are obtained (at ea
hstep) from m independent runs of a Gibbs sampler. In addition, these authors assume uniform214



geometri
 ergodi
ity in the total variation distan
e, and uniform 
onvergen
e in L2 (Assump-tions (C5-6)) whi
h seem diÆ
ult to dire
tly verify in pra
ti
e.The observations y := f(t1; n1); � � � ; (tq; nq)g 
olle
t su

essive 
umulative numbers nj of adop-ters of a new produ
t at time points tj . We set t0 = n0 := 0. It is assumed that the nj 's arerealizations of a pro
ess N(t) at time tj , and the tj 's are sele
ted independently of the adop-tion pro
ess. N(t) is a pure birth Markov pro
ess with stationary transition probabilities andpopulation adoption rate �(t) := �M� �N(t)���+ �N(t)�where M is the total number of population in the population of interest, � is the proportionof potential adopters of the new produ
t, � � 0 is the innovator 
oeÆ
ient and � � 0 is theimitator 
oeÆ
ient. M is supposed to be known. Our purpose is to 
ompute the maximumlikelihood estimator for � = (�; �; �) ; the in
omplete data likelihood is given byg(�) := qYj=1 njXi=nj�1 h nj�1Yk=nj�1 �k(�)i h njYk=nj�1;k 6=if�k(�)� �i(�)gi�1 exp�� �i(�)(tj � tj�1)�;where �i(�) := (M� � i)(�+ �i) and � is in the set� := f(�; �; �) 2 (0; 1℄� [0; 1℄� [nq=M; 1℄; 0 < �+ �n(q) � 1g:Dalal and Weerahandi [26℄ reported that the 
omputation and maximization of g is not tra
table.In this 
ontribution, we solve the problem by implementing the stable MCEM algorithm, themissing data being sampled using an independent sampler.We use the missing data framework detailed above and write g(�) := RX h(z; �)�(dz) whereh(z; �) := nq�1Yi=0 �i(�) exp�� �i(�)(zi+1 � zi)� exp� � �q(�)(tq � znq )�; (9.14)for z := (z1; � � � ; znq) 2 X := [0; tq℄nq (by 
onvention z0 := 0), and � is absolutely 
ontinuousw.r.t. the Lebesgue measure on Rnq�(dz) := 1Iz1<���<znq q�1Yj=1 1Iznj�tj<znj+1 1Iznq�tq dz: (9.15)From (9.14) and Eq.(11) in SHD, we have with S(z) := z�(�) := ��nq (�)tq + nq�1Xk=0 ln �k(�);  (�) := ��1(�)� �0(�); � � � ; �nq(�)� �nq�1(�)�;and M2 is easily 
he
ked. To impute the missing values, we use a Metropolis-Hastings Inde-pendent Sampler with proposal distribution m absolutely 
ontinuous w.r.t � ; then the Markovtransition kernel is given byP�(z; dz0) := ��(z; z0)m(z)�(dz0) + Æz(dz0) Z �1� ��(z; z0)�m(z0)�(dz0)215



where ��(z; z0) is the a

eptation ratio ��(z; z0) := 1 ^ fp(z0; �)m(z)=[p(z; �)m(z0)℄g. We 
hoosem(z)�(dz) as the produ
t of q distributions of the order statisti
s of (nk � nk�1) independentrandom variable uniformly distributed on [tk�1; tk℄, i.e.m(z)�(dz) = h qYk=1 (tk � tk�1)nk�nk�1(nk � nk�1)! i�11Iz1<���<znq q�1Yj=1 1Iznj�tj<znj+1 1Iznq�tq dz:Re
all that for an homogeneous Poisson pro
ess of rate �, the 
onditional distributions of thePoisson arrival in a given interval given the number of arrival is i.i.d uniform over that intervalso that the 
hoi
e of the proposal is well mat
hed to the target density. With these de�nitions,P� is ��-irredu
ible and aperiodi
.It is easily seen that p(z; �) is uniformly bounded for � in a 
ompa
t set K of �. Thus, thereexists some minorizing 
onstant 0 < � < 1 su
h that �p(z; �) � m(z) for all � 2 K, z 2 X . Hen
e,for z 2 X , A 2 B(X ),P�(z; A) � ZA ��(z; z0)m(z0)�(dz0) � � ZA p(z0; �)�(dz0) = ���(A):The 
ondition M3 dedu
es from Proposition 9.1.Simulations We illustrate the performan
e of the stable MCEM pro
edure to estimate themaximum likelihood estimator : we generate q := 30 observations at time tj := 0:25j by 
hoosingM := 2000, �̂ = (�̂; �̂; �̂) := (0:03; 0:0004; 0:5). A sample path of 
orresponding 
umulativenumbers nj is given in Figure 9.1. The initial values are �00 = (�0; �0; �0) := (0:025; 0:00035; 0:45).Ten iterations are performed. The number of simulations at ea
h step is set tomn := n2. We �rstplot the histogram (Figure 9.1) of 1000 estimates of the maximum likelihood �� obtained from1000 ve
tors of observations y : the histograms have modes near the parameter true value. Wealso plot the histogram of the 
orresponding number of proje
tions. We then run 1000 instan
esof stable MCEM 
omputed from the same observation y and give the 
orresponding histograms(Figure 9.2).9.4.2 Appli
ation to a time series models involving 
ountsWe now illustrate our results on an example taken from Zeger [126℄ and dis
ussed in Chan andLedolter [20℄, 
onsisting in �tting a model to the monthly number of 
ases of poliomyelitis fromJanuary 1970-De
ember 1983. Chan and Ledolter [20℄ addressed the 
onvergen
e (with high pro-bability) of MCEM algorithm to a maximizer of g, in the 
ase where the missing data are drawn(at ea
h step) from m iterations of a Gibbs sampler ; the authors 
laim that they proved thereexists a neighborhood of a lo
al maximizer �� su
h that for starting values inside this neighbo-rhood and any � > 0, there exists a k0 su
h that P (j�k � ��j < � for some k � k0)! 1 as m goesto in�nity (Theorem 1, Chan and Ledolter [20℄). As stressed in the introdu
tion, these authors216



assumed that the MCEM map 
onverges in probability to the EM map T uniformly for � over
ompa
t sets, whi
h is equivalent here to showing that the Monte-Carlo sum n�1Pnk=1 S(Zk)where fZkg is a Markov Chain with transition kernel P� , 
onverges in probability to �S(�), uni-formly for � over 
ompa
t sets. Results to 
he
k this property are given in Sherman, Ho andDalal [106℄ when the Monte-Carlo sum is obtained from multiple independent run. It is not
lear (and this point has been overlooked in Chan and Ledolter [20℄) that this property holdsfor single run Monte-Carlo approximation.The observations y := (y1; � � � ; yd) generated from a doubly sto
hasti
 Poisson with mean �ksatisfying ln �k := �tUk + zkwhere fUkg are deterministi
 regressors and fzkg is a random e�e
t modeled as a stationaryGaussian AR(1) latent pro
ess (k � 1),zk+1 = azk + �k+1 jaj < 1;and f�kg is an Gaussian white noise with varian
e ��1. We assume that ��1 is bounded awayfrom zero (��1 � ��1� ). The 
ovariate ve
tor fUkg is given in the model byUk := �1; k=1000; 
os(2�tk=12); sin(2�tk=12); 
os(2�tk=6); sin(2�tk=6)� 2 R6:The unknown parameters are � := (�t; �; a) whi
h are to be �tted in the maximum likelihoodsense. The likelihood fun
tion g(�) may be expressed as g(�) := RX h(z; �)�(dz) where X = Rd,� is the Lebesgue measure on Rd and h is given byh(z; �) := h dYk=1 1yk !i p�dp2�dp1� a2 exp h dXk=1fyk(�tUk + zk)� exp(�tUk + zk)gi (9.16)� exp h � �=2 dXk=2(zk � azk�1)2 � �=2(1� a2)z21i:De�ne the 
onvex subset of R8 � := R6� [0; ��℄� (�1; 1):We set �(�) := � dXk=1 ln yk! + dXk=1 yk�tUk � d=2 ln 2� + d=2 ln �+ 1=2 ln(1� a2) (�) := h1;��(1+ a2)=2;�a2=2; a�;� exp(�tU1); � � � ;� exp(�tUd)i;S(z) := h dXk=1 ykzk; jzj2; z21 + z2d ; dXk=2 zkzk�1; exp z1; � � � ; exp zdi 2 Rd+4:217



The Random S
an Hastings-Metropolis sampler To impute the missing values, we usethe hybrid sampler random s
an symmetri
 random walk Hastings-Metropolis (hen
eforth de-noted RSRW). To understand the behavior of this sampler, some notations are in order. Let(e1; � � � ; ed) be the 
oordinate ve
tors ; for z 2 Rd, set zk :=< z; ek >. Let p be a densityw.r.t. the Lebesgue measure on Rd, and fqig, i = 1; � � � ; d, be a family of symmetri
 densitiesw.r.t. the Lebesgue measure on R, bounded away from zero in a neighborhood of the origin. Fori = 1; � � � ; d, de�ne a transition kernel Pi on (Rd;B(Rd)),Pi(z; A1 � � � � � Ad) :=Yk 6=i Æzk (Ak) ZAi�zi �(z; z + yei)qi(y)dy+ Æz(A) ZR�1� �(z; z + yei)�qi(y)dywhere Ai � zi := fy 2 R; zi+ y 2 Aig and �(z; t) := 1 ^ p(t)=p(z), (z; t) 2 Rd� Rd. Then theRSRW kernel PRS is de�ned as PRS := 1d dXi=1 Pi:In the present setting, the target density depends on � and we denote the RSRW kernel PRS;�.The V -ergodi
ity at a geometri
al rate of this sampler is studied in Roberts and Rosenthal [97℄and Fort and Moulines [40℄. The following result dedu
es from Example 2.5. of Fort, Moulinesand Roberts [40℄Proposition 9.8 Let fqig, i = 1; � � � ; d, be a family of symmetri
 density w.r.t. the Lebesguemeasure on R, bounded away from 0 in a neighborhood of the origin. Let p(z; �) / h(z; �) givenby (9.16) and denote PRS;� the RSRW kernel with target density p(z; �). Then for any � 2 �,the kernel is Lebesgue-irredu
ible, aperiodi
 and any bounded set is small.Choose 0 < s < 1 su
h that s(1 � s)1=s�1 < (2d� 2)�1 and set V�(z) := p(z; �)�s. Then thereexists � > 0 and for any 
ompa
t K � �, there exist some 
onstants 0 < �� < 1, b < 1 and a
ompa
t set C� su
h that PRS;�V� � ��V� + b1IC� 8� 2 Kwhere�� := 1� 12d + d� 1d s(1� s)1=s�1 + � b := n�1�1 + s(1� s)1=s�1� sup(z;�)2C��KV�(z):In addition, if the densities qi are positive on R, then the 
ompa
t sets are �1-small and theassumption M3 follows from Proposition 9.2.Simulations To illustrate the results, we have generated 300 observations of the doubly sto-
hasti
 Poisson pro
ess des
ribed above, with parameters (�̂; �̂; â),�̂ := �0:2;�4:5;�0:1;�0:5; 0:2;�0:4� �̂ := 10 â := 0:9:218



A sample path of 
orresponding 
ounts is given in Figure 9.3.We have then run the stable MCEM algorithm with starting values (��̂; 2; 0:3); we have veri�edthat the MCEM algorithm is in this 
ase insensible to the starting point. We initialize theMarkov 
hains in the 
ompa
t C := [�3; 3℄300 : Z(n)0 is obtained by trun
ating the sample Z(n�1)mn�1so that Z(n)0 2 C ; the proposal densities qi are Gaussian with standard deviation 0:6. As seenin Figure 9.8, the number of proje
tions is rather high during the few hundred iterations. Thesequen
e then 
onverges to a stable attra
tor. It is 
learly seen in the plot that the varian
e ofthe averaged sequen
e is smaller than the varian
e of the original MCEM estimator.9.5 Proof of Theorem 9.3The 
onvergen
e of the stable MCEM algorithm 
an be seen as a parti
ular instan
e of the
onvergen
e of a random iterative map that approximates a deterministi
 iterative map havinga (well-behaved) Lyapunov fun
tion. This is a 
lassi
al problem that has been studied by manyauthors, and in parti
ular by Shapiro and Wardi [105℄ (see also Pierre-Loti-Viaud [86℄, Brandi�ereand Du
o [12℄). However, all these authors assume that the approximation of the deterministi
map by the random map is uniform over 
ompa
t subset of the de�nition spa
e : as eviden
ed inthe dis
ussion above, this 
ondition is not pra
ti
al to 
he
k for single-run MCMC integration.In this se
tion, we show how this 
ondition 
an be weakened. Sin
e our results go beyond thestudy of the MCEM algorithm, we have de
ided to present them in an abstra
t setting. Theappli
ation to the stable MCEM algorithm is straightforward.9.5.1 Deterministi
 resultsWe denote T : � ! � a point to point map. Let L be a non empty subset of �. A positivefun
tion W de�ned on � is said to be a Lyapunov fun
tion relatively to (T;L) when, (i) for allu 2 �,W ÆT (u)�W (u) � 0 and (ii) for any 
ompa
t set C � (�nL), infu2CfW ÆT (u)�W (u)g >0. We �rst state our main 
onvergen
e result.Proposition 9.9 Let � � Rl and L � � be a 
losed set. Let W be a 
ontinuous Lyapunovfun
tion relatively to (T;L). Assume that there exists a �-valued sequen
e fung su
h that (i)for all n � 0, un 2 K for some 
ompa
t set K � � and (ii) jW (un+1) � W Æ T (un)j �! 0as n �! 1. Then fW (un)g 
onverges to a 
onne
ted 
omponent of W (L \ K). If W (L \ K)has an empty interior, fW (un)g 
onverges to w? and d(un;Lw? \ K) ! 0 as n ! 1 whereLw? := f� 2 L;W (�) = w?g.Proof 9 De�ne D := W (L \ K). Without loss of generality, we 
an suppose that L \ K is anon-empty 
ompa
t subset of � and thus D is a 
ompa
t set of R. Let D� be the �-neighborhoodof the 
losed set D in R, D� := fx 2 R; d(x;D) < �g. As D is 
ompa
t, D = T�>0D�. Let� > 0. Sin
e D� is a �nite union of disjoint bounded open intervals, there exist n� � 0 and two219



in
reasing real valued sequen
es fa�(k)g and fb�(k)g, 1 � k � n�, su
h thatD� = [k2f1;��� ;n�g (a�(k); b�(k)): (9.17)W�1(D�=2) is an open neighborhood of L, and we de�ne� �� := inffu2KnW�1(D�=2)g fW Æ T (u)�W (u)g;�� := �� ^ �: (9.18)Sin
e K n W�1(D�=2) is a 
ompa
t subset of Rd, �� and �� are both positive. We de�ne�n+1 :=W (un+1)�W Æ T (un). ThenW (un+1)�W (un) = W Æ T (un)�W (un) + �n+1: (9.19)and there exists N� � 0, su
h that for any n � N�,j�n+1j � ��=2: (9.20)By (9.18), (9.19),�n � N� and un 2 K nW�1(D�=2)� =) W (un+1)�W (un) � ��=2: (9.21)De�ne k?� := minf1 � k � n�; lim supn W (un) < b�(k)g and I(�) := (a�(k?�); b�(k?�)). (9.21)shows that fW (un)g is in�nitely often (i.o.) in D�=2 � D�, and sin
e D� is a �nite union ofintervals, fW (un)g is i.o. in an interval of (9.17) ; thus, lim supn W (un) 2 I(�). Let p � N�su
h thatW (up) 2 I(�). We prove by indu
tion that for all n � p,W (un) 2 I(�). By de�nition,W (up) 2 I(�). Assume now that for p � k � n, W (uk) 2 I(�).{ Case 1 : If W (un) 2 D�=2, we have W (un) � a�(k��) + �=2. Thus,W (un+1) � W (un) + �n+1 � a�(k��) + �=2� ��=2 � a�(k��):{ Case 2 : If W (un) 2 D� n D�=2, then under (9.18), W Æ T (un) �W (un) � ��, and (9.19)and (9.20) imply that W (un+1) � a�(k��) + ��=2 � a�(k��).Hen
e, the set of the limit points I of fW (un)g is non empty and in
luded in the intervalI(�). Let 0 < �1 < �2. By de�nition, D�1 � D�2 , thus I(�1) � I(�2) and I � I(�1) \ I(�2).Let f�ng be a de
reasing sequen
e su
h that limn �n = 0 ; then I � Tn I(�n). fI(�n)g is ade
reasing sequen
e of intervals, Tn I(�n) is an interval and Tn I(�n) � W (L \ K). Hen
e,fW (un)g 
onverges to this interval whi
h 
on
ludes the �rst part of the proof. The last part isa 
onsequen
e of (9.19).Remarque 9.10 When un+1 = Fn(un), where Fn is a random iterative map approximating T ,our main assumptions read, (i) jW ÆFn(un)�W ÆT (un)j ! 0 a.s. as n!1 and (ii) fung is a.s.bounded. In Shapiro and Wardy [105℄ (see also Chan and Ledolter [20℄, Pierre Loti-Viaud [86℄,Sherman, Ho and Dalal [106℄), (i) is substituted by (i') supu2K jW Æ Fn(u)�W Æ T (u)j ! 0,the other assumptions remaining un
hanged. This is why these authors have to prove a form ofuniform law of large numbers. 220



The se
ond part of the proof 
onsists in showing that, along any traje
tory, fung stays in a
ompa
t subset (depending upon the traje
tory) of �. This problem whi
h has been often over-looked by the authors writing on this subje
t is in fa
t rather diÆ
ult to prove. To prove theresult, we will pro
eed in two steps. We �rst show (Proposition 9.11) that this 
ompa
tnessassumption 
an be repla
ed by a re
urren
e 
ondition, provided that there exists a Lyapunovfun
tion 
ontrolling the ex
ursion outside the 
ompa
t sets of �. We will then propose a sta-bilization pro
edure when fung is de�ned by a sequen
e of map fFng, 
lose to T in a sense topre
ise (Proposition9.13).Proposition 9.11 Let � be a subset of Rl and L be a 
ompa
t subset of �. LetW be a Lyapunovfun
tion for (T;L). Assume thatA1 (a) T (L) is relatively 
ompa
t, (b) for all M 2 N n f0g, f� 2 �;W (�) � Mg is a
ompa
t subset of �, (
) � = SM2Nnf0gf� 2 �;W (�) �Mg.A2 there exists a �-valued sequen
e fung su
h that (a) fung is in�nitely often in a 
ompa
tsubset G � � and (b) for any 
ompa
t set K � �, limn jW (un+1)�W ÆT (un)j1Iun2K = 0.Then fung is in a 
ompa
t subset of �.Proof 11 Let � > 0 and L� be the �-neighborhood of L. Under (A2a), (A1a) and (A1
), thereexists M� su
h that Cl�T (L)� [ L� [ G � f� 2 �;W (�) �M�g (9.22)where Cl denotes the 
losure. Let M 0� < M� and de�ne� �� := inff�2�;W (�)�M 0�gnL�fW Æ T (�)�W (�)g�� := �� ^ fM� �M 0�g: (9.23)By assumption, �� > 0 and �� > 0. De�ne �n+1 := W (un+1) � W Æ T (un). (A2b) and (A1
)imply that there exists N� := N(�;M 0�) su
h that�n � N� and un 2 f� 2 �;W (�) �M 0�g�) j�n+1j � ��=2: (9.24)Note that W (un+1)�W (un) = W Æ T (un)�W (un) + �n+1: (9.25)Sin
e fung is in�nitely often in the 
ompa
t set G, there exists p � N� su
h that W (up) �M 0�.We show by indu
tion that for all n � p, W (un) �M 0�. The property holds for n = p. Assumeit holds for p � k � n.{ Case 1 : If W (un) �M�, then (9.23-9.25) imply that W (un+1) �M 0�.{ Case 2 : If M 0� � W (un) < M� then (9.22-9.25) imply that W (un+1) > W (un) �M 0�.Hen
e for any q � n, uq is in the 
ompa
t set f� 2 �;W (�) �M 0�g.Remarque 9.12 Proposition 9.11 weakens the 
onditions presented in Meyn and Tweedie (Theo-rem 11.2.1. [72℄) for the 
onvergen
e of an iterative s
heme sin
e it does not impose a minimalrate of in
rease of the Lyapunov fun
tion W outside L.221



Let fFng : � ! � be a family of point-to-point map. Choose a sequen
e of 
ompa
t subsetsfKng su
h that for any n � 0, Kn ( Kn+1 � = [n�0Kn:Let u0 2 K0. Set p0 := 0 and for n � 0,� If Fn(un) 2 Kpn; un+1 := Fn(un) and pn+1 := pn;if Fn(un) 62 Kpn un+1 := u0 and pn+1 := pn + 1: (9.26)Proposition 9.13 Let � be a subset of Rl. Let fFng be a sequen
e of map onto � and denotefung the sequen
e obtained by the previous algorithm (9.26). Assume that (A1) holds and W isa 
ontinuous fun
tion. Assume in addition that (a) for all u 2 K0, limn jW ÆFn�W ÆT j(u) = 0and (b) for any 
ompa
t subset K � �, limn jW Æ Fn(un)�W Æ T (un)j1Iun2K = 0. Then, pn is�nite and fung is a 
ompa
t sequen
e.The proof is along the same lines as Proposition 9.11 and is omitted for brevity.9.5.2 Appli
ation : proof of Theorem 9.3We use Proposition 9.9 and Proposition 9.13 with the EM map T := �̂ Æ �S and the randomsequen
e of map fFng, Fn(�) := argmax�2� Qn(�; �):Appli
ation of Proposition 9.13 As emphasized in Se
tion 9.1, the in
omplete data li-kelihood g is a natural Lyapunov fun
tion relatively to the EM map T and to the set L :=f� 2 �; T (�) = �g. Thus we apply Proposition 9.13 with u0n := �0n and W := g. Under M1and M2, the 
ondition (A1) is veri�ed with a 
ontinuous Lyapunov fun
tion. Let � > 0 andK � � be a 
ompa
t. We prove that Pn 1IfjgÆFn(�0n)�gÆT (�0n)j1I�0n2K��g is �nite �P�;�00-a.s. By these
ond Borel-Cantelli Lemma, the 
onvergen
e of the series is implied by the 
onvergen
e ofPn �P�;�00�jg Æ Fn(�0n)� g Æ T (�0n)j1I�0n2K � �jFn�1� �P�;�00-a.s.By assumption, �S(K) is a 
ompa
t subset of S. For Æ > 0, de�ne the 
ompa
t �S(K; Æ) := fs 2Rq; d(s;K)� Æg. Then there exists �(�; Æ) su
h that for any x; y 2 �S(K; Æ),jx� yj � �(�; Æ) =) jg Æ �̂(x)� g Æ �̂(y)j � �:222



Hen
e,�P�;�00����g Æ Fn(�0n)� g Æ T (�0n)���1I�0n2K � �jFn�1�= �P�;�00����g Æ �̂( ~Sn)� g Æ �̂( �S(�0n))���1I�0n2K � �jFn�1�= �P�;�00����g Æ �̂( ~Sn)� g Æ �̂( �S(�0n))���1I�0n2K � �; ��� ~Sn � �S(�0n)���1I�0n2K � ÆjFn�1�+ �P�;�00����g Æ �̂( ~Sn)� g Æ �̂( �S(�0n))���1I�0n2K � �; ��� ~Sn � �S(�0n)���1I�0n2K > ÆjFn�1�� 2�P�;�00���� ~Sn � �S(�0n)���1I�0n2K � �jFn�1�with � := Æ ^ �(�; Æ). Thus,�P�;�00����g Æ Fn(�0n)� g Æ T (�0n)���1I�0n2K � �jFn�1� � 2 ��p�E�;�00 h��� ~Sn � �S(�0n)���pjFn�1i1I�0n2K� 2 ��p m�pn E�;�0n hj mnXj=1fS(�j)� ��0n(S)gjpi1I�0n2K:Then M3 implies that there exists a �nite 
onstant C := C(K) su
h thatE�;�0n hj mnXj=1fS(�j)� ��0n(S)gjpi1I�0n2K � Cmp=2n ;and by M4, �E�;�00 hXn �P�;�00�jg Æ Fn(�0n))� g Æ T (�0n)j1I�0n2K � �jFn�1�i <1whi
h 
on
ludes the proof.Appli
ation of Proposition 9.9 It remains to prove that for any 
ompa
t set K � �,���g(�0n+1)� g Æ T (�0n)���1I�0n2K ! 0 �P�;�00 � a.s. as n!1:We pro
eed as in the proof of Proposition 9.13 and 
onsider the a.s. 
onvergen
e of the randomseries Xn �P�;�00����g(�0n+1)� g Æ T (�0n)���1I�0n2K � �jFn�1�: (9.27)By de�nition, either �0n+1 = Fn(�0n) or �0n+1 = �00. We have just proved that the number orre-initialization is �nite w.p.1 so thatXn �P�;�00����g(�0n+1)� g Æ T (�0n)���1I�0n2K � �; �0n+1 = �00jFn�1�is �nite �P�;�00-a.s. Then (9.27) is �nite i� Pn �P�;�00����g(�0n+1) � g Æ T (�0n)���1I�0n2K � �; �0n+1 =Fn(�0n)jFn�1� is �nite �P�;�00-a.s., whi
h is established in the proof above.223



9.6 Proofs of Theorem 9.6 and Lemma 9.7We approximate the non-linear error ~Sn � s� by a linear one as follows. For n � limn pn,~Sn � s� = G( ~Sn�1)�G(s�) + ~Sn � �sn= �� ~Sn�1 � s��+ �n + Æ(1)n + Æ(2)m +Xi;j Rn�1(i; j)�~Sn�1;i � s�i�� ~Sn�1;j � s�j�where Rn�1(i; j) := Z 10 (1� t)�2G(s� + t( ~Sn�1 � s�))�si�sj dtandÆ(1)n := � ~Sn �m�1n mnXj=1 �P j�0nS�1Ij ~Sn�1�s� j�Æ Æ(2)n := �m�1n mnXj=1 �P j�0nS � �sn�1Ij ~Sn�1�s�j�Æ:Note that Æ(1)n 1I(limn ~Sn = s�) has, w.p. 1 only a �nite number of non zero values and Æ(2)n =Owp1(m�1n ): The following te
hni
al Lemma, from Polya and Szeg� [88℄, vol.1, p-39, is useful inthe sequel.Lemme 9.14 Let fang and fbng, bn 6= 0, be two sequen
es su
h that (i) the power seriesf(x) := P1n=1 anxn has a radius of 
onvergen
e r, (ii) limn!1 bn=bn+1 =: q, with jqj < r.De�ne 
n :=Pnk=0 akbn�k. Then, limn!1 
nb�1n = f(q).9.6.1 Proof of Theorem 9.6The proof of the �rst assertion is by dire
t appli
ation of M3, M6 and Lemma 9.14. In addition,�n = owp1(1) so that �n1Iflimn ~Sn=s�g = owp1(1). De�neHn := X1�i�qRn(i; �)�2�n;i + �n;i� and  (n; k) := (Hn + �) � � �(Hk + �);with  (n; n+ 1) = I and  (n; k) = 0 if k > n + 1. Sin
e G is twi
e 
ontinuously di�erentiable,and a

ording to the pre
eding assertion, Rn1Iflimn ~Sn=s�g = Ow:p:1(1), and for any 
onstant
 < ~
 < m�1, Hn1Iflimn ~Sn=s�g = ow:p:1(1), and j  (n; k+ 1)1Iflimn ~Sn=s�gj2 = Ow:p:1(~
n�k) for klarge enough. Sin
e�n = (Hn + �)�n�1 + rn + Æ(1)n + Æ(2)n =  (n; 1)f�s0� s�g+ nXk=1 (n; k+ 1)rk+ nXk=0 (n; k+ 1)(Æ(1)k + Æ(2)k )224



with rn :=P1�i;j�q Rn(i; j)�n;i�n;j , then�n1Iflimn ~Sn=s�g = Ow:p:1(1)OL1(m�1n ) + Ow:p:1(~
n):9.6.2 Proof of Lemma 9.7De�ne ��n :=M�1n Pnk=0mk�k and ��n :=M�1n Pnk=0mk�k. We have��n =M�1n nXk=0fn�kXj=0mj+k�jg�k;so that, sin
e f�kg is a martingale-in
rement and �E�;�00 hj�kj2jFk�1i = OLp(m�1k ), there exists a�nite 
onstant C su
h thatk��nk2 � CM�1n � nXk=0m�1k � n�kXj=0mj+k
j�2��1=2:Finally, by use of Theorem 9.6, ��n = Owp1(1)OL1(nM�1n ) +Owp1(M�1n ).9.7 Uniform Rosenthal's inequalityLet f : X ! [1;1) be a measurable fun
tion. For some fun
tion g : X ! Rq, de�nekgkf := supx2X jgj(x)f(x) :Denote Lf := fg;X ! Rq; kgkf <1g: Finally, for any signed measure � on B(X ), denotek�kf := supg;jgj�f j�(g)j:Proposition 9.15 Let P be a  -irredu
ible and aperiodi
 transition kernel on a general statespa
e (X ;B(X )). Let D be an a

essible �m-small set i.e. there exist a 
onstant � > 0, an integerm � 1 and a probability measure �m on B(X ) su
h thatPm(x;A) � ��m(A); x 2 D;A 2 B(X ): (9.28)Let C � D be an a

essible set. Assume there exist some Borel fun
tions f; V : X ! [1;1),f � V , some 
onstants b <1 and 0 < a < 1 su
h that supD V <1 and� PV (x) � V (x)� f(x) + b1IC(x);f(x)� b � af(x); x 2 D
: (9.29)225



Then, P possesses an invariant probability measure � su
h that �(f) <1 for any (x; y) 2 X�X ,Xn kPn(x; �)� Pn(y; �)kf �M1;f +M2;f�V (x) + V (y)�; (9.30)where, M2;f := (2� �)a�1 (9.31)M1;f := (2� � + ��1) sup(x;x0)2C�Dm�1Xk=1 fP kf(x) + P kf(x0)g+ ��1 sup(x;x0)2C�DfPmV (x) + PmV (x0)g;(9.32)with the 
onvention that P0k=1 P kf(x) = 0.Corollaire 9.16 For any probability measure (�; �) on B(X ) � B(X ), and any Borel fun
tiong 2 Lf ,Xn j�Png � �Pngj �Xn Z �(dx)�(dy)jPng(x)� Png(y)j �M1;f +M2;f��(V ) + �(V )�:Note that by assumption,sup(x;x0)2C�Dm�1Xk=1fP kf(x) + P kf(x0)g � sup(x;x0)2C�DfV (x)� f(x) + V (x0)� f(x0)g+ 2bmandsup(x;x0)2C�DfPmV (x) + PmV (x0)g � 2��m(V ) � sup(x;x0)2C�DfV (x)� f(x) + V (x0)� f(x0)g+ 2bm:Hen
e, M1;f and M2;f may be bounded by a fun
tion of (m; �; b; a; supD V ).Remarque 9.17 Let P be a  -irredu
ible and aperiodi
 transition kernel and C be an a

essiblepetite set. It is known from Theorem 14.0.1 in Meyn and Tweedie [72℄ that if there exist someBorel fun
tions f; V : X ! [1;1), f � V , su
h that V (x0) < 1 for some x0, and PV �V �f+b1IC, then the set SV := fV <1g is non-empty, full and absorbing, and for any x 2 SV ,limn kPn(x; �)� �(�)kf = 0. In addition, Theorem 14.3.4 in Meyn and Tweedie [72℄ states thatthere exist some 
onstants Mi;f , su
h that (9.30) is veri�ed, but these authors do not providean expli
it expression for the 
onstants Mi;f . The 
onstru
tion used by Meyn and Tweedie [72℄based on the Nummelin's splitting pro
edure, whi
h 
onsists in 
reating a 
hain with an atom onan extended probability spa
e su
h that the properties of the split 
hain inherits from or passeson to the initial 
hain P . The 
onstants Mi;f depend in an intri
ate way on the in
rement ofthe renewal pro
ess asso
iated to the time of the su

essive visits of the atom by the split 
hain.It is rather diÆ
ult to get an expli
it expression for this bound in full generality. This expli
itexpression of the bound is 
ru
ial for most the dis
ussion that follows, be
ause we need to 
ontrolthe moments of the Monte-Carlo sum for a family of Markov transition kernels indexed by aparameter �. 226



Proof 17 (Proof of Proposition 9.15) For notational simpli
ity, it is assumed that m = 1.Generalization to arbitrary m 
an be done along the lines of the proof of Theorem 3 in Fortand Moulines [38℄. The proof is based on 
oupling te
hnique (Thorisson [115℄). Denote � :=C �D [D � C. Let R be the residual kernel de�ned asR(x;A) := (1� �)�1�P (x;A)� ��m(A)�; x 2 D;A 2 B(X ): (9.33)Let Z := f
;A; Px;x0;d; Zn = (Xn; X 0n; dn)g be a 
anoni
al Markov pro
ess with transition kernelP � on X � X � f0; 1g,P �((x; x0; d); A�A0�fig) := 1I��0(x; x0; d) �1If1g(i)��m(A \A0) + 1If0g(i)(1� �)R(x;A)R(x0; A)�+ 1I�
�f0g(x; x0; d)1If0g(i)P (x;A)P (x0; A0) + 1If1g(d)1If1g(i)P (x;A\A0);for (x; x0; d) 2 X � X � f0; 1g, (A;A0) 2 B(X ) � B(X ), i = 0; 1. In words, set Z0 := (x; x0; 0).Ea
h time (Xk; X 0k; dk) hits the set ��f0g, an �-biased 
oin is tossed. If the 
oin 
omes up head,then the 
oupling is su

essful : the next value of Xk+1 = X 0k+1 is simulated from �m, dk+1 = 1,and the two 
omponents remain forever 
oupled. Otherwise, the next value Xk+1 and X 0k+1 aredrawn independently from the residual kernel and dk+1 = 0. If (Xk; X 0k; dk) 2 �
 � f0g, thenthe pro
esses are updated independently from P . It is easily seen thatPx;x0;0(Xn 2 A) = Pn(x;A) Px;x0;0(X 0n 2 A) = Pn(x0; A);for all (x; x0) 2 X � X , A 2 B(X ). De�ne T := inffn � 1; dn = 1g the 
oupling time (withthe 
onvention that inf ; = 1), T0 := inffk � 0; (Xk; X 0k) 2 �g and, for i � 1, Ti := inffk >Ti�1; (Xk; X 0k) 2 �g the su

essive hitting times on �. By de�nition of T , we have Xn1IT�n =X 0n1IT�n and for any Borel fun
tion g 2 Lf ,Xn�0 Z �(dx)�(dy)jPng(x)� Png(y)j � kgkf E�;�;0h T�1Xn=0(f(Xn) + f(X 0n))i:De�ne A(f) := (1� �) sup(x;x0)2�Z R(x; dy)R(x0; dy0)Ey;y0 ;0 " T0Xn=0(f(Xn) + f(X 0n))# : (9.34)The �rst set in the proof 
onsists in showing thatEx;x0 ;0 " T0Xn=0(f(Xn) + f(X 0n))# � 1I�(x; x0)ff(x) + f(x0)g+ a�11I�
(x; x0)fV (x) + V (x0)g� a�1fV (x) + V (x0)g: (9.35)When (x; x0) 2 � the bound above is obvious by de�nition of T0. De�neW (x; x0; d) = W (x; x0) :=V (x) + V (x0), d = 0; 1. Note that, for (x; x0) 2 �
,P �W (x; x0; 0) � W (x; x0)� (f(x) + f(x0)) + b(1IC(x) + 1IC(x0)):227



Sin
e (x; x0) 2 �
, x 2 C (resp. x0 2 C) implies that x0 62 D (resp. x 62 D), so thatf(x0)� b1IC(x) � af(x0) f(x)� b1IC(x0) � af(x):Hen
e, for (x; x0) 2 �
, P �W (x; x0; 0) � W (x; x0)� a(f(x) + f(x0))and the proof of (9.35) follows from the so-
alled Dynkin's formula (Proposition 11.3.2 [72℄).Note that (9.35) shows that Ex;x0 ;0[T0℄ < 1, whi
h implies that Px;x0;0(T < 1) = 1 for all(x; x0) 2 X � X . We now prove thatEx;x0 ;0 "T�1Xn=0(f(Xn) + f(X 0n))# � (2� �)Ex;x0 ;0 " T0Xn=0ff(Xn) + f(X 0n)g#+ A(f)=�: (9.36)By the strong Markov property, and by noting that Px;x0;0(dTj = 0) = (1� �)j , for j � 0,Ex;x0 ;0 24Tj+1Xn=0(f(Xn) + f(X 0n))1If0g(dTj+1)35 = (1��)Ex;x0 ;0 24 TjXn=0(f(Xn) + f(X 0n))1If0g(dTj�1+1)35+ Ex;x0 ;0 "1If0g(dTj+1)EXTj +1;X 0Tj+1;0 " T0Xn=0(f(Xn) + f(X 0n))## ;� (1� �)Ex;x0 ;0 24 TjXn=0(f(Xn) + f(X 0n))1If0g(dTj�1+1)35+ A(f)(1� �)j ;with the 
onvention T�1 + 1 = 0. By straightforward re
ursion,Ex;x0 ;0 24Tj+1Xn=0(f(Xn) + f(X 0n))1If0g(dTj+1)35� (1� �)j�(1� �)Ex;x0 ;0 " T0Xn=0(f(Xn) + f(X 0n))#+ (j + 1)A(f)�:(9.36) then follows from the de
omposition,Ex;x0 ;0 "T�1Xn=0(f(Xn) + f(X 0n))# = Ex;x0 ;0 " T0Xn=0(f(Xn) + f(X 0n))#+1Xj=0 Ex;x0 ;0 24Tj+1Xn=0(f(Xn) + f(X 0n))1If0g(dTj+1)1If1g(dTj+1+1)35and the strong Markov property upon noting that PXTj ;X 0Tj ;0(dTj+1 = 1) = �. The propositionfollows from (9.34) to (9.36). 228



Proposition 9.18 Let P be a  -irredu
ible aperiodi
 transition kernel on (X );B(X )). Let Di besome a

essible �mi -small sets with minorizing 
onstants �i > 0, and Ci � Di, i = 0; 1, be somea

essible sets. Let p � 2. Assume that there exist some Borel fun
tions fi; Vi : X ! [1;1),i = 0; 1, f0 � V0 � V p0 � f1 � V1, some 
onstants bi < 1, 0 < ai < 1, su
h that supDi Vi < 1and � PVi(x) � Vi(x)� fi(x) + bi1ICi(x);fi(x)� bi � aifi(x); x 2 D
i ; (9.37)for i = 0; 1. Then, for any Borel fun
tion g : X ! Rq, g 2 Lf0,Ex ����� nXk=1fg(�k)� �(g)g�����p � kgkpf0 np=2 C(x) x 2 X ; (9.38)where � is the invariant probability measure,C(x) := 6pCp supx2X hM1;f0 +M2;f0fV0(x) + �(V0)gipV p0 (x) ��(f1) +M1;f1 +M2;f1fV1(x) + �(V1)g�;Cp is the Rosenthal's 
onstant, and Mi;fj , i = 1; 2, j = 0; 1, are given in Proposition 9.15.Proof 18 (Proof of Proposition 9.18) By Theorem 14.0.1. of Meyn and Tweedie [72℄, there existsan invariant probability measure � su
h that �(f1) <1. Hen
e, �(V0) <1 and by appli
ationof Corollary 9.16, we have for any x 2 X ,1Xk=0 ���P kg(x)� �(g)��� � kgkf0Xk�0 kP k(x; �)� �(�)kf0 � kgkf0�M1;f0 +M2;f0nV0(x) + �(V0)o�:Denote ĝ(x) := 1Xk=0fP kg(x)� �(g)g;the unique solution (up to a 
onstant) of the Poisson equation ĝ�Pĝ = g��(g) so that ĝ 2 LV0 .Write nXk=1ng(�k)� �(g)o = nXk=1fĝ(�k)� Pĝ(�k�1)g � Pĝ(�n) + Pĝ(�0):fĝ(�k) � P ĝ(�k�1)g is a Lp-martingale in
rement (w.r.t. the initial distribution Æx) and byapplying the Rosenthal's and Minkovsky's inequalities, we getExh��� nXk=1fg(�k)� �(g)g���pi � 3p�1nCpExhn nXk=1 Exhjĝ(�k)� Pĝ(�k�1)j2 jFk�1iop=2i+ CpExh nXk=1 ���ĝ(�k)� Pĝ(�k�1)���pi + Exh���Pĝ(�n)���pi+ ���Pĝ(x)���po229



where Cp is the Rosenthal's 
onstant and fFng is the natural �ltration of the Markov Chainf�ng. In addition,n nXk=1 Exhjĝ(�k)� Pĝ(�k�1)j2jFk�1iop=2 � n nXk=1 P jĝj2(�k�1)op=2 � np=2�1 nXk=1 P jĝjp(�k�1):Hen
e,Exh��� nXk=1fg(�k)� �(g)g���pi� 3p�1nCpnp=2�1 nXk=1 P k jĝjp(x) + Cp2p nXk=1 P k jĝjp(x) + P jĝjp(x) + Pn+1jĝjp(x)o� 3p�1nCp�np=2�1 + 2p�+ 1onXk�1 ���P k jĝjp(x)� �(jĝjp)���+ n�(jĝjp)o� 6pCpnp=2nXk�1 ���P k jĝjp(x)� �(jĝjp)���+ �(jĝjp)o:Sin
e jĝjp 2 Lf1 , �(jĝjp) <1, an appli
ation of Proposition 9.15 shows that1Xk=0 ���P k jĝjp(x)� �(jĝjp)��� � k jĝjp kV p0 �M1;f1 +M2;f1fV1(x) + �(V1)g�:This yields the desired result.Uniform geometri
 ergodi
ity Let P be a  -irredu
ible aperiodi
 transition kernel. Assumethat the whole state spa
e is �m small i.e. there exist � > 0, a probability measure �m on B(X )and an integer m � 1 su
h that for all x 2 X ,Pm(x; �) � ��m(�):Then for any Borel fun
tion g su
h that supX jgj <1, p � 2 we haveExh��� nXk=0fg(�k)� �(g)g���pi � 6pCp supX jgjp n1 + 2f1� (1� �)1=mg�1o np=2; (9.39)where Cp is the Rosenthal's 
onstant.To that goal, we prove easily thatXn kPn(x; �)� �(�)kTV � 2�1� (1� �)1=m��1;sin
e the whole spa
e is small, and the proof of (9.39) is along the same lines than the proof ofProposition 9.18. 230



The Foster-Lyapunov drift 
ondition Let P be a  -irredu
ible and aperiodi
 transitionkernel and C be an a

essible petite set. Assume that there exist some 
onstants 0 < � < 1,b < 1 and a Borel fun
tion V : X ! [1;1), V (x) ! 1 as jxj ! 1, su
h that supC V < 1and PV � �V + b1IC :Let p � 2. De�ne M := 1+ fsupC V _ b=(1� �1=p)pg. Then the set fV �Mg is �m-small withminorizing 
onstant � > 0, and for any Borel fun
tion g : X ! [1;1), jgj � V 1=p,Ex ����� nXk=1fg(�k)� �(g)g�����p � C(x) np=2 x 2 X ;whereC(x) := 6pCpM1� � h (2� �)M1=p(1� �1=p)� b1=pip� n b1� � + (2� �+ 3��1)(2�M + bm) + (2� �)M(1� �)M(1� �)� b fV (x) + b1� �goand Cp is the Rosenthal's 
onstant.Proof 18 The �rst step is to prove that the level set D := fV �Mg is small. By assumption,supx2D Ex [�C ℄ < 1, then for any � > 0, there exists n0 = n0(�) su
h that Px(�C � n) � �,x 2 D and n � n0. Then we 
an de�ne a distribution a = fa(n)g on N su
h that for x 2D and 0 < l < 1, Pn a(n)Pn(x; C) � Pn�n0 a(n)Pn(x; C) � l(1 � �). Finally, sin
e C ispetite, there exist some measure � on B(X ) and some distribution b = fb(n)g on N su
h thatPn a � b(n)Pn(x;A) � l(1 � �)�(A) whi
h proves that D is petite and then small (Theorem5.5.7. [72℄). Note in addition that by de�nition, D � C.De�ne f0 := V 1=p V0 := V 1=p=(1� �1=p) b0 := b1=p=(1� �1=P );andf1 := V=(1� �1=p)p V1 := V=f(1� �)(1� �1=p)pg b1 := b=f(1� �)(1� �1=p)pg:It is easily seen that PVi � Vi � fi + bi1IC , i = 0; 1, and 1 � f0 � V0 � V p0 � f1 � V1. Seta0 := 1� b1=p(1� �1=p)M1=p a1 := 1� b(1� �)M ;then 0 < ai < 1 and fi� bi � aifi on D
, i = 0; 1. We then 
on
lude by use of Proposition 9.18.9.8 Tables and Histograms 231
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Annexe A : Annexe du Chapitre 2A.1 D�emonstration du Lemme 2.9A.1.1 Cas sous-g�eom�etriqueSoit M := supx2C Ex [r0(�)℄. Puisquer0(n+m) � r0(m) + r(m)r0(n); (A.40)on �e
rit Ex [r0(��)℄ �Xn Ex [r0(�n)1I��n℄ �Xn ax(n) +Mbx(n)o�u ax(n) := Ex [r0(�n�1)1I��n℄ et bx(n) := Ex [r(�n�1)1I��n℄. Soit � > 0 tel que(1 + �)(1� 
) +M� < 1;et n� tel que r(n) � �r0(n); n � n�:Soit 
 := 
(�; n�) tel que r(n+m) � r(m)(1+ �) + 
; m � 0; n � n�:En utilisant 
es trois relations et la propri�et�e de Markov, pour r(�n�1) = r(�n�2 + � Æ ��n�2),on montre que bx(n) v�eri�e l'in�egalit�ebx(n) � (1 + �)(1� 
)bx(n� 1) + 
(1� 
)n�1 +M�bx(n� 1)� f(1 + �)(1� 
) +M�gbx(n� 1) + 
(1� 
)n�1etPn bx(n) <1. D'autre part, ax(n) = ax(n�1)(1�
)+Mbx(n�1), et par suite,Pn ax(n) <1. Ce qui 
on
lut la d�emonstration. La se
onde assertion r�esulte de la majoration�� � � + �� Æ �� :237



A.1.2 Cas g�eom�etriqueSoit � > 1. Par l'in�egalit�e de Jensen, on a Ex [�� ℄ � (Ex [r� ℄)ln�= ln r don
supx2C Ex [�� ℄ � � supx2C Ex [r� ℄�ln�= ln r:On �e
rit Exh���i =Xn�1 Exh��n1I�=ni �Xn�1 Exh��n1I�>n�1iet par la propri�et�e de Markov fort,Exh���i � Ex [�� ℄ + n supx2C Ex [�� ℄o Xn�2 Exh��n�11I�>n�1i:Puisque xy � �nx2 + ��ny2;pour tous x; y positifs et 0 < � < 1, il vient queExh��n�11I�>n�1i � �nExh�2�n�1i+ ��nPx(� > n� 1)� Exh�2�i n supx2C Ex [�2� ℄on�2�n + ��n(1� 
)n�2:Don
Exh���i � Ex [�� ℄ + supx2C Ex [�� ℄n��2Xn�0�(1� 
)��1�n + Ex [�2� ℄�2Xn�0�� supx2C Ex [�2� ℄�no� Ex [r� ℄ln�= ln r + supx2C Ex [r� ℄ln�= ln rn��2Xn�0�(1� 
)��1�n+ Ex [r� ℄2 ln�= ln r�2Xn�0�� supx2C Ex [r� ℄2 ln�= ln r�no:Ainsi, si M := supx2C Ex [r� ℄, pour tout 1� 
 < � < 1 et 1 < � < �� ln r=f2 lnMg,Exh���i � Ex [r� ℄ln�= ln r + ��2M ln�= ln r1� (1� 
)��1 + Ex [r� ℄2 ln�= ln r �2M ln�= ln r1� �M2 ln�= ln r :238



Annexe B : Annexe du Chapitre 3B.2 R�esultat de Meyn et Tweedie sur l'ergodi
it�e g�eom�etriqueNous rappelons les Th�eor�emes 15.0.1. et 15.2.1 [72℄.Soit P un noyau  -irr�edu
tible ap�eriodique. Soit C 2 B(X ) un ensemble petite. Les 
ondi-tions suivantes sont �equivalentes :(i) il existe � < 1 tel que supx2C Exh���Ci <1.(ii) Condition de drift de Foster-Lyapunov il existe une fon
tion f : X ! [1;1℄,�nie en un point x0, et des 
onstantes � < 1, b <1 telles quePf(x) � �f(x) + b1IC(x):(iii) C est a

essible et f -g�eom�etriquement r�egulier i.e. pour tout A 2 B(X ) a

essible, ilexiste r > 1 tel que supx2C Exh �A�1Xk=0 rkf(�k)i <1:Si l'une de 
es 
onditions est v�eri��ee, il existe des 
onstantes r� > 1, R <1 telles queXn rn�kPn(x; �)� �(�)kf � R f(x) (B.41)pour tout x 2 ff <1g, ensemble plein et absorbant, o�u f est une solution de la 
onditionde drift.B.3 R�esultat de Tuominen et Tweedie sur l'ergodi
it�e sous-g�eom�etriqueNous rappelons les Th�eor�emes 2.1. et 4.3. [117℄.239



Soit P un noyau  -irr�edu
tible ap�eriodique. Soit C 2 B(X ) un ensemble petite. Les 
ondi-tions suivantes sont �equivalentes :(i) supx2C Exh �C�1Xk=0 r(k)f(�k)i <1;(ii) Condition de drift de Tuominen-Tweedie il existe une famille de fon
tions fVng,Vn : X ! [1;1℄ et une 
onstante b <1 telles que supC V0 <1 etV0(x) =1 =) V1(x) =1;PVn+1(x) + r(n)f(x) � Vn(x) + br(n)1IC(x);(iii) C est a

essible et (f; r)-r�egulier i.e. pour tout A 2 B(X ) a

essible,supx2C Exh �A�1Xk=0 r(k)f(�k)i <1;Si l'une de 
es 
onditions est v�eri��ee,limn r(n)kPn(x; �)� �(�)kf = 0;pour tout x dans l'ensemble plein et absorbantnx 2 X ; Exh �B�1Xk=0 r(k)f(�k)i <1; 8B 2 B(X ) a

essibleoet qui 
ontient fV0 <1g. Si de plus, �r(n) := r(n)� r(n� 1) 2 �s,Xn �r(n)kPn(x; �)� �(�)kf <1pour tout x dans l'ensemble nx 2 X ; ExhP�B�1k=0 �r(k)f(�k)i <1; 8B 2 B(X ) a

essibleo.B.4 D�emonstration de la Proposition 3.4Nous 
onstruisons une solution �a la 
ondition de drift D2[f; r; C℄, en posantVn(x) := Exh �CXk=0 r(k+ n)f(�k)i:En it�erant la 
ondition de drift, nous obtenonsPmVm(n+1)(x) � Vmn(x)� 1=2 rm(n)f (m)(x) + b(m)rm(n)1IC0(x)240



pour un ensemble petite C 0 � C et une 
onstante b(m) <1 (Lemme 14.2.8. [72℄). En parti
ulier,
ela entrâ�neExh � (m)C �1Xk=0 rm(k)f (m)(�km)i � 2V0(x) + 2b(m)Exhr0m(� (m)C )i � 2V0(x) + 2b(m)Exhr0(m� (m)C )i(B.42)o�u V0(x) � Exh �C�1Xk=0 r(k)f(�k)i(1 + r(1) supC f): (B.43)Nous appliquons le Lemme 2.9 ave
 � = �C : supx2C Ex [r0(�)℄ <1 et pour tout x 2 S(f; r; C),Exhr0(�)i � Exh �C�1Xk=0 r(k)f (�k)i <1 (B.44)et en parti
ulier, � est �ni Px-p.s. On d�e�nit la suite fung parun := 1 si �C = m� (m)C ; un := 0 sinon;de sorte que Px(un = 1jHn�1) = 1=m > 0.Nous obtenons le r�esultat �a l'aide de (B.42), (B.43) et du Lemme 2.9.B.5 D�emonstration de la Proposition 3.5Soit �C := C � f0g [ C � f1g:Nous 
ommen�
ons par montrer que pour tout x 2 X ,�Exh � �C�1Xk=0 r(k)f(Xk)i = Exh �C�1Xk=0 r(k)f(�k)i: (B.45)Nous �e
rivons �Exh � �C�1Xk=0 r(k)f(Xk)i =Xn�0 �Exhr(n)f(Xn)1I� �C>ni:Par d�e�nition du pro
essus Z = (X; d), �P(x;d)�X1 2 AjX0 = x� = P (x;A) don
 pour n � 1,�E(x;d)hf(Xn)1I� �C>ni = �E(x;d)h1IC
(X1) � � �1IC
(Xn)f(Xn)i= �E(x;d)h1IC
(X1) � � �1IC
(Xn�1) ZC
 f(xn)P (Xn�1; dxn)i= �E(x;d)h1IC
(X1) � � �1IC
(Xn�2) ZC
 P (Xn�2; dxn�1) ZC
 f(xn)P (xn�1; dxn)i241



et par r�e
urren
e, �E(x;d)hf(Xn)1I� �C>ni = �E(x;d)hgn(X1)io�ugn(x) := 1IC
(x) ZC
 P (x; dx2) ZC
 P (x2; dx3) � � �ZC
 P (xn�2; dxn�1) ZC
 f(xn)P (xn�1; dxn):Ainsi,�E(x;d)hf(Xn)1I� �C>ni = 1IC�f0g((x; d)) Rgn(x) + 1IC
�f0g((x; d)) Pgn(x) + 1IC�f1g((x; d)) �1(gn);et en appliquant (Æx)�, nous avons,�Exhf(Xn)1I� �C>ni = Pgn(x);
e qui 
on
lut la d�emonstration de (B.45).(B.45) entrâ�ne sup(x;d)2 �C �Exh � �C�1Xk=0 r(k) �f(Zk)i = supx2C Exh �C�1Xk=0 r(k)f(�k)i <1:En 
ons�equen
e, il existe une solution �a la 
ondition drift D2[f; r; C℄ pour le noyau �P et lesfon
tions f �Vn((x; d))g de sorte que , par le Th�eor�eme 2.4, il existe b <1 tel que�E(x;d)h ���1Xk=0 r(k) �f(Zk)i = �E(x;d)h ���1Xk=0 r(k)f(Xk)i � �V0((x; d)) + b �E(x;d)hr0(��)iave
 �V0((x; d)) := �E(x;d)hP� �Ck=0 r(k)f(Xk)i. Don
,�Exh ���1Xk=0 r(k)f(Xk)i � �Æx�� � �V0�+ b �Exhr0(��)i: (B.46)Pour 
on
lure, nous appliquons le Lemme 2.9 pour la 
hâ�ne de Markov bifurqu�ee Z, ave
 � = � �Cet un = 1 si d�n = 1. Pour x 2 S(f; r; C), �Ex [r0(�)℄ <1 et 
ela entrâ�ne en parti
ulier que � et�ni P(x;d) p.s ; de plus,�P(x;d)�un = 1jHn�1� = �P(x;d)�un = 1jHn� = � > 0:Puisque sup(x;d)2 �C �E(x;d) [r0(�)℄ < 1, nous en d�eduisons l'existen
e d'une 
onstante 
 et d'unesuite r0 telles que �Exhr00(��)i � 
 �Exhr00(� �C)i � 
 Exh �C�1Xk=0 r0(k)f(�k)i (B.47)242



o�u r0 = r si r 2 �s et r0 � r, r0 2 �g si r 2 �g. La proposition se d�eduit don
 de (B.46) et (B.47)en remarquant que �Æx�� � �V0� � �1 + r(1) supC f� Exh �C�1Xk=0 r(k)f(�k)i:B.6 D�emonstration de la Proposition 3.7Soient n0 et 
 > 0 tels que u(n) � 
 pour tout n � n0 : l'existen
e de telles 
onstantes estjusti��ee par le th�eor�eme de renouvellement. Nous 
onstruisons une suite de v.a. fHkg et f�kgde la fa�
on suivante : H0 := maxfS0; S 00g �0 := 0:Nous pr�esentons la 
onstru
tion en supposant H0 = S 00. Pour n � 0, soitH2n+1 := minj nSj � S 0�2n+n0 ; Sj � S 0�2n+n0 � 0o =: S�2n+1 � S 0�2n+n0 ;H2n+2 := minj nS0j � S�2n+1+n0 ; S 0j � S�2n+1+n0 � 0o =: S 0�2n+2 � S�2n+1+n0 :Autrement dit, partant de H0 = S 00, on laisse passer n0 renouvellements du pro
essus S0 puis onattend (pendant la dur�ee H1) le premier renouvellement du pro
essus S qui suit S0n0 . On le noteS�1 . On laisse passer n0 renouvellements du pro
essus S puis on attend (pendant la dur�ee H2)le premier renouvellement du pro
essus S0 qui suit S�1+n0 . On le note S�2 . Et ainsi de suite.On d�e�nit la �ltration fGng, n � 0, ave
 la 
onvention ��1 := �n0.G2n := ��Sl; S 0k; l � �2n�1 + n0; j � �2n + n0�;G2n+1 := ��Sl; S 0k; l � �2n+1 + n0; j � �2n + n0�;en sorte que le pro
essusLn := Hn + n0Xk=1 Yk Yk i.i.d. de loi p et ind�ependants de Hnest Gn-adapt�e. Soit fdng une suite de v.a. Gn-adapt�ee �a valeurs dans f0; 1g d�e�nie par� dn = 1 si Hn = 0;dn = 0 sinon:Remarquons que pour j > k, n � 0Pa;a0�d2n+1 = 1jS 0�2n+n0 = j; S�2n�1+n0 = k� = u(j � k)243



et puisque par 
onstru
tion, S 0�2n+n0 � S�2n�1+n0 � n0, il vient quePa;a0�d2n+1 = 1jG2n� � 
: (B.48)De même, Pa;a0�d2n = 1jG2n�1� � 
. En�n, on d�e�nit� := inffn � 0; dn+1 = 1gsi bien que nous avons la majoration T � �Xk=0Lk:Le 
al
ul du moment rT s'e�e
tue de la même fa�
on que le 
al
ul du moment du temps al�eatoire�� = �0 + �1 � �0 + � � �+ �� � ���1pr�esent�e au Lemme 2.9. Il suÆt de faire l'analogie entre �0 et L0, puis �n � �n�1 et Ln, n � 1,et en�n entre un et dn. Tout d'abordEa;a0 hrL0i = Ea;a0 hrH0+Pn0k=1 Yki = �Xn rnp(n)�n0 Ea;a0 hrH0i� �Xn rnp(n)�n0 fma +ma0g; (B.49)puisque rH0 � rY0 + rY 00 . De plus, il existe M <1 tel que pour tout n � 1, 1 � � � r,Ea;a0h�Ln jGn�1i �M ln�= ln r: (B.50)En e�et, Ea;a0h�Ln jGn�1i = �Xn �np(n)�n0 Ea;a0 h�Hn jGn�1i:Or, pour n � 1, Hn est un "over-shot" i.e H2n (resp. H2n+1) est le temps qu'il reste avant lepro
hain renouvellement du pro
essus S0 (resp. S). Par 
ons�equent, pour n � 0,Pa;a0�H2n+1 = ljS 0�2n+n0 = j; S�2n�1+n0 = k� = j�kXm=0 p(j � k + l�m) u(m) �Xm�l p(m);et Pa;a0�H2n+2 = ljS0�2n+1+n0 = j; S�2n+n0 = k� �Xm�l p(m):Don
, Ea;a0h�Hn jGn�1i � �Ea;a0hrHn jGn�1i�ln�= ln r � �(r � 1)�1Xn r(n)p(n)�ln�= ln r:On 
on
lut la d�emonstration 
omme dans le Lemme 2.9, en utilisant (B.48), (B.49) et (B.50).244



B.7 S
ission selon Nummelin et TuominenOn suppose que m = 1. On montre que�(Qrh) = ����E(x;0)hr(��)i�;en �etablissant par r�e
urren
e que�([P � h 
 �℄q)h = ��� �P(x;0)(�� = q)�:Par d�e�nition de la 
hâ�ne bifurqu�ee,�P(x;0)(�� = 1) = �n1IC
(x)P (x; C) + 1IC(x)(1� �) R(x; C)oet ��� �P(x;0)(�� = 1)� = � ��1IC
(x)P (x; C) + 1IC(x)(1� �) R(x; C)�:Or, ��P � h
 ��h = � ��P (x; C)� �1IC(x)�(C)�= � ��1IC
(x)P (x; C) + (1� �)1IC(x)R(x; C)�don
 �(P � h
 �)h = ��( �P(x;0)(�� = 1)). Supposons que �([P � h
 �℄q)h = ��( �P(x;0)(�� = q)).PuisqueP (x; dy)� h(x)�(dy) = P (x; dy)� �1IC(x)�(dy) = 1IC
(x)P (x; dy) + 1IC(x)(1� �)R(x; dy)= �P�(x; 0); dy� f0; 1g�il vient quehP � h
 �i� �P(x;0)(�� = q)� = ZX�f0g �P�(x; 0); dy� f0g� �P(y;0)(�� = q) = �P(x;0)(�� = q + 1)
e qui termine la r�e
urren
e.
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Annexe C : Annexe du Chapitre 4C.8 D�emonstration du Th�eor�eme 4.3Lemme C.19 Supposons H1 et H2[C;D℄. Soient 1 � W0 � W1 mesurables et une 
onstanteb <1 telles que � PW1(x) +W0(x) � W1(x) + b1IC(x);W0(x)� b � 0; x 2 D
:Pour tout (x; x0) 2 X � X ,Ex;x0 ;0hfW1(Xn) +W1(X 0n)g 1I0�n�T0i � fW1(x) +W1(x0)g:D�emonstration du Lemme C.19 Si (x; x0) 2 �
,Z P ��(x; x0; 0); dy� dy0 � f0g��W1(y) +W1(y0)� = PW1(x) + PW1(x0):Or, PW1(x) + PW1(x0) +W0(x) +W0(x0) � W1(x) +W1(x0) + b1IC(x) + b1IC(x0)et si (x; x0) 2 �
, x 2 C ) x0 2 D
 don
 W0(x0)� b1IC(x) � 0. Par 
ons�equent,PW1(x) + PW1(x0) � W1(x) +W1(x0) (x; x0) 2 �
;soit en
oreEx;x0 ;0hfW1(X1) +W1(X 01)gi1I�
(x; x0) = Ex;x0 ;0hfW1(X1) +W1(X 01)g1If0g(d1)i1I�
(x; x0)� W1(x) +W1(x0): (C.51)Pour (x; x0) 2 X � X , nous avonsEx;x0 ;0hfW1(Xn) +W1(X 0n)g1I0�n�T0i = 1I�(x; x0)fW1(x) +W1(x0)g+ 1I�
(x; x0)fW1(x) +W1(x0)g1In=0 + 1I�
(x; x0)Ex;x0 ;0hfW1(Xn) +W1(X 0n)g1I1�n�T0i:247



Si (x; x0) 2 �
,Ex;x0 ;0hfW1(Xn) +W1(X 0n)g1I1�n�T0i= Ex;x0 ;0hfW1(Xn) +W1(X 0n)g1I�
�f0g(Zn�1) � � � 1I�
�f0g(Z0)iet (C.51) entraineEx;x0 ;0hfW1(Xn) +W1(X 0n)g1I1�n�T0i � Ex;x0 ;0hfW1(X1) +W1(X 01)g1If0g(d1)1I�
�f0g(Z0)i� W1(x) +W1(x0):Ce qui termine la d�emonstration du Lemme.Nous d�emontrons le th�eor�eme lorsque m = 1. Soit F (x; x0) := f(x) + f(x0).E�;�0 ;0hF (Xn; X 0n)1IT>ni = Z �(dx)�(dx0)Ex;x0 ;0hF (Xn; X 0n)1IT>ni� Z �(dx)�(dx0)P 1��x;x0;0(T > n) E�x;x0 ;0hF 1=�(Xn; X 0n)1IT>nien utilisant l'in�egalit�e de H�older, si 0 < � < 1 ; si � = 1, la majoration est trivialement vraie.Don
E�;�0 ;0hF (Xn; X 0n)1IT>ni � 21�� Z �(dx)�(dx0)P 1��x;x0;0(T > n) � � �E�x;x0 ;0hff1=�(Xn) + f1=�(X 0n)g1IT>ni� 21��kfkW�1 Z �(dx)�(dx0)P 1��x;x0;0�T > n�E�x;x0 ;0hfW1(Xn) +W1(X 0n)g1IT>ni:Ex;x0 ;0hfW1(Xn) +W1(X 0n)g1IT>ni = Ex;x0 ;0hfW1(Xn) +W1(X 0n)g1I0�n�T0i+Xj�0 Ex;x0 ;0hfW1(Xn) +W1(X 0n)g1ITj<n�Tj+11If0g(dTj+1)i� W1(x) +W1(x0) +Xj�0 Ex;x0 ;0hfW1(Xn) +W1(X 0n)g1ITj<n�Tj+11If0g(dTj+1)i:248



Soit j � 0.Ex;x0 ;0hfW1(Xn) +W1(X 0n)g1ITj<n�Tj+11If0g(dTj+1)i= Ex;x0 ;0h1I��f0g(ZTj+1)fW1(XTj+1) +W1(X 0Tj+1)gi+ Ex;x0 ;0h1I�
�f0g(ZTj+1)fW1(Xn) +W1(X 0n)g1ITj<n�Tj+1i= Ex;x0 ;0h1I��f0g(ZTj+1)fW1(XTj+1) +W1(X 0Tj+1)gi+ Ex;x0 ;0h1I�
�f0g(ZTj+1)EXTj+1;X 0Tj+1;0hfW1(Xn) +W1(X 0n)g1I0�n�T0ii� Ex;x0 ;0h1If0g(dTj+1) fW1(XTj+1) +W1(X 0Tj+1)gi� Ex;x0 ;0h1If0g(dTj)�1��XTj ;X 0Tj (X )� Z RXTj ;X 0Tj (XTj ; dy)RXTj ;X 0Tj (X 0Tj ; dy0)fW1(y)+W1(y0)gi� C(W1)Px;x0;0(dTj = 0) � C(W1)(1� ��)j :Ainsi, Ex;x0 ;0hfW1(Xn) +W1(X 0n)g1IT>ni � W1(x) +W1(x0) + C(W1)=�� � C1(x; x0);
e qui termine la d�emonstration.C.9 D�emonstration du Th�eor�eme 4.5Lemme C.20 Supposons H1 et H2[C;D℄. Soient 1 � W0 � W1 mesurables et une 
onstante0 < a < 1, b <1 telles que� PW1(x) +W0(x) � W1(x) + b1IC(x);W0(x)� b � aW0(x); x 2 D
:Pour tout (x; x0) 2 X � X ,Ex;x0 ;0h T0Xk=0fW0(Xn)+W0(X 0n)gi � 1I�(x; x0) fW0(x)+W0(x0)g+1I�
(x; x0) a�1 fW1(x)+W1(x0)g:D�emonstration du Lemme C.20 Pour tout (x; x0) 2 �
,PW1(x) + PW1(x0) +W0(x) +W0(x0) � W1(x) +W1(x0) + b�1IC�D
(x; x0) + 1ID
�C(x; x0)�don
 pour (x; x0) 2 �
,PW1(x) + PW1(x0) + a�W0(x) +W0(x0)� � W1(x) +W1(x0):249



Par suite, en pro
�edant 
omme dans la d�emonstration de la Proposition 2.2, il vienta Ex;x0 ;0h T0Xk=0fW0(Xn) +W0(X 0n)gi � W1(x) +W1(x0); (x; x0) 2 �
:Soit F (x; x0) := f(x) + f(x0). En appliquant l'in�egalit�e de H�older lorsque 0 < � < 1, on obtientEx;x0 ;0hXn r(n)(1��)F (Xn; X 0n)1IT>ni � E1��x;x0 ;0hXn r(n)1IT>ni E�x;x0 ;0hXn F 1=�(Xn; X 0n)1IT>ni;in�egalit�e qui est en
ore vraie si � = 1. Don
,Ex;x0 ;0hXn r(n)(1��)F (Xn; X 0n)1IT>ni � 21��kfkW�0 E1��x;x0 ;0hXn r(n)1IT>ni1�� � � �E�x;x0 ;0hXn fW0(Xn) +W0(X 0n)g1IT>ni:Nous �e
rivonsEx;x0 ;0h T�1Xn=0fW0(Xn) +W0(X 0n)gi = Ex;x0 ;0h T0Xn=0fW0(Xn) +W0(X 0n)gi+Xj�0 Ex;x0 ;0h Tj+1Xn=Tj+1fW0(Xn) +W0(X 0n)g1If0g(dTj+1)i� 1I�(x; x0)fW0(x) +W0(x0)g+ 1I�
(x; x0)fW1(x) +W1(x0)g+Xj�0 Ex;x0 ;0h Tj+1Xn=Tj+1fW0(Xn) +W0(X 0n)g1If0g(dTj+1)i:Soit j � 0:Ex;x0 ;0h Tj+1Xn=Tj+1fW0(Xn) +W0(X 0n)g1If0g(dTj+1)i= Ex;x0 ;0h1I��f0g(ZTj+1)fW0(XTj+1) +W0(X 0Tj+1)gi+ Ex;x0 ;0h1I�
�f0g(ZTj+1)EXTj +1;X 0Tj+1;0h T0Xn=0fW0(Xn) +W0(X 0n)gii� Ex;x0 ;0h1I��f0g(ZTj+1)fW0(XTj+1) +W0(X 0Tj+1)gi+ a�1 Ex;x0 ;0h1I�
�f0g(ZTj+1)fW1(XTj+1) +W1(X 0Tj+1)gi� �C(W0;�)+ a�1C(W1;�
)�Px;x0;0(dTj = 0) � �C(W0;�)+ a�1C(W1;�
)�(1� ��)j :250



Ainsi,Ex;x0 ;0h T�1Xk=0fW0(Xk) +W0(X 0k)gi � 1I�(x; x0)fW0(x) +W0(x0)g+ 1I�
(x; x0)fW1(x) +W1(x0)g+ �C(W0;�)+ a�1C(W1;�
)�=��:C.10 D�emonstration de la propri�et�e (4.18) des suites S��Nous d�emontrons la propri�et�e par r�e
urren
e. En utilisant la 
onvexit�e de l'appli
ation x 7! jxj�,0 < � < 1, il vientS��(0; n+m) = �S(�; n+m) � �S(�; n) + �S(�;m)= S��(0; n) + S��(0; m) = S��(0; n)S(0;m)+ S��(0; m):Supposons que pour l � 0S��(l; n+m) � lXq=0 S��(l � q; n)S(q;m)+ S��(l;m):En utilisant la propri�et�e de r�e
urren
e,S��(l + 1; n+m) = n+mXk=1 S��(l; k) = S��(l+ 1; n) + n+mXk=n+1 S��(l; k)� S��(l+ 1; n) + mXk=1 S��(l; k+ n)� S��(l+ 1; n) + mXk=1n lXq=0 S��(l� q; n)S(q; k) + S��(l; k)o� S��(l+ 1; n) + lXq=0 S��(l� q; n)S(q + 1; m) + S��(l+ 1; m)� S��(l+ 1; n) + l+1Xq=1 S��(l+ 1� q; n)S(q;m)+ S��(l+ 1; m)� l+1Xq=0 S��(l + 1� q; n)S(q;m)+ S��(l+ 1; m)
e qui termine la r�e
urren
e. 251
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