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Notations

Symboles

P Chaine de Markov

P, Chaine de Markov & Iinstant n

X Espace d’état séparable

B(X) Tribu sur X’

P, Probabilité conditionnelle sachant &g = «

fn U(q)07"'7q)n)

W Mesure d’irréductibilité maximale, Paragraphe 2.1.1
Bt (X) Ensembles accessibles, Paragraphe 2.1.1

oc Temps d’entrée dans C', o¢ = inf{n > 0,9, € C'}
TC Temps de retour & C', 7 :=inf{n > 1,®, € C'}
S(f,r,C)  Points (f,r,C) réguliers, Paragraphe 2.4.4

7 Mesure de probabilité invariante

My (X) Mesures de probabilité sur B(X)

M(f,r,C) Mesures de probabilité (f,r, C')-régulieres, Paragraphe 2.4.4
1£1lv Norme f d’une fonction V', Chapitre 1

Ly Ensemble des fonctions de V-norme finie, Chapitre 1
| ellvr Norme en variation totale, Chapitre 1

Il £ Norme f, Chapitre 1

70 Suite intégrée, Chapitre 2

Ar Suite dérivée, Chapitre 2

A Suites positives log sous-additives, Chapitre 2

1



A Suites géométriques, Paragraphe 2.4.1

g

As, Ao Suites sous-géométriques, Paragraphe 2.4.1

A. Suites convexes, Paragraphe 4.5.4

S(q,-) Suites & croissance polynomiale, ¢ entier positif, Paragraphe 2.2.4
S(,-) Suites & croissance riemannienne, [ réel positif, Paragraphe 4.2.3

S*(L, ) Paragraphe 4.3.3

Conditions de drifts

Condition de drift D1[f,r,C] 1l existe une fonction V : X — [1, 00] mesurable, V' > f, et
une constante b < oo telles que sup- V < oo et

PV (z) +E, [im(k)f(cpk) < V(z) + bl (z).
k=0

Condition de drift D2[f,r,C] 1l existe une famille de fonctions {V,.}, V,, : & — [1, 0]
mesurable, V,, > r(n)f, et une constante b < oo telles que sups Vp < oo et

{1 < oo} C{Vh < o0}
PVopi(2) +r(n) f(z) < Valz) +br(n)lc(z).

Condition de drift D1’[f,r,C] 1l existe des fonctions f < Fy < --- < F,1; mesurables et
des constantes b; < oo, 1 <1 < ¢ telles que sups Fyy1 < oo et pour tout z € A,

PFi(z) 4+ Fi—i(z) < Fi(z) + bi—y e (2) 2<i<q+1,
Fu(e) 2 B | 720 At (k) (@)

Condition de drift de Fort-Moulines Il existe des fonctions mesurables f =: F < ... <
F,41 et des constantes by < o0, 0 <k < g telles que

{ PFk(ac)—l—Fk_l(ac) ng(x)—l—bk_lllc(x), 1<k<qg+1,
SUpyeq Fyp (2) < 00,

Condition de drift de Jarner-Roberts Il existe une fonction V' : &' — [1, o0] mesurable,
un ensemble C' € B(X), et des constantes 0 < § < 1, ¢ > 0, b < o0, tels que V17 < V|
supgs V < oo et

PV (z) 4+ V™% (2) < V() 4 blip(z).



Condition de drift de Foster-Lyapunov Il existe une fonction V : X — [1, 00| mesurable
et des constantes 0 < A < 1 et b < oo telles que sup- V < oo et

PV(z) <AV (z)+ blg(z).

Liste des hypothéses du Chapitre 4

H1 P est un noyau #-irréductible et apériodique.

H2[C, D] 1l existe un entier m > 1 tel que pour tout (z,2') € A:=CxDUDXC, A € B(X),
P (z, A)AP™ (2!, A) > Pawr (A),
ol pp o (dy) est un noyau sous-markovien de A dans B(X') tel que
e = inf p,(X) > 0.
N ()
H2’[C] 1l existe une constante ¢ > 0 et une mesure v, € M;(X) telles que
Vo € C\VA € B(X) P™(x,A) > evy,(A), v (C) > 0.

H4[f,C, D] 1l existe 0 < a < 1, des fonctions 1 < Wy < Wy < oo mesurables et une constante
b < oo telles que supp Wy < oo, ||f|lwp < oo et

{ PWi(z) + Wo(z) < Wi(z) + blle(z),
W0($)—b207 x € D",

H4’[f,C, D] 1l existe 0 < a < 1, des fonctions 1 < Wy < Wy < oo mesurables et des
constantes 0 < a < 1 et b < oo telles que supp, Wy < oo, ||f|lwg < oo et

{ PWi(z) + Wo(z) < Wi(z) + blle(z),
Wo(z) — b > aWp(z), e De.

H5fm[q,C, D] 1l existe des fonctions 1 <V < --- <V, < oo mesurables et des constantes
arp > 0et by < o0, 0 <k < g—1, telles que supp V, < oo et pour tout 0 <k <g—1

PVigi(z) < Viga(z) = Vi(z) + brlle (),
Vk(x) — by > aka(x), x e D°.



H5jr 1l existe une fonction V : X — [1, 00 mesurable, V' — oo lorsque z — oo, un ensemble
C' € BT (X) petite et des constantes 0 < § < 1,¢ > 0et b < oo tels que V=% <V sup, V < oo
et

PV (z) < V(z) — VI3 (2) 4+ bl ().

H5[r,C, D] 1l existe une fonction f : A — [1,o00[ mesurable, une famille de fonctions {g,}
mesurables, g, : X' — [1,00[, g, > r(n) f, une constante @ > 0 et une suite positive (finie) {b(n)}
telles que supp go < o0,

P (x) +r(n) f(z) < gn(x) + b(n)llo(w),
r(n)f(z) = b(n) > r(n)a, re D

H6[C, D] 1l existe une fonction V : X' — [1,00[ mesurable, des constantes 0 < A, < 1 et
b < oo telles que supp V < oo et

PV(z) <AV (z)+ bllg(z),

P p—

«tF ——— <L
1+ infpeV <



Chapitre 1

Présentation

Il est bien connu que 'ergodicité d’une chaine de Markov irréductible et apériodique sur un
espace fini ou dénombrable est liée a 'existence d’un état a récurrent positif c’est-a-dire tel que
I’espérance du temps de retour a a, partant de a, soit finie (voir par exemple, Karlin et Taylor [53],
Kemeny, Snell et Knapp [54]). Pour des chaines de Markov sur des espaces d’état généraux,
on obtient un résultat tout a fait similaire & condition d’étendre les notions d’irréductibilité,
d’apériodicité et d’état récurrent positif (voir par exemple Revuz [94, 95], Nummelin [82], Da-
cunha Castelle et Duflo [25], Duflo [37]).
L’obtention de conditions ”pratiques” sous lesquelles la chaine est ergodique et permettant le
calcul de bornes d’ergodicité, a connu récemment un vif regain d’intérét, lié principalement a
— I’analyse des vitesses de convergence des méthodes de Monte-Carlo par chaines de Markov
(MCMC),
— I’analyse de convergence des algorithmes stochastiques & dynamique markovienne,
I’étude de la convergence des modeles récurrents markoviens,
I’étude des algorithmes d’optimisation combinatoire, en particulier en théorie des graphes.
Les approches utilisées pour évaluer la vitesse de convergence vers la loi stationnaire sont assez

diverses. Elles peuvent étre assez grossierement réparties en trois classes.
— L’approche opérateur, qui consiste a étudier les propriétés de contraction de l'opérateur
de transition vu comme un opérateur linéaire défini sur un espace fonctionnel.
— L’approche par scission!, qui consiste & ramener 1’analyse de la convergence en loi de
la chaine a I’étude d’un processus de renouvellement.
— L’approche par couplage, qui consiste & "coupler” différentes versions de la chaine.
La premiere approche s’applique aux noyaux réversibles par rapport a une mesure de probabilité
7 : on montre, sous des hypotheses appropriées, que le noyau P est géométriquement ergodique
et que le taux de convergence est majoré par le trou spectral de P (vu comme un opérateur
hermitien sur L?(r)), trou spectral que 1’on sait borner en termes de constante isopérimétrique
(Cheeger [21]). Néanmoins, le calcul de cette constante s’avere souvent complexe (en particulier

Lappelée aussi approche par fission ou par bifurcation, traductions de I'anglais splitting



pour des espaces d’état non dénombrables) et constitue donc un obstacle a I'utilisation de cette
technique pour des chaines de Markov générales (notons toutefois que des résultats remarquables
ont été obtenus par cette méthode : voir par exemple pour les chaines & espace d’état fini,
Diaconis et Stroock [33], Saloff-Coste [44], Miclo [74] et pour les chaines a espace d’état infini,
Lawler et Sokal [57], Rosenthal [102]). Bien que cette voie soit trés prometteuse, nous nous
sommes concentrée dans ce travail sur Papproche par scission et I’approche par couplage.
Dans ces deux approches, 'ergodicité en norme f, a la vitesse r := {r(n)}, d’'un noyau -
irréductible et apériodique P se déduit de l'existence d’un moment du temps de retour a un
ensemble mesurable, d’un certain processus markovien (qui n’est pas nécessairement le processus
initial de noyau P). La plupart des modéles markoviens sont trop complexes pour permettre un
calcul explicite de tels moments et il faut donc se contenter de ’estimation obtenue par résolution
d’une condition de drift convenable. Ainsi la condition de drift de Foster-Lyapunov (tout d’abord
proposée par Popov [91] pour les chaines a espace d’état dénombrable puis, pour les cas généraux,
par Nummelin et Tuominen [83] et Tweedie [119]) a permis d’établir I’ergodicité a un taux
géométrique? de nombreux noyaux, tandis que la famille de conditions de drift de Tuominen
et Tweedie [117] relative & I'ergodicité & un taux sous-géométrique® se révele en pratique peu
exploitable.
Nous avons généralisé ces procédures d’estimation en énoncant deux facons équivalentes de
calculer une majoration d’un moment du temps de retour a un ensemble, en termes

— d’une unique condition de drift ” probabiliste” ;

— d’une famille de conditions de drift.
Les conditions de drift de Foster-Lyapunov et de Tuominen et Tweedie apparaissent alors comme
des cas particuliers respectivement de la premiere approche pour P'estimation d’un moment
géométrique, et de la seconde approche pour 'estimation d’un moment sous-géométrique. Nous
avons déduit de cette généralisation un systeme de ¢ conditions de drift (dit Condition de drift
de Fort-Moulines) impliquant 'ergodicité polynomiale a un taux proportionnel a (n 4 1)? (en
norme de variation totale comme en norme f) d’un noyau markovien P ; critere qui se révele en
pratique simple a établir. Tres récemment, Jarner et Roberts [50] ont proposé une condition de
drift dont la résolution, dans certains cas, est une facon simple d’obtenir une solution au systeme
de Fort-Moulines.
Nous avons constaté que le calcul explicite de constantes d’ergodicité se limitait exclusivement
au cas géométrique, et que tous ces travaux requéraient, quelle que soit la démonstration en-
visagée, 'existence d’une solution & la condition de drift de Foster-Lyapunov (Baxendale [5],
Meyn et Tweedie [73], Rosenthal [101, 103], Lund et Tweedie [61], Mengersen et Tweedie [70]
et Roberts et Tweedie [98]). Nous avons donc étendu ces résultats au cas ou la condition de
Foster-Lyapunov est remplacée par le systeme de conditions de drift de Fort-Moulines et plus
généralement, par la famille de conditions de drift de Tuominen et Tweedie.
La motivation premiere de ces extensions était la recherche d’un comportement ergodique uni-
Jorme d’une famille de noyaux markoviens Py associés aux algorithmes de simulation par chaines
de Markov, plus précisément les algorithmes de Hastings-Métropolis, lorsque la loi cible dépend

2on appelle suite géométrique toute suite r de terme général r(n) =k", k> 1.
®on appelle suite sous-géométrique toute suite r positive croissante, r(0) = 1, telle que r(n +m) < r(n)r(m)
pour n+ m > 0 et {logr(n)}/n tend en décroissant vers zéro.



d’un parametre # € ©. Nous nous sommes en effet intéressée a la convergence d’un algorithme
stochastique, ’algorithme MCEM (acronyme de Monte Carlo Expectation Maximization, ou
technique de moyennisation et maximisation par Monte-Carlo) perturbation aléatoire de I’al-
gorithme déterministe Expectation Maximization, [’aspect aléatoire résultant de la substitution
d’une espérance sous la loi my par son approximation par une somme de Monte-Carlo calculée a
partir d’échantillons d’une chaine de Markov de noyau P d’unique loi stationnaire 7g. L’algo-
rithme MCEM est une perturbation aléatoire d’un algorithme itératif déterministe modélisable
par une application T': @ — O pour laquelle il existe une fonction de Lyapunov ; démontrer sa
convergence a ’aide des résultats existant dans ce domaine nécessite de vérifier des conditions
peu réalistes. Pour palier a cela, nous avons proposé une (légere) modification de la procédure
définissant le MCEM afin de stabiliser algorithme, et énoncé un critere exprimé en termes de
contréle uniforme de l'inégalité type-Rosenthal pour les chaines de Markov, critere qui peut
s’établir facilement a ’aide des conditions de drift.
Cette these est donc principalement consacrée

— a l'obtention d’une condition de drift simple, caractéristique de ’ergodicité polynomiale,

— au calcul explicite de bornes d’ergodicité, plus spécifiquement lorsque le noyau n’est que

sous-géométriquement ergodique,
— & I’étude de la convergence de ’algorithme stochastique Monte Carlo Expectation Maxi-
mization stable.

La majeure partie de ces travaux est contenue dans trois articles qui constituent les Chapitres 7
a 9. Nous présentons et complétons ces publications dans les Chapitres 4 a 6. Au préalable, dans
les Chapitres 2 et 3, nous rappelons et généralisons des résultats connus relatifs aux conditions
de drift et a la caractérisation de ’ergodicité en termes de moment d’un temps de retour a un
ensemble particulier.
Tous nos résultats reposent sur la vérification d’une condition de drift : nous consacrons le Cha-
pitre 2 a I’étude de ces conditions. Tweedie [119] (resp. Tuominen et Tweedie [117]) a établi le
lien entre les solutions de la condition de drift de Foster-Lyapunov (resp. de la suite de condi-
tions de Tuominen et Tweedie) et un moment pondéré du temps de retour & un ensemble. Nous
généralisons ces travaux en montrant que, a un tel moment pondéré, correspond deux formu-
lations de conditions de drift équivalentes, I'une a 'aide d’une seule condition de drift, l'autre
a ’aide d’une suite de conditions de drift. Nous déduisons de ce formalisme un systeme de ¢
conditions de drift associé au moment polynomial d’ordre ¢ du temps de retour a un ensemble,
systeme qui se révele étre une nouvelle condition facilement vérifiable pour établir I’ergodicité
d’une chaine de Markov a un taux polynomial (Cf. Chapitres 5 et 8).
Les conditions de drift de Foster-Lyapunov et de Tuominen et Tweedie ont été proposées, res-
pectivement, comme caractérisation de la f-ergodicité géométrique par Meyn et Tweedie [72]
et comme caractérisation de la f-ergodicité sous-géométrique par Tuominen et Tweedie [117].
Nous montrons que ces deux conditions ne sont que des cas particuliers d’une des deux formes
de conditions de drift équivalentes énoncées au Chapitre 2 et respectivement associées a des
moments géométriques et sous-géométriques du temps de retour. Dans le Chapitre 3, nous refor-
mulons (et complétons parfois) ces travaux de Meyn et Tweedie et de Tuominen et Tweedie, afin
de mettre en évidence la similarité de leurs résultats. Nous insistons sur ce parallele en proposant
une démonstration, reposant sur la méthode de scission, qui a I’avantage d’étre valable pour les



deux familles de taux (la preuve de Meyn et Tweedie est en effet propre au cas géométrique).
Comme nous ’avons déja mentionnée, la premiere motivation de nos travaux de recherche, était
I’énoncé de conditions simples impliquant la convergence de I'algorithme MCEM. Nous avons
dans un premier temps proposé une condition supposant ’existence, pour une famille de noyaux
{Py} associés a un algorithme de Hastings-Métropolis dont la loi cible dépend d’un parametre
#, d’une constante d’ergodicité et d’une vitesse d’ergodicité, uniformes en # sur tout compact.
Nous nous sommes donc intéressée a la fois au calcul explicite de constantes d’ergodicité et aux
vitesses de convergence des algorithmes de Hastings-Métropolis.

Nous consacrons le Chapitre 4 au calcul des constantes d’ergodicité. Nous y développons une
technique de couplage de chaines, plus efficace que la technique de Nummelin [81], puis détaillons
le calcul de constantes d’ergodicité sous-géométrique et géométrique, en norme de variation to-
tale comme en norme f. Il n’existe, a notre connaissance, aucun travaux antérieurs de cette
nature pour le cas sous-géométrique.

Le Chapitre 5 est consacré a I’étude de la f-ergodicité de quelques modeles markoviens : nous
étudions la f-ergodicité polynomiale de modeles récurrents markoviens sur R”, de la forme
@, = F(®,) + W,y lorsque |F(z)] < |z|(1 — r|z|~) pour |z| grand et 0 < d < 2. Nous
retrouvons des résultats connus lorsque 0 < d < 1 et d = 2 (AngoNze [2, 3], Veretennikov [121]).
A notre connaissance, I’étude des cas 1 < d < 2 est nouvelle. Nous démontrons aussi I’ergo-
dicité polynomiale de noyaux de Hastings-Métropolis & marche aléatoire symétrique lorsque la
densité cible a des queues hyperboliques ou sur-exponentielles ; dans ce dernier cas, ces travaux
completent les études de Roberts et T'weedie [98] puis de Jarner et Hansen [51] relatives a I'ergo-
dicité géométrique de ces algorithmes lorsque la densité cible a des queues sous-exponentielles.
Nous étudions enfin I'ergodicité géométrique d’un échantillonneur de Hastings-Métropolis hy-
bride a l'aide de conditions plus facilement vérifiables que celles proposées par Roberts et Ro-
senthal [97] et valables pour un plus grand nombre de modeéle comme nous le constaterons a
travers I’étude de quelques exemples.

Nous présentons au Chapitre 6, nos travaux sur ’étude de la convergence p.s. de 'algorithme
MCEM stable. Nous avons finalement amélioré notre premier critere de convergence mentionné
ci-dessus, en le substituant par une inégalité type-Rosenthal uniforme. A la différence des travaux
antérieurs, (Chan et Ledolter [20], Sherman et al. [106]), nos conditions impliquant la conver-
gence de lalgorithme s’appliquent & une large classe de modeles et reposent sur des critéres
réalistes : nous en validons 'intérét par I’étude de deux applications du MCEM & la recherche
de Pestimateur du maximum de vraisemblance dans des modeles dits a données cachées. Nous
discutons enfin de la vitesse de convergence de I'algorithme MCEM stable.

Nous reprenons maintenant de facon moins elliptique le contenu de ce document.

Soient X' un espace séparable muni de la tribu B(X’) et P un noyau de transition sur (X', B(X)) :
il est possible de définir pour chaque mesure de probabilité u sur B(X'), une mesure de probabilité



P, sur A := B(X)®Y telle que pour tout n > 0 et tout produit Ag x --- A, € B(X)®(+1)

P,(®g € Ag,---, P, € A,) = / pldzo) Plag, day) - - P(ag_1,day,)
Ag XX Apn

ott {®;} est la chaine de Markov canonique (pour w := (wo,wy,--+) € Q1= AN, &;(w) = wy).
Dans la suite ¢ := (2, A, {®,}, P,) désigne la version canonique de la chaine.

Irréductibilité - Apériodicité On dit qu’un noyau P est ¢-irréductible 8’1l existe une mesure
non triviale ¢ sur B(X') (appelée mesure d’irréductibilité) telle que pour tout ensemble A € B(X)
de ¢ mesure non nulle, pour tout € X, il existe n > 1 et P*(x, A) > 0 (la ¢-irréductibilité
est I'extension, pour les espaces quelconques, de l'irréductibilité pour les espaces dénombrables).
Une mesure d’irréductibilité 1 est dite maximale si toute autre mesure d’irréductibilité v’ est
dominée par 1. On montre que 'on peut toujours construire une mesure d’irréductibilité maxi-
male t & partir d’une mesure d’irréductibilité ¢ et que les mesures maximales sont équivalentes.
Dorénavant, 1 désignera donc une mesure d’irréductibilité maximale. Tout ensemble de 1-mesure
positive est dit accessible.

Comme pour les chaines & valeur dans un espace dénombrable, on dit que P est apériodique s’il
n’existe pas d ensembles mesurables A;, i =1,---,d, d > 2, dont union est de #-mesure 1 pour
une mesure d’irréductibilité maximale 1, et tels que P(z, Xj41) = 1 pour tout @ € A;, 1 < i < d,
(en posant Xypq := A1).

Ensemble “petite”- Ensemble “small” L’approche par scission comme 'approche par
couplage reposent sur une condition de minoration du noyau de transition P, a savoir [’existence
d’un ensemble mesurable “petite”. On appelle ensemble “petite” C' € B(X'), tout ensemble pour
lequel il existe une constante € > 0, une mesure de probabilité a := {a(n)} sur N et une mesure
de probabilité v, sur B(X) telles que

Vo e C, > a(m)P(z,) > evy ().

Lorsque P est w-irréductible apériodique, les ensembles “petites” sont aussi les ensembles “v,,-
small” (que I’on appelle aussi plus rarement les C-ensembles [85]) : il existe des constantes € > 0,
m > 1 et une mesure de probabilité v, sur B(X) telles que

VeeC, P™(z,-) > evp(:).

On pourrait étre tenté de traduire cette derniere notion par ensemble v,,-petit mais dans la
littérature francaise, un petit ensemble désigne ce que nous appelons ensemble petite (Cf. par
exemple, Duflo [37]). Aussi, pour éviter toute confusion, adoptons-nous la terminologie anglo-
saxonne ensemble petite - ensemble small et omettons-nous dorénavant les guillemets. Rappelons
que si P est un noyau t-irréductible & valeur dans un espace séparable, tout ensemble de -
mesure positive contient un ensemble petite (Jain et Jamison [48], Neveu [79]; on trouvera une
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preuve moderne de cette propriété dans Meyn et Tweedie [72], Théoréme 5.2.2).
Dans notre cadre d’étude, supposer 'existence d’un ensemble petite n’est donc pas une hypothese
restrictive.

Ergodicité Une mesure de probabilité = sur B(X') est dite invariante pour P si,

m(A) = /ﬂ'(dy)P(y,A)7 VA € B(X).

Un noyau P est ergodique s’il est ¢-irréductible apériodique, possede une mesure de probabilité
invariante 7w, et

lim ||P" (z,) = 7 (-)llvr = 0,

pour ¥-presque tout z, ou rappelons-le, la norme en wvariation totale d’une mesure signée p est
donnée par

lllvr = sup p(A)— inf p(A).

AeB(X) AeB(X)
La convergence en variation totale implique que pour toute fonction g : ' — R bornée, pour
-presque tout z,

lim [P"g(z) = 7(g)| = 0, (1.1)

Prg(z) := [P lg(y)P(z,dy), P°(x,dy) := 6,(dy) et 7(g9) := [g(y)x(dy). Il est naturel de
s’intéresser a la convergence (1.1) pour des fonctions non bornées. Une extension consiste a
étudier (par exemple lorsque X' = R") la convergence de |P"g(x) — 7(g)| vers zéro pour toutes
les fonctions ¢ croissant a 'infini, au plus, comme une fonction f donnée. Plus précisément, soit
f > 1. On définit la norme f d’une fonction g : X — R par ||g]|f := sup,cy |g(2)]|/f(x) et on
note £ I’ensemble des fonctions g dont la norme f est finie. On définit la norme f d’une mesure
signée p sur B(X) par
l1all s := sup |p(g)l = sup |u(g)l.
lgl<f llalls=1

Un noyau P est dit f-ergodique sl est ip-irréductible apériodique, posseéde une mesure de pro-
babilité invariante 7, et

lim || P" (2, ) = 7 ()]s = 0,

pour -presque tout z. Dans de nombreuses applications et en particulier pour

— l'inférence statistique paramétrique et / ou non paramétrique a partir d’observations de

la chaine (Cf. par exemple Clemencon [24])

— l’analyse de convergence des algorithmes d’approximation stochastique (Benveniste, Métivier,
Priouret [6], Duflo [37])
I’étude de la convergence des algorithmes MCMC, et plus spécifiquement, I’évaluation
quantitative du nombre d’itérations nécessaires pour pouvoir garantir la convergence de
la simulation (voir Tierney [116], Smith et Roberts [108], Mengersen et Tweedie [70]),
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on est amené a rechercher une vitesse de convergence, c’est-a-dire a déterminer une suite r :=
{r(n)} positive croissante (r(0) = 1) telle que,

lim ()| [P (2, ) = =) = 0, (1.2)

pour -presque tout x et pour une fonction f > 1 donnée. Un noyau P est dit ( f, r)-ergodique s’il
est 1-irréductible apériodique, possede une mesure de probabilité invariante 7 et si la convergence
(1.2) a lieu pour ¥-presque tout z.

Chapitre 2 : Conditions de drift On appelle condition de drift toute inégalité de la
forme

PV +F <V 40l
ou I et V sont des fonctions mesurables positives, b est une constante finie et C' € B(X). Nous
consacrons le Chapitre 2 a I’étude de telles conditions. Pour C' € B(X'), on pose
o :=inf{n>1,®, € C},
le temps de retour a C' (avec la convention inf ) = oo), et
oc :=inf{n > 0,9, € C},

le temps d’entrée de la chaine dans C. Soient f : X' — [1,00] mesurable, C' € B(X) et r :=
{r(n)} € A, A désignant I’ensemble des suites positives croissantes telles que r(n+m) < r(n)r(m)
pour n+m >0, r(0) := 1.

Nous distinguons deux formes de conditions de drift équivalentes :

D1[f,r,C] Il existe une fonction V' > f mesurable et une constante b < oo telles que
sups V < oo et

PV(2) +E, [im(k)f(cpk) < V(z) + bl (x),
k=0

ot Ar(n) :==r(n)—r(n—1),n > 1, Ar(0) := r(0), est la suite dérivée. 1l est vraisemblablement
un peu abusif d’appeler D1[f, r, C] condition de drift, car cette condition dépend de I’espérance
d’une fonctionnelle dépendant du temps d’entrée de la chaine. L’évaluation de cette quantité est
bien entendu, sauf cas particulier, non triviale (nous verrons plus tard toutefois comment une
telle condition peut étre utilisée pour obtenir des conditions de drift utilisables en pratique).

D2[f, r, C] Il existe une famille de fonctions mesurables {V,,}, V,, : & — [1, 0], V}, > r(n) f,
et une constante b < oo telles que sup Vg < 0o et

{1 <o} C{Vo <0}
PVipi(z)+r(n) flz) < Vi(z) 4 br(n)lc(z).
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La condition D2[f,r,C] a été proposée par Tuominen et Tweedie [117], pour I’étude de la
convergence de chaines a des taux sous-géométriques. L’inconvénient majeur de cette seconde
formulation, qui explique la faible popularité de la condition de Tuominen et Tweedie, réside
dans la définition de la suite {V,,} vérifiant la condition requise : les seuls exemples d’application
connus a ce jour, portent sur les modeles récurrents markoviens étudiés par AngoNze [2, 3] et
Tuominen et Tweedie [117], et sont relatifs aux taux sous-géométriques a croissance polynomiale
(i.e. r(n) ~ n? pour ¢ # 0 entier naturel). Lorsque r est une suite a croissance polynomiale,
nous montrons que la condition D1[f, r, C] (et donc aussi D2[f, r, C]) est équivalente au systeme
de conditions emboitées suivant :

Condition de drift de Fort-Moulines il existe des fonctions mesurables f =: Fy < ... <

F,41, des constantes b; < oo, 0 <@ < g, telles que supy Fy41 < oo et

PFi(z) + Fi—1 () < Fi(w) + bimille (2), 1<i<qg+ L

Notons que ce type de conditions de drift est utilisé de facon implicite dans de nombreux travaux
(voir en particulier, Tweedie [119], Tuominen et Tweedie [117], AngoNze [3]), la plupart du
temps pour des fonctions F;(x) := 14 |z|’. Il ne semble pas toutefois que ces conditions aient été
formulées de maniere aussi générale. La résolution de ce critére est, en pratique, plus naturelle que
le critere de Tuominen et Tweedie comme le démontrent les exemples traités dans le Chapitre 5.

Nous montrons aussi dans notre travail que les conditions de drift D1[f, r, C] et D2[f, r,C] ont
une origine logique : le moment

Ue) =[S r(k) f(@1)]
k=0
et les moments translatés e
Un(e) =B | Y (k4 ) f(@)]
k=0

sont solutions de D1[f, r, C et D2[f, r, C] dés que le moment (f,r)-pondéré du temps de retour
a C est uniformément borné sur C' i.e.

Tc—l

sup ]El,{ Z r(k)f(@k)} < 0. (1.3)

el k=0

Dans ce cas, ce sont les solutions minimales : toute solution V' (resp. {V,,}) de D1[f, r,C] (resp.
D2[f,r,C]) est telle que V(z) > U(z) (resp. V,(2) > U,(x)). Les conditions de drift constituent
donc des "méthodes pratiques” pour controler les moments (f, r)-pondérés du temps de retour
a un ensemble C'. Dans de nombreuses applications, X = R"™ et les ensembles a ’extérieur
desquels on établit ces conditions sont les compacts. L’existence d’une solution a I’équation de
type D1[f, r, C] par exemple, que I'on écrit

PV(z) <V(z)— F(z)+ bllc(x)
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pour z € {F < oo}, traduit la tendance moyenne de la chaine a descendre le potentiel V' i.e.
a migrer vers des zones d’ou 'on atteint le “centre” de l'espace C' plus rapidement. Lorsque
F' est minimale i.e. F = 1, nous savons que sup,co E;[7¢] < oo; tandis que, a linverse,
lorsque F = (1 — A)V pour 0 < A < 1, nous savons que sup,ccE;[A77] < oo et que
supyec B D105 ¥V ()] < oo pour tout 1 < < AL,

Nous retiendrons que pour toute fonction mesurable f : X' — [1, o], toute suite r := {r(n)} € A
et tout ensemble C' € B(X'), les conditions suivantes sont équivalentes

(B i) supyec Be | 755" r(k) f(@5)] < 0.
(Eii) D1[f,r, C] est vérifiée.
(E iii) D2[f,r,C] est vérifiée.

En particulier, la condition de drift de Foster-Lyapunov peut se réécrire sous la forme D1[f, r, (']
(r est alors une suite géométrique) et réciproquement, si bien que lorsque r est une suite
géométrique, certaines de ces équivalences sont des résultats connus. De méme, I’équivalence
des conditions (E i) et (E iii) pour les suites sous-géométriques a été remarquée par Tuominen
et Tweedie (Proposition 3.2. [117]).

Chapitre 3 : (f,r)-ergodicité par la méthode de scission 1l est connu que si r est
une suite géométrique ou sous-géométrique, la condition (1.3) est équivalente

— a Dexistence de solution d’une condition de drift convenable (dont la forme est liée aux

propriétés de la suite r),

— ala f-régularité de C,
et que si C est petite et P i-irréductible apériodique, chacune de ces conditions implique la (f, r)-
ergodicité du noyau (ces résultats énoncés par Meyn et Tweedie pour les suites géométriques
et Tuominen et Tweedie pour les suites sous-géométriques sont rappelés en Annexe B). Les
équivalences (E) montrent que deux des caractérisations de Meyn et Tweedie et de Tuominen
et Tweedie sont la transcription pour des suites spécifiques (respectivement géométriques et
sous-géométriques) d’un méme résultat. Nous vérifions que ce parallele peut se retrouver dans
’ensemble de leur résultat. Pour ce faire, nous utilisons la méthode dite de secission (qui nécessite
de comparer la chaine initiale & son m-squelette, puis & une chaine & atome®, afin de se ramener
a I’étude d’un processus de renouvellement) et étudions & I’aide des mémes arguments les taux
sous-géométriques et géométriques; dans ce dernier cas, notre approche differe de celle de Meyn
et Tweedie qui recourent au Lemme de Kendall, résultat analytique qui ne peut pas couvrir le
cas sous-géométrique. Ce travail est I’objet principal du Chapitre 3.

Chapitre 4 : Bornes d’ergodicité Dans le Chapitre 4, nous obtenons un résultat plus
précis que la (f,r)-ergodicité d’un noyau P i-irréductible et apériodique, en calculant explici-

*a € B(X) est un atome si il existe une mesure de probabilité v sur B(X) telle que P(w,-) = v(-) pour tout
r €.
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tement une constante d’ergodicité By, (z, 2, n) telle que
HPn($7 ) - Pn($/7 )Hf < Bf,r($7$/7n)7

et
0 < liminf r(n) By, (z,2’',n) < limsup r(n) By, (z,z',n) < oo.

n

Lorsque la chaine posséde un atome « accessible, le terme ||P"(z,-) — P™(2/,-)|| est facilement
majoré & l’aide des termes liés au comportement de la chalne entre deux visites a ’atome,
visites qui peuvent étre vues comme des points de renouvellement. Soit {u(n)} la suite de
renouvellement d’un processus sans retard de loi d’incrément {p(n) := P,(7, = n)}; notons

ap(n) == Py(1, = n) et ty(n) = E, {f(q)n)]ITaZn}- En distinguant le premier et le dernier

passage dans ’atome de la chaine avant instant n, il vient

1P" (2, = PP @', )y < B [ £(@0) T3] +

U % U — Qo u‘ £y (1) + Bt [ F(@0) 10| (14)

ot ab(n) := Y ;_,a(k)b(n — k). En conséquence, pour toute suite » € A, on peut donner
’expression d’une borne By, a l’aide des espérances

e[S rwre)] o B[ i) (1:5)
k=0 k=0

et d’une majoration du terme |a,*u(n)—a, xu(n)|; cette majoration peut s’exprimer en fonction
des moments

E, [rO(Ta)} ot E, [rO(Ta)} , (1.6)

ot r¥(n) := Y 1_, r(k) désigne la suite intégrée.

Lorsque la chaine ne possede pas d’atome mais un ensemble petite C' (ou, de facon équivalente, un
ensemble Vm—smAall) tel que sup,.cc E, [Z;ial r(k) f(®Pr)] < oo, la méthode de scission permet de
comparer la chaine initiale & une chaine (auxiliaire) & atome : on peut donc exploiter les calculs
précédents a condition de majorer explicitement les termes (1.5) et (1.6) relatifs & la chaine

auxiliaire par une fonction de

Tc—l Tc—l
Y e f@0)] et supE| Y (k) f(@4)]:
k=0 reU k=0
majoration possible mais qui conduit a des expressions complexes. Pour s’en convaincre, considérons
I'exemple de la majoration de (1.6) lorsque C' est un ensemble v,,-small, (m > 1) de constante
de minoration ¢ > 0, et tel que pour A < 1, on ait M :=sup,cc E,[A77¢] < 0o et E,[A77¢] < o0

pour tout z € AX. Soit Tém) le temps d’entrée dans C' du m-squelette P™. Nous montrons

Lemme 2.9(ii), Chapitre 2) que pour tout 1 — 1/m < p < let 1 < i < pnA/{2InM}
p p
op [y —2Ink/In A
(m) —Ink/In A p_2 P x{ _TC}
El’|: T } <E, |:A—TC:| M—lnﬁ/ln/\{ }
K — + 1—,0_1(1—1/m)+ 1_pM—21nﬁ/ln/\
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puis, si M'(k) :=sup,cc Ep {HT(CM)}, pour tout 1 < r < g~ In(1=0)/InM'(x)

{ 7_(m)}—lnr’/lnﬁ 1
K C s
1— (1 _ 6)]\4/(l,<:)ln7’/lnﬁ

oil P, est la loi de la chaine canonique possédant un atome et associée, par la méthode de scis-
sion usuelle, au noyau P. Si m = 1, le calcul se réduit a la seconde étape. Lorsque r est une
suite sous-géométrique, le calcul est encore possible mais est plus fastidieux (Cf Lemme 2.9(i),
Chapitre 2).
Dans la littérature, aucun calcul explicite de constantes d’ergodicité By, n’utilise I’approche
précédente. La méthode utilisée par Meyn et Tweedie [73] (reprise dans Mengersen et Twee-
die [70]) repose sur des arguments de théorie des opérateurs linéaires sur un espace de Banach,
arguments propres au cas géométrique. Rosenthal [101, 103] puis Roberts et Tweedie [99] uti-
lisent la méthode dite de couplage (méthode qui differe de celle présentée dans Nummelin [81]).
Pour ce faire, on définit

— un processus Z = (Q,A4,{Xn, X],,dy}, Py ), a valeur dans &' x &' x {0, 1}, tel que (a)

pour tout (z,2') € X x X' et A € B(X),

Pro (Xn c A) — P(z, A) Pr (X; c A) — P(a!, A),

et (b) le processus {d,} vérifie d, = 1= dpq1y =1 et X, 1,1 = X Ty, =1.
— un temps aléatoire T' dit temps de couplage T := inf{n > 0,d,, = 1} (il y a couplage a

linstant T' puisque par définition de {d,}, X, lr>, = X, Tr>,).
Il est remarquable de noter que, sous des hypotheses extrémement faibles (se réduisant prin-
cipalement a la i-irréductibilité et a l’existence d’une mesure stationnaire), il est possible de
construire un couplage tel que P, ;s (T < oo) =1 (Rosenthal [100]).
L’intérét principal de la méthode de couplage est qu’elle réduit 1’évaluation de la quantité
|P" f(x) — P" f(2')] & ’évaluation de la probabilité des queues du temps de couplage. Plus
précisément, on obtient, pour toute fonction f mesurable positive,

|Pnf($) - Pnf(x/” S Ex,ac’,O {f(Xn) + f(X;z)}]IT>n ’

point de départ pour la construction de bornes By ,. Les constructions usuelles du processus Z
reposent sur ’existence d’un ensemble vq-small C' et procedent comme suit. Soient une constante
€ > 0 et vy une mesure de probabilité sur B(X') telles que

P(x, A) > evy (A), reC,Ae BX);

on définit le noyau résiduel R(z,dy) := (1 — ¢)~! (P(z,dy) — ev1(dy)), = € C. Partant de
Zy = (z,2,0), chaque fois que (X, X/,d,) € C x C x {0}, avec la probabilité ¢, on simule
X1 ~ 1y et on pose X411 = X7/1—|—1 et d,41 = 1; sinon, on simule indépendamment X,1q ~
R(Xy,-), X] .| ~ R(X],-) et on pose dpy1 = 0. Si (X, X],d,) € [C'x C]° x {0}, on simule
indépendamment X, ~ P(X,,-), X/ ~ P(X],-), et on pose dyy1 = 0; enfin, des que
d, = 1, on force Iégalité des trajectoires en posant X,41 = X | ~ P(X,, ) et dpy1 =1. 51 C
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est vp,-small, m > 1, on substitue P par P™ dans la construction précédente, ce qui revient a
définir un processus Z(™) tel que

Pro (XW c A) — P (2, A) Pro (X;jm) c A) — P!, A).

Le temps de couplage est donc fonction a la fois de la constante de minoration ¢ > 0 et de
la fréquence des passages dans C' x C' de {szm),X;(m)}. La construction que nous utilisons
differe de la précédente : nous remplacons la condition d’existence d’un ensemble v,,-small par
la condition de minoration

Pm($7 ) A Pm($/7 ) > px,x’(')v

— pour tout (z,2') € A:==Cx DUD x C,C C D de ¥-mesure strictement positive,

— pour un noyau sous-markovien p; , tel que inf(, nea Paz (X)) > 0.
Lorsque m # 1, nous nous inspirons de la méthode proposée par Kalashnikov [52] pour présenter
une méthode de couplage plus efficace (en termes de fréquence des passages dans I’ensemble A
du processus (X, X') et donc de fréquence d’occurence du couplage) que celle que ’on obtiendrait
en se ramenant classiquement au m-squelette. Nous lions le calcul de la borne d’ergodicité By,
au temps de couplage T de sorte que 'expression de cette borne se déduit de termes de la forme

To—1

Bearo| 3 r(){f(Xe) + F(X[)}

k=0

ou Tj est le temps d’entrée dans A x {0} du processus Z. Enfin, pour calculer cette quantité, nous
formulons des conditions de drift relatives au noyau P. Nous développons plus particulierement
le calcul de By, (z,2,n) lorsque r est une suite a croissance polynomiale, ou plus généralement
riemannienne (r(n) ~ (n + 1)*, k réel positif).

Chapitre 5 : Applications De nombreux modeles se révelent en effet étre f-ergodiques a
un taux polynomial, ou plus généralement riemannien. Le Chapitre 5 est consacré a I’étude de
quelques exemples.

Algorithmes MCMC Nous nous sommes intéressée plus particulierement a I'analyse de la
convergence des algorithmes de Monte-Carlo par chaines de Markov. Les méthodes MCMC,
comme l'algorithme de Hastings-Métropolis (Métropolis et al. [71], Hastings [47]) et I’algorithme
de Gibbs (Geman et Geman [42], Besag et York [7], Gelfand et Smith [41]), sont des outils dont
'usage s’est considérablement développé au cours des dix dernieres années (voir par exemple les
revues récentes de Smith et Roberts [108], Tierney [116] et le livre de Robert et Casella [96]).

Les méthodes MCMC consistent & construire une chaine de Markov ergodique de loi station-
naire une loi (cible) 7 donnée. Parmi la grande variété de construction possible de telles chaines,
nous avons étudié plus précisément les algorithmes de Hastings-Métropolis a marche aléatoire
symétrique. L’ergodicité de ces algorithmes a été étudiée dans le cas X' = R par Mengersen et
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Tweedie [70]. Ces auteurs ont montré que la chaine est géométriquement ergodique lorsque la pro-
babilité cible admet une densité par rapport a la mesure de Lebesgue log-concave. Ces résultats
ont ensuite été étendus dans le cas multidimensionnel (X = R"™) par Roberts et Tweedie [98],
puis par Jarner et Hansen [51], pour des lois cibles © admettant des densités par rapport a la me-
sure de Lebesgue sur R"™ sous-exponentielles. Nous nous sommes intéressée a la convergence de
cet algorithme dans des situations ou la densité cible ne vérifie pas ces conditions, en particulier
lorsque la densité admet des queues hyperboliques (lois & queues lourdes) ou sur-exponentielles
(par exemple, lois de Weibull). Nous montrons dans le premier cas (sous des hypotheses de
variation réguliere a l'infini) que l'algorithme de Hastings-Métropolis converge vers la loi sta-
tionnaire avec un taux riemannien, pour des fonctions de controéle croissant hyperboliquement
a linfini. Dans le second cas, nous montrons que l'algorithme de Hastings-Métropolis converge
a n’importe quelle vitesse polynomiale, pour des fonctions de contréle hyperboliques de degrés,
eux aussi, arbitraires.

Nous étudions aussi ’ergodicité des algorithmes de Hastings-Métropolis hybrides. Par algo-
rithme hybride, nous entendons ici un noyau de transition, mélange de noyaux définis de fagon
a étre tous réversibles par rapport a la mesure invariante 7. Les algorithmes hybrides sont tres
utilisés dans les applications statistiques des MCMC, en particulier pour simuler des lois de
probabilité dans des espaces de tres grande dimension. L’échantillonneur hybride considéré, ap-
pelé échantillonneur d’Hastings-Métropolis a site aléatoire, consiste a composer des noyaux de
Hastings-Métropolis pour lesquels les lois de proposition sont des marches aléatoires symétriques
dans chaque direction de l'espace. De tels algorithmes ont été étudiés par Roberts et Rosen-
thal [99], qui ont montré I'ergodicité géométrique de cet échantillonneur pour des lois sous-
exponentielles (et des hypotheses techniques difficiles a vérifier). L’étude que nous avons menée
nous a permis d’établir 'ergodicité géométrique sous des conditions tres simples.

Modéles récurrents markoviens Nous nous sommes aussi intéressée a la f-ergodicité rie-
mannienne des modeéles récurrents markoviens de la forme

q)n—l—l — F(q)n) + Wn—l—h

ou {W,} est une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées. De
tels modeles récurrents ont fréquemment été étudiés dans la littérature (Doukhan [36], Mok-
kadem [76, 75], Duflo [37], Meyn et Tweedie [72], Tanikawa [112, 113]), et leurs applications
statistiques sont nombreuses. La plupart des travaux se sont concentrés sur le cas ou la fonc-
tion F' est strictement Lipschitzienne & linfini, i.e. limp, o [F(2)]/[2] < 1. Dans ce cas, la
chaine est géométriquement ergodique (sous des hypotheéses complémentaires garantissant la
Y-irréductibilité et apériodicité). L’étude de situations ot lim|gq [F'(2)]/|2| = 1 a été entre-
prise plus récemment par Ango Nze [3] et Tuominen and Tweedie [117], sous une hypothese de
contraction & linfini de la forme |F(2)| < |2|(1 —r|z|), pour 0 < d < 1. Ces auteurs ont établi
Pergodicité a un taux polynomial pour des fonctions de contréle & croissance polynomiale. Ce
travail a ensuite été étendu au cas d = 2 par Veretennikov [121], par une approche directe de
couplage. Nous avons traité les cas 0 < d < 2 et établi 'ergodicité polynomiale.
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Chapitre 6 : Algorithme Monte-Carlo EM [L’algorithme Expectation Maximization
(EM), proposé par Dempster et al. [31], est un algorithme itératif trés utilisé en statistique
computationnelle pour calculer une approximation du maximum, sur un domaine @ (C Rl),
d’une fonction ¢g s’exprimant par

o16) = [ bzt

ol j est une mesure finie sur la tribu B(X') et h : X' x © est une fonction positive p-intégrable
(le plus souvent, X C R"™). En particulier, il permet d’approcher I'estimateur du maximum de
vraisemblance dans les modeles paramétriques dits a données cachées, modeles dans lesquels la
vraisemblance ne peut pas étre calculée explicitement : ¢(#) est alors la vraisemblance incompléte
(vraisemblance des observations y) pour la valeur 6 du parameétre et h(z;0)u(dz) est la loi
des données complétes (des observations y et des données manquantes z) pour la valeur 6 du
parametre; dans les deux expressions, la dépendance en les observations est implicite (Cf. pour
des applications aux problemes de mélange, Redner et Walker [93], aux chaines de Markov
cachées, Baum et Petrie [4] et Dembo et Zeitouni [28, 29, 30], et pour un papier de revue sur les
applications, Meng et Van Dyk [65]). Chaque itération de ’'EM comporte deux étapes

étape E de calcul d’espérance,
Q(0:6,,) == /log h(z;0)p(z;0,)p(dz) ot p(z;0) := h(z;0)g(8)~"
étape M de maximisation,

041 = argmaxyce Q(0;0,,),

ou, si le maximum n’est pas unique, @,4; est une des valeurs qui maximise la quantité de
I’EM Q(-;6,,); ce qui se résume par la définition d’une application T telle que 6,41 = T'(6,).
La propriété remarquable de cet algorithme est d’accroitre, & chaque itération, la valeur de la
fonction & maximiser g(6,4+1) > ¢(8,,). Sous des hypotheses de régularité de ¢ et de la quantité
intermédiaire Q, on montre que 'algorithme converge vers ’ensemble des points stationnaires
de g (Dempster et al. [31], Wu [123]) et que les seuls points fixes stables de T sont les maxima
locaux (Murray [77]; voir aussi Boyles [11], Meng et Rubin [67], McLachlan [64], Nettleton [78]).
On peut rencontrer des difficultés de mise en oeuvre de ’algorithme EM
— soit dans I’étape de maximisation : citons les solutions apportées par I’algorithme ECM
(Expectation Conditional Maximization), algorithme dans lequel la maximisation globale
est remplacée par un ensemble de maximisation conditionnelle plus simple (Meng et Ru-
bin [68], Meng [66], Liu et Rubin [59], Van Dyk et Meng [120]), méthode proche des
techniques de relaxation en optimisation numérique. 1l est aussi possible de remplacer la
maximisation par une itération d’un algorithme de gradient ou d’une approximation de la
méthode de Newton (Lange [56]).
— soit dans I’étape d’intégration E, lorsque 'espérance ne peut pas étre calculée explicite-
ment. Dans ce dernier cas, on est amené a estimer la quantité intermédiaire en utilisant
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des simulations de Monte-Carlo. Telle est 'idée commune des différentes approximations
stochastiques utilisées, a savoir le Stochastic EM (Celeux et Diebolt [15, 16, 17, 34], Die-
bolt et Ip [35], initialement proposé comme une version de recuit simulé particuliere de
Ialgorithme EM, I'idée étant, comme dans les algorithmes de recuit conventionnel, que
I’agitation stochastique introduite par I’étape de simulation permet de libérer la trajectoire
des pieges des points stationnaires instables), le Stochastic Approximation EM (Delyon et
al. [27]), dans lequel I’étape de moyennisation est remplacée par une étape d’approximation
stochastique ; et finalement le Monte-Carlo EM (Wei et Tanner [122], Tanner [114]), qui est
l'objet d’étude de cette these. La convergence en loi (resp. p.s.) de I’algorithme SEM (resp.
SAEM) a été étudiée, dans un cadre général, par Nielsen [80] (resp. Delyon et al. [27]) ; dans
les deux premieres approximations, I’étape E est remplacée par une étape de simulation
de v.a. conditionnellement indépendantes et distribuées sous la loi p(z;0,,)pu(dz), & partir
desquelles on construit une approximation de la quantité Q(0;6,,). Dans le MCEM, I’étape
E est remplacée par une étape de simulation d’une chaine de Markov de loi stationnaire
p(z;0,)p(dz), ce qui permet d’appliquer 'algorithme & une plus large classe de modéles
(Cf. par exemple Chan et Ledolter [20], Sherman et al. [106], Guo et Thompson [45], Mc-
Culloch [62, 63], Meng et Schilling [69], Chan et Kuk [19], Ravishanker et Qiou [92]). En
revanche, le comportement asymptotique du MCEM n’a été étudié que pour des modeles
tres spécifiques, et de facon partielle (Cf. discussions, Chapitre 6).

Aussi, nous sommes-nous intéressée & la convergence de l’algorithme MCEM pour un modele

assez général de densité h, dit modele exponentiel courbe : h s’écrit sous la forme

nh(z:0) i= 6(8) + (S(=); 0(0) )

ol ¢ (resp. S et 1) sont a valeur dans R (resp. R?) et < -;- > désigne le produit scalaire. Par
suite, 'EM définit une suite {6,,} selon la procédure 6,4, := é(S(Gn)) en ayant posé

50)i= [ SEpEoa@) et b = anemaxco{0(0) + (s50(0)) |

tandis que le MCEM définit une suite {6, } selon la procédure 6,11 := é(Sn) en ayant posé

S, =m;! ZS(Z?)
7=1

ot Z" := {77} est une chaine de Markov d’unique mesure de probabilité invariante g, et {m, }
est une suite d’entiers croissante. A chaque itération, I’écart entre 'algorithme déterministe EM
et lalgorithme MCEM réside donc dans la perturbation induite par I'approximation de S(6,,)
par S, et étudier le comportement asymptotique d’une trajectoire du MCEM, revient & étudier le
comportement asymptotique d’une suite d’applications proches d’une application T" qui possede,
de plus, une fonction de Lyapunov®. Les résultats existant dans la littérature reposent sur des

5 est une fonction de Lyapunov relative & une application 7' : ©® — © et un ensemble £, si (a) pour tout

u €O, WoT(u)—W(u) >0 et (b) pour tout compact C C (0 \ L), infuee{W o T(u) — W(u)} > 0.
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criteres peu réalistes lorsque la somme de Monte-Carlo est calculée par une méthode MCMC
(nous rappelons au Chapitre 6 quelques uns de ces critéres).

Nous avons donc recherché un autre critere de proximité des deux procédures. Tout d’abord,
nous modifions I'algorithme MCEM décrit ci-dessus pour obtenir une suite {6} p.s. compacte
i.e. limsup, {0} < oo p.s. Nous énongons ensuite des conditions (réalistes) (a) assurant la
convergence p.s. de 'algorithme vers les points stationnaires de g, (b) permettant de comparer
la vitesse de convergence, vers un maximum local, du MCEM stable a celle du SAEM.

Nous proposons un criteére basé sur une inégalité type-Rosenthal pour les chaines de Markov :
si Py ¢ désigne la probabilité de la chaine canonique ® de loi initiale A et de noyau P tel que
7g soit I'unique mesure de probabilité invariante, nous demandons que

il existe p > 2, une mesure de probabilité A et pour tout compact K C O, une constante
C' < oo telles que

cup B | kzi;{s«bk) ~rospf] < €t (17)

Nous en déduisons, pour un schéma de simulation tel que ) m;p/Q < 00, la convergence p.s.
du MCEM stable vers une sous-composante connexe de ’ensemble des points stationnaires de
g, résultat analogue a ce qui est établi pour 'EM et le SAEM.
Pour justifier I'intérét de cette condition, nous montrons comment la majoration uniforme (1.7)
peut se déduire de conditions de minoration uniforme du noyau Fy, et, lorsque 'espace d’état
de la chaine n’est pas small, de P'existence de conditions de drift uniformes. Ainsi, si 'espace
d’état est small ¢.e. si il existe des constantes € > 0, m > 1 et une mesure de probabilité v, sur
B(X) telles que

P™(x,) > evp(+) red,

nous obtenons que pour toute fonction mesurable g,

E,

> to(@) —w(@)}] < swplgl” 7€, {14201 (1= 7y Pl
k=1

et C), est la constante de Rosenthal (Hall et Heyde [46], Théoreme 2.12). Dans le cas général,
nous devons de plus formuler des conditions de drift : par exemple, si V' est solution d’une
condition de drift de Foster-Lyapunov, PV < AV 4 bllg, et C est un ensemble petite, nous
obtenons une inégalité type-Rosenthal pour toute fonction g € L1/, et tout p > 2.

Nous illustrons nos travaux par ’étude de l'estimation par maximum de vraisemblance des
parametres (a) d’un modele de diffusion d’un produit sur le marché, (b) d’un modele de compte
du nombre de cas de poliomyélite.

Vitesse de convergence Enfin, nous nous sommes intéressée a la vitesse de convergence de
I’algorithme vers un maximum local. Apres n itérations, donc my + - - - + m,, simulations, la vi-
tesse de convergence croit comme /m,, ; pour un schéma de simulation géométrique m,, := m”,
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la vitesse de convergence a I'instant n est donc proportionnelle & la racine carrée du nombre
total de simulations.

Contrairement au SEM et au SAEM, l'algorithme MCEM approche l'espérance Q(6;6,) a
I’aide des simulations de I'itération en cours et oublie donc toutes les simulations passées. Nous
suggérons une modification de ’algorithme, basée sur la procédure d’averaging, qui calcule I'es-
timation du maximum de ¢ a partir de tous les échantillons simulés. Nous montrons alors que
la vitesse de convergence a l'instant n est proportionnelle a \/mq + - --+ m,,, la racine carrée
du nombre total de simulations, et retrouvons la vitesse de convergence du SAEM exhibée par
Delyon et al. [27].
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Chapitre 2

Conditions de Drifts

Soit une chaine canonique ® = (2, A, ®,,, P,.) homogene a valeurs dans un espace séparable X’
muni d’une tribu B(X’). On définit sur I’espace de probabilité, la filtration naturelle du processus

{Fa}
7, ::a(cbo,--- ,@n).

Soit P le noyau de transition de la chaine. On note P", n > 0, la n-ieme itération du noyau de
transition i.e.

P*(x,A) = P.(®, € A) re X, AeBX),

avec la convention PY(z, A) = T4(z). Pour toute fonction g bornée B( )- 1rnesurable7 on note
Pg(z) la fonction [ P(z,dy)g(y) et pour une mesure signée p, p(g) := [ p(dy)g(y).

Suites intégrées - Suites dérivées - Famille A

Soit r := {r(n)} une suite réelle positive croissante. Nous définissons la suite intégrée r® :=

{r°(n)}
k=0
et la famille des suites dérivées A%r := {A%r(n)}, ¢ > 1,

( ) r(0) Ar(n):=r(n)—r(n—1),n>1
Ir = A(AT ) = ATHAr) q>2.

Notons que pour tout n > 0,



Si r est une suite constante, Ar(n) = 0 pour n > 1 et Ar(0) = r(0). Dans ce cas, si f: X' —
[1,00], nous prenons par convention Ar(n)f(z) =0 pour tout n > 1.
Soit A I’ensemble des suites positives croissantes r := {r(n)}, r(0) := 1, vérifiant la propriété

r(n+m) < r(n)r(m), n+m > 0.

2.1 Quelques propriétés du noyau de transition

On note M;(X) I'ensemble des mesures de probabilité sur B(X'). Soient 7¢ le temps de retour
a l’ensemble C' € B(X)

o = inf{n > 1,9, € C'}

et oo le temps d’entrée
oc :=inf{n > 0,9, € C},

avec la convention inf ) = 4o00.

2.1.1 Irréductibilité

Soit 1 € M1 (X). On ne considére que des chaines suffisamment régulieres pour visiter, quel
que soit le point de départ, tout ensemble de 1-mesure positive. Un noyau P (ou la chaine) est
w-irréductible si

P(A)>0=VeeX, In>1, P'(z,A)>0. (2.1)

Remarquons que pour toutes les mesures (11, 12) € M1(X) X My (X) telles que 12 > 1, la
o-irréductibilité de P entraine la -irréductibilité de P. 1 est une mesure d’irréductibilité
maximale si P est t-irréductible et toute autre mesure d’irréductibilité ¢’ € M;(X) est telle
que v > ?¥'. Remarquons que les mesures d’irréductibilité maximales sont équivalentes. On peut
construire une mesure d’irréductibilité maximale a partir de toute mesure d’irréductibilité : si
P est ¢-irréductible, alors la mesure de probabilité

o) = [ oty 32 0Py, )

n>0

est une mesure d’irréductibilité maximale.
Enfin, nous rappelons la propriété suivante : si % est une mesure d’irréductibilité maximale,

P(A)=0=tYp({z € X, P,(t4 < o0) >0})=0. (2.2)

Tous ces résultats sont établis dans la Proposition 4.2.2 [72]. Par convention, nous parlerons
de -irréductibilité lorsque v est une mesure d’irréductibilité maximale, et de ¢-irréductibilité
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sinon.
Soit 7 une mesure d’irréductibilité maximale. A est dit accessible si 1»(A) > 0 et I’on note

BY(X) == {A € B(Y),(4) > 0},

(ensemble dont la définition ne dépend pas de la mesure d’irréductibilité maximale choisie). Un
ensemble A € B(X') est plein si 1(A°) = 0 et absorbant si P(z, A) = 1 pour tout z € A. Lorsque
P est 1p-irréductible, tout ensemble absorbant est plein (Proposition 4.2.3. [72]). Ainsi, si il existe
V 1 X — [1,00] mesurable, C' € B(X') et b < oo tels que

PV <V + b,

pour un noyau P t-irréductible, alors {V < oo} est soit vide, soit plein et absorbant.

Enfin, tout ensemble C' non vide tel que sup,co E.[7c] < 0o est accessible. En effet, V(z) :=
E,[oc]+1 vérifie la condition PV —1 < V 4 b1l : done (i) nous démontrerons (Proposition 2.2)
que cela établit E,[rc] < V(z) 4+ bllg(z) et (ii) {V < oo} est plein et absorbant ou vide. Or,
{V < oo} contient C', donc il est plein et absorbant. De plus,

{V<oo} C {xEX,Px(TC<oo):1}

Par suite, ¥ ({z, P;(1¢ < o0) > 0}) > 0 donc ¥(C') > 0, en utilisant (2.2).

2.1.2 Apériodicité

Un noyau tp-irréductible est dit périodique de période d > 1 si il existe d ensembles disjoints
{X}, 1 <@ <d, X; € B(X) tels que

(i) pour tout 1 < ¢ <d, mingey, P(z, X;y1) = 1 en ayant posé Xy := A].

(i) v(UL ) =1.
(iii) d est le plus grand entier qui vérifie les conditions (i) et (ii).

Lorsque d = 1, P est dit apériodique.

Le d-cycle {X;}, 1 < i < d, n’est pas unique mais il est maximal dans le sens ou si il existe
d>1et X/, 1< i< d, vérifiant (i-ii), alors d’ divise d. Si d' = d, X} = X, 1)-presque sirement
(en réordonnant les ensembles si nécessaires). Chacun de ces ensembles A; est absorbant pour
la chaine de noyau P% notée &4, et ®(@ sur X; est apériodique.

Enfin P est dit fortement apériodique (et est apériodique) si il existe C' € B(X'), une constante
€ > 0 et une mesure v € M;(X) tels que v(C') > 0 et

Ve e C,VA e B(X), Pz, A)> e(A).
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2.1.3 Ensemble small et ensemble petite

Un ensemble C' € B(X') est vy,-small (ou small) si il existe un entier m > 1, une constante € > 0
et une mesure v, € M(X) tels que

Vee O, VAe B(X), P"(z,A) > evy(A).

Si P est i-irréductible, tout ensemble accessible contient un ensemble C' v,,-small et accessible,
et v, (C) > 0 (Théoreme 5.2.2. [72]).

Un ensemble C' € B(X) est y,-petite (ou petite) si il existe une mesure de probabilité sur N,
a = {a(n)}, une constante ¢ > 0 et une mesure de probabilité v, inM;(X) telles que

Vo € C, YA € B(X), Y a(n)P"(z, A) > eva(A).

Tout ensemble small est donc petite; réciproquement, tout ensemble petite est small si P est
p-irréductible et apériodique (Théoreme 5.5.7. [72]).

Rappelons que A € B(X) est petite des qu’il existe C' € B(X') vp-petite tel que sup,c 4 E.[7c] =:
M < oo. En effet, I'inégalité de Markov entraine P,(cc > n) < M/n pour & € A. Soient
0 < e< 1letN tels que M/n < € pour tout n > N. On peut toujours construire une loi
a :={a(n)} sur N telle que a(n) > A > 0 pour n < N. En conséquence, pour tout = € A,

D am)P(x,C) > > a(n)Pe(og =n) > AP0 < N) 2 A(1—¢) > 0.
n n<N

Comme C est v, petite, la relation de Chapman-Kolmogorov implique que pour tout z € A,

B e B(X),

Za*b(n)P”(ac,B):/Za(n)P”(x,dy) > b(n)P(y, B)

> /O ;wnww,dm §b<n>Pn<y,B>

> M1 —€)u(B),

ot axb(n)=>3_qa(k)b(n—k);et A est vy.p-petite.

2.1.4 Ergodicité

Nous rappelons une condition suffisante d’existence de loi stationnaire, pour la chaine de noyau
P, condition liée a la récurrence d’un ensemble petite.

Proposition 2.1 Soit P un noyau -irréductible possédant un ensemble petite C' € B(X) tel
que pour tout x € C, Pp(t7¢ < 00) = 1.
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Alors P posséde une unique (a une constante de multiplicité prés) mesure invariante © qui est
une mesure finie si sup,co B [70] < 00.

Si, de plus, P est apériodique et P,(tc < oo) = 1 pour tout x € X, ||P"(z, ) — 7(:)||[vr tend
vers zéro quel que soit x € X i.e.

Vee X, sup |P"(z,A)—7(A4)—0, n — 0.
AEB(X)
Un noyau P (ou la chaine) est ergodique si

(i) il est t-irréductible, apériodique et possede une mesure de probabilité invariante ,

(ii) pour tout z € X,
lim ||P"(z,-) = () |lvr = 0.

Lorsque P i-irréductible apériodique possede un atome « (i.e. un ensemble mesurable tel que
P(z,-) est indépendant de x pour tout z € «) tel que E,[r,] < oo, la mesure de probabilité
invariante 7 est proportionnelle & la mesure qui a tout ensemble mesurable A associe le nombre
moyen de visites & A entre deux passages a l'atome E,[ ;“:_11 14(®Pg)]. Lorsque P ne possede
pas d’atome, ce résultats s’étend comme suit (Théoreme 14.0.1 [72]) : soit f > 1 mesurable; si
P est p-irréductible apériodique, P posséde une mesure de probabilité invariante 7 et 7(f) < oo

si et seulement si il existe un ensemble petite C' tel que

Tc—l

sup ]El,{ Z f(@k)} < o0.
k=0

zeC

2.1.5 (f,r)-ergodicité

Soient f: X' — [1,00] une fonction mesurable, et r := {r(n)}, r(n) > 1, une suite positive. Un
noyau P (ou la chaine) est (f,r)-ergodique si

(i) P est -irréductible, apériodique et possede une mesure de probabilité invariante ,
(i) 7(f) < oo,
(iii) pour tout z € X, lim,, r(n)||P™(z,:) — = (-)|[; =0.

Lorsque r est une suite constante, on parle simplement de f-ergodicité.

2.2 Typologie des conditions de drifts

Nous étudions le lien naturel entre le moment (f, r)-pondéré du temps de retour & un ensemble
C € B(X) i.e.

Tc—l

E, | Y r(k) /(@) (2.3)

k=0
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et une condition de drift de la forme

PV(z)+ F(z) < V(z)+bllg(z) ou F(z) > E, {iAr(k)f((Pk) ) (2.4)
k=0
ou la famille de conditions de drift de la forme
PVipi(z)+r(n) flz) < Vi(z) 4 br(n)lc(z). (2.5)

2.2.1 Résultats préliminaires

Proposition 2.2 Soient I,V : X — [1, oo] mesurables, un ensemble C' € B(X') et une constante
b < oo tels que
PV (z)+ F(z) < V(z)+ bllg(a).

Pour tout x € X,

Tc—l

B[ Y P00 + B V() o] < V(@) +b0(a).
k=0

Preuve 2 On remarque tout d’abord que
PV (2) = B, [V(@1) ez | + B [V(@1) o1
> B, [V(®0)lymi | + Bo [{F(®1) + PV(®1) o] (2.6)
En conséquence,
V(z)+bllg(a) > F(z) + PV (2)
> F(@) + By [F(@) oot | + B [V(@) Lot | + B, [ PV(®@1) 51

et en itérant la minoration (2.6), on obtient pour tout n > 1

Vi) + bllg(x) > ZE { Tc>k:| + zn:Ex {V(q)k)]lm:k}
k=1

ce qui conduit au résultat lorsque n — oco. O

Corollaire 2.3 Soient f,V : X' — [1,00] mesurables, un ensemble C' € B(X'), une constante
b < oo etr:={r(n)} une suite positive, r(0) := 1, tels que

) + K, [Zm < V(z) + bl (z).

28



Pour x € C°,

E, [k: PR F(@1)] + B [V (@r ) | < V() 4 B[ (@) e

o

et pour x € C,

J(@) + s | Z (k= DI @] + B [V(®r) Trpcoc] < V(@) +Ee [F(r0) Trgcoo] + .
Preuve 3 On applique la Proposition 2.2 avec F'(z) := {ZUO Ar(k)f(® )} Pour z € €, il
suffit de remarquer que

63 B [ arns@)]] =B [ 3 B[S art) )]

k=0 =0 k=0 =0
5[ s imm} FE, [0, 3 Ar(i]
k=0 =0 k=1
~E, jc_lr(k)f@k)} +E, | (r(70) = 1) F(®r) o
k=0
Ainsi,
E. | S &, (3 Ar (@] + B[ (0 e ] = B[S k) s
k=0 =0 k=0
Sized
E, [TCZ_I Ba, |32 Ar(0 5]
k=0 =0
B [l S B[S A0 @] ] B 3 A @] + S0
k=0 =0 k=0
puisque E, {Zl % Ar(l)f((bl)} = f(z) pour z € C'. Donc
E. | Sk, [Uzcmw@o]] B, | lrocoof (9r)]
k=0 =0
= B [1sn 3 () = Ar(h)) F@0)] + )
k=0
=B [l Y e - 1) £(00)] + (0
k=1
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ce qui termine la démonstration. O

Proposition 2.4 Soient une famille de fonctions mesurables {V,}, V,, : X — [1, 0], une fonc-
tion mesurable f: X — [0,00], un ensemble C' € B(X) et deux suites réelles positives {r(n)} et

{b(n)} tels que

PV (z) +r(n) f(z) < Volz) +b(n)llo(z). (2.7)
Pour tout ¢ > 0, x € X,
By | Vitre (@) oo | + B | S i DF@)] < Vi) +b(g)lele).  (28)
k=0

Pour tout temps d’arrét 7, v € X,

E, {;r(k)f(cpk)} < Vo(z) + E, [gb(k)ﬂc@k)]. (2.9)

Preuve 4 (2.9) est le Théoreme de Comparaison (Théoreme 11.3.2. [72]). On établit (2.8) pour
q = 0, les autres cas se déduisent aisément en remplacant V,, par V4., r(n) par r(n+q) et b(n)
par b(n+¢), n > 0. (2.7) entraine

PVt (2) 2 By [ Vit (@) gt | +7(n 4 DE, [£(@1) g | 4+ By [ PVoga (@1) -
En conséquence,
Vo(e) + b(0)llc (2) > r(0)f(2) + PVi(x)
> r(0)f () + P [F(@1) e ] + B [Vi(@0) ot | + B [ 11 PV (@1)]

et en itérant la minoration de PV,,4q, on obtient pour tout n > 1,

Vole) + >ZE 0 F@ ] + 3B [V @) ot o [ PV (8]
k=1
>ZE { q)k 7'C>k} ‘|‘ZE {Vk q)k) To= k}
k=1

ce qui conduit au résultat lorsque n — oco. O

2.2.2 Deux conditions de drift équivalentes

Soient f: X — [1, 00] mesurable, un ensemble C' € B(X) et r := {r(n)} une suite réelle positive,
r(0) == 1.
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D1[f,r,C] 1l existe une fonction V' : X' — [1,00] mesurable, V' > f, et une constante b < oo
telles que sups V < 0o et

) +E, [Zm )| < Vie) + bl (2). (2.10)

D2[f,r,C] 1l existe une famille de fonctions {V,,}, V,, : & — [1, 00] mesurable, V,, > r(n)f, et
une constante b < oo telles que supy Vy < o0 et
Vi < oo} C {Wy < oo}
PVipi(z)+r(n) flz) < Vi(z) 4 br(n)lc(z). (2.11)

Théoréme 2.5 Soient f: X — [1,00] mesurable, un ensemble C' € B(X') et une suite r € A.
Diff,r,C] et D2[f, r,C] sont deux conditions équivalentes. Si V' est solution de D1[f, r,C],

{V < oo} c {ac € X,E, {Tcz_:lr(k)f(cbk)} < oo}
k=0
et si Vy est solution de D2[f,r, C],
{Vo<oo}c{rerr {Tcz_:lr(k)f(cbk)} <oof
k=0

Preuve 5 L’inclusion des ensembles résulte du Corollaire 2.3 et de la Proposition 2.4.
Di[f,r,C] implique D2[f,r,C]: on pose V,(z) := E, {ZZior(n + k)f((bk)} > r(n)f(z) avec
égalité sur C' (donc supy Vo < 00). Puisque r est croissante, (n) < r(n+1) donc V,,(z) < V41 ()
et

Vo=o00o= V) =
De plus, PVyy1(z) = B, | S8, r(n+ k) f(®4)]- Si @ € C°, PVogi(2) + r(n) f(2) = Va(o). Si
x € C,puisque r(n+k)<r(n+1)r(k-1),k>1,n>0,et r(0) =1, il vient

TC

PVogi(a) < rnt DR D r(k— 1) f(@)]
k=1
<r(n+ 1){E[1 TC>IZ (@] + B[ (@)1 | }
<r(nt D{E |1 WZ (@0)] 4+ Ex [V (@r) T | }.

En utilisant le Corollaire 2.3, I'hypothese D1[f, r, C'] implique ’existence d’une constante b’ < co
telle que

PV (@) + r(n) F(2) < V() + r(n)¥ Tl ().
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D2[f,r,C] implique D1[f,r,C]: on pose V(z) :=E, { o (k)f(q)k)} > f(z). On a donc

PV@%:EJiir%—lﬁﬁmﬂ
k=1
0 +E S Arm@] =B [ 3 ek (@)
k=1 k=1
)+ E, [im(k)f(cpk)] = E, {ir(k)f(cpk)] .
k=0 k=0

Puisque 7¢ = ¢ sur {®g € C°}, on a pour tout z € C¢, PV (z)+E {ZZC Ar(k)f ((I)k)} = V{(z).
Siz e,

V() < B[ () f@0)] < B [i PO (®8)] + B [V (@) |,
k=0 k=0

en se rappelant que sur {7¢ < oo}, r(7¢) f(®;.) < Vi, (®,.). En utilisant la Proposition 2.4, on
obtient PV (z) < Vp(z) + b pour 2 € C. Ainsi

z)+ E, {ZAr )| < Vi(x )—I—]Ic(x){supvo—l—b}.
C
Enfin, pour @ € C, V(z) = f(z) et puisque supp Vo < oo = supsf < oo, on a bien

supgs V < oo. U

Exemple : Condition de Tuominen et Tweedie La condition de drift D2[f, r,C] a été
proposée par Tuominen et Tweedie [117] comme caractérisation de la (f, r)-ergodicité & un taux
sous-géométrique i.e. taux r € A tel que {logr(n)}/n tend en décroissant vers zéro.

Soir r une suite positive croissante, r(0) := 1. Si V' est solution de D1[f, r, C], le Corollaire 2.3
montre que E, [3°7% (k) f(®x)] < V(z) pour 2 € C°. Donc

E{Ej }<V() reX. (2.12)

De méme, si {V,,} est solution de D2[f, r, C'], on vérifie a I’aide de la Proposition 2.4, que
E{Z (k+m)f(@)] <Vale), we . (2.13)
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De plus, pour z € C,

E. | - Pk = 1) f(®4)] < V() +b+sup f
k=1 ¢

et

T

El,{ r(k — 1)f(<1>k)] < V(z) +b+sup f.
k=1 ¢

Q

Enfin, puisque r est croissante,

To—1 To—1
iggEx{ ; r(k)f(@k)} < 00 et ffégEx{ ; r(k+n)f(Pr)| < oco.

Réciproquement, I'existence de ces moments (f, r)-pondérés uniformément bornés sur C' assure
I’existence de solutions aux conditions de drift.

2.2.3 Condition de drift et moment (f,r)-pondéré du temps de retour

On vérifie facilement que

Ule) =B [ 3 r(h) f(®y)]
k=0
est solution de PU(z) + K, | >7, Ar(k)f((bk)} = U(z) pour z € C° et

Unla) o= B [ 3 (04 ) (@)
k=0

est solution de PU, 41 + r(n)f = U, sur C°. Les majorations (2.12) et (2.13) expriment que ce
sont les solutions minimales. La démonstration de ces assertions repose sur les mémes techniques
que celles utilisées pour établir les Propositions 2.2, 2.4 et le Théoreme 2.5 et est donc omise.

Proposition 2.6 Soient f : X' — [1,00] une fonction mesurable et r := {r(n)} une suite
positive croissante, r(0) := 1.
— U est la plus petite solution du systéme d’équations

oc

PV +E,[ 3 Ar(k) f(@y)] <V sur C°,
k=0

V>F sur C'.

— Side plus, r € A, {U,} est la plus petite solution de

PVoyi+rn)f <V, sur C'°,
Vo >r(n)f sur C'.
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U (resp. {U,}) est solution de D1[f,r,C] (resp.D2[f,r,C] pour r € A) dés que

sup E, {Z } 0.

zeC

2.2.4 3éme condition de drift

Soient f : X' — [1,00] mesurable et un ensemble C' € B(X'). Soient r une suite réelle positive
croissante, 7(0) := 1 et un entier ¢ > 1 tel que A?r soit encore une suite réelle positive croissante.
La condition de drift probabiliste D1[f,r,C] ne présente un intérét pratique que si I'on sait

estimer E, {ZUO Ar(k)f(® )} pour tout z € X'. Pour trouver une fonction Fj telle que Fy(z) >
{ZZC Ar(k)f(® k)} pour tout @ € A, il suffit, d’apres la Proposition 2.6, de prendre Fj

solution du systeme

{ PF () +1Ex{ roo Ar(k) f(®r)| < Fi(e) + bl (x), (2.14)

Fi(z) = f(),

pour une constante b < co. A son tour, (2.14) ne présente un intérét pratique que si l'on sait
majorer le terme probabiliste par une fonction Fy > Fj, obtenue comme F; en remplacant A?
par A? dans (2.14). Nous déduisons de cette ”construction descendante” que le drift D1[f, r, C]
peut étre remplacé par le systéme de drift D1’[f, r, C]

D1’[f,r,C] il existe des fonctions f < F} < --- < F,4q mesurables et des constantes
b; < 0o, 1 <4 < q telles que supy Fy41 < oo et pour tout z € A,

{ PFi(2) + Fioi(2) < Fi(a) + bigle(e)  2<i<q+1,
Fl(

) > B[ X2, AT (k) f(20)]. (219)

et cette formulation est préférable a la condition de drift D1[f, r, C] lorsque A%r a une forme
simple : par exemple lorsque A?r est la suite constante 1 (cela signifie que r est a croissance
polynomiale de degré ¢) ou lorsque Ar est un multiple de r (cela signifie que r est une suite
géométrique). Nous détaillons ces deux cas, mais au préalable, nous montrons ’équivalence des
conditions D1[f,r,C] et D1I’[f, r, C].

Théoréeme 2.7 Soient f : X' — [1,00] mesurable et un ensemble C' € B(X). Soient r := {r(n)}
une suite positive croissante, r(0) := 1 et un entier ¢ > 1 tel que Ar soit une suite positive

croissante.
Les conditions D1[f,r,C] et D1’[f r,C] sont équivalentes.

Preuve 7 DI1[f,r,C] implique D1’[f,r,C']: on pose Fypq(z) := V() et pour 1 <[ < g,

_E, [gwl-’r(k)f@k) .
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Par construction, f < Iy <--- < Fyyy sur & et par hypothese,

PFy1(2) + Fy(e) < Fypa (2) + bllo (2),
sup f < oo.
C

En particulier, supg Fy41 < 00. Supposons que pour 2 <[ < g
PFiy1(e) + Fi() < Figa (o) + by llo (@),

Alors

TC
sup PFi41(2) = supE, {Z A== 1)f(@k)} < o0. (2.16)
zeC zeC =1

Par définition, PF; 4+ F;_1 = F; sur C° et pour z € C,

TC TC

PE(e) = B, [ S0 A™ (k1) f(@4)] < B[ DA™ (k- 1) f(@))
k=1 k=1

puisque AR(k) = R(k)— R(k—1) < R(k), k > 1. Donc on déduit de (2.16) qu’il existe bj_y < oo
telle que
PE 4+ Fioy < Fi+ b 1lg.

D1[f,r,C] implique D1[f,r,C]: la fonction F; vérifie

e

PEy () + B, | 3 AN (k) (@) € Fole) + bille(a)
k=0

donc, puisque Fy > f, on obtient par la Proposition 2.6, que

e

Fy(e) > B DA (k) (@), wed,
k=0

puis par récurrence, on montre que

Fy(z) > E, [im(k)f(cpk)].
k=0

En posant V := Iy, ona f <V, supgV < oo, et

PV () + B[ 3 Ar() F(®1)] < V) + b T (o),
k=0
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Exemple 1 : taux polynomiaux Nous construisons la famille de polynémes {S(q,-)} telle
que A?5(q, -) soit la suite constante 1. On pose

5(0,0) :=1, S0,n):=1,n>1

5(q,0):=1 S(g,n)==> S(g—1,k),¢>1,n>1,
k=1

de sorte que S(g,n) ~ n?/¢'+ O 1), ¢ > 1.
Soient ¢ > 1 et r := S(q,-); Ar = S(q¢ — 1,-) et par récurrence, Ar = S(0,-) est la suite
constante 1. Notons que cela implique que A?T1r(0) = 1 et A9Tlp(k) = 0,k > 1. Chercher Fy

telle que Fy(z) > {ZZC Alr(k )f(@k)} revient & chercher I solution de
PFy+ Fy < Fy + bollo
ou Iy(z) :=E, {ZZEO Aq"'lr(k)f(q)k)} = f(z). Ainsi, le systeme (2.15) est équivalent a,

{PE'(OC)—I-E'—l() Fi(z) + bioi 1o (2) 1<i<qg+1,
en ayant posé Ip(z) = f(z).

Exemple 2 : taux géométriques Supposons maintenant que Ar(k) = (1—&71)r(k), k> 1 et
Ar(0) = r(0) = 1 i.e. r(k) := x*, et recherchons des solutions & la condition de drift D1’[f, r, C]
sous la contrainte

de>1, Foz) > ef () re .
Pour ¢ = 1, la condition D1’[f, r, C] devient :

il existe des fonctions f < Fy < F,, mesurables et une constante b < oo telles que sup Fy <
oo et

PFy(w) + Fy (2) < Fy(x) + blc (),
Fi() > By | 5208, Ar(k) f(@)].

B, | D0 Ar()f(@n)] = o)) + Hoe (@) () + (1= DB 3o r(R) (@)

o3
Il

o
??‘
,_.

< (@) f(@) + T (2) (1= 71 Fa(e) + iy 7))

en utilisant le Corollaire 2.3 dans la derniere inégalité. 1l suffit donc de prendre Fy := (1— k4
k~le™1) . On sest ramené A la recherche de constantes ¢ > 1 et b < oo et dune fonction

Fy > cf telles que supps Fy < o0 et
PFRy(2) < k711 = ™Y Fy(x) + blg(2),
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soit encore, a la recherche de 0 < A < 1, b < oo, ¢ > 1et V > cf telles que sups V < 0o et
PV <AV 4+ blle.

Cette condition de drift est connue sous le nom de condition de Foster-Lyapunov.

2.2.5 Conclusion

Théoréme 2.8 Soient f: X' — [1,00] mesurable, un ensemble C' € B(X') et une suite r € A.
Les conditions suivantes sont équivalentes

(i) supsec o | 355" r(k) f(@r)] < oo,
(ii) La condition de drift D1[f, r,C] est vérifiée.
(iii) La condition de drift D2[f, r,C] est vérifiée.

Preuve 8 Le Théoreme 2.8 se déduit des Propositions 2.4 et 2.6 et du Théoreme 2.5. [J
En conséquence, si 'une des conditions du théoreme précédent est vérifiée, C' est accessible (Cf.

Paragraphe 2.1.1). Si de plus, C' est petite, P possede une mesure de probabilité invariante 7 et
7(f) < oo. (Cf. Paragraphe 2.1.4).

2.3 Exemples de conditions de drift

2.3.1 Condition de Fort-Moulines

Soient f: X — [1,00] mesurable, un ensemble C' € B(X') et un entier ¢ > 0.

Condition de Fort-Moulines Il existe des fonctions mesurables f =: Fy < -+ < Fiqy
et des constantes by < 0o, 0 < k < ¢ telles que

{PFk+Fk—1§Fk‘|‘bk—1]I07 1<k<qg+1,

2.17
supgo Fy41 < 00. ( )

Ce systeme de conditions permet de calculer le moment (f,r)-pondéré du temps de retour & C'
lorsque r est a croissance polynomiale.

Existence de solution Soit Uy (z) :=E, {Zjﬁo S(k,j+ 1)f((I>j)}, k>0etUp(z):= f(x).

Nous avons pour tout k& > 0,

PUpyy (2 {ZSkJ } k> 0.
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Si k=0, PUy =U; — Uy sur C° si bien que

TC

PUL(2) = Ur(2) = Up(x) + Tle(@)E. | 3 f(@5)].

i=1

Sik>1,5k,j)=Sk,j+1)—S(k—1,j+1) pour tout j > 1, et S(k,0) = S(k —1,0); donc
PUgqq + Up = Ugyq sur C€ si bien que

PUpsi (2) = Upsr (2) — Up(z) + o (z {ZS k) f

Donc {Ug41} est solution de la condition de Fort-Moulines des que

Tcl

sup E,. {ZS(],

zeC }

Solutions minimales Soit {F;}, 1 < k£ < ¢ + 1, une famille de fonctions solutions de la
condition de Fort-Moulines. Nous montrons par récurrence que U < Fj, 1 < k < ¢+ 1. Nous
savons par la Proposition 2.2 que pour 0 <1 < ¢,

To—1
B[ Y F(@)] + B[ Ayt (0r) rpcc] < Fia(e), e ™
k=0
Six e CF,
TC To—1
Ui(2) =B [ D Fo(@)| < B | D Fo(@)] + Ee | Fo(®@r) coc | < Fil2)
k=0 k=0

et si 2 € C, Ui(z) = f(z) < Fi(x). Donc Uy < Fy sur X'. Supposons que U; < F; pour | < g.
Alors, pour € C'°,

i) = B[ 3 01(00)] < B[ S F@)] + B[ ] < Fino)
k=0 k=0

et pour x € C, Ujpqy = f < Fiy1. Donc Upyy < Fiyq sur X' Ce qui termine la récurrence.
La condition de Fort-Moulines est une condition de la forme D1'[f, r,C] avec r(n) := S(q,n).
D1[f,r,C] est donc vérifiée et le Théoreme 2.8 montre que

Tcl

sup E,. {ZS(],

zeC
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Conclusion Soient f: X — [1,00] mesurable, un ensemble C' € B(X') et un entier ¢ > 0. Les
conditions suivantes sont équivalentes :

(i) 1l existe une famille de fonctions {Fy},1 < k < g+ 1 solution de la condition de Fort-
Moulines.
(ii) supyec Ex 22261 S(q, k) f(Pr)| < oo.

Notons que cette équivalence est encore valable si la fonction f est simplement positive.

2.3.2 Condition de Jarner-Roberts

Condition de Jarner-Roberts Il existe une fonction V : X — [1,00] mesurable, un
ensemble C' € B(X), et des constantes 0 < § < 1, ¢ > 0, b < oo, tels que V70 <V,
sups V < oo et

PV 4+ V70 <V 4 bllg (2.18)

Remarquons que la condition ¢V~ < V est toujours réalisable pour ¢ suffisamment petit. Cette
condition de drift entraine

sugE[ Cz_: (k+ 1) fi( @) | < oo (2.19)
TE k=0

pour tout réel 1 <1< 1/§ et f := V-0,
En effet, pour tout 0 < n < 1,

PV 4 peVi1=8 < v 4 (b +suplV — v”}) e, (2.20)
C

(Lemme 3.5. [50]'), ce qui implique

To—1
Ex{ CZ v”—5(<1>k)} < R,V (z), xeX
k=0

pour une constante R, < oo?.
Soit Ientier ¢ tel que ¢4 1:=[1/§] ou [-] désigne la partie entiére supérieure ; on pose

Fop1:=V Foppi=cF (1=0)vik 1 <k<qg+1.

il suffit de remarquer que sur C¢, PV7 < (V — ch_é)" et que pour 0 < z < y,

Y
(y—a)" <y" —/ nt"rdt <y — oy
y—x

2
plus exactement,
7o —1

nela [ S VI (@0)] < V@) + (b sup{V/ V1) o (@).

k=0
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La famille de fonctions mesurables {F;}, 1 < k < ¢+ 1, est solution de la condition de Fort-
Moulines et il vient que pour tout 0 < k < ¢, k <17 <g,

Tcl

B Y G4+ ) R(@))| < REga(o), (2.21)

=0

pour une constante B < oo. Soit 1 < 1 < 1/§ réel et f; := V=%, On définit (p1, py) tels que
pri=[l—1]/({-1) > 1et 1/p; +1/ps = 1. Pour tout (a,b) tels que 1/a+1/b =1 (a peut étre
éventuellement négatif)

E, {Tcz_: (k + 1)1—1fl((1)k)] =L, {TCX_: (k + 1)1—1 fll/a(q)k) fl/b(q)k)}
k=0 =0

< E. {Z k—l—l (= 1p1fp1/a r/pl {Z p2/b ]1/272‘

En prenant a tel que

o 1- [l]0
a 1-15
il vient
To—1 To—1 To—1
B[+ ) @] < B3 (k1) g (@) r/pl {Z Fyoy (P r/m. (2.22)
k=0 k=0

Puisque 1 <1< 1/6,1 < [l] <[1/5] donc en appliquant (2.21) avec k =¢+ 1 — [[] et i =g, il

vient
TC — 1

B[ 3 (k)7 f(@1)| < RVYP () VIR (2) = RV (2),
k=0

pour une constante R < oc.

Conclusion Si la condition de Jarner-Roberts est vérifiée, pour tout 1 <! < 1/4, il existe une
constante R; < oo telle que

Tc—l

B Y (k)W @] < Ry V().
k=0

2.3.3 Condition de Foster-Lyapunov

Soient f: X — [1,00] mesurable, un ensemble C' € B(X') et une constante x > 1.
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Condition de Foster-Lyapunov il existe une fonction V' : X' — [1,00] mesurable,
équivalente & f, et des constantes 0 < A < k=% et b < oo telles que sup V < oo et

PV(2) < AV (2) + bl (). (2.23)

Remarquons tout d’abord que V (z) := E,[A77¢] est solution de la condition PV = AV sur C°
et V vérifie (2.23) dés que sup,co Ex[A77¢] < 0o. De plus, pour A et C' donnés, c’est la solution
minimale de la condition (2.23).

En multipliant (2.23) par £"*1 il vient

KPPV (2) < K"V (2) — (k71 = MRV (2) + 0" e (@)

et en utilisant la Proposition 2.4 avec V,, := x"V, r(n) := k", b(n) := x"br et f:= (1 - &A)V,
il vient
TC
E, [ZMV(@)] < {1-kA}! (V(m) + zmﬂc(x)).
k=0

Puisque V et f sont équivalentes, il existe ¢ := ¢(k) > 1 tel que

B[Sk r(@)] < erto)

k=0

Enfin, V" est bornée sur C', donc f I’est aussi et le terme de gauche est uniformément majoré sur
C.

Réciproquement, supposons qu’il existe ¢ > 1 tel que

E. L:z:;/@kf(@k)} <ecf(x) et ilelg E, {Tgl ka((bk)} < o0. (2.24)

Soit V(z) :=E, {ZZEO ka(q)k)} . Nous déduisons de (2.24) que V est bornée sur C'. Rappelons
que pour z € C°,

PV (@) +E. | Y AR f(@)] = V (),
k=0

(Proposition 2.6) et (2.24) implique sups PV < oo . Or,

e

B[ AN S(@)] = o)V (@) + lee (@) (k7 (o) + (1= 57 )V ()

k=0

> o (@)V (@) + lloe (2) (7™ + (1= 7))V (3)
puisque V < ¢f, et donc pour z € C°,

PV(z)+ (1 — k(1 - c_l))V(x) < V(z)
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Enfin V' et PV sont bornées sur €' donc nous avons prouvé l'existence d’une fonction V' > 1
mesurable, bornée sur C' et équivalente & f et I'existence de constantes 0 < A < k™! et b < oo
telles que

PV(z) <AV (z)+ blg(z).

Conclusion Soient f: X — [1,00] mesurable, un ensemble C' € B(X') et une constante x > 1.
Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) 1l existe une solution & la condition de Foster-Lyapunov.
(ii) 1II existe ¢ > 1 tel que

Tc—l Tc—l

]El,{ ; ka(q)k)} <e flx) et sup ]El,{ Z ka((bk)} < o0. (2.25)

el k=0

De plus, pour 0 < A < 1 et C' € B(X) donnés, sup,cc E.[A77¢] < 0o si et seulement si il existe
V 1 X — [1, 0] mesurable, bornée sur C', et une constante b < oo telles que

PV <AV + bl (2.26)

En pratique, on établit la condition de drift (2.26) pour 0 < A < 1 et C' € B(X) tel que
supe V < 0o et 'on en déduit (2.25) pour tout 1 < k < A1 et f(z) := V(a).

2.3.4 Condition de drift relativement a un ensemble petite

Nous verrons dans le Chapitre 3 que, pour certains taux r, la (f,r)-ergodicité d’un noyau 1)-
irréductible apériodique est étroitement liée a ’existence d’un ensemble C' € B(X) petite tel

que
Tc—l

sup ]El,{ Z r(k)f(@k)} < 0.
k=0

zeC

Dans ce cas, on peut affaiblir les conditions de Jarner-Roberts et Foster-Lyapunov en ne deman-
dant pas que les solutions soient bornées sur C'. En effet, soient P un noyau -irréductible et
0 < a < 1. Les conditions suivantes sont équivalentes

(i) il existe une fonction V' : X' — [1, oo] mesurable, finie en un point zq, un ensemble C' € B(X)
petite et des constantes ¢ > 0 (0 < ¢ < 1si a=1),b < oo tels que

PV 4+ Vo <V 4+ bl

(ii) il existe une fonction V' : X — [1,00] mesurable, un ensemble C' € B(X) petite et des
constantes ¢ > 0 (0 < ¢ < 1si @ =1), b < oo tels que supps V'’ < oo et

PV £ V'™ <V’ + bl
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Remarques (a) Lorsque a > 0, on peut prendre V = V".
(b) Sous la condition (ii), C' est nécessairement accessible (Cf. Paragraphe 2.1.1).

Démonstration L’implication (ii) = (i) est triviale.

Réciproquement, PV < V+bllg et {V < oo} est non vide, donc {V < oo} est absorbant et plein
(Cf. Paragraphe 2.1.1) ; de plus, pour tout [ > 1, les ensembles {V < [} sont petites puisque la
condition de drift implique sup,¢ <y Ex[7c] <1+ b (Cf. Paragraphe 2.1.3).

Supposons tout d’abord que a > 0. Soit 0 < § < 1et D:={V* <b/(c(l1—-p))}. On a

PV 4+ BcV <V sur D°

et donc PV + BcV® <V 4+ bllp et supp V < o0.

Considérons le cas o = 0 : remarquons tout d’abord que 'on peut supposer que ¢ = 1. Soit
D :={V <}, ensemble petite. D’apres le Théoreme 14.2.3. [72], il existe une constante bp < 0o
telle que E,[tp] < V(z) +bp. Par suite, U(z) := E;[op]+ 1 est solution de PU+1 = U sur D¢,
et pour @ € D, PU(z) = E,[tp] < !4 bp < oo. Donc U est solution de (ii).

Applications : Condition de Jarner-Roberts Soient une fonction V' : X' — [1, oo] mesurable,
finie en un point ¢, et une constante 0 < 6 < 1. Les conditions suivantes sont équivalentes
— Il existe un ensemble C' € B(X') petite et des constantes ¢ > 0, b < oo, tels que supy V < 0o
et

PV 4+ VT3 <V 4+ bl
— 1l existe un ensemble C' € B(X') petite et des constantes ¢ > 0, b < oo, tels que

PV 4+ VT3 <V 4+ bl

Condition de Foster-Lyapunov Soient une fonction V' : X — [1, 00] mesurable et une constante
k > 1. Les conditions suivantes sont équivalentes :
— il existe un ensemble C' € B(X) petite et des constantes 0 < A < k7! et b < oo tels que
supc V < oo et

PV <AV 4+ bllc.
— il existe un ensemble C' € B(X) petite et des constantes 0 < A < k™1 et b < oo tels que

PV < AV + bl

2.4 f-régularité

Nous aurons besoin, dans le Chapitre 3, de calculer le moment r® d’un temps d’arrét (t.a.) 7/
sachant que
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— il existe un t.a. 7 et un ensemble C' € B(X) tel que &, € C' et sup,co Ex[r(7)] < 0o}
—infuec Pe(0< 7' <7)>7>0.
Pour ce faire, nous devons restreindre notre étude aux taux r € A dits géométriques et sous-
géométriques.
Nous appliquons ces résultats a ’étude de la f-régularité d’un ensemble C' & la vitesse r i.e.
I’existence, pour tout ensemble accessible B , d’un taux r tel que

ilelg E, {:32:_; r(k)f(@k)} < 00.

2.4.1 Taux géométriques et taux sous-géométriques

Les taux géométriques A,
Ay ={r=A{r(n)} € A,r(n) = k", pour K > 1 et tout n > 0}.

On note Ag I'ensemble des suites r € A pour lesquelles il existe ¢ > 0 et ' € A, tels que
r’'(n) = ¢ r(n). Tous les résultats sont énoncés et démontrés pour r € A, mais restent valables
pour r € A,.

Les taux sous-géométriques A,

A, = {r = {r(n)} positives croissantes telles que pour n > 1,
la suite {logr(n)}/n tend en décroissant vers 0}.

On note A, ensemble des suites r € A pour lesquelles il existe des constantes 0 < ¢ < ¢z < 00
et ' € Ay telles que 0 < ¢yr(n) < r'(n) < car(n) < co. A contient les suites constantes, les
suites A croissance polynomiale, et plus généralement les suites r(n) :== 1V (n + 1)¥log®(n + 1),
k et o réels positifs, et les suites de la forme r(n) := 1V (n + 1)* log®(n + 1) exp(Bn?) avec
0<~<letf>0.

Tous les résultats sont énoncés et démontrés pour r € A, mais restent valables pour r € Aj.

Propriétés des suites sous-géométriques r € A,
(i) r(n+m) < r(n)r(m) pour tout n 4+ m > 0 donc A, C A.
(i) lim,, r(n)/r°(n) = 0.
(iii) pour tout € > 0 et ng > 0,

r(n+m) < (14+¢r(m)+c n < mng,m >0,

ol ¢ :=r(mg + ng) et mg := inf{m > 0, {logr(m)}/m < {log(1 4 €)}/no}.
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En effet, il existe une suite {u, } telle que pour n > 1, u,, | 0 et r(n) = exp nu,,. Doncsi n,m > 1,
r(n+ m) = exp(Ntptm) €Xp(Miptm) < exp(nu,) exp(mu,,) = r(n)r(m);

sin=0,r(n+m)=r(m)<r(0)r(m)=r(n)r(m). Ce qui établit A, C A.

De plus, puisque {u,} est décroissante et tend vers zéro,

Ar(n+1 rin4+1
%) = log % = n(un-l—l - Un) + upt1 < Upta

log (1 +
et Ar(n+1)/r(n) tend vers zéro. Pour tout € > 0, il existe Ny tel que pour tout n > No, Ar(n)
er(n), donc Y3 n 4 Ar(k) < €33y, 41 7(k). Par suite, pour tout n > No, r(n)/r%(n)
€ 4+ r(No)/r®(n). Enfin, lim, r°(n) > lim,, Y 7_, r(0) = o0, ce qui établit (ii).

Puisque {logr(n+ m)}/(n+ m) < {logr(n)}/n, il vient

IAIA

logr(n+ m) — logr(n) P log r(n)

m n

St m > my, {logr(ng+ m) —logr(m)}/ng < logr(m)/m < log(1l + ¢)/ng donc pour n < ng,
r(n+m) < r(ng+m) < (14+€)r(m);si m < mg, r(ng+m) < c et la propriété (iii) est démontrée.

2.4.2 Lemme

Le Lemme 2.9 a été établi par Nummelin et Tuominen pour les taux sous-géométriques r € A,
(Lemme 3.1. [84]). La preuve utilise des propriétés de ces suites qui ne sont plus valables pour
les suites géométriques, a savoir les propriétés (2) et (3) mentionnées ci-dessus. Nous rappelons
les étapes de la démonstration en Annexe A.l et proposons une démonstration pour les taux
géométriques.
Lemme 2.9 Soit 7 un temps d’arrét F,-adapté. On note S := {& € X, P,(T < c0) = 1}. Soit
C e B(X) tel que S D C et ¢r € C Pp-p.s. pour tout & € S. On note {7} la suite des itérés de
T 1
=0 hi=r =" o™ n > 1
ot 8§ désigne l'opérateur de translation. Soit {u,} une suite de v.a. a valeurs dans {0,1}, H,,-
adaptée ou H, = U(q)o, e ,@Tn), et telle que pour tout € X, n > 2, Py(u, = 1|Fn-1) >
v > 0. On définit
n:=inf{n > 1,u, = 1}.
(i) Sir € Ay, il existe R? < oo telle que pour tout x € S,

Ex[rO(Tn)] <RE, [rO(T)]v

®Plus précisément, soit € tel que (1 +¢)(1— )+ e =: p < 1. Soient n. tel que pour tout n > n., r(n) < er’(n)
et ce tel que r(n+m) < (14 €)r(m) + cc pour m > 0 et n < n.. Enfin, soit M := sup, o B [7"0(7')]. Alors
1

B[ ()] € 2B (0] + 1 (14 ) [Eebr () + e (- 1)),
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et pour tout x € S,

E.[r(r")] < By [r(7)] sup . [r(r7)]

(i) Soit 0 < X\ <1 tel que M :=sup,ec E,[A77] < oo.

Pourtout 1 — v < p<1etl<r< pn?/{2nM}
;[ —2Ink/In A
—Ink/In A -2 p x{ —T}
E, |:HT77:| <, {A—T} + M—lnﬁ/ln/\{ 14 i }
B 1—p=1(1—-7) 1— pM—2Ins/In)
(2.27)
Si Py (un = 1|Fon) 2 4 >0,
—Ink/InA 1

E, {M"} < E, {/\_T} 1— (1— )M~ Ins/lX’

pour tout 1 < k < \n(=)/InM

2.4.3 Application a ’étude de la f-régularité d’un ensemble petite

P est y-irréductible. Soit f : X' — [1, 0o] mesurable.

Définitions Un ensemble C' est dit f-géométriquement régulier si pour tout ensemble B €
Bt (X), il existe k > 1 tel que

TB—I
sup ]El,{ Z ka((bk)} < o0.
el k=0

Lorsque r est un taux sous-géométrique, on dit que C' est (f,r)-régulier si pour tout ensemble

B € BT (X)),

sup ]El,{ Z r(k)f(@k)} < 00.

Remarquons que tout ensemble f-régulier (a un taux géométrique ou sous-géométrique) est petite
puisque il existe un ensemble petite accessible B tel que sup,.co E,[78] < oo (Paragraphe 2.1.3).

Moment du temps de retour & un ensemble accessible Soient un ensemble C' € B(X)
petite et un ensemble B € Bt (X). Supposons que sup,cc E.[r?(7¢)] < oo pour un taux r €
AgUA,.

On peut supposer que C' est v,-petite pour une mesure d’irréductibilité maximale v, (Proposition
5.5.5.[72]); comme B est accessible, il existe ¢ > 0 tel que Y, a(k)P*(x, B) > ¢ pour tout z € C.
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Puisque P, (1B < 00) > P,(®4 € B) ol A est une v.a. de loi @ = {a(n)}, il vient que pour tout
x € C, Py(tB < 00) > €. Par suite, pour tout € C, lim,, 1T Py(t8 < n) > € et il existe des
constantes m > 1 et v > 0 telles que Py(tp < m) > v,z € C.

Soit 7:=m+ oc 087,

>
>

E.[r(7)] < r°(m) + r(m)E,[r(oc 0 6™)].
Or, puisque sup, . E,[r%(7¢)] < oo, il existe une solution & la condition de drift D2[1,r, (7,
notée {V, }, et
E.[r°(7)] < r°(m) + r(m)P™V,, (2).
Puisque PV, < Vo4 75 b(k) T, alors supe P™V,, < oo et done sup,e¢ B, [r%(1)] < oo :
par suite, 7 est fini P,.-p.s. pour tout @ € C i.e. § O C. On pose
Uy = 1siil existe 1 <k <m ®on1yy € B, Uy, := 0 sinon
et l'on a pour tout n > 2, Py(u, = 1[H,—1) > Po_,_, (T8 < m) > 7. On peut donc appliquer le
Lemme précédent et il vient que,
— Sire A, il existe R < oo telle que E, {T‘O(TB)} < RE, {ro(rc)} pour tout & € 5.

—2Ink/In A
~ Sir(n):=A"" il existe R < oo et 1<k <A™!tel que E, {I{TB} <R E, {/\_TC}

pour tout & € 5.

Caractérisation de la f-régularité d’un ensemble accessible

Proposition 2.10 Soient P un noyau -irréductible, f : X — [1, 00| mesurable et r € Ay (resp.
A, ). Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) C € B(X) est petite et sup,.cc Ey 2281 r(k) f(Pr)| < oco.

(ii) C € BY(X) est (f,r)-régulier (resp. f-géométriquement régulier).
Cette propriété est énoncée par Tuominen et Tweedie (Proposition 2.1. [117]) dans le cas sous-
géométrique et Meyn et Tweedie (Théoreme 15.2.1 [72]) dans le cas géométrique. L'implication

(ii) = (i) est triviale. L'implication réciproque se déduit du Théoréme 2.8 et de la Proposition 2.4
qui expriment

K. {sz:_é r(k)f(i)k)} < E, {Tgl r(k)f(fbk)} +E, {T‘O(TB)} (2.28)

puis du Lemme 2.9.

2.4.4 Points (f,r, C)-réguliers et mesures (f,r, C)-réguliéres

Soient une fonction f: A — [1, 00] mesurable, un ensemble C' € B(X) et une suite r € A;U A,

tels que
TC — 1

sug ]El,{ Z r(k)f(@k)} < o0. (2.29)
S k=0
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Définitions On appelle ensemble des points (f, r, C')-réguliers, 'ensemble S(f,r,C') défini par

Tc—l

U C)i={w e X[ 3 (k) f(@))] < oo}

k=0
On appelle ensemble des mesures (f, r, C')-régulieres, 'ensemble M (f,r, C') défini par

Tc—l

M(fr,C) = {0 e My(X), B[ 3 (k) f(@)| < oo}

k=0

Nous verrons I'importance de ces ensembles dans le Chapitre 3 : il est en effet établi que si P,
y-irréductible apériodique, possede un ensemble C' petite vérifiant (2.29), alors

lim r(n)||P"(z,-) = 7 () ; =0, @ e€S(frC),
et

li£n ro(n) //\(dx)/\’(dx’)HP”(x, =P )|y =0, ANy e M(f,r, C) x M(f,r,C).

Propriétés de S(f,r,C) En utilisant le Théoreme 2.5, il vient que si V' est solution de
D1[f,r,C] alors
{V <oo} CS(fir,C) C{f < oo},

et si Vp est solution de D2[f,r, C]
{Vo <0} CS(f,r,C) C{f < oo}

En particulier, si pour f, C' et kK > 1 on établit la condition de Foster-Lyapunov, rappelée au
Paragraphe 2.3.3, la fonction

V(2) :=E, [imkf(cpk)]
k=0

est solution de D1[f, {k"},C] et V < ¢f, ¢ > 1 (Cf. Paragraphe 2.3.3) . Par suite, {V < oo} D
{f < x} et
S AR C)={f < oo}

Enfin, S(f,r, C) est absorbant et plein : en effet C' C S(f,r,C) et I'inégalité

Tc—l Tc—l

/Cc P(aqdy)Ey[ > f‘(k)f(@k)} +f(x) < Eg;[ > r(k)f(cpk)}

montre que ’ensemble est absorbant; puisque P est w-irréductible, il est aussi plein.
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Régularité de la mesure invariante 7 Soit P un noyau -irréductible, apériodique. Soient
f X — [1,00] mesurable, un ensemble C' € B(X') petite et une suite r positive croissante,
r(0) := 1. Les conditions suivantes sont équivalentes :

. -1
(i) sup,ec B | Sy (k) f(@4)] < oo
ii) ' est accessible, P posseéde une mesure de probabilité invariante 7 et
) p p

Tc—l

B Y Ar()f(®)] < oo
k=0

L’implication (i) = (ii) résulte du fait que si il existe une ensemble petite C' et une fonction
g > 1 mesurable tels que sup, e B [Y2155" g(®1)] < 0o alors 7 existe et 7(g) < co. On déduit
I'implication réciproque du fait que si 7(g) < oo, il existe une famille dénombrable d’ensembles

mesurables {C,} dont I'union est un ensemble plein et tels que sup .o E, szial g(Pr)| < o0,
pour tout B accessible. (Théoreme 14.0.1 [72]).

Lien avec les points (f,r)-réguliers (resp. mesures (f,r)-réguliéres) définis par Tuo-
minen et Tweedie Soit r € A,. Tuominen et Tweedie définissent I’ensemble S(f, r) des points
(f,r)-réguliers

TB—I

S(f,r) = {x c X,Ex[ 3 r(k)f(cpk)] < o0, VB€ B+(X)},

k=0
et appellent mesure (f, r)-réguliere toute mesure A € M;(X) telle que pour tout B € B (X),

TB—I

B[ 3 r() f(@)] < .

k=0

Puisque C' vérifie (2.29), C' est accessible donc S(f,r) C S(f,r,C). L’inclusion réciproque se
déduit de la Proposition 2.10. En conséquence, S(f,r) = S(f,r,C). De méme, on montre que
M(f,rg,C) est 'ensemble des mesures (f, r)-régulieres.
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Chapitre 3

(f,r)-ergodicité par la méthode de
scission

Dans ce chapitre, r désigne une suite sous-géométrique r € A, ou une suite géométrique r € A,.
Nous montrons que la (f,r)-ergodicité d’un noyau 1-irréductible et apériodique se déduit de
’existence d’un moment (f, r)-pondéré du temps de retour a un ensemble petite C', uniformément
borné sur C'. Nous proposons trois autres caractérisations équivalentes impliquant la (f,r)-
ergodicité, en termes (i) de deux conditions de drift et (ii) de (f,r)-régularité d’un ensemble
accessible.

Les résultats de ce chapitre reprennent ou complétent ceux existant dans la littérature (dus
principalement & Tuominen et Tweedie pour le cas sous-géométrique et Meyn et Tweedie pour
le cas géométrique) : nous mettons en évidence la similarité des conditions proposées (et donc
des résultats) pour ces deux familles de taux.

3.1 Résultats

3.1.1 Condition suffisante de (f,r)-ergodicité

Théoréme 3.1 Soit P un noyau -irréductible et apériodique. Soient une fonction f : X —
[1,00] mesurable, un ensemble C' € B(X) petite et une suite r := {r(n)} € A;UA, tels que

ilelch ]El,{ :z:_; r(k)f(@k)} < 0. (3.1)
(i) Sir € As,
1i7£nr(n)HP”(x,-)—77(-)Hf:0, xeS(f,r,C), (3.2)
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et il existe B < oo

Tc—l

P (e ) = Ol < RE Y e @], weS(n0). (33)
.

Si de plus Ar € A, il existe R < oo telle que
TC— 1

Zm NP (z, ) — (Hf<RE[ZAr (@), v €S(f,Ar,C).  (3.4)

(i) Sir € Ay, il existe r' € Ay, r' < r et une constante R < oo, telles que

Tc—l

Zm WP () = wOll < RE Y. Ar(if(@0)], @€ S(LARC).  (35)

k=0

En conséquence, pour toute mesure A € M(f, Ar,C), nous avons

Tc—l
AR [ A 17w w0l < BB 3 AR @),
k=0
ot RM=rsireA;et R =r'"sire€ A, En particulier, 7 € M(f, Ar,C) puisque

Tc—l Tc—l Tc—l

EW{ ; Ar(k)f(cbk)} = /Or(dy)Ey{ ; Eg, { ; Af‘(l)f(<1>z)H
< 7(C) supE, [Cz_:l r (k) f(cpk)} .
ze k=0

(3.2) est due & Tuominen et Tweedie (Théoreme 2.1. [117]). (3.4) complete le Théoreme 4.3 [117]
qui, sous les mémes hypotheses, établit simplement que la somme est finie. Pitman [87], Num-
melin [82] et Cellier [18] ont étudié I'ergodicité sous-géométrique en norme de variation totale
et ont obtenu des résultats similaires a ceux de Tuominen et Tweedie.

Si, pour C petite et f > 1, la condition de drift de Foster-Lyapunov est établie (Paragraphe
2.3.3), Meyn et Tweedie prouvent ’existence de constantes k > 1 et R < oo telles que

N RPN, ) - 7 ()]l < RS (2),

pour tout z appartenant a I'ensemble plein et absorbant {f < co} (Théoréme 15.0.1. [72]). Nous
avons montré que dans ce cas, (3.1) est vérifiée pour une suite géométrique et qu’il existe une
constante 1 < ¢ < oo telle que

Tcl

E[Z (@) < cf(@)

(Cf. Paragraphe 2.3.3) : (3.5) est donc similaire au résultat de Meyn et Tweedie (Théoréeme
15.0.1. [72]), résultat qui compleéte celui de Nummelin et Tuominen [83] consacré a ’ergodicité
géométrique en norme de variation totale.
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3.1.2 Vitesse de convergence de AP" — uP"

Théoréme 3.2 Sous les mémes hypothéses que celles du Théoréme 3.1, pour toutes mesures
(A, p) € M(f,r,C) x M(f,r,C)
(i) Sir € A, il existe R < 00

o) [ Ade)ntds) [P = PPl < R{E S5 ol ()]

n

B, | 7 k) f@n)| b (3.6)

(i) Sir € Ay, il existe ' <r, r' € Ay, et une constante R < oo telle que

St [ Mdalutdy) [P, - P (o)l < R{EA[ S5t () sl

n

+E, | YIS (0 f@)|f (37)

(3.6) complete le Théoreme 4.2. [117] qui établit simplement que la somme est finie. (3.7) se
déduit de (3.5) en utilisant I'inégalité triangulaire. Lorsque r € A;, Nummelin et Tuominen [83]
ont montré que lorsque f = 1, on obtient aussi

i 1) [ Aldz)n(dy) 17" (o.:) = P, ]l = 0.

Les paragraphes 3.2 a 3.5 sont consacrés a la démonstration de (3.3) (3.4) et (3.5) et du
Théoréeme 3.2. Nous montrons tout d’abord que ’on peut supposer que la chaine est t-irréductible
apériodique et vérifie (3.1) pour un ensemble vi-small; puis que la chaine est i-irréductible
apériodique et vérifie (3.1) pour un atome «. La convergence de |[P"(z,-) — 7(-)||; s’exprime
alors en termes de convergence d’un processus de renouvellement de loi initiale {P.(7, = n)} et
de loi d’'inter-arrivée { P, (7, = n)}, vers le processus stationnaire associé. Lorsque r € Ay, notre
approche differe de celle de Meyn et Tweedie dans la facon de lier la décroissance de la loi du
processus d’inter-arrivée dans les queues (dans ce cas, géométrique), a la vitesse de convergence
du processus retardé vers le processus stationnaire. Ils utilisent en effet le théoreme de Kendall
(Théoreme 15.1.1.[72]) lié & des résultats sur les séries entieres et uniquement adapté au cas
géométrique la ol nous invoquons un argument probabiliste de couplage de processus de renou-
vellement (nous suivons en cela la technique que Tuominen et Tweedie adoptent pour étudier le
cas sous-géométrique r € Ay).

Lorsque r € Ay, on ne garantit pas (3.5) et (3.7) avec ' = r, contrairement au cas sous-
géométrique. Cela résulte de 'application du Lemme 2.9 que nous utiliserons (i) pour majorer

un moment ' < r du temps de retour & C' du m-squelette, E, [r’(Tém))] en fonction du méme
moment du temps de retour & C' de la chaine initiale E,[r(7¢)]; (i1) pour majorer un moment
r’ < r du temps de retour a I’atome de la chaine atomique E,[r'(7,)] en fonction de E,[r(7¢)];
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(iii) pour calculer le moment géométrique du temps de couplage de deux processus de renou-
vellement de méme loi d’incrément {P, (7, = n)}, lorsque la loi initiale du premier est la loi de
retard {P,(7, = n)} et celle du second est la loi stationnaire.

3.1.3 Autres conditions suffisantes de (f,r)-ergodicité

Théoréme 3.3 Soit P un noyau -irréductible et apériodique. Soient une fonction f : X —
[1,00] mesurable, un ensemble C' € B(X) petite et une suite r € Ay (resp. Ay). Les conditions
suivantes sont équivalentes

(i) sup,ec By | Y75  r(k) f(@k)] < o0,

(ii) il existe une fonction V : X — [1, 00] mesurable, V > f, et une constante b < oo telles que
sups V < oo et

PV(2) +E, [im(k)f(cpk) < V(2) + bl ().
k=0

(iii) il existe une famille de fonctions mesurables {V,,}, V,, : X — [1,00], V,, > r(n)f, et une
constante b < oo telles que supy Vo < 00,

{1 < oo} C{Vo < o0}
PVopi(z)+r(n) f(z) < V,(z)+ br(n)lc(z).

(iv) C est (f,r)-régulier (resp. f-géométriquement régqulier).
SiV (resp. Vy) est solution de (ii) (resp. (iii)), il existe R < oo telle que pour tout xz € X,

E, {Tcz_:lr(k)f@k)} <RV(z) K, {Tcz_:lr(k)f@k)} < RVp(z).
k=0 k=0

Enfin, S(f,r,C) et S(f, Ar,C) sont des ensembles pleins et absorbants, contiennent {Vy < oo}
et {V < oo} et sont contenus dans {f < co}.

Lorsque r € Ay, ’équivalence des conditions (i), (iii) et (iv) a été établie par Tuominen et Tweedie
(Proposition 2.1. [117]). La caractérisation par le drift probabiliste (ii) est donc nouvelle.
Lorsque r € Ay, nous avons montré (Paragraphe 2.3.3) comment la condition (i) (resp. (ii))
est liée a la condition (ii) (resp. (iii)) du Théoreme 15.0.1. de Meyn et Tweedie [72] rappelé en
Annexe A.1.2.

Enfin, la derniere partie du théoreme reprend des résultats remarqués par Tuominen et Tweedie
et Meyn et Tweedie, en les reformulant sous une forme compatible avec les deux familles de
taux.
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3.2 D’un ensemble petite & un ensemble r-small

Puisque P est w-irréductible et apériodique, tout ensemble petite est v,,-small pour m > 1
(Proposition 5.5.7 [72]) et le m-squelette P™ est encore 1-irréductible et apériodique (Proposi-
tion 5.4.5. [72]). Donc il existe m > 1 tel que C' soit vy-small pour P™ ; puisqu’il est accessible,
v1(C) > 0 (Proposition 5.5.5 et Théoreme 5.5.7. [72]). On note

Tém) =inf{n > 1,®,,, € C}

le temps de retour & C' de la chaine de noyau P™ ; on définit la fonction mesurable f(™) : ¥ —
[1, 00],

m—1

Pour toute suite » € A; U Ay, nous avons

{ r(n) 1P (2, ) = P*(y, )l < v(m)ra ()| PF (2, ) = PE™ (g, )| pom (3.5)
Ar(m)|P*(x, ) = Py, )y < Ara(B)|[PP™ (2, ) = PP (y, )| yomy '

oun=:km+1 0<¢<m-—1.Enfin, nous établissons en Annexe B.4 la

Proposition 3.4 Soit P o-irréductible et apériodique. Soient une fonction f: X — [1,00], un
ensemble C' € B(X) petite et une suite r € A, (resp. r € Ay) tels que

Tc—l

sup ]El,{ Z r(k)f(@k)} < 0.

el k=0

1l existe une constante ¢ < oo telle que

Tém) -1

B[ S 0 (@] < e B3 rf@0)], 2 e St 0),

k=

=]
o
Il

=]

our' =71 (resp. v <r pourr’ € Ay).

Nous déduisons de (3.8) et de la Proposition 3.4 que I'on peut démontrer (3.4), (3.5) et (3.6)
en supposant que P i-irréductible apériodique vérifie (3.1) pour un ensemble C' vy-small et

I/l(C) > 0.
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3.3 D’un ensemble r;-small & un atome

C' est vi-small accessible : il existe une constante ¢ > 0 et une mesure vy € My(X) telles que
v1(C) >0 et
Ve e C\VA € B(X), Pz, A) > ean(A).

Nous posons (sans restriction) v (C') = 1.

3.3.1 Construction de la chaine atomique

Nous construisons une chaine de Markov Z = (€, A, P(x,d)7 {Z, = (X,,d,)}) bifurquée a valeurs
dans X := X x {0,1}, muni de B(X), la plus petite tribu contenant les ensembles de la forme
A x {i},i=0,1, A€ B(X). A toute mesure A sur B(.X), on associe une mesure \* sur B(X) et
réciproquement, en posant

N (A x {0}) = (1 - OAANC) + MANCO)
N (A x {1}) = eA(ANC).

On trouvera une construction rigoureuse (définition du noyau de transition P de Z) dans [72],
Chapitre 5. Nous nous contentons ici de donner une construction algorithmique : soit A une
mesure de probabilité sur B(X'); on simule Zg ~ A* i.e. Xo ~ Xet si Xg € C° dy := 0, sinon dy
est une v.a. de Bernouilli de parameétre €, B(e). On procéde comme suit
— Si z, == (2,,d,) € C x {0},
X1 ~ R(zp, ) = (1— ) (P(acn, ) - 61/1(-)).
— st Xyy1 € C% dyyq =05 sinon dypq ~ B(e).
— Si z, = (w,,d,) € C° x {0},
- Xn_|_1 ~ P($n7 )
— dp41 est construit comme précédemment.
—= Si z, == (w,,d,) € C x {1},
— Xpt1 ~ v1(+) (nécessairement X, 41 € C).
- dn_|_1 ~ B(é)

Pour toute fonction mesurable positive f, et © € X', on note

Bol] = (5.) (Bewlf]) = [ (6207 (@2) ELAL

3.3.2 Propriétés

P est p-irréductible et apériodique et C' est accessible donc P est vi-irréductible et apériodique
et possede un atome accessible «

a:=C x {1},
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(Théoreme 5.1.3.[72]). De plus, pour toute fonction f : X' — [1, oo] mesurable telle que 7(f) < oo

P - =|(8) (PrF) -7 (] wzieex
ot f:X — [1,00] est définie par f((x,d)) := f(x). Donc
1P () = w Ol = N(P") = 7l (3.9)

Enfin, on établit en Annexe B.5 la

Proposition 3.5 Soit P o-irréductible et apériodique. Soient une fonction f: X — [1,00], un
ensemble C' € B(X) vy-small et une suite r € A, (resp. r € Ay) tels que

sup [, {Tcz_:l r(k)f(@k)} < 0.

el k=0

1l existe une constante ¢ < oo telle que
B D0 f(X0)| <cB| Y rF@)], 2 e S0,

our’ =r (resp. v’ <r pourr’ € Ay).
Nous déduisons de (3.9) et de la Proposition 3.5 que l'on peut démontrer (3.4), (3.5) et (3.6) en
supposant que P i-irréductible apériodique vérifie (3.1) pour un atome «a.

3.4 De l'ergodicité d’une chaine atomique a l’ergodicité d’un
processus de renouvellement

3.4.1 Décomposition premier passage-dernier passage

Nous réécrivons P™(x, A) en distinguant le premier et dernier passage (avant n) dans I'atome
«; nous obtenons,

n—1 7
P (z, A) = aP”<w7A>+Z/ aP”—f‘<z7A>Z/ o PF (2, dy) PI™F(y, dz)
j=17¢ k=1"¢

n—1 J

= P2, A)+ > Y oPHe, )P a, ), PP () A) (3.10)

7=1 k=1

ol P désigne la probabilité Taboo i.e.

Pz, A) ::ng(q)lgéa,---,q)n_lgéoa,q)neA) n>1zeX,AcBXY).
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On pose
a;(n) == Py(1o = n), u(n) :== Py(®, € ),

avec la convention a,(0) := 0 et u(0) := 0, et pour une fonction mesurable positive f,

) = B[ f@) 3] = [ oPMacdn)f) 0) =0,

On note a b la convolution de deux suites a := {a(n)}, b:= {b(n)}

n

a*b(n):=> a(k)b(n—k).

k=0
Avec ces notations, nous avons,
n—1 J
Prf(a) = oP"f(2)+ ) Y aw(k)u(j = k)ts(n—j)

7=1 k=1

n—1

= ol f(2) + ) acxu(g)ts(n - j)
7=1

= P"f(z) + ay*xuxts(n).

D’autre part, la mesure invariante vérifie I’égalité
TA
~(B) :/ﬂ'(dy)Ey{Z]IB(q)k)}, A€ BH), B € B(Y),
A k=1

(Théoreme 10.0.1 [72]) donc nous écrivons 7 (f) sous la forme

w0 = [ wayk, (3 r@n)] = rlE. | 3 f@n)] = nla) St w.
< k=1 k=1

n>1

3.4.2 Démonstration du Théoréeme 3.1

Nous déduisons de (3.10) et (3.11)

n

P f(z)—=n(f) = apnf(x)+%*u*tf(n)—W(Q)th(k)—ﬂ(a) Z tr(k)

k=1 k>n+1

= P () + (@ v u—m(a)) wtp(n) = w(a) SO tp(k)
k>n+1

[P f(z) = m(f)| < oP " f(2) + |ap ¥ u— 7(a)| xtp(n) + 7 () Z te(k).
k>n+1
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Pour toute suite r € A, U A,
Zm P () =7 () <D Ar(n) o P +Zm g % u— ()| % ts(n)
a)ZAr (n) Z te(k).

k>n+1
Or,
Y Ar(n) P f(z) = E, [Zm(k)f(@k)]
n k=1
et

)Y Ar(n) 3 t5(k) = W(Q)Zr(n)tf(n):ﬂ(ama[ r(n)f(cpn)].

De plus, puisque Ar € A;UA,, Ar(n+ m) < Ar(n)Ar(m) et

ZAr lag * u —m(a)|*ts(n ZAr ZAr Yagz xu—w(a)|(n)

n>1 n>1
<ec ZAr(n)mx *u — m(a)|(n).
n>1

Observons que si S := {5, } est un processus de renouvellement de loi de retard a, := {a,(n)}
et de loi d’inter-arrivée p := {P, (7, = n)} défini sur (Q, A, P,,), a; * u(n) s’interpréte comme
la probabilité que n soit un point de renouvellement i.e.

ax*u(n):Pam(Sj:n,jZO).

Or, si p est apériodique de moyenne finie p := > np(n), le processus S est ergodique et
lim, a, xu(n) = p~t. Dans le cas présent, 'apériodicité de p résulte de Papériodicité de la chaine
et par définition de p, u = E,[7,] donc 0 < p < oo. Enfin, nous savons par le Théoréeme de Kac
(Théoreme 10.2.2. [72]) que

(Bln])” = n(a).

Ainsi, {a, * u(n)} converge vers m(a) et établir une majoration de la somme ) o, Ar(n)|a, *
u—7(a)|(n) revient a étudier la vitesse de convergence de S vers le processus stationnaire. Nous
montrons dans le paragraphe suivant qu’il existe une constante ¢ < co et une suite r’ € A;UA,
telles que

S Ar )« u = w(@)|(n) < B (ma)] + B[]}, v €S(f,ArC)  (3.12)

n>1

() s u— (@) < f B[ (r)] + B[ 0(r)] ) 2 €S(ArC) (3.13)
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o r'=rsireAsetr <rpourr €A sireA,.
Cela termine la démonstration de (3.4) et (3.5). (3.3) résulte de (3.13),

P WP F0) < By [ 3 r(h) £
k=0
et .
) 30t <Y r(R) () B[ YT (k) f(@)]
k>n+1 k>n+1 k=0

3.4.3 Démonstration du Théoréeme 3.2

En utilisant (3.10), nous avons
[P f(@) = P"f(y)l < oP"f(@) + oP" f(y) +laz xu—ayxu|xt;(n)

donc pour r € Ag,

> r(m)| P (@) - P f(y)| < E. {Tf r(k) f(@0)| +E, {Tf (k) f (@)
n k=0 k=0
+ Zr(n) Ay * U — Gy * u‘(n) E, { TQ r(k)f((Pk)}
n k=1

Nous montrons dans le paragraphe suivant qu’il existe R < oo telle que pour tout z € S(f,r,C),

> r(n)

n

1 * 1t — u‘(n) < RE, [rO(Ta)}, (3.14)

ce qui conclut la démonstration de (3.6)

3.5 Ergodicité d’un processus de renouvellement

3.5.1 Définitions

Soit S = (Q, A, P,,{S,,}) un processus de renouvellement de loi initiale a := {a(n)} et de loi
d’inter-arrivée p := {p(n)} sur N\ {0}. On note 0 < p := 3" -, np(n) l'intensité du renouvelle-
ment, supposée finie. On associe au processus S la suite de renouvellement {v(n)}

v(n) = Pa(Sk =n,k > 0).
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{v(n)} est solution de I’équation de renouvellement v(n) = a(n)+p*v(n),n > 1 et v(0) = a(0);
on notera {u(n)} la suite de renouvellement d’un processus sans retard (i.e. pour lequel a = &),
de sorte que v(n) = a * u(n). Enfin, le processus de loi initiale ¢ := {¢(n)},

k>n+1

est le processus stationnaire de suite de renouvellement v(n) = 1/u pour tout n > 0.
Enfin, on associe au processus S une suite de v.a. de Bernouilli {V}}, indicatrice des temps de
renouvellement

(3.15)

Vi :=1 sik est un point de renouvellement,
Vi := 0 sinon.

Pour les taux sous-géométriques, nous déduisons les relations (3.12), (3.13) et (3.14) de la Pro-
position suivante.

Proposition 3.6 Soit r := {r(n)} € A telle que > r°(n)p(n) < co. Il existe des constantes
c; < oo, t=1,2 telles que

Zr(n)‘a *u—a x u‘(n) <a (Z rO(n)a(n) + Zro(n)a’(n)),

n n

a*xu—a * u‘(n) < CQ(ZrO(n)a(n) + Zro(n)a’(n)).

n

r’(n)

Preuve 6 (i) La Proposition 2.1.(ii) [84] établit
Z|a*u—u| Z (1—|—Z n)|u(n+ 1) — u(n )|)

puis on conclut par le Corollaire 2 [58], corollaire dont la démonstration nécessite la construction
d’un temps de couplage. [

La démonstration du Corollaire 2 [58] repose sur des propriétés des suites sous-géométriques
qui ne sont plus valables pour les suites géométriques (Cf. remarque Paragraphe 2.4.2). Nous
démontrons un résultat plus faible que celui de la Proposition 3.6, mais néanmoins suffisant pour
établir (3.12), (3.13) et (3.14) pour une suite géométrique. La démonstration nécessite aussi la
construction d’un temps de couplage.

3.5.2 Temps de couplage
Définition
Soient deux processus de renouvellement S et S’, de méme loi d’inter-arrivée apériodique p :=

{p(n)} d’intensité 0 < p < oo, et de loi de retard respective a := {a(n)} et o’ := {d'(n)}.
On suppose qu’ils sont définis sur le méme espace canonique (2, A, P, ,/) et que les processus
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d’inter-arrivées Y := {V,},n > 1 et Y/ := {Y!}, n > 1 sont indépendants (Y; et Y ne sont pas
nécessairement indépendants). Soient {v(n)} et {v'(n)} les suites de renouvellement associées et
{Vi} et {V/} les indicatrices de temps de renouvellement définies par (3.15). On appelle temps
de couplage T' la v.a. définie sur (2,4, P, ,/) par

=inf{n >0,V, =V, =1}.

Inégalité de couplage

On définit un processus de renouvellement S sur (QA, P, ) par

S, =25, n<T,
S,=S5" n>T,

auquel on associe la suite de renouvellement v(n). Il est facile de voir que o(n) = v(n) puisque
ces suites vérifient les mémes équations de renouvellement. En conséquence,

|
_ ‘Paa/(ék:n,kzo) —Pwl(s,gzmkzo)‘
.

P, (Sk_nk>0T>n)—Pa7a/(S,’€:n,k20;T>n)‘

et on obtient 'inégalité de couplage
[o(n) = o'(w)| < Paar(T > n).

En particulier, lorsque a’ = ¢, nous avons |v(n) — 7! = |a x u(n) — p= 1| < P, o(T > n), et il
vient que
K7 ak u(n) — p= < KPPy (T > n) < By [wT].

Nous nous intéressons donc a ’existence de ce moment géométrique.

Moment géométrique du temps de couplage

Proposition 3.7 Soit r :=r", r > 1 telle que Y r"p(n) < cc. Il existe des constantes k < r
et ¢ < oo telles que pour toutes distributions a == {a(n)}, ¢’ := {d’'(n)} sur N,

}
5, {I{T} < C{(;r(n)a(n )21nﬁ/1nr N (Zf‘ )21nﬁ/1m»}‘

n

Preuve 7 La démonstration est présentée en Annexe B.6. [
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3.6 Autres approches de la méthode de scission

Les deux approches mentionnées ci-dessous utilisent la méthode de scission pour étudier I'ergo-
dicité en variation totale. La premiere formule une hypothese plus générale que ’existence d’un
ensemble petite; la seconde formule les mémes hypotheses que le Théoreme 3.1 mais construit
la chaine atomique & partir de la chalne initiale et non de son m-squelette.

3.6.1 Construction de Nummelin et Tuominen

Nummelin et Tuominen [84] étudient 'ergodicité a un taux r € A; d’un noyau P i-irréductible,
apériodique et Harris-récurrent (i.e. pour tout B € BT (X), 2 € B, P,(® € B infiniment souvent) =
1). Pour cela, ils substituent I’existence d’un ensemble petite par la condition de minoration plus
générale

Pm(z,A) > h@v(A) := h(z)r(A), re X, Ae B(X) (3.16)

pour un entier m > 1, une fonction h : X — [0, 1] mesurable et i»(h) > 0, et une mesure
v € My(X); et remplacent la condition (3.1) par

v(Qoh) = I/(Zro(nm) {Pm - h® I/rh) < oo.

n

La chaine atomique est construite pour m = 1 (Nummelin [81]). Pour ce faire, & toute mesure A
sur B(X), on associe une mesure A\* sur ’espace bifurqué en posant

/\*(A X {0}) = A([1_pA) /\*(A X {1}) = A, A),
et on définit un noyau de transition P’ de (X', B(X)) dans (X, B(X)) par

P’((m,O),A) — (1— h(z))"" (P(x, A) — h(z)v(A)) si h(z) < 1
=v(A) sinon

P'((2,1),4) = w(A);

puis on étend ce noyau en un noyau P de (X,B(X)) dans (X, B(X)) & l'aide de la mesure
”conjuguée” : pour tout z € X, P(z,-) = (]5’(2, ))*

Tout noyau t-irréductible possede un ensemble C-v,, small accessible et la condition de mino-
ration (3.16) est toujours vérifiée avec h(z) = ello(z) pour € > 0. Dans ce cas, il est facile de
vérifier que la mesure A* et la chaine a atome définies ci-dessus coincident avec celles définies
au Paragraphe 3.3.1. De plus, nous montrons (la démonstration est en Annexe B.7) que pour
toute mesure A € M;(X) et toute suite r = {r(n)}, la condition A(Q,h) < oo est équivalente a

E,\ {r(rc)} < 0.
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3.6.2 Construction de Kalashnikov

Kalashnikov [52] étudie I'ergodicité d’un noyau P i-irréductible, apériodique et Harris-récurrent
sous I’hypothese d’existence d’un ensemble petite C' vérifiant (3.1). La construction de la chaine
atomique est modifiée comme suit :

= Siz, = (xp,d,) € Cx {0}, Xpp ~ R(Xo, ),

= Siz, = (2n,d,) € C X {1}, X ~ Vi (+),

= Siz, = (xp,d,) € C°x {0}, Xpp1 ~ P2y, ).
Dans les deux premiers cas, on compleéte les (m—1) échantillons manquants (X,41, -, Xyym—1)
selon la loi P(®y € Ay, ,Ppi1 € Api1|Po = @0, Py = Z4m). Dans tous les cas, d,, est
construit comme dans la méthode que nous avons présentée. Bien que le processus Z ne soit pas
markovien (saufsi m = 1), on a par construction ’égalité en loi du processus X = {X,,} et d’une
chaine de Markov de noyau P. On peut extraire de Z un processus markovien (moralement, c’est
le processus obtenu lorsqu’on ne rajoute pas les m — 1 échantillons). Kalashnikov étudie ensuite
la vitesse d’ergodicité en variation totale a l'aide de ’approche par renouvellement présentée
ci-dessus.
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Chapitre 4

(f,r)-ergodicité par la méthode de
couplage

Les résultats présentés dans ce chapitre complétent, améliorent ou détaillent ceux
réunis dans un document soumis & publication, et qui constitue le Chapitre 7.

Afin de faciliter la lecture de cette partie, nous avons rappelé dans les pages Notations précédant
le Chapitre 1, les hypotheses formulées dans ce chapitre.

Nous étudions 'ergodicité d’un noyau de transition P -irréductible et apériodique, par la
méthode de couplage, sans recourir a la scission.
Le principe de couplage, tel qu’il est traditionnellement utilisé consiste a construire sur le méme
espace de probabilité, deux chaines indépendantes (X, X’) de méme transition P, et de lois
initiales respectives A, A, de sorte qu’au dela d’un temps aléatoire T dit de couplage, leurs
distributions coincident : L(X,17) = L(X,_ 1), n > 0. Le couplage, tel que nous I’entendons
dans ce chapitre, consiste a définir deux processus (X, X’) tels que, pour tout n, la loi marginale
de X (resp. X') est AP™ (resp. A'P") et au dela de T', leurs trajectoires coincident. Ces deux
définitions sont néanmoins tres proches, et requierent les mémes hypotheses sur P.
Dans le cas de chaines a espace d’état dénombrable, la construction est simple : pour un état 7
arbitraire, T' est égal au premier passage dans (¢,¢) de (X, X’) (Pitman [87]). Cette définition
s’étend classiquement aux noyaux a valeur dans un espace d’état quelconque, possédant un
atome av : T est égal au premier temps de passage de (X, X') dans («, a).
Lorsque P n’est plus atomique, mais possede un ensemble petite C' deux schémas sont possibles ;
supposons C' yy-small :

— Le premier, tel qu’il est présenté par Nummelin [81], associe & chaque composante X, X' sa
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chaine scindée X, X’ selon I’algorithme présenté dans le Chapitre précédent; puis étudie
la convergence de AP™ — M P™ au travers de I’étude de la convergence des noyaux & atome.
Autrement dit, le temps de couplage T est obtenu comme suit : a chaque chaine est
associée une suite de v.a. de Bernouilli indépendantes, notées D et D’, et indépendantes
de la chaine. Chaque fois que X (resp. X') est dans C, on consulte la v.a. D (resp. D) : si
elle vaut 1, le passage dans C correspond a un passage dans ’atome. Le temps de couplage
est le premier instant ol (X, X’) est dans C' x C' et D= D' = 1.

La seconde approche (Lindvall [58], Diaconis [32]) s’affranchit de la construction de 'atome :
si (X,, X]) € C'xC, on tire une v.a. de Bernouilli d et si d = 1, on simule z ~ vy et on pose
X1 =Xnq1 =2;si d=0, on simule indépendamment X, 1 et X] | selon leur proba-
bilité “complémentaire” respective (Cf. Paragraphe 4.1.2 pour une définition rigoureuse) ;
enfin, si (X, X)) ¢ CxC, X,q1 et X] | sont tirés indépendamment selon la loi P(X,, )
et P(X/,-). Dans ce cas, T est défini comme le premier instant ou (X, X’) € C' x C et
d = 1. Supposons T' < oo presque siirement ; on construit un troisieme processus X" (sur
le méme espace de probabilité)

X n>T
" _ n Z 4y
X”_{X?’1 n<T,

et on appelle processus couplé la paire (X, X").

Dans les deux schémas, pour f mesurable positive,

AP L = NPT =E[{](X,) = F(X)}irs]

’étude de la convergence de AP™ — M'P™ en variation totale se déduit de 1’étude de la loi (en
termes d’existence de moments) de 7', tandis que 1’étude de la convergence en norme f se déduit

de plus du controle de Iespérance ]E{ ST f(Xy) — f(X,’g)}}

Nous nous proposons d’énoncer des conditions suffisantes, en termes de minoration d’un squelette
P™ et en termes de conditions de drift, permettant de déterminer un taux de convergence
r:={r(n)} (suite croissante) et une borne d’ergodicité en norme f, By, (z,z’, n), tels que pour
tout (z,2’) € ¥ X X,

HPn($7 ) - Pn($/7 )Hf S Bf,r($7$/7n)7

0 < liminf r(n) By, (z,2’',n) < limsup r(n) By, (z,z',n) < oo.

n

Nous construirons aussi une borne By, (z,z’) telle que

Y r(m) [P (x,) = P (2, )|l 5 < Bys(,2').

n

Pour ce faire, nous utilisons (une généralisation de) la seconde approche en construisant un
processus markovien Z = (X, X', d) de noyau P*, a valeurs dans X' x A’ x{0, 1} : nous remplagons
I’existence d’un ensemble v,,-small par la condition de minoration

P (z, ) AP™(2',)) > prw () (z,2) € A,
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(a) sur un domaine non nécessairement symétrique A := C' x DU D x C, pour C' C D et C
accessible ; (b) pour un noyau sous-markovien p,, . tel que

inf ot (X)) > 0.
AR ()

De plus, nous construisons le processus Z de fagon a ce que laloi de X, (resp. X)) soit AP™ (resp.
X' P™) quelle que soit la valeur de m : habituellement, on construit 7 a I’aide du m-squelette, ce
qui implique que la loi de X, (resp. X) est AP"™ (resp. A'P™™); les résultats obtenus a 'aide
de ce processus concernent donc le squelette P™ et s’étendent classiquement a la chaine initiale
de noyau P par homothétie sur I’échelle de temps.

Baxendale [5], Meyn et T'weedie [73], Rosenthal [101, 103], Lund et Tweedie [61], Mengersen et
Tweedie [70], ou encore Roberts et Tweedie [99] ont proposé des expressions explicites de bornes
d’ergodicité By, pour des taux r géométriques sous des conditions entrainant la f-ergodicité
géométrique. Notre objectif est de construire des bornes d’ergodicité sous des hypotheses plus
faibles, entrainant I’ergodicité en norme f & un taux polynomial r(n) = (n + 1), k entier, ou
a un taux riemannien r(n) = (n 4 1)*, k réel positif, ou plus généralement a tout taux sous-
géométrique r € A, (classe définie au Paragraphe 2.4.1).

La construction de ces bornes d’ergodicité se déduit du calcul de moments du temps de couplage,
moment que nous exprimons en fonction du temps d’entrée dans Ax{0} de Z. Nous avons montré
au Chapitre 2 le lien entre les solutions de conditions de drift et les moments du temps d’entrée :
il est donc naturel de supposer ’existence de tels moments en formulant une condition de drift
relative au noyau P*. Telle est I’approche de Rosenthal [101, 103] et de Roberts et Tweedie [99] :
leurs conditions sont néanmoins difficiles a vérifier en pratique, ce qui intuitivement se comprend
puisqu’il s’agit de contréler le temps d’entrée dans un ensemble d’un processus qui peut étre vu
comme deux chaines indépendantes, au lieu du temps d’entrée dans un ensemble d’une chaine.
Aussi exploitons-nous la structure particuliere du noyau P* entre deux passages dans A x {0},
pour substituer la condition de drift relative au noyau P* et a I'ensemble A x {0} par (a)
une condition de drift relative au noyau P et a I’ensemble C' (b) des conditions de croissance
a Dextérieur de D des fonctions solutions des conditions de drift. Nous proposons plusieurs
formulations de drift selon le taux de convergence recherché.

Nous développons aussi cette étude pour les taux géométriques, sous des hypotheses semblables
a celles formulées dans [73, 101, 103, 99] : nous définissons un taux maximal Spps > 1 et une
borne By g(x,n) (définition explicite) tels que pour tout 8 < Bras

1Pz, ) =7 ()llvr < Bis(z,n) ved,

et
0 < liminf 8" Bg ¢(z,n) < limsup "By g(z,n) < oo.

Nous complétons ces résultats par le calcul de By g telle que pour tout 8 < Sgas,

N 5P (e, )~ w ()l < Brsle)  we X
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4.1 Meéthode de couplage

4.1.1 Hypotheses

Nous supposons que
H1 P est un noyau -irréductible et apériodique.

La construction du temps de couplage est habituellement basée sur 'existence d’un ensemble pe-
tite accessible, ce qui est toujours le cas lorsque P est ¢-irréductible. Néanmoins, pour améliorer
le calcul des bornes d’ergodicité By ,, nous formulons une condition de minoration plus fine.

Soient (C', D) € BY(X) x BT(X),C C D.
H2[C, D] 1l existe un entier m > 1 tel que pour tout (z,2') € A:==Cx DUD x C,
P (z, A) AP (2", A) > pp(A), A€ B(X)

ol pp o (dy) est un noyau sous-markovien de A dans B(X') tel que

e = inf p (X)) >0. 4.1
N (X) (4.1)
On définit
et i= sup pu(X).
(z,z')EA

A défaut de vérifier H2[C', D], on sait que si P est ¢-irréductible, il possede un ensemble v,,-small

C € BT (X) et donc

H2’[C] il existe une constante ¢ > 0 et une mesure v, € M;(X) telles que

Ve e C\VA€ B(X) P™(x,4) > ey, (A4), v (C) > 0.

Dans ce cas, D = C' et la condition de minoration H2[C, ('] est vérifiée avec p, ./ (dy) = evy, (dy).
Réciproquement, sous H2[C', D], C' est un ensemble small si il existe une mesure p sur B(X) telle
que

V(2.2) € AV A€BX). ponlA) > p(A).

Il est toujours possible de construire le noyau p, . & partir d’un noyau p, ,(dy) de A dans

B(X), en posant
dP™(z,-) dP™(a',")
Pz’ A ::/ A Mo 2 dy
()= [ S R )

< dP™(z,)
ou d
“’.r,.r/

de minoration (4.1) devient

désigne la dérivée de Radon-Nikodym. Lorsque p, ,/(dy) := P™(z, dy), la condition

. dP™ (2!, dy)
£ LA YY) b ) s 0
ey [ gy ) >0
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et est connue sous le nom de condition de Doeblin locale. On note R, ,(u,dy) le noyau résiduel

Roarlucdy) = (1= () (PP udy) = posldy)).  (w.2) € Aue {0} (42)

4.1.2 Construction du temps de couplage

Soit la chaine canonique 7 = (2, A, 7, = (X,, X),dyn), Py yi), (x,2',1) € X x X x {0,1}, a
valeurs dans X' x X' x {0, 1} muni de la plus petite tribu qui contient les ensembles A x A’ x {i} €
B(X) x B(X) x {0,1}, et de noyau de transition P*

P (e d)i Ax A x {i}) o= aqoy (0,2, d) [pa (A0 AY) T3y (3)

(1= 00l X)) Roar (2, 4) Ry (&, A') T (1)
+ HACX{O}(x,x’,d) P(x,A)P(x’,A’) ]I{O}(i)
+ Ty (d) Wpmgry Pz, ANAT) Ty (i)
+ Wy (d) Mgy P2, A) P2, A”) Tpqy(4);
en fait, le dernier terme fait de P* un noyau de transition markovien mais n’intervient pas lorsque

la loi initiale du processus Z est a support dans B(X) x B(X) x {0}, ce qui sera le cas dans les
relations ci-dessous. Autrement dit, lorsque Zp € X' x X’ x {0},

(1) sid,=0et
(a) (X,,X!) ¢ A, on pose dyt1 := 0 et on simule indépendamment X, 41 ~ P(X,,-) et
X7/1-|—1 ~ P(X;w )
(b) (X, X)) €A,
— avec la probabilité px, y:(X'), on simule & ~ px, x//px, x:(X), on pose X4 =
X 1=ECetdyyy =1
— avec la probabilité 1-px,, y: (X'), on laisse d,,11 := 0 et on simule X,, 41 ~ Ry, x/ (X,, ")
et X7/1-I—1 ~ RXanr/z(X7/W )
si d, =1, on laisse d,41 := 1 et on simule X, | ~ s ) = X,11.
2) sid, = 1, on laisse dyyq = 1 imule X, 11 ~ P(X,,), X!, = Xt

On note F7 la filtration naturelle du processus

}'nZ = U(Zk,O <k< n)
Pour tout A € B(X), n >0, z:= (x,2',d) € X x X x {0,1}, (A, N) € My (X) X M (X),
Py o (Xn-l-l € AlZ, = Z) = Wy2 (13 (2) Pz, A) + Uacyxqoy (2) Plz, 4)

+ HAX{O}(Z) {px,x’(A) + (1 - px,x’(‘)()) Rx,x’($7 A)}
= ly213(2) P2, A) + Taex oy (2) Pla, A) + Uayoy(2) P (2, A)
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et par symétrie, nous obtenons le méme résultat pour X’
Povo(Xlgr € AlZy = 2) = Ly (2) PO A) + Moy (2) Ple's A) + gy (2) PG, A).
En conséquence, si m = 1, nous vérifions que

Py o(Xn € A) = P (2, A) Proo(X, € A) =P (a', A).

En revanche, on perd cette relation lorsque m > 1 : chaque passage de Z dans A x {0} induit
un ”décalage temporel” de taille m. Pour retrouver une échelle de temps adéquate, on définit le
processus Z comme suggéré par Kalashnikov [52] pour la méthode de scission. Soit Qg := 0 et
ZO = Zo.

(1) sid, =0, )

— sl (X, X)) ¢ A, on incrémente Qpy1 = @, + 1 et l'on pose Zg, ., := Znq1.

— sl (X, X)) € A, on insere (m — 1) échantillons en posant Q41 := Q, +m et Zg,, =
Zp+1. On simule les échantillons manquants X, 15 (resp. XéQn-I—k)? 1<k <m-—1,sousla
loi conditionnelle de la chaine ® (de noyau P) sachant ®q := Xg, et ®,, := Xgq ., (resp.
dy = XéQn et @, = Xé?n+1)‘

(2) sidy,=1,0npose Qny1 :=0Qn+1let Zg, ., =721

Le processus Z vérifie
P, o(X, € A) = P*(z, A) P, o(X) € A) =P (', A) (4.3)

pour tout (z,2') € X x X', A € B(X) et n > 0. Dés lors que d, =1, X,, = X! et les processus
couplent : on appelle temps de couplage la v.a.

T :=inf{n>1,d,=1}.
La construction de T est liée aux passages dans A de (X, X'}, notés T,, et définis par

To :=inf{n >0, (X,, X}) € A},
Top1 :=inf{n>T,+1,(X,, X)) € A}, n>0,

avec la convention inf ) = oo, mais seulement & certains passages dans A de ()N(, X’), notés T
et définis par
T! :=T,+ n(m-1).

Remarques La construction du processus Z est nécessaire pour vérifier la ”conservation des
lois” (4.3) mais le seul processus d’intérét pour la définition de 7" est le processus Z : sachant
Zr, = (X1,,X7.,0), T'=T), + m avec la probabilité PX1y XY (X) > €.

L’originalité majeure de notre approche est de construire Z a I'aide du noyau P, quelle que soit la
valeur de m dans la condition de minoration H2[C, D], et de "compléter le temps” si nécessaire.
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Les constructions habituelles reposent sur la condition de minoration uniforme H2'[C] puis
supposent que m = 1 : ce qui revient a "sous-échantillonner” les trajectoires et a construire une
chaine de Markov Z(™) telle que

Prao(XIM € A) = Pu(@un € 4)  Poyo(X,0 € 4) = P(®,, € 4),

La construction du temps de couplage résulte de deux effets qui, en pratique, s’opposent, dans
le sens oli, on ne peut favoriser 'un sans défavoriser "autre. En effet, on envisage le couplage
d’autant plus souvent que Z passe fréquemment dans A x {0} ; aussi est-on tenté de choisir A
"grand”. Mais, a chacun de ces passages, la probabilité de coupler est (dans le pire cas) €™,
constante qui, dans de nombreuses applications, est d’autant plus petite que A est grand. Ces
deux facteurs soulignent le double intérét de notre approche :
— sur ’échelle de temps de la chaine initiale, nous n””oublions” que les passages de Z dans
A x {0} survenant dans les m-instants consécutifs & un passage dans A x {0} ; tandis que
la construction usuelle oublie tous les passages qui ne surviennent pas sur un multiple de
m.
— la probabilité de coupler est plus grande sous une condition de minoration H2[C, D] que
sous une condition de minoration uniforme de type H2’[C].
Ces considérations sont illustrées par I’étude de la marche aléatoire sur N réfléchie en 0 (Para-
graphe 4.4.8).
La définition de T dépend aussi du choix du squelette P” sur lequel on vérifie la condition
de minoration : la propriété d’oubli du point initial d’une chaine ergodique (tel sera le cas des
noyaux étudiés par la méthode de couplage) incite a choisir m grand pour trouver une meilleure
minoration de P™(z,-). On renonce souvent a ce troisieme facteur pour des raisons pratiques
de calcul des itérations du noyau.

4.1.3 Convergence en variation totale

Pour tout (z,2') € X X X,
P (a,) = P2, ) = Pero( K0 € A) = Paaro(X) € 4)
=P, (f(n e AT > n) —Pouig (f(; e AT > n)
donc pour toutes mesures (A, X') € M;(X) x My (X),
AP — NPy < //\(dac)/\(dac’) 1P (2, = P& )lvr < 2Pyvo(T > n),  (44)
ol nous définissons

[A[vr :== sup A(A) — min A(A) = 2sup{|A(f)|, f: & = R, mesurable, | f| < 1}.
A€B(X) A€B(X)
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Théoréme 4.1 Soit P -irréductible apériodique. Soient (C, D) € BT (X) x B*(X), C C D.
Supposons H2[C, D]. Soient r := {r(n)} une suite positive croissante et des mesures (A, X') €
M (X) X My (X) telles que

Ex o {r(T - m)} < 0.

Alors,
liin r(n) //\(dac)/\(dac’)HP”(av7 )= P )|lvr =0,
S Ar(nt1-m) //\(dac)/\(dx’)HP”(x, Y= P ) lvr <2 Bavo [r(T - m)],

n>m

[ Ao NP ) - P v
< 2 By yolr(T —m)]
“r(n+1—m)+ (1 —et)-(ntl-m) Zj>n—|—1—m(1 —et)IAr(j)

Preuve 1 Les deux premieres assertions sont triviales. La troisieme résulte d’une amélioration
de I'inégalité de Markov :

Lemme 4.2 Soit P -irréductible apériodique. Soient (C, D) € BY(X) x BY(X), C C D. Sup-
posons H2[C', D]. Pour toute suite réelle positive croissante r:= {r(n)}, telle que B, . o[r(T —
m)] < oo,

Praro(T > 1) < Eol T~ )
oo\ > ) S rin+1—m)4 (1 —et)=t=m 57 (1= €eF)iAr(G)

Montrons tout d’abord que P, .io(T > n+ k[T > n) > (1 — et)%, k > 0. On décompose
{T = n+ 1} sur les instants de passage successifs dans A

{r=n+th = {m+im-1+m=n+1dr 11 =0dp4 =1}
j20

Soit ¢, ; :=n+1—m—j(m—1).0na

ProolT=n+1)= ZPx,x',O (dT]+1 = UT; = qu,j,dr, = 0)
720

X Px,x’,O (T] =n,j> dT]—l‘I'l = 0|T > n) P95790'70(T > n)7
et
Pl’,l’/,o (dqn,]‘l'l = 1|T] = qn7j7 dqnd = 0)

— Lz’ 0 {PanJ ’X‘lln,] 7O(dl = 1)HT]:qn7J ]qun,] :0} / Px,x’,O (T] = Gn,j;s dan - 0) S 6+'

72



Par suite, Py o(T =n+1) < €t Py o(T > n), ce qui montre que Py o(T > n+ 1T > n) >
(1 —¢t). Ainsi,

2 (1 - €+)k7

k—1 .
PopolT >n+j+1)
PrwolT>n+kT>n)= o .
g Py o >n+j)

et

Epwro|r(T=m)|T > n) = 3 r()(PowrolT > jm=1|T > n)=Poro(T > j+m|T > n))
j>n+l-—m

> (1= )y~ N (= e (G 1) = ()} +r(n+ 1= m).
j>nd+1-—m

4.1.4 Convergence en norme f

Soient une fonction f: X — [1,00[ mesurable et des mesures (A, X) € My (X) x M(X). Nous
écrivons pour |g| < f mesurable,

AP () = NP ()| < [ Mda)X(de')| P (o) = P ()] < B o [(7(X0) + S0 B

puis utilisons I'inégalité de Hélder pour majorer le terme de droite par une quantité dépendant
de P/\7/\/70(T > n)

H4[f,C, D] il existe 0 < a < 1, des fonctions 1 < Wy < Wy < oo mesurables et une constante
b < oo telles que supp Wy < oo, || f|lwy < oo et

{ PWi(z) + Wy(z) < Wi(z) 4+ blle(2),
Wo(z) — b >0, € De.

On définit

CW) = 2, (1= pewr( ) (RewWi(2) + Ree Wi ("))

et

Cilx,2') = Wy () + Wi(a') + (C(Wl) + o E{Pkwl(x) + Pkwl(x’)})/e_, (4.5)
L k=1

avec la convention 22:1 ap = 0.
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Théoréme 4.3 Soit P v-irréductible, apériodique. Soient f : X — [1,00[ et (C, D) € BT (X) x
Bt (X), C C D. Supposons H2[C, D] et H|[f,C, D]. Pour toutes mesures (A, \) € My(X) x
My (X) telles que X(Wy) + N (W) < oo,

J MA@ P ) = Pl £ 2 e [ MDA ) P (T > ).
(4.6)

Preuve 3 La démonstration est présentée en Annexe C.8. [

Corollaire 4.4 Soit P t-irréductible, apériodique. Soient f : X — [1,00[ et (C, D) € BT (X) x
Bt (X), C C D. Supposons H2[C, D] et H}[f,C,D]. Soient r := {r(n)} une suite positive
croissante et des mesures (A, \') € My(X) x My(X) telles que

/\(Wl) + /\/(Wl) < 00, et Ex\,/\',O {T‘(T — m)] < 0.

Alors

n

lim [r(n)]l_a //\(dav)/\(davl)HP”(JC7 S — P, )|y =0.

Nous étudions maintenant la convergence de la série

> r(n—m) /A(dw)A(dw’) 1P (@, ) = P (', )l

n>m

H4’[f,C, D] il existe 0 < a < 1, des fonctions 1 < Wy < Wy < 0o mesurables et des constantes
0<a<letb<ootelles que supp Wi < oo, || fllwe < oo et

{ PWi(z) + Wy(z) < Wi(z) 4+ blle(2),
Wo(z) — b > aWp(z), v e D,

Pour B € B(X) x B(X) et W : X — [0, oo[, on définit

C(W,B) = ( 81/1)pEA (1 — px@/()()) /BRx,x'($7 dy) Ry o (2, dy' ) {W (y) + W(y')}

et
Coy(z, 2’y = Ta(z, 2" ) {Wo(z) + Wo(2)} + Tac(z, 2V {Wi(z) + Wi(a')}

+ (C’(VVO7 A)+a ! C(Wy, A°) + ( su)pAmz_:{PkWo(w) + PkWO(ac’)}) Je7,  (4.7)
ze)EA T4

avec la convention 22:1 ap = 0.
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Théoréme 4.5 Soit P v-irréductible, apériodique. Soient f : X — [1,00[ et (C, D) € BT (X) x
Bt (X), C C D. Supposons H2[C, D] et H}'[f,C,D]. Soient r := {r(n)} une suite positive et
des mesures (A, N') € My(X) x My (X), telles que

A(Wl) + A/(Wl) < 00,
E/\7/\/70 {T‘(T — m)} < 00.
Alors,
52 1w A A [P o) = P

<27 || flhwg [ Mde) Ade') {Catea)} B [r(T - m)]. (49

Preuve 5 La démonstration est présentée en Annexe C.9. [

Moment du temps de couplage Nous avons lié ’étude de la convergence des itérations P"
au calcul d’un moment du temps de couplage (Théoreme 4.1, Corollaire 4.4 et Théoreme 4.5).
Le calcul de E, ;v o[r(1 — m)] repose sur le fait que

— il existe n tel que T'—m =T,

—si T —m =T/, cela signifie qu’aux instants 7{,---, 77 _,, on a "refusé le couplage” avec
la probabilité (1 — PXr, Xh (X)) et simulé (X741, X7, ;) & laide du noyau résiduel,
0<k<n-1.

Nous majorons B, ./ o[r(T — m)] par une fonction de moments du temps d’entrée dans A x {0}
du processus Z, plus précisément les moments E, ,» o[r(To+ k)] pour 0 < k < m. Nous énongons
ensuite des conditions ”pratiques” en termes de conditions de drift permettant de calculer ces
moments.

Le Chapitre 2 souligne le lien entre les solutions d’un drift relatif & un ensemble et un moment du
temps d’entrée dans cet ensemble : prenons I'exemple d’une condition de drift de type D2[1, r, AX
{0}]. Pour toute suite r := {r(n)} positive croissante, r(0) := 1,

Ey.r o [rO(TO n 1)} <Ol + Mae (e, ) El,x,,o[ r(k + 1)}

A )5

rO(0) 4 lac(z, 2" YW(z, 2, 0), [>0,
ou {W;} est une famille de fonctions mesurables solution de
PW,ti(z,2’',0) 4+ r(n) < Wy(z,2’,0) + br(n)Ta(z, 2), n>0

et W; > r(l). Pour exploiter la structure particuliere de P*((z,2’,d),-) lorsque (z,2',d) €
A° x {0}, a savoir,

P*((aya,d), dy x dy' < {i}) = P(a,dy) P(&', dy) 0y (0) (4.9)
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nous recherchons des fonctions W; sous la forme
Wi(z,2',0) = wi(z) + w(a)

et plutét que de requérir un drift pour le noyau P* relatif & ’ensemble A, nous formulons deux
conditions plus facilement vérifiables : (a) une condition de drift pour le noyau P relative a
I’ensemble C': PV <V — F 4+ bl et (b) une condition de minoration de la force de rappel F
sur D°.

Nous détaillons maintenant la forme de ces conditions selon le taux de convergence envisagé, a
savoir les taux polynomiaux puis plus généralement les taux riemanniens, les taux géométriques
et enfin les taux sous-géométriques en général. Dans chacun des cas, le plan de 'exposé est
similaire : nous commencons par formuler la condition de drift puis estimons un moment du
temps d’entrée Ty du processus Z dans A X {0} en fonction des termes apparaissant dans les
conditions de drift et de minoration. Nous calculons ensuite un moment du temps de couplage
en fonction du moment du temps d’entrée Tj.

4.2 Convergence a un taux riemannien (1)

Dans cette section 4.2, P est w-irréductible apériodique.

4.2.1 Hypothese H5fm[q, C, D]

Soient (C', D) € BY(X) x BT(X), C' C D, et un entier ¢ > 1.

H5fm[q, C, D] 1l existe des fonctions mesurables 1 < V < --- <V, < 0o et des constantes
ap > 0et by < 00,0 <k <qg—1, telles que supp V, < 0o et pour tout 0 <k <g—1

PVii (ac) < Vk_H(x) — Vk(x) + bkﬂc(w), (4.10)
Vi(a) = b > aVi(2), x e De. (4.11)

Taux polynomiaux S(¢,-) Nous avons montré que la condition (4.10) est particulierement
adaptée au calcul de moments polynomiaux du temps de retour a C' (Cf. Paragraphe 2.3.1), plus
précisément les moments polynomiaux S(g, -). Ces familles de polynémes vérifient la propriété
de convolution suivante

q
S(g,n+m)= ZS S(qg—k,m) n,m>1,¢q>0. (4.12)
k=0



En effet, on le vérifie pour ¢ = 1, et si on le suppose vrai pour ¢ — 1,

n+m m g—1
S(g,n+m)=S(g,n)+ > Slg—1,k) = ZZ S(g—1—4,0)
k=n+1 I=1 j=0
n)+z_35(jyn)5(q—jym):S(qm)S(O,m)+i:5(j,n)5(q—j,m)

ce qui termine la récurrence.

4.2.2 Conditions de drift et temps d’entrée dans A x {0}

Proposition 4.6 Soient (C, D) € BT (X) x BY(X), C C D, et un entier ¢ > 1.
Supposons H2[C, D] et H5fm[q,C, D]. Pour tous les entiers 0 < j <q¢—1,0<[<qg—1-7j, et
(x,2') € A°

0—1 it -1
E[TZ S k+1){V;(x0) + V(XD }] < (ﬁ ar) {Virr @) + Virm (@)
k=0 k=j

ot les suites polynomiales S(l,-) sont définies au Paragraphe 2.2.4, Fremple 1.

Preuve 6 Proposition 7.19, Paragraphe 7.4.3. [

Puisque inf(, .neac{Vo(z) + Vo(2)} > 0, nous déduisons de ce résultat une estimation des
moments polynomiaux d’ordre k (entier) E, ./ o[S(k,Tp)] pour tout 0 < k < ¢. En utilisant un
argument de convexité, nous pouvons obtenir une majoration des moments d’ordre k réel, 0 <
k < q. De plus, les suites a croissance polynomiale S(/, -) vérifient la relation de convolution (4.12)
ce qui permet d’obtenir une relation simple entre les moments translatés E; . o[S({, Ty + m)],
pour tout entier m > 0, et les moments E, .+ o[5(7,70)], 0 < 5 < L.

Pour une fonction V > 0, on pose

m(V) = . ;gfeAc{V( z)+ V(z)}. (4.13)

Corollaire 4.7 Soient (C, D) € BT (X) x BY(X), C C D, et un entier ¢ > 1.
Supposons H2[C, D] et H5fm[q,C, D].
(1) pour tout réel 0 < 5 <1 et entier 0 <1< q—1, et pour tout (x,2') € X x X

l

oS+ 1,T0)| < Ua(z,2)) + Tac (2, o) (m(Vo) Hak)
k=0

[Vipa(e) + Vi (@)},
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(ii) et pour tout entier m > 1,

Euuro [56(1 +1,To+ m)} < T (2, 2)SP(1+ 1, m)

I+1 —1
+ J 8

+ e (2, 2)) [5(1 +lm)+ Y S(+1- ], m)(H ak)_lm(vo)_l {Vj(x) + Vj(w’)}] :

7=1 k=0

4.2.3 Du temps de couplage au temps d’entrée dans A x {0}

Notations Pour [ réel positif ou nul, on note 3(/) le réel 0 < 3(I) <1 tel que

L= 111 5(0)

ou [[] désigne la partie entiere supérieure de [. Par convention, 5(0) := 1. Soit

S(lv ) = SB(Z)(”L )

pour [ réel positif ou nul. Remarquons que S(I,n) ~ n'/([1]1)?(") et que si [ est entier, S(I,-) =
S(L,-).

Pour un entier £ > 0 et un réel 0 < 5 < 1, on définit

AW = o (1= por(0) / R (0, dy) R (2, ') By [ S50k, To + )| < o0,

olt R, .(x,dy) désigne le noyau résiduel défini par (4.2). Soit | = [I|3(l) =: ¢B; on définit la
matrice

AP (0) 0 S 0 0
AP (1) AP (0 0 0
AD = ... : (4.14)
ADG-1) ADg-2) - AP o
A A= e AR A 0)
Enfin,
WO (@, 2') = |1 Eaar oS°(1, To)ls 3 B oS (3, To)]| g (4.15)

Proposition 4.8 Soient (C, D) € BY(X) x BT (X), C C D. Supposons H2[C, D]. Soit un réel
[ >0 tel que A?n(l)([ﬂ) < 00. Pour tout (z,2') € X X X,

B o[ ST - m)| < et (1= AD) WO 0y ey

ou I désigne la matrice identité, {ey}, 0 < k < q, est la base canonique de R¥Tt et < -;- >
désigne le produit scalaire.
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Preuve 8 Démonstration du Théoreme 7.3, Paragraphe 7.4.3, lorsque [ est entier ; Démonstration
du Théoreme 7.4, Paragraphe 7.4.3, pour [ réel. On écrit

Ee o0 {S LT - M} > R, x’O{ ]{)H{O}(dT])H{l}(dT]-I—I)}
>0

<N B o] ST gy (dr)|
>0

puis on montre par récurrence que

By o0 S(Z,T;)ﬂ{o}(d@)] < <(A;§>)jw<1>(x,x');e,>

en se servant de la propriété de convolution des suites S(/,-). Lorsque [ est non entier, on utilise
la concavité de Iapplication z — |z|®, 8 < 1. O

4.2.4 Conclusion : moment d’ordre ¢ du temps de couplage

Notations Soit
-1

tl(w,x') = m(VO)_1 (H ak)_l {Vl(x) + Vl(ac')} 1<i<yg.

k=0

On définit pour tout k > 0,

Agf)(k) = sup (1—,01,71,/(/\,’)) /Rxw/(w,dy)Rx@/(x’,dy’) {]IA(y,y’)SB(k,m)
(z,z')EA

+ lac(y, y' { km-l—ZS —J,m 79)}}7

ot R, ., désigne le noyau résiduel défini par (4.2) et par convention 22:1 s = 0. Soit fl%) la

matrice définie comme A{) en remplacant A&f)(k) par A&f)(k)
Enfin, soit

——~

W (e, 2") = {1;]IA($,96)—|—]IAC($ N (@, 2); - (2, 2") + Tae (2, )il (x, x’)}T.

Théoréme 4.9 Soient (C, D) € BT (X) x BY(X), C C D et un entier ¢ > 1.
Supposons H2[C, D] et H5fm[q,C, D]. Pour tout réel 0 <[ < g,

Beor| ST —m)] < e ((1- A%))_lw(ﬁ(’))(%w’); em)

ou I désigne la matrice identité, {ey}, 0 < k < q, est la base canonique de R¥Tt et < -;- >
désigne le produit scalaire.
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Ce théoreme implique 'existence de constante Ry telles que pour tout réel 0 <1 < g,

B ST —m)| < g: Ry, {Viw) + Vk(x’)}ﬁ(l).
k=0

4.2.5 Vitesses de convergence

Soient (C', D) € BY(X)x BT (X),C C D et un entier ¢ > 1. Supposons H2[C, D] et H5fm[q, C, D].

Conditions H4 et H4’> Soit f:=Vpour0 <a<let 1 <k <qg:W;:=Viet W=V,
sont solutions de H4[f, C, D].

Soit fi=Vpour0<a<let0<k<g—1:W; =V et Wy:=V; sont solutions de
H4'[f, C, D].

Nous présentons les résultats issus de I"application des Théoremes 4.1 et 4.5 et du Corollaire 4.4
lorsque A := 4., pour € X', et \’ est la mesure invariante.

Mesure invariante Supposons que P posséde une mesure de probabilité invariante = et qu’il
existe 0 < 5 <1 tel que ﬂ'(Vq’B) < 00, ce qui implique

E, ro0|S(¢B8,T —m)| < oo, rEX.

En particulier, si C' est petite (ce qui est le cas dans la plupart des applications), H5[q, C, D]
établit I'existence de la mesure de probabilité invariante 7 et 7 (V,_;1) < oo (Cf. Paragraphe 2.1.4) :
on peut appliquer les résultats suivants en substituant ¢ par ¢ — 1 et en prenant 5 := 1.

Ergodicité en variation totale
lim 2% ||P"(z,) = 7 (-)|lvr = 0, red,
n

et
Z (n+1—m)P= 1 ||P"(z,") = 7()|lvr < 2B ro |S(gB, T — m)|, relX.

n>m

Ergodicité en norme f Soit f : X — [l,00[ mesurable et supposons que H4[f, C, D] est
vérifiée et que la solution Wy est m-intégrable :

lim n?*U=| P (2, ) = 7()||; =0
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et si H4'[f, C, D] est vérifiée, avec une solution Wy w-intégrable,

Y (1= m) @D P () — (]

n>m

<2y [ octtnyrta) {Cato)} B[St T - )

< 2=l { [ actan)ntay) Cow )} {Beno[Stan. 7= m)] )

Dans de nombreuses applications, on établit la condition (plus forte) de Jarner-Roberts :
PV <V — eV 4l

pour un ensemble C' petite, des constantes 0 < § < 1, ¢ > 0, b < oo et une fonction V > 1
mesurable qui tend vers 'infini lorsque 2 tend vers I'infini et telle que ¢V1=% < V et sups V < oo.
Dans ce cas,

— il existe D D C tel que H2[C, D].

— la condition H5fm[q, C, D] est établie pour ¢ > 1.

— il existe un réel 0 < <1 et une constante R, < oo tels que

B, o0 S, 10)| < By {Vol2) +Vola) |, (2,2) € X x4,
inégalité qui permettra d’améliorer les vitesses précédentes puisque 'on aura
Eowro|Sla+ 0,7 = m)| < B {V,(@) + 1@}, (@2 exxx,

pour une constante R < oo, Vy et V, étant solutions de la condition H5fm[q, C', D].
~ P possede une mesure de probabilité invariante 7 et 7(V1%) < oo.
Nous détaillons cette condition et comparons les vitesses obtenues par la méthode de scission et
celles obtenues par la méthode de couplage, pour la convergence de P"(x,-) vers P"(2’,-) puis
pour la convergence de P"(z,-) vers 7.

4.3 Convergence a un taux riemannien (2)

Dans cette section 4.3, P est un noyau t-irréductible apériodique.

4.3.1 Hypothese H5jr

H5jr 1l existe V : X' — [1,00[ mesurable, V' — oo lorsque z — oo, un ensemble C' € BT (X)
petite et des constantes 0 < § < 1, ¢> 0 et b < oo tels que V1% <V, supe V < oo et

PV (z) < V(z) — VI3 (2) 4+ bl ().
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Dans la suite de cette section 4.3, on note ¢ 'entier défini par

q:=|1/8], si 1/dnon entier,
q:=|1/8] — 1 sinon,

de sorte que ¢ > let 0 <1 —¢d <34.
Si ¢ > 2, on peut toujours supposer (et on suppose) que

1—¢é 1—q5—|—5)‘

b>ce“)( 5 1—qd+26

4.3.2 Conséquences de la condition H5)r

Conditions H2 et H5fm

Lemme 4.10 Supposons Hbjr.
Soit 0 < € <1 — ¢d. On définit

k
AO,E =1, Ak,e = C_kv H(€‘|’j5)_17 1< k <4q,
7=1
Vie i= Ak7EVE+k5, 0<k<yg
bk::b—l—sup(V—V(k‘i'l)(g)7 0<k<qg-1.
C

Soit 0 < a' <1 tel que 0 < ap. <1 pour tout 0 <e<1—¢set0<k<gqg—1, ou

ag,c 1= a, ape:=1—

by, ( bo )—(1+k5/6)
cle+ (k+1)d] )

1—a

Enfin, soit
bo
Do={yec 0
h/_c@+®ﬂ—®
(i) C' C D, et la condition H2[C, D] est établie.
(i1) Les fonctions {Vy .} et les constantes {ay } et {br} sont solutions de H5fm[q,C, D.].

(iii) Pour tout e < € < 1—¢d, les fonctions {Vy, ¢} et les constantes {ay, o } et {b,} sont solutions
de H5fml[q,C, D].

}UC. (4.16)

1Si ¢ > 1, on peut prendre

)

c[l—qd+ (k+ 1)5]] (1—q8) /(1 —qd+ké)

1>a> max l—bo[
1 br

<k<g—1

et 51 g =1, tout réel 0 < a < 1 convient.
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Preuve 10 Fzistence de a lorsque ¢ > 1 : Supposons que pour tout 1 < k < ¢ — 1, la fonction

. (c[e—l— (k+ 1)5])9,%

, (4.17)

est décroissante sur [0, 1 — ¢é]. Dans ce cas,

cle+ (k + 1)5]] e/ (c4hs)

o[l —qd+ (k+ 1)5]] (1-98)/(1-gd+k?)
b

1-0
0 by

<1-bol

pour tout 0 < € < 1 — ¢d et il suffit donc de poser ap . = ag,1_45 ol

o[l —qé + (k+ 1)5]] (1-98)/(1-g5+k3)

1> Ak 1—gs > 1-— bo{ bk

puis de prendre a := maxj<g<q—1 ag,1—qs. On définit sur RT la fonction

H(z) = (Al + B))“”/(”C)

9

ot A, B et C' sont strictement positifs et B—C = § < 1. La dérivée H'(z) := (fl_(g;z) {Cln(A(x—l—

B)) + xiig} est négative pour tout z tel que

o z (x4 C)
G(2) ._A(ac—l—B)—eXp(—a(x_l_B)) < 0.
La dérivée G'(z) = A+C L exp (ac— (x—I—C)/(C(x—I—B))) (22 +22B+CB)/(x+ B)? est positive
sur Rt donc G est croissante sur Rt et H' est négative sur [0, M] dés que G(M) < 0. Posons
A=c/by, B:=(k+1)},C:=kd et M :=1—¢d. Alors G(1 — ¢b) < 0 si et seulement si

1—¢6 1—¢qgd+ kS
q q0 + ) by

C<1_q5+(k+1)5)eXp( k6 1—qo+ (k+1)0

Puisque la fonction z +— (1 —¢d)(1 —¢d+2)/(z(1—¢d+ 6+ 2)) est décroissante sur [4, (¢ — 1)4],
G(1—-¢d) <0si

(1 —qd 1—qgdé+9
e N R Y

ce qui est vrai par définition de b. Par suite, H est décroissante et on a montré que la fonction
définie par (4.17) est décroissante sur [0, 1 — ¢d].

(i) Puisque C est petite, les ensembles {V < [} sont petites (Cf. Paragraphe 2.1.3) et D,
est 'union de deux ensembles petites donc est petite (Proposition 5.5.5. [72]); ce qui établit
H2[C, D,].

(ii) La condition H5jr implique

J<b,  1<k<q-1,

PVI <V = eV e (b sup{V = VT})
C
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pour tout 0 < n < 1 (Cf. Paragraphe 2.3.2). En conséquence, pour tout 0 < k < ¢ — 1,
PVigie <Vigre = Vie + b Apyy o

De plus, 1 < Vg et
Vie = (e (k+18)V Vigre SV Wi < Vise  0<k<q—1

puisque €+ (k+1)6 <1 —¢5+ (k+1)6 < 1 et ¢V~ < 1. Enfin, sur D¢,

boAq . Ag.cbi Apy1 bk
> e t > : = ’
“ 1 4 ¢ Vie 2 (- apo)cle+ (k+ 1] 1— ax.

donc pour tout 0 < k < ¢ —1,

VE 71§k§q_17

Vie — Akg1,ebi > ap Vi

ce qui établit H5fm[q, C', D].

(iii) Les fonctions {Vj } et les constantes {ay o} et {by} sont solutions de H5fm[q,C, Do];
puisque Do C D, et supp_V, o+ < 0o, elles sont aussi solutions de H5fm[q,C, D /]. O
Remarquons que pour établir la condition de croissance (4.11) & partir de la condition H5jr pour
tout 0 < k& < ¢ — 1, on est obligé de choisir une fonction V. qui tend vers I'infini lorsque
tend vers 'infini. On s’interdit donc ¢ = 0; cette contrainte aura une incidence sur la vitesse de
convergence des itérations P". (Cf. Paragraphe 4.3.8).

Mesure invariante P possede une mesure de probabilité invariante et 7(V1=%) < oo.

H5jr implique H4 et H4’
Proposition 4.11 Supposons Hsjr.
(i) Pour toute fonction f:=V*, 0< a <1, et tout 0 < ¢ <1 — ¢d, la condition H{[f,C, D.]
est vérifiée avec Wy o« V., Wy o< V179,
En conséquence, pour toute fonction f:=V 0 < a<1-90, et tout 0 < e <1-—4qgd, la
condition H{[f,C, D.] est vérifiée avec Wy o< V=% q-intégrable.
(i) Pour toute fonction f =V, 0 < o < 1 =24, et tout 0 < € < 1 — ¢d, la condition
H}’[f,C, D] est vérifie avec Wy « V, Wy o< V179,
En conséquence, si 6 < 1/2, pour toute fonction f := V* 0 < a < 1 — 24, et tout
0 < € < 1—¢é, la condition HJ'[f,C,D,] est vérifice avec Wy < V=% rm-intégrable et
Wo x Vl_zé.

Preuve 11 On utilise les notations et résultats du Lemme 4.10. On pose
W1 = Vq71_q5 et WO = Vq_171_q5.

D’apres 'assertion (iii) du Lemme 4.10, les fonctions {V} 1_45} sont solutions de H5fm[q, C, D],
ce qui établit H4[f,C, D et H4’[f,C, D.]. O
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4.3.3 Conditions de drift et temps d’entrée dans A x {0}
Notations : suites S*7 Soient 0 < 7 < 1 et un entier ¢ > 0. On définit les suite S*"(q,-) par
S5*10,0) :=1 S*¥1(0,n) == S(n,n) n>1.

S5*(q,0):=1 S*Mq,n)

Il
n
X
=3
=

|
=
=

3
\%
—

En particulier, lorsque n =1, S*(q,-) = S(q¢+1,-), et lorsque =0, S*(q,-) = 5(q, -). Remar-
quons que S*(¢q,n) ~ C, , n?*" lorsque n tend vers 'infini. Nous démontrons en Annexe C.10
la propriété suivante

pour tout [ > 0, n,m > 1,

MN

St m) < 387 = g,m) S(g,m) + 57 m), (1.15)
q=0
avec égalité si n = 1.
Proposition 4.12 Supposons Hbjr. Soient
1—¢d 1—¢é 1—¢qé—né
_ <1 t 0 = <1-¢qd
—gpto-"5"35 = ‘ < g =9

On note Vi, .= V145, 0< k< q, et ap :=ap1-¢5, 1 <k < qg—100{Vii1_4s5} et {ag1-45} sont
définis dans le Lemme 4.10.
Soit D := D, défini par (4.16)* .

(i) H2[C, D] est vérifiée et
-

By oo S0, T0)] < s, 2') + e () {ao ¢ (c+8) m(vVe ) {Vo(e) + Vo(a') },

ot m(V*®) est donné par (4.13);
(ii) et pour tout 1 <1 <gq,

Eoor o0 [s*”(z, To)] < Ta(z, 2')

s ) ao e (e +8) m(v) L (TTa) ™ {Vite) + Vi)

2D est d’autant plus grand au sens de linclusion que 1 est grand.

85



Preuve 12 (i) La proposition 4.6 montre que pour (z,2') € A,

To—1

Eroro| D2 {VoulX0) + Vo (XD }] < 6 {Vie) + Vie) .
k=0

et donc, puisque Vo, = Vet Vi, =c1(e+ §)~tyVets,
~1
E,or0[To| < (a0 cle+8) m(v))  {VH@) + vebdE) ), (o) ea
Puis on applique 'inégalité de Jensen, en remarquant que (e +8)np=1— ¢ et V19 =V},

(ii) En utilisant le Lemme 4.10(iii) et la Proposition 4.6, pour (z,z’) € A°,

E[TZ {Vien) +viep || < a7 {Vima (@) + Vi (o) }. (4.19)

pour 0 <[ < ¢g— 1. Nous démontrons la propriété par récurrence sur [. Pour [ = 1, (z,2') € A€,

Eac,ac',O {S*U(L TO)} = Ew,x’,O{i 5*77(07 k)} = Ex,x',O{iS(n7 k)}
k=1 k=1
= Ew,x’,O{jil 5(777 TO - k)} - Eac,ac’,O {Toz_:l EXk 7Xl/c70 {5(777 TO)}}
k=0 k=0
< (ao c(e+96) m(VE))_ Ex,x',o{jil{vo(Xk) + VO(XI/C)}}
k=0

< (a0 e (c4+8) m(v)) " a5 V() + Vala)}.

Supposons la propriété établie pour I < g — 1. Pour (z,2') € A°,

Ty To—1

B o[ S7(1+1,To)] = Ex,x/,o[kzs*w)] = > ST 0l
=B, [ZZ Ex, xj0|S™(1, o)
< (a ¢ (c+9) m(VE))_l(lﬁ)ak)_lEx,x/,o{j:Z_é{W(Xk) +Vi(XE)
< (ap e (c+8) m(ve)) " (kljoak)‘l Vi (@) + Vi ().

Ce qui termine la récurrence. [J
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4.3.4 Du temps de couplage au temps d’entrée dans A x {0}

Notations Pour un entier & > 0 et un réel 0 < n < 1, on note
A7(k) == sup (1 - px@,/()()) /Rw7$/($,dy)Rx7x/(x’,dy') E, . o {S*n(k,To—l- m)} < 0,
(z,x")EA

ol R, . désigne le noyau résiduel défini par (4.2); et pour un entier ¢ > 1, on note A7 la
matrice définie comme en (4.14), en substituant A&f)(k) par A7 (k), 0 < k < ¢. Enfin, soit

T
W (0, 2) 1= (B oS0, To))s 3 B o S™ (g, 7o)

Proposition 4.13 Soient (C, D) € BT (X) x BY(X), C C D. Supposons H2[C, D]. Soient un
entier ¢ > 1 et un réel 0 < n < 1 tels que A%l(q) < oo. Alors pour tout entier 0 <1 < ¢,

B, o507 = m)] < S{ (a0 (1= A0) WO o0y @)+ (W (a0t o))

ot A&%) et W(l)(ac,x’) sont définis par (4.14) et (4.15), I désigne la matrice identité, {ey},
0 < k < gq, est la base canonique de RIT" et < -;- > désigne le produit scalaire.
Preuve 13 On écrit

Ey o 0 {S*”(Z, T-— m)} <t Fywo {S*”(l . T)) H{O}(dTJ)}
20

<t (EM,,0 [s*”(z, To)] +5 Eewro [s*”(z, ) ]I{O}(dTJ)D
i>1

< et (<W*”’q(x, o'); e,> +3 E, 0 {s*n(z, T!) ﬂ{o}(dT])} )

i1
Pour estimer le terme général de la série, nous utiliserons I'inégalité suivante, établie dans la
démonstration de la Proposition 4.8 : pour tout 0 < k <[,

B 0| S T oy (dr,) | < ({ADY WO (@,0/)zer).

En utilisant la majoration (4.18), il vient

E, . 0 {5*77(17 T) H{o}(dTJ)} =F, .0 {S*”(l7 T!_y+m+Tyo 0T5—1+m)]l{0}(dTJ)}

l
S Z El’,ac’,o {S(k7 T]/—I)S*n(l - k7 m+ TO o 0T;_1+m)ﬂ{0}(de)} + El’,x'p {5*77 (l7 TJ/—I)H{O}(dTJ)}
k=0
l
<A = KB a0 |S(h, T oy ()| + (1= € VB 0| (1, Ty U (dr, )|
k=0
l
<A = B {{ADY WO (@, @) 1) + (1= ) Bar 0| S, Th) oy ()
k=0
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En conséquence,

ZExx’O{S*n [ T)]I{O}(dT 1 — € ZExx’O{S*n [ T)]I{O}(dT])}

21 >0
l
A= (= AD) T W () er )
et

Y B[S0 Ty ()| < (1= ) [S70 T [+ (A (1= A T WD)

i>1

[l

Supposons H5jr; soit (1 — ¢d)/(1 — ¢d + &) < n < (1 — ¢d)/é. Nous montrons que 'on peut
appliquer la Proposition 4.13. La proposition 4.12 établit 'existence d’un ensemble D O ' tel
que H2[C, D] et pour tout 0 < k < ¢

E,, o {S*”(k,TO)} < Rk{Vk(yc) + Vk(yc’)}, (z,2') € X x X,

pour une constante Ry < oco. En utilisant la majoration (4.18), il vient que pour tout 0 < k < ¢
et tout entier m > 1,

Ey,y’,O{S*n(k7T0+m} ZR’W{ z)+ V;(x )} (z,2") e X x X

pour des constantes Ry ; < 0o. De plus, V, vérifie la condition de drift
PV, <V, =V,_1 4+ b,11c

et sups V, < oo; donc supy PV, < oo et puisque Vo < --- <V, supy PV, < o0, 0 <k < gq.
En conséquence, Ay (q) < oo, et 'on peut appliquer la Proposition 4.13.

4.3.5 Conclusion : moment d’ordre ¢+ 1, 0 < n <1, du temps de couplage

Supposons H5jr. Soient 0 < < let e:=(1—¢d)/n—9<1-—qd.

Notations Pour tout 0 </ < ¢, on pose Vy 1= Vj 145 x V1-k+a5 ot pour 0 < k < g—1, ay, :=
ag1—q5 ou les fonctions {Vj1_45} et les constantes {ay,1_45} sont définies dans le Lemme 4.10.
Soit

-1

(@, 2') = {ao c(e+9) m(VE)}_n(Hak)_l{Vl(w) + Vl(ac')} 0<i<y,

k=0
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avec la convention H,;:lo ap = 1. On définit pour tout 0 < k < ¢

Ak = sup (1= ppw()) / Ry go(, dy) Ry (2 dy') [ U (y, ') 577 (I, m)
(z,x")EA

+llac(y. ) { i SG MGy, y') + 57k m) }]

olt R, désigne le noyau résiduel défini par (4.2); soit A5 la matrice définie comme en (4.14),
en substituant A&f)(k) par Aﬁ(k), 0 < k < q. Enfin,

—— T
W*%q($7 xl) = HA($7 xl) + ]IAC(xv xl)tgn(xv wl); SR ]IA(xv xl) + ]IAC(xv xl)tj]m(xv wl)

Théoréme 4.14 Supposons Hbjr. Soit

1_7(]5< <1_
1—g+6 1557

Il existe D D C' tel que la condition de minoration H2[C, D] est vérifiée et pour tout entier
0<1<yq

By o0 S™(1,T - m)} < e+{<1217*7§7’q (I - Agg))_lﬁ/\(l)(x,x’); el> + - W*”’l(x,x’)}

ot 1217(73) et W(l)(x,x’) sont définis au Paragraphe 4.2.4, 1 désigne la matrice identité, {eg},
0 < k < gq, est la base canonique de RIT" et < -;- > désigne le produit scalaire.

En particulier,

B[S0, 7 = m)| <37 Ry {Vi(@) + V()

pour des constantes R; < oo avec S*7(q,n) ~ n?*" lorsque n tend vers I'infini, et ¢ + 1 < 1/4.
De plus, pour tout z € X,

1-6
Eomo| (570, 7 =m)) | < BV (2) < o0,
avec [S*7(q,n)]' =% ~ platm(1=8) Jorsque n tend vers I'infini.

4.3.6 Comparaison des vitesses de convergence en norme de variation totale
obtenues par la méthode de scission et par la méthode de couplage

Supposons H1 et H5jr.
Les résultats obtenus par la méthode de scission se déduisent des Théoremes 3.1 et 3.2. Les
résultats obtenus par la méthode de couplage se déduisent des Théoremes 4.1 et 4.14.
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La condition H5jr implique la condition (3.1) Nous avons montré au Paragraphe 2.3.2
que pour tout 1 <[ < 1/4, il existe une constante R; < oo telle que pour tout 2 € X',

Tc—l

B[ Y (k4 1) VIB(@y)] < Ry V(o).
k=0

Convergence de P"(z,-) vers P"(2/,-) Parla méthode de scission, nous obtenons
lim n'/* ||P"(2,) = P" (@', )|lvr = 0,
et il existe une constante R < oo telle que

ST TP (e, = PR llvr < REV (@) + V(')

n

Par la méthode de couplage, nous obtenons
lim n" ||[P™(z, ) — P"(2',")|lvr = 0, Yy <1/é,

et
YR (@) = PP ) lvr < RV (2) + V (')}, vy <1/é.

Convergence de P"(z,-) vers 7 Par la méthode de scission, nous obtenons
lim 2= [P (2, ) = 7 () |lvr = 0,
n

etsi§<1/2,°
Yol P @) = w()lvr < R VT (2).

n

Par la méthode de couplage, nous obtenons
lim »"~Y ||P"(z,) — 7 (-)||[vr = 0, Yoy <1/4,

et
N 0P e, ) — w()llve < RV e), Yy < /6.

3
On montre en effet que
7o —1

Ee[ 30 Allk+ 1TV @] < RV (@)

Pour cela, on remarque que W = V1% vérifie la condition PW < W —/W'™% 4+ b1 avec d := 5/(1—946). En
substituant V' par W et ¢ par d dans les calculs du Paragraphe 2.3.2, il vient que pour tout 1 < L < 1/d,

7o —1

B[S e+ 1) 7 W (@)] < RV ()

k=0

On prend L tel que W'=5 = V1= j ¢ L:=1—1 et on obtient le résultat.
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4.3.7 Comparaison des vitesses de convergence en norme [ obtenues par la
méthode de scission et par la méthode de couplage

Les résultats obtenus par la méthode de scission se déduisent des Théoremes 3.1 et 3.2. Ceux
obtenus par la méthode de couplage se déduisent du Corollaire 4.4, du Théoreme 4.5, de la
Proposition 4.11 et du Théoreme 4.14.

Convergence de P"(z,-) vers P"(z2',-) Parla méthode de scission, nous obtenons

d P, ) = P [yios < R{V(2) + V() 1<1<1/s.

Par la méthode de couplage, nous obtenons
liin nY [P (x,-) — P" (2, )||y1—s = 0, 0<i<1/dety <, (4.20)
et
S (n+ )P, ) = P ) |lyims < R{V () + V(2))}, 1<l<1/dety <l

n

Convergence de P"(z,-) vers 7 Par la méthode de scission, nous obtenons
lim o' [P, ) = w (Y =0, 1<I< 1/,
et si § < 1/2,
S (e )2 P ) — 7 (llyion < RVISS(@),  2<1< 1/

n

Par la méthode de couplage, nous obtenons
liérn | P (2, ) — 7 ()]|yi-s = 0, 1<i<1/dety<l
et si § < 1/2,
T (n+ 1) [P, ) = 7 ()|lyms < RV (2), 2<l<1/5ety <l

n

4.3.8 Conclusion

La convergence (4.20) obtenue par la méthode de couplage, est, a notre connaissance nouvelle.
Cette étude souligne néanmoins la faiblesse de la méthode de couplage, lorsque I’on ne s’intéresse
qu’a I’étude de la convergence des itérations du noyau P & une vitesse riemannienne. On peut
constater une (légere) différence entre les vitesses obtenues par la méthode de scission d’une
part et la méthode de couplage d’autre part.
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”Perte” de vitesse La méthode de couplage requiert le contréle du temps d’entrée dans un
ensemble d’un processus qui peut étre vu comme deux chaines indépendantes 1a ou la méthode
de scission ne se sert que d’une seule chaine. Pour ce faire, nous avons proposé d’ajouter a une
condition de drift, une condition de croissance de certaines fonctions solutions du drift. L’étude
de 'ergodicité & un taux riemannien sous une condition de la forme H5jr montre clairement
que cette condition de croissance interdit de prendre Vy := 1; et cette contrainte explique des
conditions de la forme v < 1/, v < [, § < 1/2,1a ol la méthode de scission accepte une inégalité
large.

Néanmoins, ’approche par couplage permet de calculer explicitement un contréle de la conver-
gence, et ce, de facon relativement simple par rapport a ce qui pourrait étre énoncé a partir de
la méthode de scission.

A notre connaissance, le calcul de bornes dans le cas polynomial est un résultat nouveau : les
seules travaux dans ce domaine concernent le cas des taux géométriques. On peut certainement
expliquer cela par la difficulté de vérifier concretement la condition de Tuominen et Tweedie.
Nos travaux [38, 39], ainsi que ceux de Jarner et Roberts [50] ont permis de développer une
caractérisation plus ”pratique” de I'ergodicité riemannienne ; et donc de prouver la convergence
de nombreux modeles (Cf. Chapitre 5).

Dans la section suivante, nous étudions le cas de I'ergodicité géométrique : la encore nous sup-
posons la condition de minoration H2[C', D] et formulons une condition de drift basée cette fois
sur la condition de Foster-Lyapunov ; nous définissons Srps > 1 tel que pour tout 5 < Bras,

1P () =7 (Hllve < BT"R V(2),

ol V est solution de la condition de drift, et calculons explicitement R en fonction des termes
apparaissant dans la condition de drift et dans la condition de minoration. Nous comparons nos
résultats a ceux de Roberts et Tweedie au travers de 'exemple simple d’une marche aléatoire
sur N.

Nous montrons de plus que pour tout 8 < Bpu, il existe une constante Rg < oo (dont nous
donnons une expression explicite) telle que

Y BMIIP () = 7 ()llv < RV (x)

n

ol V est solution de la condition de Foster-Lyapunov.

4.4 Convergence a un taux géomeétrique

Dans cette section 4.4, P est w-irréductible apériodique.
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4.4.1 Hypothese H6[C, D]

Soient (C, D) € BT (X) x BT(X), C C D.

H6[C, D] 1l existe une fonction V : X' — [1, 0o[ mesurable, des constantes 0 < A, < let b < oo
telles que supp V < oo et

PV < AV +bllg, (4.21)

b
Bl Wi A —— g, 4.22
B v O (4.22)

Lorsque C' est un ensemble petite, la condition de drift de Foster-Lyapunov (4.21) implique
’existence d’une mesure de probabilité invariante 7 et 7 (V) < oo.

4.4.2 Conditions de drift et temps d’entrée dans A x {0}

Proposition 4.15 Soient (C, D) € BT (X) x BY(X), C C D. Supposons H2[C', D] et H6[C, D)].
Pour tout (z,2") € X X X,

B0 A2 ] < Tale, o) + Tac(e, o) {28.371 V(@) + V ()},
Preuve 15 Soient ¢ := (A7) /{1 +infpe V} et W(z,2',d) = W(z,2") := A1 (1 +¢)"HV(2) +
V(a2")}, d =0, 1. Supposons que pour (z,z') € A°,
PW(z,2',0) < \(14 )W (x,2"). (4.23)
En procédant comme dans la démonstration de la Proposition 2.2, il vient que pour (z,2') € A€,
Baro | AT (14 )" OW (X, X5,) Iy oo | < W (3, 0).

Puisque W (z,2") < oo pour tout (z,2") € XXX, Ty < 00 P, v o-p.s. ce qui établit la Proposition.
Montrons (4.23). Par hypotheése,

P W(z,2',0) < AW (2, 2"y + A7 1+ ¢)_1b{HCXDc(x, 2"y + Mpeye (, x’)}

Sur C' x D¢, V(z) + V(2') > 1 +infpe V = A;10/¢ done AbW(z,2') > A7H(1 + ¢)71b. On

montre la méme inégalité sur D¢ x C'; par suite,

PW(z,2',0) < AW (z,2") + AW (x,2") = A(1 4+ )W (z, 2').
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Corollaire 4.16 Soient (C, D) € BT (X) x BT (X), C C D. Supposons H2[C, D] et H6[C, D].
Pour tout (z,2') € X X X et k < By,

To
Eearo| 3 AHV(Xe) + VXD < (Tato,e) + ae (2,0 {1 = 873 (V@) + V(@)).

k=0
Preuve 16 Nous avons démontré dans la preuve de la Proposition précédente que pour (z,2’) €
A°,

P*W (z,2',0) < B W (z, o).
Pour tout k < By, posons W, := k"W. Il vient que pour (z,z’) € A,
P Wi (z,2',0) < W, (z,2') — k"(1 — kB7HW (2, 2)

et en procédant comme dans la démonstration de la Proposition 2.4, (2, 2') € A°,

To—1
(1 - Hﬁgl)Ew,w',O{ Z HkW(kaXk)} + Eac,ac',O {WTO (XToné“O)]ITO<oo S W($7 wl)'
k=0

On conclut en remarquant que Ty est fini P, ,-p.s., (x,2) € A, et que

WTO (XTonTo) > HTOW(XTN XTO)'

4.4.3 Du temps de couplage au temps d’entrée dans A x {0}

Notations Soit 8 > 1. On définit

A (B) = sup (1= powr()) / Raar(i, dy) R oo (', dy')Ey | 57470 (4.24)
(z,z')EA

ot R, , désigne le noyau résiduel défini par (4.2).

Proposition 4.17 Soient (C, D) € BY(X) x BT (X), C C D. Supposons H2[C, D]. Soit § > 1
tel que A, (B) < 1. Pour tout (z,2') € X X X,

-1
Ew,x’,O {BT_m} S 6+ (1 - Am (5)) Ew,x’,O {BTO} .
Preuve 17 Démonstration du Théoreme 7.11(i), Paragraphe 7.4.4. O

Supposons H2[C', D] et H6[C', D]. La proposition 4.15 prouve 'existence, pour tout 5 < §, d’une
constante Rz < oo telle que

E, 00| B747] < Ro{V (@) +V(2')).
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Or PV <V +bllg et supp V' < oo donc supp PV < oo et pour tout 8 < Bs, A, (B) < oo.

De plus, 3+ A, (B) est croissante sur [1, B.] et Ap (1) = sup(y yeal(l —pre (X)) <1—€” < 1:
en conséquence, pour tout S 7suffisamment proche” de 1, A,,(8) < 1 et on peut appliquer la
Proposition 4.17.

4.4.4 Conclusion : moment géométrique Sy du temps de couplage
Notations Soit 1 < 8 < f,. On définit

A (B) =" (xi;)%A (1 — px,x/(X)) /Rx,x/(% dy) Ry o (2, dy’){lla(@h y')

In3/1n B«
b (a25)

ey ) [{267 V() + V()]

ol R, . désigne le noyau résiduel défini par (4.2). L’application 8 A, (B) est continue et
An(1) <1 :on note )

Brym =sup{l < 8 < B, A (B) < 1} (4.26)

Enfin, soit

—~

WO (e, 2) 1=l o,2') + e (o0 (2807 (V) + V)"

(4.27)

Théoréme 4.18 Soient (C, D) € BT (X) x BT (X), C C D. Supposons H2[C, D] et H6/C, D].
Pour tout 1 < 8 < B,

Beoro|87 7| <t (1= An(®) WO (a,a").
Preuve 18 Le théoreme se déduit des Propositions 4.15 et 4.17. O
Lorsque I'on substitue la condition de minoration H2[C', D] par la condition de minoration uni-

forme H2’[C], on peut calculer une minoration de Sgps. Supposons H2'[C'] ce qui revient a poser
(entre autre) D =C, A =C x C et p, (X)) =€ > 0. Soit

m—1
A :=sup P"V <sup {/\TV($> +0 Z Pr(z, C)/\T_l_k} . (4.28)
c zeC k=0

Comme V(z) 4+ V(2') > 2,

In 3/ 1n B«

An(B) <=0 sup  [BI{Re0V (@) + RowrV ()} /2]
(z,x')eCXC

et puisque R, V(z) < (P"V(z)—€)/(1—¢€) < (A—¢€)/(1—¢),il vient

An() < (L= g [z (=9
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Par suite, Spps est supérieur ou égal a la solution de I’équation

In(1—¢)+ 11;15 In (5??::) =0.

Donc

—1InB.In(1 —¢)
(A -} —In(1=0)

<InfBpp < InB..

4.4.5 Ergodicité géométrique en norme de variation totale

Corollaire 4.19 Soient (C, D) € BY(X) x BY(X), C C D. Supposons H2[C, D] et H6/C, D].
Supposons de plus que P posséde une mesure de probabilité invariante 7. Pour tout 1 < 8 < B,

défini par(4.26), x € X,

[P = (v <2570 (1= (1= ) (1= An() T [ Salayieiady) Oy,
(4.29)

ot Ap(B) et W(ﬁ)(y,y’) sont définis par ({.25) et (4.27).

Preuve 19 Le corollaire se déduit des Théoremes 4.1 et 4.18. O

Lorsque I’on substitue H2[C', D] par la condition de minoration uniforme H2’[C], on peut calculer,
pour chaque (z,n) € X x N le taux S qui minimise la majoration de ||[P"(z,-) — 7 (-)||vr. Les
calculs suivants sont adaptés du Théoreme 5.1. de Roberts et Tweedie [99]. On pose

¢ :=In (/5x(dy)ﬂ'(dy/)w(5*)(y7 y'))/m B.. ot pi=1In (5@%)/111 B.,

ou A est défini par (4.28), de sorte que

/ S (dy) (AT O (o) < 8, ot AP < (1-gpn.

Alors
je L—(1—9p
1—(1—-¢)pn

A défaut de savoir calculer explicitement la valeur B pour laquelle la quantité de droite est

[P () = m(-)llvr < 2870

minimale, on calcule le minimum de
5—(n—l—1—m)—|—§

1-(1—¢€pn

que l'on considére comme une bonne approximation de 5. Par suite, la majoration (4.29) est
(approximativement) minimisée pour la valeur

B, n) = (1—6)(1—5_( n ))_1/". (4.30)

n+1—-—m
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4.4.6 V-ergodicité géométrique
Notations Soit
To
ABV)i= s (1= pewr()) / R oo, dy) R (&', dy' B, 1 o[ S 84V (X0) + V (X))},
z,x') e k=0

Théoréme 4.20 Soient (C', D) € BT (X) x BT (X), C C D. Supposons H2[C, D] et H6/C, D].
Pour tout 1 < 8 < Brar, (A, N) € M (X) x My(X),

To
6" [ Ade (@) [P )~ Pl < o] 2oV (X0 + V(X))

k=0

e (BT A(B,V) - / ;
AT+ O+ RO 3L APVE) T PVE) o] )

avec la convention Y 5_, PPV (2) := 0, et A, (B) et Ag(B) sont définis par (4.24).

On déduit de la Proposition 4.15 et du Corollaire 4.16 une majoration des espérances, de A(3, V),
A (B) et de Ag(B) en fonction des termes apparaissant dans les conditions H2[C', D] et H6[C', D].
En particulier, lorsque P possede une mesure de probabilité invariante 7, il vient que

lim ™| P (2, ) = 7 ()|lv = 0,

pour tout @ € X et 8 < Bpas. Le théoreme 4.20 permet de calculer explicitement, pour tout
B8 < Brm, une constante Rg < oo telle que

Y BMP e, ) = m ()l < BV ().

Preuve 20 Nous démontrons le Théoreme lorsque m = 1.

Eo[g BHV(X0) + VKDY = Bearo [éﬁ’“{‘/ (X0) + V(XM ()|
+ ; E. . o {iié BRIV (X5) + V(X,g)}ﬂ{l}(dTmH)}
< e*{Ex,x/,o [:ﬁ;ﬁ’f{ka) + V(X,g)}}
Py E[ZZ BV (X0) + V(XD oy (dr, - 41) Loy ()| -
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avec la convention T_; + 1 = 0. Pour 57 > 0,

Tj1

B, 0| D 84V (X0) + V(XD} oy (dry1)]
k=0

TJ

S (1 - 6_)Ew,x',0{25k{V(Xk) + V(Xl/c)} H{O}(dT]—l‘Fl)}
k=0

Tyj41
FEewo| D0 BHV(XR) + VIXD} oy (1))
k=T;+1

TJ

< (1= € Baaro| 3 BHV(XG) + V(X)) Wiay(d, 1)
k=0

To

+ v [y (4087 By g 0| D085V (X0 + V(XD
k=0

TJ
< (1- e—)Ex,x/,o[Zﬁk{v(Xk) + V(X)) ]I{O}(dT]_lﬂ)} +ABV) By {H{O}(de)ﬁTj—H}
k=0
et |
Ee 20 {H{O}(de)ﬁTﬂ-l} < |:Am (5)} 7 E, .o {BTO-H} ‘
Ainsi,
Tyt | .
Eruro] S0 8HV(X0) + VIXD} Loy (dran)] < (1= Ve S84V + VXD)]
k=0 P

T :4(66—7)2(5)—1 {[a.0] - i;;(;_)(l -~}

En conséquence,

T-1

Ex,g,;/,o[;ﬁk{kawwx,g)} < EH,O{;M{V X6+ V(D)
CABYV) 41
T A 71’“0{5“ }
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4.4.7 Comparaison de nos résultats avec ceux existant dans la littérature

Le calcul explicite des bornes controlant I’ergodicité géométrique d’un noyau P (& valeurs dans
un espace quelconque) a fait 'objet de nombreuses études sous des hypothéses plus restrictives.
Citons, entre autres, les travaux de Meyn et Tweedie[73], Rosenthal [101, 103] et Roberts et
Tweedie [99].
— Meyn et Tweedie construisent ces bornes par une méthode non probabiliste utilisant la
théorie spectrale des opérateurs. Pour ce faire, ils supposent que le noyau P -irréductible
apériodique possede un ensemble v,,-small C' i.e.

Vaeel, P™(x,:) > evy() v (C) =1, €>0,

et qu’il existe une solution a la condition de drift de Foster-Lyapunov relative au noyau
P™etalC
PV <AV 4+ bl 0< A<, b<oo supV < oo. (4.31)
C

Il est souvent difficile, en pratique, de calculer les itérations du noyau P ; et les conditions
de Foster-Lyapunov qui sont établies le sont relativement au noyau P lui-méme, et a un
ensemble C' qui est v,,,-small pour m > 1. Ce qui interdit ’application directe des résultats
de Meyn et Tweedie.
Rosenthal et Roberts et Tweedie proposent une construction des bornes basée sur la méthode
de couplage.

— Rosenthal suppose I'existence d’un ensemble vi-small C' (la construction du processus 2
se fait donc en prenant A := C x (') et d’une solution a la condition de Foster-Lyapunov
telle que

2b

sng::d<oo et d>1_/\.

(4.32)
Ils écrivent, pour tout j > 1,
HPn(wv ) - 77(')”VT S Per,O(T > n) S Per,O(T > nan 2 ]) + Per,O(T > nan < ])

ou N, est le nombre de passages de Z dans C'x C' x {0} avant I'instant n. En conséquence,
Prwo(T>n,Nu 2 j) < (1= 0.

Pour estimer le second terme, ils expriment P, . o(N, < j) en fonction du moment
géométrique du temps de retour a C' x C' x {0}, moment qu’ils estiment a [’aide de la
condition de drift et de la condition (4.32).

— Roberts et Tweedie supposent ’existence d’un ensemble vy-small C', et d’une solution a la
condition de Foster-Lyapunov, et substituent la condition (4.32) par

b
V=d d> —— — 1. 4.33
sgp < 00 2Ty (4.33)
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lls majorent Py (1 > n) par (une amélioration de) I'inégalité de Markov, puis estiment
le moment géométrique du temps de couplage a 'aide de la condition de drift et de la
condition (4.33). La condition (4.33) est meilleure que celle de Rosenthal, mais, dans de
nombreux modeles, n’est pas vérifiée.
On peut certes augmenter la constante d en augmentant (au sens de l'inclusion) C, ce qui en
contrepartie, entraine une détérioration de €. Pour palier a cela, on peut montrer que C' est aussi
Vyr-small pour m’ > 1; mais les travaux de Roberts et T'weedie ne s’étendent pas (simplement)
au cas de l'existence d’un ensemble v,,-small, m > 1.
En conséquence, on saisit I'intérét de notre approche

1. Dans la pratique, P™ est difficilement calculable et on vérifie la condition de Foster-
Lyapunov relativement & P et a un ensemble v,,,-small C', m > 1, de sorte que les ensembles
{V <I} sont petites. On choisit ensuite D petite tel que (4.22). Puis on trouve m tel que
H2[C, D].

2. A la différence des autres travaux, la condition H6[C', D] porte sur le noyau P quelle que
soit la valeur de m dans H2[C, D], ce qui permet de déterminer I'indice m en “dernier”
dans ordre d’établissement des conditions H6 et H2.

3. Enfin, choisir I’ensemble A dissymétrique en prenant C' # D permet d’ajuster D sans
modifier la condition de drift; tandis que pour vérifier les conditions (4.32) et (4.33), il
faut augmenter C' sous la contrainte C' vy-small en espérant que b croisse moins vite que ne
croit d. Précisons tout de méme que cette derniere remarque est souvent vérifiée puisque b
est défini comme le supremum d’une quantité maximale sur le “centre” de C'; intuitivement,
ce comportement est logique lorsque V est la solution minimale de la condition de Foster-
Lyapunov, i.e V(x) := E;[A77¢]. Dans ce cas, b := sup,cc E,[A77¢] et 'on peut attendre
que ce maximum soit atteint pour z au “centre” de C.

Ces considérations sont illustrées dans ’application numérique suivante.

4.4.8 Exemple : Marche aléatoire sur N

Nous reprenons ’exemple 1 de Roberts et Tweedie [99]. Les tableaux sont donnés en fin de
chapitre.

Modeéle Soient p > 0.5 et ¢ := 1 — p. Soit la marche aléatoire sur N, réfléchie en 0, définie par

P(0,0):=a>0 P(0,1):=1—q,
Pn,n+1):=¢q Pn,n—1):=p,n> 1.

Nous envisageons trois chaines définies par la valeur de p et «, donnée en lignes 1 et 2 des
tableaux. Dans la suite,

ol m¢ et mp sont précisés dans les tableaux.
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Tableau 4.1 : chaine initiale ou m-squelette ? Pour chacun des trois modeéles (a), (b) et
(c), nous estimons Spas. Nous vérifions H2[C, D] en minorant I'itération P™, m donné en ligne
4, par le noyau sous-markovien

mp+m

pear(y) = > (PH(a,y) A PH',y) ) ouly). (4.34)

k=0

Nous établissons la condition H6[C', D] avec

A= 1/Apq Vi(z):=+/p/q

(z—mc)VO

b:=sup{PV — A\ V}. (4.35)
C

Les valeurs de AL et b sont données en ligne 7 et 8. En ligne 9, nous estimons 51;]1\4

Etudions maintenant la chaine (a) & partir du m-squelette P7 (colonne (a’)) : nous vérifions
H2[C, D] en minorant P7 (i.e. nous prenons m = 1) par le noyau sous-markovien défini par
(4.34) et établissons la condition de drift

PV < AV 4 bllp (4.36)

(z—1)VvO

ol A, := \/4pq77 Viz):=+/p/q et

bi=sup (p+ (1= p)V/p/g = A ) (Ao (@) + 30 A5 {PF(2,0) + PE(a, 1)}). (4.37)

zeC =1

Nous obtenons Sryr = 0.9997, taux relatif au m-squelette P7 et donc la valeur correspondant a
la chaine initiale est Spas = 0.99971/7.

Cela illustre I'intérét d’étudier ’ergodicité de la chaine initiale quitte & vérifier la condition de
minoration pour m grand, plutét que d’étudier le m-squelette puis d’en déduire les propriétés
de la chalne initiale par homothétie sur ’échelle de temps.

Tableau 4.2 : Minoration uniforme ? Nous reprenons 'estimation de Sgps lorsque la me-
sure de minoration de 'itération m de P est une mesure uniforme, indépendante de (z,2') € A :

nous posons

e:= inf P™(z,0) A P™(2',0) Vi (y) = 0o (y).-
(z,z')EA

En ligne 7, nous donnons la valeur de e.
Les valeurs de Spas obtenues sont moins bonnes que celles obtenues a partir de la condition de
minoration non-uniforme.

Tableau 4.3 : Notre approche vs celle de Roberts et Tweedie Nous calculons le taux
de convergence maximal Srr obtenu en appliquant les résultats de Roberts et Tweedie [99];
pour ce faire, on prend C' := {0, 1} et on vérifie la condition de minoration avec

€:1= vi(y) = do(y),
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comme ils le suggerent. Pour les chaines (b) et (c), on peut vérifier la condition de Foster-
Lyapunov, et la condition de croissance de la solution V' a Iextérieur de C' (condition 4.33) en
prenant

A i= /4pg Viz):= p/qx b:=sup{PV — \,V}.
C

Le taux Srr obtenu (donnée en ligne 9) est moins bon que le taux Spas. Pour la chaine (a), on
ne peut vérifier la condition de croissance de Roberts et Tweedie (4.33) ; aussi augmentons-nous
la taille de C' (colonne (a’)) : nous prenons C' := {0,---,7} qui est un ensemble vy-small pour
le noyau P7; et établissons le drift de Foster-Lyapunov pour le noyau P7 avec A, V et b définis
comme en (4.36) et (4.37). Nous pouvons cette fois estimer Spr mais la borne obtenue reste
moins bonne que celle obtenue en colonne (a), Tableau 4.1.

Enfin, nous évaluons les bornes d’ergodicité en variation totale données par le Corollaire 4.19,
pour la chaine définie par p = 0.75 et o = 0.4.

Tableau 4.4 H2[C, D] est vérifiée avec C' := {0} et D :={0,---,4}, m =8, vg(y) := do(y) et
€ :=inf(, yea P™(2,0) A P™(2',0) = 3.38.107".

H6[C, D] est établie pour A, V et b donnés par (4.35). Nous calculons la borne pour différentes
valeurs de n, différentes valeurs de w, := [ 595(dy)ﬂ'(dy’)ﬁ/\(ﬁ*)(y7 y') et pour 5 := B(n, w,) donné
par (4.30).

Tableau 4.5 Nous faisons le méme calcul que précédemment en substituant la minoration
uniforme par une minoration par le noyau sous-markovien

T)’LD-I—S

poa () i= D (PHasy) A PR y) ) duly):

k=0

Pour différentes valeurs de (n,w.), nous calculons la borne d’ergodicité au point 5 donné par
(4.30) ou

In{sup(nea(ReaV () + Re oV (') /2}
In B, '

La comparaison de ces deux tableaux traduit encore I'intérét de la condition de minoration non

n:=m-+

uniforme.

Pour terminer, nous calculons les bornes de (f,r)-ergodicité lorsque r € A et pour cela nous
supposons vérifiée la famille de conditions de drift de Tuominen et Tweedie. Ces calculs restent
néanmoins d’un intérét purement théorique puisque, dans la pratique, la condition de Tuominen
et Tweedie est démontrée pour des taux riemanniens, comme conséquence de la condition de drift
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de Fort-Moulines ou de Jarner-Roberts. Dans ce cas, on utilise les résultats des paragraphes 4.2
et 4.3.

4.5 Convergence a un taux sous-géométrique

Dans cette section 4.5, P est t-irréductible apériodique.

4.5.1 Hypothese H5[r,C, D]

Soient (C, D) € BT (X) x BY(X), C' C D et r :={r(n)} une suite positive croissante, r(0) := 1.

H5[r,C, D] 1l existe f : X — [l,00[ mesurable, une famille de fonctions {g,} mesurables,
Gn: X = [1,00[, g, > r(n)f, une constante a > 0 et une suite positive (finie) {b(n)} telles
que supp go < 00,

Pgasa (&) + r(n) f(z) < gu(@) + () o (2), (138)
r(n)f(z) = b(n) > r(n)a, x e D" (4.39)

4.5.2 Conditions de drift et temps d’entrée dans A x {0}

Proposition 4.21 Soient (C, D) € Bt (X)xBT(X), C C D. Soitr := {r(n)} une suite positive,
r(0) := 1. Supposons H2[C, D] et H5[r,C, D].
Pour tout 1 > 0, (z,2") € X x X,

By [T+ D] < Ba(e,2)r(0) + Tac(e ) {20~ D) + (0t @) A2) " (ae) +ale)) )

avec la convention r°(—1) := 0.

Preuve 21 Soit G, (z,2',d) = G, (2, 2") == g,(2) + ¢g,(2"), d = 0, 1. Nous établissons la Propo-
sition lorsque [ = 0, la démonstration s’adapte facilement si [ > 0. Nous avons

PGy (2,47, 0) < Gl o) = r(n){F (@) + F(2')} + b(n) {Te () + T (')
< G, o) = (@) + (@)} (1= Towpe (2,2') = Tpee (v, ') )
= (P f (@) + r(m) f(&") = b(n) ) {Texpe (@, ') + Tpexc (e, ')},

Si (z,2) € Cx D°UD® x C, r(n)f(z)+ r(n) f(2') — b(n) > (1 + a)r(n). On pose

e, ') = {f )+ £} (1= Tespe (o, 0) = Tpexo (e, ) )+ (14a) { Tewpe (2, 2 4 Tpes (o, ) |
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de sorte que
PGopr(2,2") + F(z,2") < Gp(z,2'), (z,2") € A°.
Remarquons que F(x,2') > 14asur A®et F(a,2') > 2sur A. Il vient que pour tout (z,2') € A,
To
(14 @) A 2) Baaro[r°(To)| < Beor o D 1) F (X0, XD < g0l2) + g0 ("),

k=0

(la démonstration est analogue a celle de la Proposition 2.2). O

4.5.3 Du temps de couplage au temps d’entrée dans A x {0}

Proposition 4.22 Soient (C, D) € BT (X) x BY(X), C' C D. Supposons H2[C', D]. Soit r € A
telle que

Ay = sup (1 - pl’,x’(X)) /Rx,x’($7 dy) Ry (2, dy') By yr 0 {rO(TO + m)] < oo, (4.40)

Soit 0 < a < 1 tel que (1+ a)(1—€" )+ ad, =:p < 1. Soient n, = min,>g {r(n)/ro(n) < 04}
et c,* tel que r(n+m) < (1+ a)r(m) + ¢y pour tout m >0, n < ng,.
Pour tout (x,2') tel que B, 4 o {r(To)} < 00,

a0 ] € S ] 72 14 L) ] et <)

Preuve 22 Nous écrivons

Ey.r o [rO(T - m)} Y E.wo [rO(Tn +on(m - 1))11{1}(dTn+1)11{0}(dTn)]

n>0
<N B o 1O(T 4 = 1) Ty (d,)|.
n>0
Soit n > 1. Puisque
rO(n4 k) < r%(k) +r(k)r°(n), n+k>0, (4.41)

et
Tptn(m—1)=To 1+ (n—1)(m—1)+m+Too 17!

‘¢4 peut s’exprimer explicitement en fonction de n, et de o, voir Paragraphe 2.4.1
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ol # désigne 'opérateur de translation, il vient que

Bear 0| (T 4 n(m = 1) gy (dr,)| = Euar 0| rO(Tos + (0 = 1) (m = 1)) gy (d,) |
B o[ r(Tct + (0= 1) (m = D)oy (dr,_41) By x|, 0]r%0m+ o)
=By 0| r*(Tacs + (= 1)(m — 1))y (dr,)|
+ Bt o |F(Tnms + (0= 1)(m = 1)) gy (dr,_,) (1= px,

n—1"7
X /R)(Tn_l,)('Tn_1 (X7,_,,dy)Rx,

n—1"7

(1))
(XF,_y dy' By 0|1 (m + To) |

< ax,l”(n - 1) + Am bx@,/(n — 1)

X/
Tp—1

X%n_l
ol
Gt (1) 1= B 0 |1 (T m(m = 1)) gy (dr 1)
baar() = By 0| (T + (i — 1)) g0y (dr, )|
Or, en utilisant a nouveau (4.41) et en se servant de la propriété de Markov fort
G (1) < B o [O(Ts + (0 = 1) (m = 1) gy (i, 11)] (1 = €7)
By g o[P(Toa + (n = 1)(m = 1)) Ngoy(dr, )] An
<1 =€ age(n—1)+ Apby (0 —1).

D’autre part, puisque r(n+k) < (1+ a)r(k)+c, sin < n, et r(in+k) < r(k)ar(n) sin > n,,
il vient

baar() < (14 ) (1= €7) Baar o[1(Tos + (= 1) (m = 1) goy (d,)| + o Paaro(d,_, =0)

A By o |P(Tamt + (0 = 1)(m = ) Uy (dr,_,+1)Ex,,_ ., xy ,, 0]r"(m+To)|

Tpo1 410
<(A4+a) (=€ )bpp(n—1)4cy (11— )"+a Ay byp(n—1)
<pbya(n—1)+c, (1—€ )"

/(n
Enfin, b, ./(0) = E, . o[r(T0)] et @y (0) < (1 — €7)E, 1 o[r®(To)]. Par suite,

Y () € A D b (1) + (1= € ) 0| (o)

n>0 n>0

et

(1= Y ber(n) < By o[ (T0)] e (=~ 1).

n>0
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Corollaire 4.23 Soient (C, D) € BT (X) x BT (X), C C D et r € A;. Supposons H2[C, D] et
H5[r,C, D]. Il existe une constante R < oo telle que pour tout (z,2') € X x X,

B0 [T = m)| < R(g0(e) + g0(a"))
et Uexpression de R se déduit des Propositions 4.21 et 4.22.
Preuve 23 1l suffit de remarquer que pour (x,z') € A,

(1 - px,x/(X)) /Rg;,x/(wvdy)gm(y) < PMgp(z) < sulp)go@) + ) b(k) <o
r€ k=

ce qui établit (4.40). O

4.5.4 Cas des taux convexes

On peut améliorer 'estimation du temps de couplage par le moment du temps d’entrée dans
A x {0} lorsque la suite r vérifie la relation de convexité suivante.

Définition Soit A, ensemble des suites r := {r(n)} positives croissantes, r(0) := 1, telles
qu’il existe une suite p, et

(i) pour tout k> 1
'

k
J=

nj) < pr(k)Zr(nj), (n1,---,ng) € NF,

1 71=1

(ii) >, npr(n)|z|" converge sur ]0, 1.
A. contient entre autres, les suites & croissance polynomiale et les suites de la forme r(n) :=
(n+ 1)Flogh(n 4+ 1) V 1, k et [ positifs.

Du temps de couplage au temps d’entrée dans A x {0}
Proposition 4.24 Soient (C, D) € BT (X) x BY(X), C C D. Supposons H2[C', D]. Soit r € A.
telle que

A= sup (1= po() / Ra oo, dy) e or(a' dy') By | (T +m) | < ox.
(z,z')EA

Alors pour tout (z,2') € X x X,

B |r(L = m)] < ¥ (A0 D (1= Vi, (G4 1) + 2 (L= €V pr i+ DEuro|r(T0)] )

Preuve 2/ Démonstration du Théoreme 7.4.4(ii), Chapitre 7. O
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4.5.5 Comparaison de H5 et H5fm

Soit un entier ¢ > 0 et r(n) := S(q — 1,n + 1). Nous comparons H5[r, C, D] et H5fm[q, C, D].
Dans le Paragraphe 2.3.1 nous avons montré que Vj est solution de

PVi(z) + E, [iS(k — 2,5+ DVo(®,)] < Vi(2) + bp_y o (2)

=0

avec la convention S(—1,0) = 1 et S(—1,n) = 0, n # 0. Donc d’apres le Corollaire 2.3, pour
tout 0 <k <qg-—1,

TC
B[S0k )Vo(®)] < Viga(e) +br, 2 eC.
7=1
La condition (4.10) implique (4.38) avec r(n) :=S(¢—1,n+ 1), f =V,

go(@) =B | 3 S(g = LI+ 1+ n)Vo(®y) (4.42)
k=0

et b(n) :=sup,cc Ep {2221 Sl¢g—1L,k+1+ n)Vo((Pk)} . Or,

TC q—l TC
B[ Y S(a—1k+ 14 m)Vo(@)] =D Sa— 1= ji L+ n)E [ Y S(, k) Vo(@s)
k=1 7=0 k=1

=~

< S(q—l—j71+n)(sup‘/j+1+bj)-
C

j:

L}

o

Donc la suite {b, } est finie. Réciproquement, (4.38) entraine (4.10) en posant V; := f,

Vigi(2) = E, [isa, k+ 1)Vo(@y)] 0<i<g—1, (4.43)
k=0

et by :=sup,ec Ep | D72, S(L, k)Vo(q)k)} pour tout 0 <[ <¢g—1.
Ainsi, les condition (4.10) et (4.38) sont équivalentes. Nous étudions maintenant le lien entre
les conditions (4.39) et (4.11). Pour cela, supposons que les fonctions Vi (resp. g,) solutions de

H5fm[q, C, D] (resp. H5[r, C, D]) sont les solutions minimales i.e. sont données par (4.43) (resp.
(4.42)). La condition (4.11) signifie que, pour tout 0 <[ < ¢ — 1,

TC TC

B[ D S( k4 1)Vo(@)] > (1—a)™! upE, 7S k) V(@) (4.44)
k=0 v€ k=1
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sur D¢ tandis que (4.39) signifie

TC
Vo(z) > a+ S(q,n)~" supE, [Z S(q, k+ 1+ n)Vo(®y) (4.45)
zeC =1

sur D°. En pratique, on commence par établir les conditions de drift (resp. de croissance) re-
lativement & un ensemble C' (resp. D) puis on vérifie que ces ensembles satisfont la condition
de minoration H2[C, D]. Or, les conditions de drift sont bien souvent relatives a des ensembles
petites et les ensembles de niveau {Vj < [} sont petites (et donc aussi les ensembles {V}, < [})
donc la condition H2[C, D] est vérifiée. Néanmoins, la condition (4.39) est plus ”coiiteuse” dans
le sens ol I’ensemble D a I'extérieur duquel on vérifie la minoration (4.45) est plus ”gros” que
celui pour lequel on vérifie la minoration (4.44), ce qui contribue a détériorer la constante de
minoration (Cf. remarques Paragraphe 4.1.2).

Aussi, dans le cas des taux polynomiaux, énonce-t-on le calcul de la borne d’ergodicité a partir
d’une condition de la forme H5fm[q, C, D] plutét que d’une condition de la forme H5[r, C, D].
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| [ @ ) ® (9 ]
p 0.6 0.6 0.7  0.75
a 0.25 0.25 0.5 0.4
noyau P P7 P P
m 28 1 6 8
me 0 7 1 0
mp 14 7 3 4
Ao /09798 0.8669  0.9165 0.8660
b || 0.1888  0.5587  0.2417 0.5732
Bra | 0.9983  0.9997Y7 0.9649 0.9413
TaB. 4.1 -
[ (b) () ]
p 0.6 0.7 0.75
a 0.25 0.5 0.4
noyau P P P
m 28 6 8
me 0 1 0
mp 14 3 4
e || 2.60e-02 2.71e-01 3.38e-01
Bry | 09998  0.9854  0.9793
TaB. 4.2 -
| [ @ ) ® (9 ]
p 0.6 0.6 0.7  0.75
a 0.25 0.25 0.5 0.4
noyau P P7 P
m 1 1 1 1
me 1 7 1 1
€ 025 1.17e-02 0.5 0.4
Ao /09798 0.8669  0.9165 0.8660
b || 0.1888  0.5587  0.3472 0.5732
Brr ¥ 0.9998Y7 09845 0.9796
TaB. 4.3 -
[ =200 | »=300 | n=500 [ n=1000
w, =10 || 2.9493e-01 | 7.3337e-02 | 3.6342e-03 | 1.4554e-06
w, = 1000 [| 5.1036e-01 | 1.3748e-01 | 7.1250e-03 | 2.9144e-06
TaB. 4.4 -
[ n=200 | n=300 | n=500 [ n=1000
w, =10 | 6.7984e-04 | 2.6108-06 | 2.8634e-11 | 7.0544e-24
w, = 1000 || 7.2623e-03 | 3.0771e-05 | 3.5925e-10 | 9.1672e-23

TaB. 4.5 —
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Chapitre 5

Ergodicité de chaines de Markov

Dans ce chapitre, ¥ = R" et B(X') est la tribu des Boréliens. On note < -;- > le produit scalaire,
| - | la norme euclidienne, V l'opérateur de différentiation, et {ey,---,e,} la base canonique de
R™.
Nous étudions tout d’abord un modéle non-linéaire de la forme ®, 1 = F(®,,) + W, 11, lorsque,
pour |z| grand, F'(z) < |z|(1—r|z|%), 0 < d < 2 (Paragraphe 5.1). Nous nous intéressons ensuite
aux chaines de Markov définies par les algorithmes de Hastings-Métropolis. Nous commencons
par étudier 'ergodicité & un taux polynomial de 'algorithme de Hastings-Métropolis & marche
aléatoire symétrique

— sur R lorsque la densité cible décroit comme |z|~%, s > 1, (Paragraphe 5.2);

— sur R”™ lorsque la densité cible est sur-exponentielle i.e. décroit comme exp(—|z|®), s < 1

(Paragraphe 5.3).

Nous proposons ensuite une caractérisation simple de 'ergodicité a un taux géométrique d’un
échantillonneur hybride, caractérisation que nous illustrons par I’étude de nombreux cas (Para-
graphe 5.4).

5.1 Modeéle non linéaire

5.1.1 Présentation du modele

Soit la chaine définie par

q)n—l—l — F(q)n) + Wn+17 n > 07

ou

NSS1 {W,} est une suite de v.a. indépendantes et identiquement distribuées (et indépendantes
de ®g), de loi I', centrée, absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue :
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I'(dy) = v(y)dy.

Par suite, le noyau de transition de la chaine est donné par

P(z,dy) = y(y — F(z))dy.
Supposons de plus

NSS2 Pour tout compact K C R” et tout ensemble A € B(R") non vide, il existe ng > 0 tel
que

inf P™(z, A) > 0.
zeK

Alors pour tout 2 € R"™ Y 27"P"(z,-) est équivalente a la mesure de Lebesgue et P est
Lebesgue-irréductible.

NSS3 P est apériodique.

NSS4 Tout compact non vide est petite.

Lorsque I' est a support R™ et que F' est bornée sur tout compact, les conditions NSS2 a NSS4
sont vérifiées. On peut aussi substituer ces trois conditions par les trois hypotheses suivantes :
(a) F': R™ — R"™ est continue, (b) |F(z)| < |z| pour tout 2 € R™, (¢) il existe ¢, > 0, §, < o0
tels que

lyl <0y = v(y) > €.

Ces trois conditions garantissent la i-irréductibilité et I'apériodicité du noyau P et impliquent
que tout ensemble compact accessible est petite (Tuominen et Tweedie [117]).

NSS5 F :R™ — R™ est mesurable et il existe 0 < d <2, r > 0, M < oo tels que

F(a) < Jo(1=rlz[~")  pour o] > M,

sup |F(z)] < oo.
|z|<M

En particulier, I’ est bornée sur tout compact. Soit

P(s) == / wl*(v)dy.

NSS6 Si 1 <d <2, il existe s > 2 tel que ['(s) < oo et si d =2, s vérifie s — 1 < 2r/I'(2).
Si 0 < d<1,soit il existe s > d tel que I'(s) < oo, soit ['(d) < co et dr — ['(d) > 0.

De nombreux travaux concernent ces modeles (Cf. Meyn et Tweedie [72] et références citées) ; la
plupart proposent des conditions entrainant la f-ergodicité géométrique (par exemple Doukhan
et Ghindes [36], Mokkadem [76], Tanikawa [112, 113]); par exemple, Mokkadem substitue les
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hypotheses NSS5 et NSS6 par (a) 'existence d’un moment exponentiel de I' : il existe a > 0 tel
que m := Elexp(aWV1)] < oo, (b) il existe M < oo et A > {logm}/a tels que

F@) [ <lel- A pour a2 M,
sup |[F(z)] < oo.
|z|<M

Tuominen et Tweedie [117] ou Ango Nze [2, 3] (resp. Veretennikov [121]) étudient ces modeles
sous des hypotheses de la forme NSS5 lorsque 0 < d < 1 (resp. d = 2), et établissent I'ergodicité
(en norme de variation totale et en norme f) de P a un taux sous-géométrique, sans précision
des constantes d’ergodicité.

Nous établissons des résultats d’ergodicité sous géométrique (plus précisément riemannienne) en
norme de variation totale et en norme f pour tout 0 < d < 2.

5.1.2 Vitesse de convergence

Proposition 5.1 Supposons NSS1 a NSS6. Soient V(x) := 1+ |x|® et § := d/s. P est Lebesque-
irréductible apériodique et pour tout 0 < A < 1, il existe un ensemble C' € B(X') petite accessible,
des constantes ¢ > 0, b < 0o telles que sups V < oo et

PV (z) < V(z) — V0 (2) 4+ bl (),
ot
- sid=2,c:= /\s(r - (s— 1)F(2)/2),
- 511 <d<2, c:= Asr,
—etsi0<d< ] ets=d, c::/\(sr—F(s)) ou lorsque s > d, ¢ := Asr.

On peut donc choisir A tel que eV'=% <V sur R".
Remarque Lorsque 0 < d < 1, on peut ne pas supposer que I' est centrée.

Vitesse de convergence D’apres les résultats du Paragraphe 2.3.2, pour tout 1 <1 < s/d, il
existe une constante R < oo telle que

Tc—l

Ex{ Sk 1)’—1(1 + |<1>k|s—ld)} < R(l + |x|5_d). (5.1)

k=0

Nous déduisons donc les conclusions suivantes du Théoreme 3.1 : pour tout 0 <r < s—d,

lim (n+ 1) P (@) = 7 () = 0, z € R",
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et il existe une constante Rq(y,r) < oo telle que pour tout v < (s —r)/d — 1,
(17 1P (2,) = 7Ol < Ba(yr) (141l *7), @ eR™
de plus, si s > 2d, pour tout 2 <[ < s/d, il existe une constante Ry(vy,r) < oo telle que

S+ )P ) = 7 Ollgger € Balyer) (1 o T7), w e R

n

Lorsque d = 2, Veretennikov [121] montre que pour tout 2 < m < s — 2 et k < m/2, il existe
C < oo telle que

(n+ D)8 (1P () = 7 (O)llve < € (1+]a]™).

Lorsque 0 < d < 1,
— Tuominen et Tweedie [117] démontrent, sous des hypothéses semblables aux notres (si ce
n’est qu’ils supposent s > 1), qu’il existe un ensemble petite C' tel que pour tout entier

0<i<s—1,
To—1
e 3 517 (0] <o

ce qui implique donc
117£n(n + 1)5_1_1 HPn($7 ) - ﬂ-(')HH—|x|l =0.

— Ango Nze [3], sous les mémes hypotheses que Tuominen et Tweedie, montre qu’il existe
un ensemble C petite tel que pour tout 0 < o < s — d,

Tc—l
sup ]El,{ Z =D/ @@ | < oo,
zeC k=0

ce qui est similaire a ce que nous obtenons.
A notre connaissance, les résultats concernant le cas 1 < d < 2 sont nouveaux.

Démonstration de la Proposition 5.1 Soit |z| > M. Nous montrons tout d’abord que
|F(2)]* < Je]* = ar|z|*~" + é(z, a), (5.2)

avec ¢(z,a) = 0sid < a < 1et ¢(z,a) = o|z|*~%) sinon.
Si0<a<l,

F(@))" < Jal (1= rle )" < Jal? (1= arfe] ™) < Jo]” = arfa|*~",
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Sia > 1, o0n écrit &« = oo+ [ ol @ est la partie entiere inférieure de ov et 0 < < 1. Ainsi,

F @) < Jaf° (ZC’“ Pl ) (1= rlal~)
< |ac|°“(1 —@r|w|-d+o<|wl‘d>) (1 = tr1et™)

< e = arfe|*= + offz]*);

ce qui termine la preuve de (5.2).
Supposons qu’il existe une constante M (s) < oo telle que pour tout |z| > M (s)

PV (z) <V(z) = cVI7%(a). (5.3)

Puisque F est bornée sur tout compact, et
s s s/s
PV (@)= [ 1F@)+ylyw)dy < ([ 1F@) + ™ ()dy)
< (S chF@P [ 1oy
k=0

ol § désigne la partie entiere supérieure de s, il existe b < oo telle que

s/s

PV (2) < V(x) — eV (2) + bl ()

avec C':={z € R",|z| < M (s)} et sups V' < oo. Enfin, par hypothese, les compacts sont petites,
ce qui conclut la démonstration de la Proposition. Démontrons donc (5.3) : pour ce faire, nous
montrons que pour |z| grand,

PV (2) <V(z) = V72 (@) + o(VI 7 (2)),

ou ¢ :=c/\
ler cas : 1 < d <2 Supposons s > 3. Nous écrivons, pour u # 0, y € R”,

S S 5— U S 5— U
jut gl =l = bl < oy > gl (o (5= 2) < oy > )+ Rl )

avec |Rs(s,u,y)| < R(|u|5_3—|—|y|5_3) ly|*, R < co. Par suite, en utilisant [ yy(y)dy = 0 et (5.2),

il vient
PV (&) < V(@) = {srlel™ = s(s = DT(@)/21al} + o(fal" 4 Jo2).
Supposons 2 < s < 3. Nous écrivons pour u # 0, y € R”,

u
utyl* = Jul® < slul’™ <y > +Ra(s,u,y)

|l
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avec |Ra(s,u,y)| < s(s—1)/2 (|u|5_2 + |y|5_2)|y|2. Par suite,

PV (2) < V(@) = {srlal™ = s(s = Y0(2) /222 } + o(le]*~ + |7).

2nd cas : 0 < d < 1 Supposons s > 1. En utilisant le propriété de convexité de la norme s, il
vient

[1#@+yray < (@) +r1s)
< (Jaf = srlel=" 4 oz, ) ) (1 + ofa] ™)

< ol = srfe™ 4 (2.

et donc

PV(z) < V(2) = rsle~" + o(|z|*7%).

Supposons s < 1. En utilisant la convexité de I'application |z|— |z|?, il vient

/UWM+MW@My§MP—qu”+F@

et donc

PV (z) < V(x)—sr|z|*" 4+ T(s).

5.2 Algorithme de Hastings-Métropolis & marche aléatoire (1)

5.2.1 Présentation succincte des algorithmes de Hastings-Métropolis

Nous nous contentons de rappeler quelques notions dont nous nous servirons dans les paragraphes
suivants (Cf. Robert et Casella [96] pour une description des différents algorithmes).

Les échantillonneurs de Hastings-Métropolis sont des algorithmes itératifs qui permettent de
“construire” une trajectoire d’une chaine de Markov {®,,} de mesure de probabilité invariante =
donnée (il suffit que 7 soit connue & une constante de normalisation preés). Pour un point initial
donné, chaque algorithme de Hastings-Métropolis est donc défini par la donnée d’un noyau de
transition P d’unique mesure invariante 7.

Nous supposons que 7 est une mesure finie sur B(R") absolument continue par rapport a la
mesure de Lebesgue, de densité p (appelée densité cible)

m(dy) = p(y)dy-

Soit Q(x, dy) un noyau de transition markovien dit “noyau de proposition” supposé absolument
continu par rapport a la mesure de Lebesgue, de densité ¢(z,y) (appelée densité de proposition
ou par abus, loi de proposition),

Q(z,dy) = q(z, y)dy.
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Pour (7, Q) donnés, le noyau de Hastings-Métropolis sur (R”, B(R")) s’exprime par

Pla, dy) = a2, y)Q(@, dy) + 0.(dy) / (1= ae, )@, dy), (5.4)
ou pour (z,y) € R x R™,
(v)aly.) :
alz,y) = { LA % si p(z)g(z,y) > 0, 55
1 sinon,

est le ratio d’acceptation-rejet. Autrement dit, la (n 4 1)-eéme étape de I’algorithme de Hastings-
Métropolis consiste & simuler un échantillon y de loi Q(®,,dy) et “a corriger” cet échantillon :
avec la probabilité o(®,,y), on pose ®,,1; = y et sinon, ¢4 = P,,.
Ces algorithmes sont utilisés pour “approximer” des tirages de v.a. de loi #(R™)7!7 et il est
donc naturel
— de s’assurer que 7 est |'unique (a une constante de multiplicité prés) mesure invariante de
P
— de s’intéresser a la convergence de 'algorithme par exemple au sens de la convergence de
P™(z,-) vers la mesure invariante en norme f;
— puis de s’intéresser a la vitesse de convergence ainsi qu’au calcul explicite d’une suite
positive croissante r := {r(n)} et d’une constante By, telles que

1P (2, ) =)y < Byr(z,m)

et 0 < liminf, r(n)By,(z,n) < limsup, r(n) By, (z,n) < cc.

Rappelons deux conditions (portant sur les densités p et ¢) impliquant la t-irréductibilité et
I’apériodicité du noyau de Hastings-Métropolis.

— si pour tout y € R™ p(y) > 0 = ¢(x,y) > 0 pour tout @ € R™ alors P est Lebesgue-
irréductible ; et si p et ¢ sont positives et continues pour tout (z,y) € R™ x R” alors
le noyau est apériodique et tout ensemble compact non vide est small (Lemmes 1.1. et
1.2. [70]).

— si p est bornée et non nulle sur tout compact, et si il existe d; > 0 et ¢, > 0 tels que pour
tout (z,y) € R* x R™,

|2 =yl <0 = q(z,y) > €,
alors P est -irréductible apériodique et tout ensemble compact non vide est small (Théoreme
2.2 [98]).
Dans la suite, nous énoncons des conditions sur la densité cible p garantissant la f-ergodicité de
certains noyaux de Hastings-Métropolis dits @ marche aléatoire symétrique.

Algorithme de Hastings-Métropolis & marche aléatoire symétrique (HMMAS) Ces
algorithmes sont définis par la forme particuliere de la densité de la loi de proposition; on
suppose en effet que

q(z,y) = q(z —y) = q(y — ).

117



Dans ce cas, le noyau P devient

Pz, dy) = (1 A igz;)q(y — z)dy + 6, (dy) / (1 — 1A %)q(y — x)dy.

L’ergodicité de la chaine résulte a la fois du choix de la loi de proposition et de la vitesse de

décroissance a l'infini de la densité cible p. Mengersen et Tweedie [70] ont étudié la cas des
HMMAS a valeur dans R : lorsque
— la densité de la loi de proposition ¢ est continue et strictement positive sur R,
— la densité cible est symétrique et asymptotiquement log-concave i.e. il existe o > 0 et
M > 0 tels que

> o) > M = 29 > exp (afz — ),
p(z)
ils montrent que P est V-ergodique a un taux géométrique, en prenant V(z) := exp(s|z|),

0 < s < a. Si p n’est pas symétrique, on obtient le méme résultat en supposant de plus que
q(z) < bexp(—alz]), b < co. Roberts et Tweedie [98] et Jarner et Hansen [51] ont étudié le cas
multidimensionnel. Ces derniers montrent que si

— il existe §, < 0o et ¢, > 0 tels que |z| < 6, = q(z) > ¢,

— la densité cible est strictement positive et sous-exponentielle i.e. p est de classe C'! et

lim <i'Vlogp($)> = —0o0,

|z|—co |$|7
— et la densité cible vérifie de plus
) x  Vp(z)
lim sup <—; 7> < 0,
le|=oe M| [Vp(2)]

alors P est V-ergodique & un taux géométrique en prenant V(z) := p(z)~1/2.
Dans les Paragraphes 5.2.2 et 5.3, nous étudions les cas ol p sur R décroit a I'infini comme |2|~?,
s> 1 puis p sur R™ décroit a I'infini comme exp(—|z|?), s < 1.

5.2.2 Présentation du modele (sur R)

RW1 Loi de Proposition ¢ : ¢ est symétrique, a support compact et il existe J, < oo et
€, > 0 tels que |z| < 5§, = q(z) > ¢,.

RW2 Densité cible p : p est de classe C? sur R, et il existe s > 1 tel que
lim |z| Vlegp(z) = —s,
|z|—co

et des constantes D < oo, M < oo telles que pour tout |z| > M,

V@) _ o
S < Dlal ™

Cette classe de densité contient entre autre, la loi de Cauchy.
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5.2.3 Vitesse de convergence

Proposition 5.2 Supposons RW1 et RW2. Soient2 < o < s+ 1, V(z):=14|z|* et § :=2/cv.
Pour tout 0 < A < 1, il existe un ensemble C' € B(R) petite, et des constantes ¢ > 0, b < oo tels
que supgs V < oo et

PV (z) < V(z) — V0 (2) 4+ bl (),

et c:=Aa(s+1—a)or/2 en ayant posé o? := [t*q(t)dt.

On peut donc choisir A tel que ¢V'=% <V sur R.

Rappels Nous rappelons succinctement les résultats établis dans le Chapitre 4 dont nous nous
servons ici :

Soit P tp-irréductible apériodique. Si il existe W : R™ — [1, oo[ mesurable, lim o, W(z) =
oo, un ensemble C' € B(R") petite accessible, des constantes 0 < § < 1, b < oo, ¢ > 0 tels
que supy W < oo, eW'=8 < W sur R™ et

PW < W — eW'=% 4 b1, (5.6)
alors pour tout 1 <[ < 1/6, v <,

lim(n + )71 [P (2, ) — 7(:)|ly1-1s = O, r € R",
et il existe des constantes R;(v,!) < 0o, i = 1,2, telles que
(n+ 1) [P (2, ) — 7()||wios < Ry(y, DWW (2), z €R",

et si & < 1/2, pour tout 2 < { < 1/8, v <,

S0+ 1772 [P (@) = (Ol < Ralr, W), @ € R

n

L’expression des constantes R;(7,[) en fonction des termes apparaissant dans la condition
de drift et dans la condition de minoration (i.e. existence de I’ensemble petite) se déduit de
I’application des Théoremes 4.1 (resp. Théoréeme 4.3 ou Théoréeme 4.5) pour la convergence
en norme de variation totale (resp. norme f) et du Théoreme 4.14.

Vitesse de convergence Nous déduisons de ces rappels les conclusions suivantes : pour tout
0<r<s—1,y<(s=1-r)/2,

liin(n—l—l)WHP”(x,-)—77(-)Hl_l_|x|r =0, z € R,
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et pour tout 0 <r<m<s—1,y < (m—r)/2, il existe Ry(r,m) < oo telle que
(4 P ) = 7Oy € Balrym) (1412), @ € R,

De plus, si s > 3, pour tout 0 <r<m—-2<s—3,7< (m—-r)/2—1,il existe Ry(r,m) < oo
telle que

ST IP @) = 7 Olligfery < Ra(rym) (14 12™), @ €R.

m

Conclusion Pour démontrer la Proposition 5.2, nous écrivons

W+ -V ) gma

p(z)

PV(z)-V(z)= /{V(ac +1) - V(w)}q(t)dt—l—/
R(z)—=

ot R(z) —z :={t € R,p(a+1t) < p(a)}, et faisons un développement de Taylor & 'ordre 2 de
V et de p. Le terme de rappel V'=% dans la condition de drift est issu de la somme de deux
termes :

— du terme d’ordre 2 du développement de V dans la premiere intégrale;

— du produit des termes d’ordre 1 du développement de V et de p dans la seconde intégrale.
Il semble que lorsque la loi de proposition n’est pas a support compact, on puisse calculer un
coefficient ¢ plus faible, et donc améliorer les vitesses de convergence (S. Jarner First Furopean
Conference on Spatial and Computational Statistics, Sept. 2000, résultat non publié) : si g(z) ~
|| =047 0 < 5 < 2, et p(x) ~ |2|~*, s > 1, alors pour tout n < o < s — 1 + 17,

PVz)<V(z)- CV1_5($) + bl ()
ou V(z):=1V|z|* et § := n/a. En conséquence, pour tout 0 <r <s—1l,ety < (s—1-r)/n,

lm(n+ 17 [P (@) = 7(lligr =0, z€R.

Démonstration de la Proposition 5.2 Notons [-7,77],0 < T < oo, le support de la loi de
proposition ¢. Remarquons tout d’abord, que

lim sup sup pety) = 1. (5.7)
v et P@)
En effet,
p(z+y) 14T sup [Vp(z +y)| p(z+y)
p(z) <t PlE+y) y<r p@)

et on conclut en utilisant I’hypothese RW2. Remarquons aussi qu’il existe une constante M; <
oo telle que pour tout |z| > My,

R(z) — 2 = {t €R,p(z+t) — plz) < 0} > [0, 7). (5.8)
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En effet, RW2 entraine que pour tout € > 0, il existe 1 < M; < oo tel que si || > My, alors
(s = o)z|™ < =Vlogp(e) < (s + )|z

et donc

9

Ms—e Ms—l—e
z4+t)—plx) < p(M { 1 - 1 }

p( ) p( )_p( 1) |$—|—t|5_5 |$|5_|_E

ce qui établit (5.8).

Nous écrivons

PV(z)-V(z)= /{V(ac +1) - V(w)}q(t)dt—l—/

R(z)—=

p(z+1)
{Vie+n-v ) 1 q(tydt.
Soit > 0 (le cas & < 0 est analogue et est donc omis). Nous avons, pour z > T,
Viz+t) - V(z)=atz® " +ala—1)/2 227 4 ri(2,t, )

avec ri(z,1,2) = 0 et si @ > 2, limsupy, [t| 2z |>~2|r1 (2, t, )] < oo. Soit ra(z,t, ) := V(z +
t) = V(2) — atz®"'. Pour & > T,

ple+t) | _ Vp(2)

p() p(z)
avec, en utilisant (5.7), limsupy, [r3(z,t)| t722* < co. Ainsi, PV (z) - V(z) = S0 Li(x) o

t—I—T‘3($7t)

Iy(z) =ala—1)2" 20} /2,

I (2) ::/rl(x,t,oe) q(t) dt = O(|z|*?),

I(z) = ax () /R(x)—xt q(t)dt,

Is(z) = oexa_l/R rs(z,t) t q(t) dt = O(|av|cy_3)7

D’apres (5.8), puisque Vp(z) < 0 pour |z| grand, il vient que pour |z| suffisamment grand

Io(2) + Io(2) < a2 ((a — 1)oZ/2 + fo(’—<)> / " qfiyar) < aot/2 e (o - 14 fo(’<)>)

Ainsi, pour tout € > 0, il existe une constante M, < oo telle que pour |z| > M.,

PV(z) < V() —aol/2[2]"? (s—e—a+1)+ ¢a(x)

oll ¥ — ¢ () est continue et ¢,(z) = O(|z|*~3). En conséquence, pour 0 < A < 1, il existe un
ensemble C' compact et une constante b < oo tels que

PV(z) <V(z)=Aaol/2 (s+1-a) V7o) +blc(a).
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5.3 Algorithme de Hastings-Métropolis & marche aléatoire (2)

Ces travaux ont été publiés et sont rapportés au Chapitre 8. Nous nous contentons
donc de présenter les résultats.

5.3.1 Présentation du modéele (sur R")

RW3 Loi de Proposition ¢ : ¢ est symétrique, a support compact et il existe §, < 0o, € > 0
tels que |z| < 8, = q(z) > ¢,

RW4 Densité cible p : p est strictement positive de classe C? sur R”,

) Vp(z) =
limsup { ——=;—) <0,

et il existe 0 < m < 1 et des constantes d;, D; < o0, ¢ = 0,1,2, M < oo telles que pour |z| > M,

0 < dolz|™ < —log p(z) < Dolz|™,
0 < difz["F < [Vlogp(z)] < Dfe" 7,
dofx|"? < |V2log p(2)] < Dofz|™ 2.

Cette classe est stable par addition, multiplication, et multiplication par des fonctions apparte-
nant a une classe contenant entre autres les fonctions polynomiales sur R” (cf. Proposition 8.4).

Exemples de densité Lorsque n = 1, cette classe de densités cible contient toutes les lois
asymptotiquement plus “lourdes” que la loi exponentielle, comme par exemple les lois de Weibull
pour lesquelles p(z) = (v/B)a" Lexp(—a7/B), 2 > 0,3 >0 et 0 < < 1. Lorsque n > 1, cette
classe contient les densités sur-exponentielles homogenes i.e. les densités telles que

- () = exp[—/ (x)].

- flz) = Ez’el fi(x), ot I est un ensemble fini inclu dans ] — 00,1], 0 < sup;e; =m < 1 et

fi(Az) = X' fi(x) pour tout & € R", A réel.
— infgno1 f, > 0 ot S”7! désigne la sphere unité de R™.

5.3.2 Vitesse de convergence

Proposition 5.3 Supposons RW3 et RWJ. Soient a > 0 et f(z) := 14 (—logp(z))®. P est
Lebesgue-irréductible apériodique et pour tout entier q > 0, il existe des fonctions f =: Fy <
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Fy <. < Fyq1, des constantes by, < oo, 0 < k < ¢, et un ensemble C' € B(R") petite tels que
supg Fyp1 < 00 et
PF, < Fp — Frp_q +bp_1 1o 1<k<g+1.

Preuve 3 Démonstration du Théoreme 8.5, Paragraphe 8.4.2. [
Précisons que les fonctions solutions sont de la forme Fj,(z) oc 14 (— log p(x))@H*Z=m)/m
Nous déduisons donc du Paragraphe 2.3.1

Tc—l Tc—l

El,{ 3" S(g k) f(@)] < R Fpa (o) sugEgg{ 3" S(g.k) f(@1)] < oo,
k=0 v€ k=0

pour une constante R < co. En conséquence, en appliquant le Théoreme 3.1, il vient
h?£n (n + 1)!] HPn($7 ) - 7T(')Hl-l—(—logp(av))"‘ =0, NS Rn7
et il existe une constante R < oo telle que

(n4+ D?P"(x,+) = 7()i+(=togp(z))> < R (1 + (= logp(x))a-l-q(?—m)/m);

sig>1,

Z(n + 1)q—1 HPn($7 ) - 7T(')Hl-l—(—logp(av))"‘ <R (1 + (_ logp(x))oz-l-q(?—m)/m) :
n>1

Conclusion  Nous établissons donc lergodicité en norme 1+ (—logp(z))®, @ > 0, & toute
vitesse polynomiale. Il semble donc que la vitesse polynomiale ne soit pas la “bonne” vitesse.
Nous pensons que I’on peut attendre une vitesse d’ergodicité de la forme r(n) = exp(n”) pour
0 < v < 1; pour démontrer cette assertion, il suffirait d’établir la condition de drift de Tuominen
et Tweedie, qui, & notre connaissance, n’a jamais été vérifiée pour de tels taux. Cela résulte tres
certainement de la difficulté d’application de cette condition, et cela le restera tant qu’aucune
condition plus pratique (de la forme de celle de Fort-Moulines ou de celle de Jarner-Roberts
pour les taux riemanniens) n’aura été exhibée.

5.4 Algorithme de Hastings-Métropolis Hybride (HMH)

Lorsque la mesure cible @ opeére sur un espace de grande dimension, on préfere augmenter
la probabilité d’acceptation a chaque itération en proposant un candidat qui ne modifie que
quelques composantes de la valeur courante de la chaine. On décompose donc R™ sous forme
d’un produit de sous-espaces : soit un d-uplet (ny,---,nq) tel que Y-, ny = n; on écrit R™ =
R™ x -+ x R". On se donne ensuite une famille de noyaux (Pi,---,Py), d < n, telle que
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pour tout 1 < ¢ < d, P; agisse sur R™ au sens ou pour @ = (2, - ,2,,) € R?, P(z,")
est une loi sur (z,,,- -+, 2n,_, R™, &y, -+, Tn,). L'ordre dans lequel ces noyaux constituants
sont utilisés peut étre déterministe et le noyau de I’échantillonneur est alors Pg := P;--- P ; ou
alors aléatoire et Py :=d~! Zle P;. Enfin, les noyaux F; sont bien sir construits de sorte que
le noyau de I’échantillonneur résultant Py soit “suffisamment régulier” pour avoir pour seule
mesure invariante (a une constante de multiplicité pres) =.

Nous étudions l'ergodicité géométrique d’un algorithme hybride Py lorsque Py :=n"1Y" P,
et P; est un noyau de HMMAS sur R. Autrement dit, soit {¢; } une famille de densités symétriques
par rapport a la mesure de Lebesgue sur B(R). Au lieu de proposer un candidat dont la loi est
symétrique sur B(R"™), on choisit au hasard, a chaque transition, une direction e; de I'espace et
propose une évolution de la chaine de la valeur courante ®,, vers ®,, 4 ye; ou y est de loi ¢;(y)dy
(symétrique sur B(R)).

Dans cette section 5.4, on note y,, (resp. i) la mesure de Lebesgue sur R™ (resp. R). Pour tout
vecteur € R”™, on note x; :=< x;e; >. Enfin, A — 2 := {y,2 + y € A}. Soit p la densité par
rapport & j,, de la mesure cible 7 (densité supposée strictement positive) ; on définit des noyaux
de transition P; sur (R", B(R")),i=1,---,n,

Pi(z, A) ::H&xk(Ak)/ oz, x4 yei)qi (y) u(dy)

ki A=

+4.(A) / (1 — oz, + yei))qi(y),u(dy), reR" A:=A4; x---x A, € BR"), (5.9)

et a(z,z+ ye;) == 1 A {p(z + ye;)/p(z)}. Posons
A(z,1) == {y € R,p(a+ ye;) > p(x)} reR"i=1,---n, (5.10)
la zone d’acceptation dans la direction e; et
Rz, 1) =R\ A(z, ), (5.11)

la zone de rejet dans la direction e;. Autrement dit, toute évolution de la position courante x
vers & + ye;, y € Az, 1) est systématiquement acceptée, tandis que toute évolution vers z + ye;,
y € R(x,1) est rejetée avec une probabilité positive. Nous étudions I’algorithme hybride sur R”
défini par le noyau de transition

1 n
Pyi==Y P, 5.12
= 2 (5.12)

pour les noyaux P; donnés par (5.9) : & chaque transition, on choisit aléatoirement selon la loi
uniforme sur {1,---,n} une direction de I’espace e; et on effectue une transition de Hastings-
Meétropolis a marche aléatoire symétrique sur la droite de direction e;.

Remarque 1 Nous étudions 'algorithme hybride lorsque F; agit sur la z-eme direction de la base
canonique de R™. Néanmoins, on pourrait choisir n’importe quelle autre base de I'espace.
Nous verrons au Paragraphe 5.4.3 'importance de ce choix dans I’ergodicité du noyau Pyy.
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Remarque 2 Roberts et Rosenthal [97] ont énoncé des conditions garantissant la f-ergodicité
géométrique de Ppy lorsque p est une densité exponentielle ou sous-exponentielle i.e.

liminf |V log p(z)| > 0.
|z| =00

Pour cela, ils supposent entre autre que la courbure maximale des géodésiques sur la surface
{z € R", p(z) = p(2)} en z, tend vers zéro lorsque |z| — oo, condition difficile & vérifier en
pratique lorsque n > 2.
Nous proposons des hypotheses plus simples a établir, hypotheses que nous illustrons par I’étude
de quelques exemples. Nous verrons en particulier deux exemples pour lesquels nos conditions
s’appliquent tandis que la condition de courbure de Roberts et Rosenthal n’est pas vérifiée;
nous verrons aussi que l'algorithme de noyau Py peut étre f-géométriquement ergodique alors
que 'algorithme HMMAS ne l’est pas. Nous appliquerons enfin nos conditions & I’étude d’un

cas plus réaliste relatif & la modélisation du nombre de cas de poliomyélite (modele proposé par
Zeger [126]).

5.4.1 Présentation du modele

Supposons que

RS1 la loi cible ® est absolument continue par rapport & p,, 7(dz) := p(z)u,(dz), et la
densité p est strictement positive et continue sur R”.

RS2 {¢;}, 1 < i < n, est une famille de densités par rapport a p, symétriques, et pour
lesquelles il existe §; < oo et ¢; > 0,

[yl < 6 = qly) > «, yeR,1<i<n.

Proposition 5.4 Supposons RS1 et RS2. Le noyau de transition P est Lebesque-irréductible,
apériodique, et 1Py = w. De plus, tout ensemble borné est small.

Preuve 4 Montrons que pour tout 1 < i < n, #FP; = 7. Soit B € B(R"), et B*, := By X -+ X
Bi_1 xR X B;41 X +++ X B, ; nous avons

7P(B) = [ pehn(de) [ aleatye)atynldy

Bi—z;

—1

_|_/Bp(x)lun(dx)/(1—04($,$—|-y€i))%(y):u(dy)

= [ pomatan) [+ [ i) [ eyt
n /B P (d) /R @ty - /B o () /R P vty
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Or
[ r@m [ atm = [ @) [t sen(n

en effet, si y € B; — x; N A(z,1) alors ; + y € B; et p(z 4 ye;) > p(x), et puisque z € B*,,
z:=ux+ye € B, p(z) > p(z — ye;) et —y € R(z, 7). Enfin, ¢:(y) = ¢:(—y), ce qui termine la
démonstration. De méme, on montre que

/L- fin (d) /Bi_me(N)P(x—I—yei)%’(y)ﬂ(dy) :/Bp(z)un(dz) /A(m) ¢ (y) p(dy).

En conséquence,

*P(B) = /B P (d) /A L )+ /B P (d) /R G
= [ ehentda) [ atwtdy) = (B,
B

et 7 est une mesure de probabilité invariante.
On pose, pour z € R*, L € R",

Bl(ovL) = {y € R", |y2| <L;1<:< n}v Bl(va) = $‘|‘B1(0,L)7
etsi L € R,
Bl(ovL) = {y € Rn7|y2| <L,1<e< n}v Bl(va) = $—|—B1(07L)

Nous montrons que l'itération Ppg possede une composante absolument continue par rapport
a [, de densité uniformément minorée pour tout (x,y) dans une boule compacte; ce qui suffit
a établir que tout ensemble borné est small. Soient & := (61,---,8,), @ € B1(2,8/2) et C C
Bi1(%,6/2); on note

0 4/2) = inf t t)oo.
< n(2,8/2) teBI?z,a/z)p( )/teletljé/z)p( Joo

. 0
Avec la convention Zk—l yr = 0, nous avons,

Pr(z,C) Z . (z,C)

Zl< <in

z%ZH/

11 < Lin k=1 O’k_%k

ac + Zy%e”,x + Zyzjezj)qzk Yi )1 (dys, ).

Pour tout 1 < k < n, y;, € C;, — z;, = |yi,.| < &, done ¢, (yi,) > €x; de plus, pour tout

L<k<n o+ lye, € B1(Z §/2) et 04(96 + X0 e+ 0 e, ) > 1(2,6/2).
Ainsi

Pyl €)= ™ (5(=.8/2)" (T[] s) malc

k=1
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Remarque 3 si chaque densité ¢; est continue et strictement positive sur R, on montre comme
précédemment que tout compact est v,-small.

Pour établir la f-ergodicité géométrique du noyau Py, nous formulons une derniere condition

RS3 De toute suite de points de R”, x := {27} telle que lim; |2/| = oo, on peut extraire
une sous-suite X := {#’} pour laquelle il existe 7 € {1,--- ,n} et ¢ € {—1,1} tels que pour
tout y > 0,
5J 50 e es
im—PE) o lim P& veie) (5.13)
i P+ yeier) i p(ad)

Nous proposons maintenant différentes facons de vérifier RS3 lorsque p est différentiable.

Condition suffisante 1 Supposons que p est C? sur R"™.
De toute suite x := {27} de points de R" telle que lim; |27| = oo on peut extraire une

sous-suite X := {3/}, i € {1,---,n} et ¢ € {—1,1} tels que

2 5J .
Yy >0, lim sup Vilogp(z :I_,yel)
i o<lyl<n ! Vilogp(E7)

=0 et lim V; log p(#/) = €;00.
J

On vérifie alors la condition RS3 a I'aide d’un développement de Taylor

; 4 4 v VZ2log p(3 + te;)
1 77 ;) =1 77 ;1 /) (1 — 1) — dt).
og p(#’ + ye;) = log p(3’) + yVilog p(& )( +/0 (y—1) ¥ log p(#] )
Cette condition est en particulier facilement vérifiable lorsque lim ||, Supo<y|<, |VZlog p(x +
ye;)| est bornée.

Condition suffisante 2 Nous formulons une condition qui s’affranchit de ’argument de sous-
suite. Supposons que p est C! sur R” et

.. ) .. Vilogp(z + he;) )
lim inf inf inf >0, lim |Vlogp(z)|=occ.
M—00 {2:]V;logp(z)|>M} [h|<y  Vilogp(x) |x|+oo| 2p(z)l

La encore, on établit RS3 a 'aide d’un développement de Taylor

. . Y 21 ~7 ¢ :
logp(j]+y€i)—logp(j1):/ Vilog p(i + te;)

= dt YV, log p(37).
o Vilogp(ii) Bp(®)
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Remarque 4 Nous verrons que si p vérifie RS3 alors nécessairement, pour toute suite qui tend
vers linfini, on peut trouver une sous-suite % := {#'}, i et ¢; € {—1,1} tels que pour tout
y >0,
ey € liminf A(37, 1), (5.14)
J
Dans les applications que nous proposons, on peut définir (X, 1, ¢;) de la fagon suivante : X
est une sous-suite telle que lim; V log p(i7)/|V log p(i7)| existe, et ¢; et i sont tels que

<h V log p(&7)

m ——:¢6;e; ) > 0.
i |Vlegp(a)| >

5.4.2 Vitesse de convergence

Proposition 5.5 Supposons RS1 ¢ RS3. Soient 0 < s < 1 tel que s(1 — s)'/5=1 < (2n — 2)~!
et V() := p(x)~%. 1l existe des constantes 0 < A < 1, b < oo et un ensemble small accessible
C € B(R") tel que

PyVi(z) < AV(z) 4 bll¢(z).

Plus précisément, soit € > 0 tel que

1 -1
/\E::——I—n

2n n

(14— 1) +e<t.
Nous montrons qu’il existe un compact C, tel que

PyVi(z) <AV (z) +bllg, (2) ol b=n""! (1 + s(1 - 5)1/5_1) sup V.
Ce

Nous déduisons des Propositions 5.4 et 5.5 et des résultats du Chapitre 4, I’existence de Spar > 1,
tel que pour tout 3 < Bpa, il existe une constante Rg < oo et

N 5 Pp(e,) —w()llv < RgV(z)  weR™

n

Démonstration de la Proposition 5.5 Nous commencons par rappeler le résultat de la
Proposition 3 de Roberts et Rosenthal [97] : soit W (z) := p(z)~® pour 0 < s < 1 : pour tout
ie{l,---,n}, zeR"

PW (z) <r(s)W(z) (5.15)

ott 7(s) := 14 s(1 —s)1/*~t = 1 quand s — 0.
En effet, nous avons P,W () /W () := [ I(z + ye;)q:(y)pu(dy) ot

Vo 1= ple+ye)/p(e) + {ple + yei) /p(2)} y € R(x,1),
lwtye) = { {p(x)/p(e + yei)}* y € Az, i),
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et les ensembles A(z,7) et R(z, ) sont définis par (5.10) et (5.11). Lorsque y € A(z, ), I(z +
ye;) < 1; tandis que si y € R(x,1), [(z +ye;) = 1 — w + w!™® pour 0 < w < 1. Puisque la
fonction w1 — w4 w'™* est maximale en w, := (1 — 5)'/* et vaut dans ce cas r(s), on obtient
la majoration voulue.

Nous démontrons maintenant la Proposition 5.5. Puisque (5.15) implique supp» PyV/V < oo,
il suffit de montrer que limsup ;| PrV/V < 15 ce que nous faisons par un raisonnement par

I’absurde. Supposons qu'’il existe une suite de points de R", x := {27} telle que lim; |2/| = oo et

lim; PyV (2?)/V(27) > 1; nous montrons qu’il existe une sous-suite X := {#/} et i € {1,---,n}
tels que 4 4
lim PV (37)/V(37) < 1/2; (5.16)
J

dans ce cas, on a

_ PHV xf - ka ka xf I (n—1) 2n—1

1 li li — 1

TVE Z TV @E + Z V@) < 2 n 2(n-—1) <

en utilisant (5.15). Ce qui contredit la définition de la suite X. Exhibons X et ¢ tels que (5.16).

D’apres 'hypothese RS3, il existe une sous-suite X, ¢ € {1,---,n} et ¢, € {—1,1} tels que pour
tout y > 0, 4 4
5] 57— yees
lim — P& et lim P Zv6e) _ (5.17)
i p(E 4 yeies) i ()
Supposons que ¢; = —1 (la démonstration est analogue dans le cas contraire). Alors
lim R (%, 1) = [0, +00). (5.18)

J

En effet, montrons que [Q,—I—oo) C liminf; R(#,i) C lim suij(ij,i) C [0, 400). Soit y €
[0,+00); il vient lim; p(Z7 + ye;)/p(27) = 0 et il existe J tel que pour tout j > J, p(@7 +
ye:) /p(a?) < 1; par suite, y € liminf; R(#,1). Soit y € limsup; R(#,4) i.e. pour tout ./, il existe
J > J tel que p(#7+ye;)/p(27) < 1. Alors, lim; p(&7)/p(27+ye;) = liminf; p(27)/p(37 +ye;) > 1;
(5.17) implique —y < 0. Ce qui termine la preuve de (5.18).

Par définition de F;,

%S;) - /R(gzu ) nw)uldy) = /A(i,] ) {%} iy nldy)
oo P - [P fatwntas)

Or,siy € A(z,1), p(z +ye;)/p(x) > letsiye€ R(z, 1), pla+ye;)/p(z) < 1. Donc, en utilisant
(5.18) et le Théoreme de Convergence dominée, il vient

PV (@) _
fin o < /[HOO) G (9)(dy) = 172,

ce qui termine la démonstration.
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5.4.3 Applications
Un exemple simple : p est sous-exponentielle

Considérons tout d’abord le cas ol la densité p est sous-exponentielle sur R”

p(z) x exp(—|z|®), s> 1. (5.19)

Remarquons tout d’abord que
log p@tyei) = —|z + ye; ’ + |z|* = |zt (iLy% +y + 0(1)) (5.20)

p(z) Z 2z

Soit x := {2’} une suite de points de R", lim; |27 = oo. 1I existe une sous-suite X := {37}
et 1 € {1,---,n} tels que lim; |2]| = co. Supposons que lim; #/ = + oo; (5.20) montre que si
y > 0, lim; log{p(&’ + ye;)/p(d’)} = —oo et si y < 0, lim; log{p(&’ + ye;)/p(3’)} = 400 : RS3
est établie en prenant ¢, = —1. Supposons maintenant que lim; &/ = —oo. (5.20) montre que si

y > 0, lim; log{p(3’ + ye;)/p(d7/)} = 4oc0 et si y < 0, lim; log{p(3’ 4 ye;)/p(3’/)} = —co : RS3
est établie en prenant ¢; = 1.
Le noyau Py de densité cible p donnée par (5.19) est donc f-géométriquement ergodique.

Importance du choix des directions d’évolution

Considérons le cas ol la densité p est définie sur R? par
p(ry, 22) o exp — (a1 + afag + 23). (5.21)

La densité et quelques courbes de niveau {z € R? p(z) = ¢} sont représentées en Figure 5.1.
Cet exemple a été proposé par Jarner et Hansen (Exemple 5.4. [51]) comme exemple de densité
pour laquelle algorithme de Hastings-Métropolis & marche aléatoire symétrique HMMAS n’est
pas géométriquement ergodique. Or, nous montrons que ’algorithme hybride ’est. Remarquons
en effet que pour tout y € R,

p(z1 +y, @2) 2 2
—————= =exp —|(2yz1 + y°) (1 + z3)], 5.22
e Gy -+ 7)1+ ) (5:22)
p(z1, 22 +y) 2 2
—————= =exp —|(2yz2 + ¥y ) (1 + z7)]. 5.23
tnmt (@2 + )0+ 1) (523
Ainsi, soit x := {27} une suite de points de R? telle que lim; |2/| = oo ; supposons que pour
une sous-suite X := {#’}, lim; ¥ = eco, ¢ € {—1,1}. Nous déduisons de (5.22) et (5.23) que la
condition RS3 est vérifiée avec ¢ = 1 et ¢, = —¢. Par symétrie du probleme, on obtient la méme

résultat si lim; @3 = eco.
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Fic. 5.1 — Densité (5.21); A gauche, dans le repeére (eq,e3). A droite : dans le repere (eq +
ey, —€1 + €2)

Supposons maintenant que ’on choisisse pour directions d’évolution de la chaine les vecteurs
(¢h,€h), € == /2/2(e1 + e2) et €y := /2/2(e3 — ;). Cela revient & considérer dans le repere
(e1,€2) la densité p définie par

a1, 22) = exp — (xf a4 1/4(? - x§)2). (5.24)

Dans ce cas, nos résultats ne s’appliquent pas. En effet,

pfj(l; y)> = exp | (u +200) (1+ 1/4{(1 + ) + o] — 228))].
p(Z(lij)y) = exp— [ (y + 2yw2) (1 + 1/4{ (w2 + y)* + 23 — 201},

si bien que pour la suite z := (J, 7), il vient

p(G+y,9)

222
————— ~exp—(477y°),
P, 7) ( )

et la condition RS3 ne peut pas étre vérifiée. Graphiquement, (Figure 5.1 Droite), il est aisé de

se rendre compte que la condition nécessaire (5.14) n’est pas vérifiée le long des diagonales.

Contre-exemple aux conditions de Roberts-Rosenthal (1)

Considérons le cas ot la densité p sur R? est le mélange de deux gaussiennes
2., 22 2,2 2 )
plor,22) x exp— (2 + a%ad) +exp—(a®al +ad),  lal > 1 (5.25)

la densité et quelques courbes de niveau {z € R? p(z) = c} sont représentées en Figure 5.2.
Jarner et Hansen (Exemple 5.2. [51]) ont montré que les courbes de niveau {z € R? p(z) = ¢}
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F1G. 5.2 — Densité (5.25) et quelques courbes de niveau

pour une constante 0 < ¢ < oo présentent des “pincements” qui s’accentuent lorsque ¢ — oo.
En particulier, sur la diagonale {z € R? z; = x5}, la courbure tend vers Iinfini et donc pour
cette densité, les résultats de Roberts et Rosenthal [97] établissant la f-ergodicité de noyau P
ne s’appliquent pas. En revanche, nos conditions sont vérifiées. On écrit en effet

: y
log p(r +yei) = / V. log p(x + te;)dt.
p(z) 0
Or,
—(el+a’a3) 4 20— (a®zi+o3)
e a‘e
1 = -2
Vi 0gp($1,$2) 11 e—(z1+a?a3) + e—(a?ai+a3)
aze_(l’?‘l'a?l’%) + e_(a2l’?+l’g)
V.l = -2
2 ng($17$2) 2 e_(w?-l-a?x%) + 6_(a2x?+l’§) '
et done
| < Vilogp(ar, ) _ | < Velogp(er,zs) o o
= —2x4 = - —2x9 -
Soit x := {27} une suite de points de R? telle que lim; |2/| = 400 ; supposons qu’il existe une

sous-suite % := {77} telle que lim; & = +oc. Il vient que pour tout j suffisamment grand,

, 5J . .
—2a* 2y +y°) < log P&+ yei) < —2(2y7] + v%)
p(37)
de sorte que RS3 est établie avec i = 1 et ¢; = —1. Les autres cas (lim; 95]1 = —00, lim; i% = +00)

se démontrent de la méme facon.

Contre-exemple aux conditions de Roberts-Rosenthal (2)

Considérons la densité définie sur R? par

pla) o< (1+af + a3 + afa]) exp — (a1 +23). (5.26)

132



FiG. 5.3 — Densité (5.26) et quelques courbes de niveau

La densité et quelques courbes de niveau {z € R? p(z) = ¢} sont représentées en Figure 5.3.
Cet exemple, proposé par Jarner et Hansen (Exemple 5.3. [51]) ne vérifie pas la condition de
courbure de Roberts et Rosenthal [97], puisque la courbure tend vers 'infini le long de I’axe des
abscisses) et donc leurs résultats relatifs a I'ergodicité géométrique de Py ne s’appliquent pas.
Nous montrons que la encore, nos conditions sont vérifiées. Il suffit en effet de remarquer que
pour tout y € R,

plai+y.x) (1 + (@1 +y)* + i+ (21 +y)%e3
p(xy, x2) 1+ 224 a2+ 222

pla,z2+y) (1 + a1+ (va +y)* +2f (22 + )
plzy,zg) L+ a2+ a2 +a¥a?

) exp —(2ya1 + y?),

) exp —(2yz2 + y*)

et 'on montre RS3 comme dans les précédentes applications.

Modélisation du nombre de cas de Poliomyélite

Pour terminer, nous considérons un exemple plus réaliste étudié par Zeger [126].

Il propose de modéliser le nombre de cas de poliomyélite par un modele linéaire généralisé a effet
aléatoire : on suppose que les observations y = (y1, -+, y,) sont des v.a. de Poisson d’intensité
Ak = exp(pg + Xg) ot po:= (1, -+, pbn) € R est déterministe et X} est un AR(1) stationnaire
dont I'innovation ¢ suit une loi gaussienne N'(0,1) : X = aXp_1 + €, |a| < 1.

Chan et Ledolter [20] ont étudié I’estimation de (u, A™1, @) au sens du maximum de vraisemblance
a I’aide de 'algorithme de Monte-Carlo Expectation Maximization (MCEM) en supposant des
conditions d’ergodicité de I’échantillonneur de Gibbs difficiles a vérifier, et non vérifiées explici-
tement par les auteurs. Récemment, nous avons étudié la convergence de 'algorithme MCEM
sous des hypotheses de f-ergodicité de I’échantillonneur considéré (ces travaux sont présentés
au Chapitre 6 et développés au Chapitre 9). Aussi nous intéressons-nous a la f-ergodicité de
l’algorithme hybride, lorsque la densité p est celle du processus caché X = (Xy,---, X,,) sachant
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les observations y. En conséquence, nous considérons le cas ol p est donné par

n d
p(z) x exp (Z{yk(,uk + @) —exp(ur + x5)} — /\/QZ(xk —axp_1)? = A1 - az)x%/Q);
k=1 k=2
(la dépendance de p en les observations y est omise). Pour tout z € R*, i = 1,--- ,n, t € R,
nous avons (2 4 te)
ple + te;
log ——~ = — t—1 i i to; HOIR 2
og =S (expt—1) explui + ) + toi(a) + wi(t) (5.27)
ol
¢1(x) == —Az1 + Aazs, On () == = A2y, + Aax,_1,
i) = —/\((1 +a?)z; — a(zi_g + $z’+1)) i # 1,n,
et
i(t) =yt — \/2t? i=1,n,
Oi(t) = yit — A/2(1 + a?)t? i#£ 1,n.
Soit x := {2’} une suite de points de R", lim; |2/| = oo. Il existe une sous-suite % := {7/} et
une permutation o sur {1,---,n} telle que pour tout j,
_j ‘
To) S S Togy
lim; ii(n) =+ oo et/ou lim; QEZT(I) = — 0.

Supposons que lim; ii(n) = 00 alors @5y (#7) = ofexp xg (lorsque j — o0). En conséquence,

n )
(5.27) montre que si ¢ > 0, lim; log{p(3’ + tea(ny) /(T NV} = —oco et si t < 0, lim; log{p(3’ +
teq( )/p(x])} +o0; ce qui demontre RS3 avec i=o0(n)et e =—1

Supposons cette fois que limsup; @ (n) < 00 et hm] ](1) = — oo. Alors pour j suffisamment
grand, si o(1) € {1,n}, (1) (@) > =A(1 - |a])&! ) et sinon, ¢, (x]) > =M1 - |a|)2ifr(1) ;en

conséquence, (5.27) implique la condition RS3 avec i=o0(l)et ¢ =1.
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Chapitre 6

Convergence de 'algorithme MCEM
stable

Nous présentons un document soumis pour publication dans lequel on étudie la
convergence p.s. de l’algorithme MCEM stable pour les modéles exponentiels
courbes. Ce document constitue le Chapitre 9.

Nous exploitons la technique de couplage développée au Chapitre 4 pour contréler des fonc-
tionnelles additives d’une chaine de Markov ® = {®,,} de mesure de probabilité invariante =,
fonctionnelles de la forme

E, |

S (5@ - =)
k=1

pour p > 2 et S mesurable. Nous appliquons ce résultat a la démonstration de la convergence p.s.
de lalgorithme Monte Carlo Expectation Maximization (MCEM) stable par chaines de Markov
pour les modeles exponentiels courbes.

L’algorithme Expectation Maximization (EM), proposé par Dempster et al. [31] est un algo-
rithme itératif permettant d’approcher le maximum sur un domaine © d’une fonction positive
g définie par

o16) = [ hzsopuids),
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lorsque la fonction g ne peut pas étre calculée explicitement et X est un ouvert de R% p est
une mesure finie sur la tribu borélienne B(X') et {h(z;6),0 € O} est une famille de fonctions
p-intégrables, strictement positives p-p.s.

Tel est le cas par exemple dans P'estimation par maximum de vraisemblance des parametres
d’un modele dit @ données cachées. h(z;0) est la densité par rapport a pu de la loi des données
completes (concaténation du vecteur des données manquantes z et du vecteur des observations
y) pour la valeur 8 du parametre, et g(#) est la vraisemblance incompléete des observations y,
pour la valeur # du parametre; la dépendance de ¢g et h en y est omise. Pour des applications
de l'algorithme EM, voir par exemple, Redner et Walker [93], Baum et Petrie [4], Dembo et
Zeitouni [28, 29, 30], et, pour un papier de revue sur les applications, Meng et Van Dyk [65].
Chaque itération de ’EM comprend deux étapes

Etape E de calcul d’espérance,

Q(#:6,) = [ loghlzOp(s:0ulds) o p(s:6) = h(z:0)g(6)”

est la loi a posteriori des données manquantes z sachant les observations, pour la valeur 6
du parametre.

Etape M de maximisation, qui définit la nouvelle valeur de ’estimation du maximum
Ont1 1= argmaxgee Q(6;0,),

si ce maximum est unique, ou une des valeurs qui maximise la quantité auxiliaire Q(#;8,,)
sinon.

Chaque itération de 'EM se résume par la définition d’une application T : @ — O telle que
0,41 = 1(6,) en ayant posé

T(9) := argmax¢e®[¥10g h(z; ¢)p(z;0)u(dz).

La propriété remarquable de cet algorithme est d’accroitre & chaque itération la fonction a
maximiser, puisque g(0,41) = ¢(7'(8,)) > g(0,.), pour tout n > 0. Il suffit en effet de remarquer
que par définition de 0,41, Q(0,41;0,) > Q(0,;6,,) ce qui implique

log g(0ny1) —logg(6,) = — /log M p(z;6n) p(dz)
(2 6n)

et 'on obtient I'inégalité voulue par application de 'inégalité de Jensen. Sous les conditions
classiques de régularité du modele, on montre que (a) I’ensemble des points fixes de T est
I’ensemble des points stationnaires de g et (b) il existe un point stationnaire §* tel que la suite
{9(8,)} converge (en croissant) vers le sous-ensemble {# € ©, ¢(#) = g(6*)}. Si cette composante
se réduit au singleton {6*}, la suite {6, } converge vers le point stationnaire 6%, qui peut étre
aussi bien un maximum local, un minimum local ou un point selle (Cf. Wu [123], Murray [77],
Boyles [11], Meng et Rubin [66], McLachlan [64], Nettleton [78] pour I’étude du comportement
asymptotique de 'EM). Néanmoins, dans de nombreux modeles, on sait que
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— 0" est un maximum local de ¢ si et seulement si c’est un point fixe stable de 1" (i.e. le
rayon spectral de VI'(0), noté p(T'), est strictement inférieur a 1).
— 0 est un minimum local de ¢ si et seulement si c’est un point fixe instable de T (i.e.
p(T™Y) < 1).
— 0* est un point selle si et seulement si ¢’est un point fixe hyperbolique (p(T') > 1 et VT'(6*)
a des valeurs propres (v.p.) de module inférieur a 1);
ces assertions sont étudiées par exemple par Celeux et Diebolt [17], Proposition 1 ou Delyon et
al. [27], Lemme 3.

Dans de nombreuses applications, le calcul de Q(8;86,,) est infaisable car il nécessite une somma-
tion sur un grand nombre de termes ou une intégration sur un large domaine. Par exemple, dans
le probleme d’estimation dans un modele a données cachées présenté ci-dessus, la dimension de
X est le nombre total de données manquantes. On estime donc cette quantité par simulation ;
tel est le principe commun aux algorithmes Stochastic EM (SEM), Stochastic Approximation
M (SAEM) et Monte Carlo EM (MCEM).

Le SEM, (Celeux et Diebolt [15, 16, 17, 34], voir aussi Diebolt et Ip [35]), initialement proposé
comme méthode d’accélération de 'EM, substitue ’étape E par une étape de simulation d’une
v.a. Z, de loi p(z;6,)u(dz) et indépendante, conditionnellement & 6,,, des v.a. {Z;}, j <n —1.
L étape de maximisation s’effectue en remplagant Q(;6,) par la somme n~1 2?21 log h(Z;;0).
La convergence en loi de la suite de v.a. {6,} (qui, par définition est une chaine de Markov), a
été récemment étudiée par Nielsen [80] pour des modéles généraux.

Le SAEM (Delyon et al. [27]), remplace I’étape E par une étape d’approximation stochastique
en calculant "approximation

Q. (8) = Qumr (6) + 7, (m 1Zlogh :0) = Qo1 (6)),

ou {y,} et {m,} sont des suites déterministes respectivement “convenablement” décroissantes

et “convenablement” croissantes, et Z(") = {Z } est une suite de v.a. indépendantes (condi-
tionnellement a 6,) de loi p(z,@n) (dz) Delyon et al. [27] ont montré la convergence p.s. de
cet algorithme vers une sous-composante connexe de ’ensemble des points stationnaires de la
fonction & maximiser g, et ce, pour une famille assez générale de modeles dits exponentiels
courbes. On parle de modéle exponentiel courbe lorsque la vraisemblance incomplete h(z;8) est
de la forme

In (;6) 1= 6(0) + (5(2); (6) ), (6.1)

ol ¢:0 =R, ¥»:0 >R et §: X = R?est la statistique exhaustive.

Ces deux algorithmes nécessitent la simulation de v.a. de loi p(z;8)u(dz) ce qui est relativement
simple lorsque cette loi s’écrit comme le produit de lois marginales sur des espaces de petite
dimension. Dans le cas contraire, on recourt aux méthodes de simulation par chaines de Markov
pour obtenir une trajectoire d’une chaine d’unique mesure stationnaire mg(dz) := p(z;8)u(dz).
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Telle est la méthode de simulation de ’algorithme MCEM.

Proposé par Wei et Tanner [122] (voir aussi Tanner [114], Guo et Thompson [45], McCulloch [62,
63], Meng and Schilling [69], Chan et Kuk [19], Ravishanker et Qiou [92] pour des applications),
le MCEM substitue la quantité Q(#;6,,) par la somme de Monte-Carlo

Q,(0) :=m; 1> log h(@!"; 0) (6.2)
J=1
ot {m,} est une suite déterministe croissante, et ®(") := {@;n)} est une chaine de Markov

d’unique mesure de probabilité stationnaire my,, .

Chan et Ledolter [20] ont étudié la convergence “avec une grande probabilité” du MCEM pour
un schéma de simulation fixe m,, := m et pour les modeles exponentiels courbes. Ils ont montré
que si lon initialise "algorithme en un point Hém) dans un voisinage d’un maximum isolé 8* de
la fonction & maximiser ¢, alors pour tout € > 0 il existe x(¢€) tel que I'on ait

lim P(|0,(§m) — 0" < ¢, pour k < H(é)) =1
m—00

Outre la difficulté d’application de ce résultat, (choix du voisinage de 6%, choix de m), leur
démonstration repose sur le critére de régularité des chaines (dont ils commentent treés légérement
la vérifiabilité) de convergence en probabilité uniforme sur tout compact de © des sommes de
Monte-Carlo vers I’espérance sous la mesure invariante : pour tout compact K C O,

m

sup = ZS((I)j) —m9(S)| —=p 0, lorsque m — 00,
gex e Sy

ot {®;} est une chaine de Markov d’unique mesure de probabilité stationnaire my.

Sherman et al. [106] ont étudié la convergence p.s. et en probabilité d’un algorithme MCEM qui

consiste, a chaque itération, a calculer la quantité (6.2) a I'aide de m v.a. {@gk)(O)}, 1<i<m,

obtenues apres k itérations de m échantillonneurs de Gibbs indépendants de loi cible p(z; 0)p(dz).

La démonstration de ce résultat repose, entre autre, sur un critere d’ergodicité géométrique

uniforme (uniforme en 6, § € © supposé compact) de I’échantillonneur de Gibbs ; condition peu

satisfaisante aux vues des résultats existant sur le calcul explicite du taux de convergence de cet

échantillonneur.

Ces constats ont donc motivé notre recherche de conditions générales impliquant la convergence

p.s. du MCEM pour la (large) famille de densités completes dites exponentielles courbes.

Algorithme EM et MCEM pour le modéle exponentiel courbe Nous supposons dorénavant
que la densité h est donnée par (6.1).
Une suite {6, } de 'EM est définie par

By = é(S(en)) ie. T=608 (6.3)
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5(0):= [ SGIp(8)u(a:) (6.4)

est I'espérance de la statistique exhaustive S sous la mesure 7y(dz) := p(z;0)u(dz) et la fonction
f est définie implicitement par

Ve sERT o(0(s)) + (5 0(05)) > 6(60) + (55 0(60) ); (6.5)

nous n’étudions que les modeles exponentiels courbes pour lesquels g existe.
Une trajectoire {6, } du MCEM est définie par

i1 1=0(5,)
ol
So=mt Y S(Z7) (6.6)
7=1

et Z" :={Z7} est une chaine de Markov d’unique mesure de probabilité stationnaire 7y, (dz) :=
p(z;0,)p(dz) connue a la constante de normalisation ¢(6,,) pres.

Une trajectoire {6, } du MCEM est donc une trajectoire du systéme dynamique 7" a temps dis-
cret aléatoirement bruité. Les résultats sur le comportement du MCEM pourraient donc résulter
de lapplication des différents travaux sur la convergence des perturbations aléatoires des suites
récursives (Cf. par exemple, Pierre-Loti-Viaud [86], Shapiro et Wardi [105], Liukkonen et Le-
vine [60]), travaux, qui, dans notre cadre, ne s’appliquent qu’a certains modeéles. Par exemple, la
condition majeure des travaux de Pierre-Loti-Viaud (Corollaire 1(iii), Proposition 1 [86]) dont
on pourrait déduire la convergence p.s. des trajectoires du MCEM vers un point stationnaire de
g (supposé en nombre fini), est la convergence p.s. vers zéro de ’erreur en un pas 6,41 — 17(6,,).
Pour ce faire, si g est suffisamment réguliere, il suffit d’établir la convergence p.s. de S, — S(6,)
vers zéro, condition que nous ne savons pas démontrer sans I’hypothese supplémentaire (et res-
trictive) de compacité de la suite {6,}.

Nous nous sommes aussi heurtée a la non-stabilité du MCEM i.e. a la non-compacité des trajec-
toires du MCEM pour des modeles généraux. Plutét que de formuler des conditions techniques
(Cf. Kushner et Yin [55]), nous avons préféré modifier la procédure du MCEM décrite ci-dessus
en adaptant [l'algorithme de reprojection de Chen et al. [22]. On appelle MCEM stable cette
nouvelle procédure.

Algorithme MCEM stable Soient une suite de compact {K,} telle que

Kn C Kot 0 =K., (6.7)
n>0
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et un point 6 € Ky. On pose po := 0 et on procede itérativement comme suit. On calcule une
approximation de S(#,), notée S,

S, :=m;t Z S(77), (6.8)
7=1

a partir de m,, échantillons d’une chaine de Markov {Z}?}7 d’unique mesure invariante g . Puis

{ Si é(Sn) € ICpn? 0;1+1 = é(Sn) et pn-l—l = pn7

e 6.9
si O(Sn) Q_f ICpnv O;H—l = 06 et Dn+1 :=pn + 1. ( )

Notre objectif est de définir un critere de proximité des sommes de Monte-Carlo et de ’espérance
sous la loi stationnaire garantissant un comportement asymptotique du MCEM stable similaire
a celui de ’'EM. Outre des conditions de régularité du modele exponentiel courbe A(z;8) (Condi-
tions M1 et M2, Paragraphe 9.2), nous formulons la condition suivante

Soient p > 2 et une mesure de probabilité A sur B(X'). Pour tout compact K C O, il existe
une constante ' < oo telle que

sup ]E/\Q‘Z{S (Pr) — 70(9)} g < C b2, (6.10)

ot Py ¢ désigne la probabilité sur I'espace canonique d’une chaine {®,} de loi initiale A,
de noyau Py et d’unique mesure de probabilité invariante 4.

Enfin, nous choisissons un schéma de simulation {m,} tel que > m;p/Q < co. Nous montrons
alors (Théoreme 9.3) que pour une suite de compacts {K,, } solution de (6.7) et un point 8, € Ky
donnés,
— lim,, p, < oo p.s. et limsup,, |0 | < co p.s. : autrement dit, pour presque toutes les trajec-
toires du MCEM stable issues de 6], le nombre de projections sur les compacts croissants
K., est fini et la suite de points {6} reste dans un compact (qui dépend de la trajectoire).
— la suite {¢(6])} converge p.s. vers une composante connexe de g({0, T () = 0}) et par suite,
si cet ensemble est d’intérieur vide, {¢(f!)} converge vers un point ¢g* et {8} converge
vers {0, T(0) =0 et g(8) =g~}.
Avant de présenter les étapes de la démonstration de ce résultat, revenons sur le réalisme de la
condition type-Rosenthal (6.10).

6.1 Calcul explicite d’une majoration type-Rosenthal pour chaines
de Markov

Les résultats suivants sont démontrés au Paragraphe 9.7. Précisons que notre objectif n’est pas
ici de calculer la meilleure majoration C'(z) telle que pour une chaine de Markov {®,,} de mesure
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invariante «

E.

S{S(@) - 7 (5)}| < Cla) w?2,
k=1

mais d’exhiber une construction de C'(z) en fonction de termes facilement identifiables.
Soit P un noyau t-irréductible apériodique & valeur dans (X, B(X)).

X est small Supposons tout d’abord qu’il existe des constantes ¢ > 0, m > 1 et une mesure
de probabilité v, € M;(X) telles que

P (z,4) > evm(?) reX, (6.11)

i.e. supposons que la chaine est uniformément ergodique. Alors P’ possede une unique mesure de
probabilité invariante 7 (Théoreme 16.0.2. [72]) et pour tout p > 2 et toute fonction mesurable
g: X — R? telle que supy |g| < oo, il vient

E,

n P
> {9(®) - 7T(g)}‘ < C sup|glP "2,
k=1 X

ou

Ci=6"Cy{ 14 2{1 = (1— 9/} (6.12)

et ), est la constante de Rosenthal. En conséquence, si I’on considere une famille de noyaux Fy,
f € O, pour lesquels il existe des constantes €5 > 0, mg > 1 et une mesure de probabilité vy
telles que P;"%(x,-) > €grg(-) pour tout 2 € X, la majoration (6.12) est uniforme en 6 pour 6
dans un compact K C © deés lors que €4 (resp. mg) est uniformément minoré (resp. majoré) pour
tout @ dans K. Tel est souvent le cas lorsque X est compact et la densité cible p est continue sur
X x © (Cf Application 9.4.1, Paragraphe 9.4).

Conditions générales La condition d’uniforme ergodicité (6.11) reste néanmoins difficile a
vérifier principalement lorsque A n’est pas compact. Nous énoncons donc une autre condition
en termes de conditions de drift.

Soient D; des ensembles v,,.-small accessibles, (de constantes de minoration ¢; > 0) et C; C D,
¢t = 0,1, des ensembles accessibles. Soit p > 2. Supposons qu’il existe des fonctions mesurables
sur X, 1 < fo <V < Vg < fi <V, des constantes b; < 00, 0 < a; < 1 telles que supp. V; < oo
et

{ PVi(z) < Vi(z) = fi(e) + billg, (), (6.13)

fi(x) = bi > a;fi(), v € Df,
pour ¢ = 0,1. Alors P possede une unique mesure de probabilité invariante = et pour toute
fonction mesurable g : &' = RY, g € Ly,

p

E, <|lgll5, n** C(x) reX,

> {g(@) - 7(9))
k=1
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ol
P
o g o Mg+ Mg Vala) £ 7 (Vo))
T) = su
( ) P xE.I; Vop(w)

(', est la constante de Rosenthal et

(RO + M+ Mo, Vi) + 7(V1)}),

Mig, <2046){  sup  {Vi(@) = @) +Vil@) = file)}+2bimi} Moy < (2-e)art
(z,z")eC; X D;

Les conditions (6.13) peuvent en particulier se déduire du drift de Jarner-Roberts ou de Foster-
Lyapunov. Dans le premier cas, rappelons que si PV < V — ¢V!=% 4 blls, alors pour tout
0<n<1onaPVI<V1I—epVn=s4 by1lc, ce qui permet de vérifier (6.13). Dans le second
cas, nous obtenons le résultat suivant.

Soit €' un ensemble petite accessible. Supposons qu’il existe des constantes 0 < A < 1, b < 0o et
une fonction mesurable V' > 1, V(2) — oo lorsque |2| — oo telles que sups V < oo et

PV(z) <AV (z)+ blg(z).

Soient p > 2 et M := 1 + {supo V Vv b(1 — A/?)=P}, L’ensemble {V < M} est v,,-small (de
constante de minoration € > 0) et pour toute fonction mesurable g > 1, telle que |g| < Vvilp,

. | Y {9(®) —7(9)}| < C(x)n?? zEX, (6.14)
k=1
PO M (2 —¢) P
Clz) = 1-— A [Ml/p(l — Al/p) — bl/p}

et (', est la constante de Rosenthal.

En conséquence, si I'on considére une famille de noyaux P, la majoration (6.14) est uniforme en
¢ pour 6 dans un compact K C © dés que certaines constantes (apparaissant dans la condition de
drift et dans la condition de minoration du noyau Py sur ’ensemble small) peuvent étre choisies
uniformes en @ pour 8 € K. Tel est le cas, par exemple, dans I"application 9.4.2 développée au
Paragraphe 9.4 concernant la modélisation du nombre de cas de poliomyélite.

6.2 Convergence du MCEM stable

Les résultats suivants sont démontrés au Paragraphe 9.5.
Chaque transition de l'algorithme MCEM stable, 8, — 6], peut étre vue comme une per-
turbation d’une application déterministe T'. Pour comparer ’ensemble des points limites d’une
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trajectoire {¢/,} du MCEM stable avec celui des points limites de la suite {6,} définie par
0,41 = T(6,) sachant qu’il existe une fonction de Lyapunov® relative & T et & un ensemble L,
(a) nous vérifions tout d’abord que la procédure (6.9) définit une suite p.s. compacte i.e. le
nombre de projection est fini p.s., puis (b) nous proposons un critere de ressemblance d’une
itération du MCEM stable et d’une itération de 'EM, ressemblance mesurée en terme d’action
sur la fonction de Lyapunov. Pour ce faire, nous énoncons deux résultats déterministes
— le premier relatif & la construction d’une suite u,+; compacte telle que pour n grand,
Upt1 = Fu(uy), lorsque {F,} est une famille d’applications données “proches” d’une ap-
plication T" dans un sens a préciser.
— le second relatif a la convergence d’une suite compacte {u, } vers un ensemble L lorsque
Upt1 et T'(u,) sont “asymptotiquement proches”, au sens de 'effet induit sur une fonction
de Lyapunov relative a T et L.

Stabilisation Soient une suite de compact {K,} vérifiant

ICn _,C,_ICn—I—h ®: LJICn7

n>0

un point ug € Ko et une suite d’applications F,, : @ — 0. On pose py := 0 et on construit
itérativement une suite {u,} selon la procédure

{ st Fo(un) € Ky, tpyr = Fp(u,) et pogr i= pp,

st B (un) € Kp,  Upyr :=ug et Prt1 =P+ 1.

Supposons qu’il existe une fonction de Lyapunov continue, W, relative & une application T :
© — O et un ensemble compact K tels que (a) T'(L) soit relativement compact, et (b) pour
tout entier M strictement positif, {W > M} soit compact et © = (J,,{W > M}. Supposons de
plus que pour tout u € Kg

lim ‘W o Fy(u) — W oT(u)‘ =0
et pour tout compact K C O,

lim ‘W o () — W o T(up) |, ex = 0.

Alors la suite {p,} est bornée et {u, } est une suite compacte.

Convergence On note d la distance euclidienne.

Soit W une fonction de Lyapunov relativement a une application T : © — © et un ensemble
fermé L, W continue. Supposons qu’il existe une suite {u,} telle que (a) pour tout n > 0,
w, € K pour un ensemble K C © compact, (b)

lim |W(up41) — WoT(u,)| =0.

YW > 0 est une fonction de Lyapunov relative & une application T' et un ensemble £ si (i) pour tout u € ©,

W oT(u) —W(u) >0 et (ii) pour tout compact C C (0 \ L), infycc{W o T'(u) — W(u)} > 0.
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Alors {W(u,)} converge vers une sous-composante connexe de W (L NK); st W(L N K) est
d’intérieur vide, {W (u,)} converge vers w, et lim, d(u,, L,,NK) = 0,00 L, :={0 € L,W(0) =

Wy b

Application & ’étude de P’algorithme MCEM stable Nous appliquons les deux résultats
précédents en prenant pour

— T, I'application définie par 7'(6) = é(S(@)) i.e. Papplication qui définit 'EM.

— L, ’ensemble des points fixes de T.

— W, la fonction de Lyapunov naturellement associée a (7, L) : W = g¢.
Les conditions sur 7', £ et W sont impliquées par I’hypothese M2 (Paragraphe 9.2). Pour ex-
ploiter le résultat de stabilité, il suffit donc de vérifier que

lim
n

g(B(m;? fS@j))) —g(bson)| =0 ps (6.15)

pour tout 6 € Ko, ot {®,} est une chaine de Markov de mesure invariante 7y, puis de vérifier
que pour tout compact K C ©, on a

lim ‘g(é(Sn)) ~ g(0(5(6,))) ‘]I%G,C =0  ps (6.16)

pour 'approximation de Monte-Carlo S,, donnée par (6.8). De méme, pour exploiter le résultat
de convergence, il suffit de vérifier que

lim ‘g(ogm) - g(é(S(eg)))‘ —0  ps (6.17)

Nous démontrons (6.15), (6.16) et (6.17) a 'aide du critere (6.10) de régularité des chaines; ce
qui termine I’étude de la convergence du MCEM stable.

6.3 Vitesse de convergence

Nous étudions la vitesse de convergence d’une trajectoire du MCEM stable vers un point station-
naire isolé 8*. Pour ce faire, nous formulons des conditions de régularité du modele exponentiel
(Hypothese M5, Paragraphe 9.3), de régularité des chaines de Markov (Hypothese M6, Para-
graphe 9.3) et de régularité du point stationnaire #* (Hypotheses L1 et L2, Paragraphe 9.3), ces
dernieres permettant de caractériser les minima locaux, maxima locaux et points selles de g en
termes de stabilité du point #*. Précisons de plus, que les conditions de minoration du noyau
P et les conditions de drift mentionnées ci-dessus comme outils pour établir le critere (6.10),
impliquent aussi le critere M6.
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Application T et application G Nous avons résumé 'algorithme EM par la donnée d’une
application T := 60 S telle que 0,41 = T(0,); dans ce cas, la suite de points {s,} a valeur
dans RY de terme général 5,41 := S(f,41) vérifie la relation 5,4, := So H(Sn) Réciproquement,
si Pon définit la suite {5,} par la relation 5,4, = S o H(Sn) alors la suite de terme général
041 = H(Sn) vérifie la relation 6,41 = T'(6,,). Ainsi, soit G : R? — R? I"application définie par

IPEM est a la fois un algorithme itératif défini par T : © — O et un algorithme itératif défini par
G :R? — R En particulier, les assertions suivantes sont équivalentes :
* := 5(#) est un point fixe de G,

— 0% := §(s*) est un point fixe de T,
et sous nos hypotheses, les v.p. de VG/(s*) sont les [ v.p. de VT'(6*), en comptant leur multi-
plicité, et (¢ — {) v.p. nulles. Par suite, le points stables (resp. instables et hyperboliques) de GG
sont les points stables (resp. instables et hyperboliques) de T et sont aussi les maxima locaux
(resp. minima locaux et points selles) de la fonction & maximiser g.
Nous avons jusqu’ici va 'EM comme Palgorithme défini par T ; pour étudier la vitesse de conver-
gence du MCEM, nous préférons la seconde approche.

Vitesse de convergence vers un maximum local Nous étudions la vitesse de conver-
gence du MCEM stable vers un point stationnaire stable (Paragraphe 9.3). Remarquons que par
définition de I’algorithme, on a

St = G52 + (50 = G(50) ) Wpumpcs 1 + Sar = S, (6.15)

ou, rappelons-le lim, I,,—, ,4+1 =0 p.s.

Par suite, si s* est un point stationnaire non-stable (c’est-a-dire instable ou hyperbolique) et si
sur I’ensemble {lim,, S, = s*}, la perturbation Sn—l—l - G(Sn) décroit suffisamment rapidement
tout en restant suffisamment forte dans les directions instables autour de s*, alors ’ensemble
{lim,, S, = s*} est de probabilité nulle (Cf. Brandiére et Duflo [12] pour ’énoncé de conditions
suffisantes). Autrement dit, ’algorithme {Sn} converge p.s. vers un point stationnaire stable de
G donc, dans notre cas, un maximum local de g.

En particulier, si (6.10) est vérifiée avec p = 2, on montre facilement a ’aide des résultats de
Brandiere et Duflo que sous nos hypotheses, la probabilité de convergence des trajectoires du
MCEM stable vers un minimum local de g est nulle.

Nous nous sommes contentée de supposer la stabilité du point limite 6 ; nous renvoyons a la
littérature pour I’énoncé de conditions garantissant cette stabilité.

6.4 Applications

Nous vérifions 'intérét de nos travaux en étudiant
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— un modele d’évaluation de la diffusion d’un produit sur le marché (Cf. Paragraphe 9.4.1);
dans ce cas la chaine est a espace d’état compact et les noyaux sont uniformément ergo-
diques.

— un modele de comptage du nombre de cas de poliomyélite (Cf. Paragraphe 9.4.2); dans
ce cas, la chaine est a espace d’état quelconque et nous prenons pour échantillonneur
’algorithme hybride dont nous avons démontré I’ergodicité géométrique (Paragraphe 5.4,
Exemple 5.4.3).
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Chapitre 7

Computable bounds for
subgeometrical and geometrical
ergodicity

Ce travail, en collaboration avec E. Moulines (ENST), est soumis pour publication
a4 la revue Stochastic Process. Appl.

Abstract This paper discusses general quantitative bounds on the convergence rates of Markov chains,
under various ergodicity conditions. This paper extends an earlier work by Roberts and Tweedie [99],
which provides quantitative bounds for the total variation norm under conditions implying geometric
ergodicity. We first focus on conditions implying polynomial rate of convergence. Explicit bounds for the
total variation norm are obtained by evaluating the moments of an appropriately defined coupling time,
using a set of drift conditions, adapted from an earlier work by Tuominen and Tweedie. Applications of
this result are then presented to study the convergence of random walk Hastings Metropolis algorithm for
heavy-tailed target functions and of general state-space models. Explicit bounds for f-ergodicity are also
given, for an appropriately defined control function f. We then extend these results to sub-geometrical

and geometrical rate, using more general drift conditions.
1991 Mathematics Subject classification : 60J10, 60J22, 65C40.

Keywords Markov chains with discrete parameters, computational methods in Markov Chain,
Mixing, Polynomial and sub-geometrical convergence
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Introduction

Let P be an ergodic Markov transition kernel on a Borel state space (X', B(X)) and denote P"
the n-iterated kernel and 7 the associated invariant probability measure. This paper is concerned
with rate of convergence and computational bounds for the ergodicity in total variation norm
i.e. the determination of a rate function r = {r(n)} 1 oo and of the dependence on the initial
distribution of the form

|P"(x,-) — 7(-)||l7v < Br(x,n), limsupr(n)B,(z,n) < oco. (7.1)
Explicit expressions for the bounds have been recently obtained by Meyn and Tweedie [73],
Rosenthal [101, 103], Mengersen and Tweedie [70] and Roberts and Tweedie [99], under condi-
tions implying the V-uniform ergodicity (i.e. geometrical rates r(n) := 8", 1 < §). The purpose
of this paper is to construct such bounds under typically weaker conditions implying polyno-
mial, subgeometrical, -- -, ergodicity. As illustrated by Rosenthal [101, 103] and Roberts and
Tweedie [99], computational bounds for the total-variation distance can be obtained by using
the so-called Lindvall’s inequality, which relates ||P"(z,-) — 7 (-)||7v to the tail probability of a
coupling time T'. The construction of this coupling time involves to define a probability space
(Q, F,P) and a process Z = {(X,,X,,d,)} (where d, is the so-called “bell” variable taking
value in {0, 1}) such that (a) for all positive measurable function f on (X, B(X)), n >0,

/ F(X,)dP = P" f(x) / FXD) AP = 7 (f);

(b) X,, = X for all n > T'. Coupling technique is a standard tool for chain on countable space.
For general state space chain, such construction is possible if one can find a set A C X' x X, an
integer m > 1, and for all (z,2') € A, some kernel p, .+ from A to A" such that for all A € B(&X),

P (@, A) NPT (2!, A) > prer (A),

and
inf st (A) > 0.
(ac,g’l)EAp ’ ( )
As shown in Meyn and Tweedie [72], this condition holds in particular under rather weak condi-
tions (namely t-irreducibility) by the v,,-small sets C € B(X'), for which the following minori-
zation condition is verified for all z € C, A € B(X),

P™(x, A) > evy, (A), € >0, (7.2)

for some probability measure v,,,. Lindvall’s inequality shows that ||P"(z, ) — 7 (-)||7v < P(T >
n), and thus, determination of B, (z,n) in (7.1) amounts to compute an upper bound for the tail
probability of T'. A convenient way to determine such bound is to use a (refinement of the) Mar-
kov’s inequality, which implies to compute appropriately defined moments of T'. This approach,
first investigated by Rosenthal [101], has later been improved by Roberts and Tweedie [99], who
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relate moments of T' to moments of the hitting-time on A, o := inf{n > 0,(X,, X]) € A}.
These contributions, being ultimately concerned with geometrical case, compute the generating
function of the coupling time E[37] as a function of the minorization constant ¢ given by (7.2)
and of the generating function of o, E[37]. The latter quantity is then classically bounded using
the so-called Foster-Lyapunov drift criteria.
The main purpose of this contribution is to extend the results of Roberts and Tweedie [99] to
general rate functions. In Section 7.1, we focus on polynomial rates. Markov Chain converging
at polynomial rates appear in many setting including
— Markov Chain Monte Carlo methods (see Stramer and Tweedie [111] and Fort and Mou-
lines [39]) : Stramer and Tweedie [111] show that the so-called "self-targeting” sampler
(based on a proper discretization of a Langevin diffusion) is polynomial under tails condi-
tions of the target density. A similar behavior has been reported by Fort and Moulines [39],
for the symmetric random walk Hastings-Metropolis algorithm when the target density is
not log-concave in the tails. In Section 7.2.1, we address the case of "heavy-tailed” distri-
butions.
— non-linear state space models on (R?|-]),

q)n—l—l — F(q)n) + Wn—l—h

for an i.i.d. centered perturbation term W, and a measurable function F which is non-

contractant at infinity i.e. lim, o [F(z)] /2] = 1. This example is developed in Section

7.2.2 (see also Tuominen and Tweedie [117], Ango Nze [2, 3] and Veretennikov [121]).
In this setting, the tail probability are bounded by evaluating polynomial moments of 7', namely
E[T%],1 < k < ¢, in terms of the moment of the hitting-time o. This is more cumbersome than
the geometrical case. Reasonably comprehensive expression are nevertheless given in Theorem
7.3. The last step then consists in bounding the moments of the hitting-time on A of the process
(X, X"). This is done thanks to a family of drift conditions, adapted from those suggested by
Tuominen and Tweedie [117] (see Section 7.1, assumption (H3)). These drift conditions lead
to rates of convergence r(n) o< n*, k € N. Interpolating inequalities (allowing to consider rate
of convergence r(n) x n*, k € RT) are also developed. Under similar assumptions, we also
provide some results on the f-ergodicity. We finally end up Section 7.1 by reformulating the
drift assumptions for special drift functions. In Section 7.3, we determine bounds for general
rates of convergence r(n) which either satisfies the inequality

r(n4m) < r(n)r(m)

or are ”pseudo-convex” in the sense that

n

(Yo m) < prln) Do r(u),

3

where p, is a positive non-decreasing function. These conditions are of course very general and
cover most rate of convergence (and in particular the geometrical ones). For these rate func-
tions, we follow the pattern outlined above and use appropriately defined drift conditions to
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evaluate the moment of the hitting-time E[r(o)] (Assumptions (H5) or (H7)). Several examples
are carefully worked out to compare the results obtained with the proposed construction, with
the results of Roberts and Tweedie [99] in the geometrical case, and with the bounds obtained
in Section 7.1 in the polynomial case.

7.1 Polynomial ergodicity

We consider a Markov Chain & = {&,} with transition kernel P on a Borel state space
(X, B(X)). Denote P™ the n-th transition kernel and P, (resp. E, ) the probability (resp. the
expectation) on the canonical space of the chain starting from z. We assume that

H1 P is w-irreducible for an invariant probability measure «.

H2 There exist some sets C € B(X) and D € B(X),C C D, n(C) > 0 and an integer m > 1,
such that for any (z,2) € A:=CxDUDXC, Ae B(X),

P™(z, A) A P™(2', A) > ppai(A)

for some kernel p, ,+(dy) from A to X (i.e. py(A) is B(A)-measurable in (z,2') € A for
each A € B(X) and is a measure in A € B(X) for each (z,2') € A), and

= inf st (X)) > 0. 7.3
€ omE P (X) (7.3)

7.1.1 Some comments on assumption (H2)

If P is y-irreducible, then for every set A € BY(X), (i.e. A € B(X) and 9 (A) > 0) there exists
a vp-small set D C A, D € BY(X), i.e. there exists m > 1, such that for all x € D, A € B(X),

P™(x, A) > evy, (A),

for € > 0 and a probability measure v, with v, (D) > 0 (Theorem 5.2.2. of Meyn and Twee-
die [72]). By setting C = D, p, . (dy) := evp, (dy) for all (z,2') € A, it is readily seen that (H2)
is satisfied. (Note in addition that under (H1), ¢»(D) > 0 = #(D) > 0). However, since we are
willing to compute bounds, this choice is in general not optimal (because the bounds depend
upon the minorizing constant €). Conversely, (H2) implies that C is small provided that there
exists a measure of probability p such that for all (z,2) € A, A € B(X), py(A) > p(A4). (H2)
is also verified by setting, for any kernel i, . (dy) from A to X,

dP™(x,-) dP™(z',-)
pea(A) = / y) A Y) Moo (dy
(A) P (y) Qi (y) (dy)
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where dg;"(x/,.) is the derivative of the absolutely continuous part of P”(x,dy) w.r.t. py . (dy).

x,x

By choosing i, »(dy) := P™ (2, dy), (7.3) is equivalently written as

- P (a, dy) moo
€ = (x,g})feA/ {1/\ {m}} P™ (2 dy) >0,
a condition referred to as a local Doeblin condition in Veretennikov [121]. This choice, when
leading to practical computations, generally yields to tighter bound (see however Section 7.2 for
a counter-example).

(H2) will be used to construct a coupling time (the construction is in Section 7.4) : in order such
a construction to be useful, one has to control the hitting-time on A of the process (X, X'). The
classical approach is to use drift criteria. We focus in this section on polynomial ergodicity and
use for such purpose the following drift conditions.

H3 Let ¢ > 1. There exist, for all & € {0,1,---,¢}, some measurable functions V; : X' —
R*\ {0}, and for k € {0,1,---,¢q — 1}, some constants 0 < a; < 1, by < oo, and ¢; > 0

such that
PVigi(x) < Viga(z) — Vi(2) + belle(2), ;Iel/fv Vie(z) > ¢ > 0, (7.4)
Vie(z) — b > ax Vi(x), v € D, (7.5)
sup V, < oo. (7.6)
D
H4 =(V,) < co.

7.1.2 Some comments on assumption (H3)

Before embarking on the more subtle task of computing the bounds, we will first discuss some
implications of the above drift conditions, in the light of the results previously obtained by
Tuominen and Tweedie [117]. To discuss these results, it is assumed in this section that, P is
y-irreducible and aperiodic and that C is a petite set (which is not guaranteed by assumption
(H2)). Recall that a set is said to be v,-petite, for a distribution @ = {a;} on the integer, and a
non-trivial measure v,, if the sampled transition kernel defined as

K. (z,A) := z:aiPi(ac,A)7 reX A€ B(X)
=1
satisfies the bound K,(z, A) > v,(A), for all € C, A € B(X). It follows from Proposition 5.5.5
of Meyn and Tweedie [72], that v, may be chosen to be a maximal irreducibility measure (and
hence, to be equivalent to /) and the sampling distribution may be taken to have a finite mean
(> ia; < oo); which is assumed below. A straightforward application of the Dynkin’s formula
(see e.g. Meyn and Tweedie, Theorem 11.3.1) implies that, for i € {1,--- ¢},

Tc—l

D Vica (9p)

k=0

E. < Vi(z) + bi—1 e (2)
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where 74 is the return time to A € B(X), 74 = inf{n > 1,®,, € A}. In particular, E,[r¢] <

e Vi(z) +b,—1 e (2)]. For A € BH(X) (i.e. 1b(A) > 0 and thus v,(A) > 0), we have using again
the Dynkin’s formula and the bound l¢(2) < v,(A) 1K, (z, A) (along the lines of the proof of
Theorem 11.3.11 in Meyn and Tweedie),

Ta—1
Z]IC (D)

TA—I

< Vilz) 4 bi—yva(A) K, [Z Ko (D, A)
k=0

TA—I

D Visa (@)

k=0

E, < Vi(x) + b1 Ey

9

9

9

< Vi) + bicva(A)™1 " anE [TAZ My (Ppyn)

n>1

S ‘/z(x) + bi—lya Znan — V ‘|’ Cz I(A)
n>1

Hence, for all z € X, and A € BY(X), E,[ra] < ¢ [Vi(z) + Ci—1(A)] < oo, so that the chain
is Harris recurrent and, by Theorem 10.0.1 admits an unique invariant probability measure 7
(hence (H1) is automatically verified under these assumptions). Since V; is bounded on C, the
latter relation implies that C is (V;_1, 1)-regular and that sup,ce E,[74] < 0o. Recall that, given
f: X = [1,00) and a non-decreasing sequence r = {r(n)}, a set A is said to be (f,r)-regular if,
for all B € BT (X),

< 0.

sup [, [i r(k) f(Pr)

A k=0

Following the pattern of proof suggested in Tweedie (1983), we may iterate the previous inequa-
lity which yields, for i € {2,---, ¢},

E. Cz_: Ep, Cz_: Viea (@ [Cz_: k+1)Vio(®r)| < Vi(x) + (bio1 + bi—z) e (),
L k=0 (=0 k=0 (77)
E, Az_: Eg, Az_: Viea (@) [Az_: (B +1)Viea(Pr)| < Vi(x) + Cim1(A) + Cima(A)Ep [14].
L k=0 =0 k=0

(7.8)

These relations imply that E.[S(2,7)] < ¢ %[Vi(z) + (bimy + bi_9) e (2)], where S(2,k) =
Zlej, and for A € BT(X),

£, [5(2,74)] < 7 (Vil@) + Cooa(4) + Coa (T V) + Coma (A,
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In addition C is (Vi_2, k?)-regular for ¢ € {2,---,¢}, and sup,cc E;[S(2,74)] < oco. Define

iteratively,
k

S(0,k):=1and S(i,k):=> S(i—1,5),i>1, (7.9)
7=1
with the convention that Zé:k u; = 0if [ < k. Note that S(I, k) = k'/I'+O(k'=") and for k > 0,

n,m> 1,

k
S(k,n+m)=>_85(k—1,n)5(,m). (7.10)
=0
By keeping iterating like in (7.7), we have
[Tc—1 g—1
Be | Y S(q—Lk+1)Vo(@p)| < Vyla)+ | D b ) Te(a), (7.11)
L k=0 7=0
[Ta—1 g—1
Be | D Slg—Lk+1)Vo(@r)| < Vyla) + ) CiAE[S(g— 1 = j, 7a)). (7.12)
L k=0 7=0

As above, C is (Vp, k?)-regular and sup,cc E,[S (g, 74)] < oo for all A € BT(X).
For f: X — [1,00), the f-norm of a signed measure v is defined by

Ivlly == sup |v(g)l-
{g:19l<f}

Convergence on f-norm implies convergence of moments bounded by f. Using Theorem 2.1. in
Tuominen and Tweedie [117], we may deduce from the results above that

Théoréme 7.1 Suppose P is -irreducible and aperiodic. Assume in addition that Fq. 7.4 holds
Jor some petite set C, and thal sup,.- V, < oo. Then, for any x € X,

nd P (2, ) — 7 ()|lvy = 0, as n — oc.

In addition, the set C is (Vp, k?)-regular and, for i € {1,---,q}, E.[S(i,7¢)] < cal[%(x) +
(X520 bi) e ().

It is worthwhile to note that the drift function V; is used to bound E,[r¢]. We will prove below
a kind of converse property : if there exists a set C (not necessarily petite in this statement) and
an integer ¢ > 1, such that sup e E;[7] < oo, then there exists a solution to the system of
drift equations PV;11 < Vg1 — Vi + b1, 0 < ¢ < g — 1. It will be even possible to identify the
”minimal” solutions of this system (for appropriate scaling). More precisely, define

Ui(z) = E, yo > 1, Up(z) :==1, (7.13)

oc
D S6- 1, k+1)
k=0

where o4 is the hitting time on the set A, o4 = inf{n > 0,®, € A}. It follows from these
definitions that for £ > 0,

Up(z) = B[Sk, e +1)], 2 €C° and PUy(2) = E,[S(k,70)], ke{l,--,q}, (7.14)
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which together with the obvious relation S(k,{) = S(k,l+ 1) — S(k— 1,14 1) imply that
PU,(z) = U(x) — Up—1(z), z €C".

Thus {Ur}, 0 < k < ¢, is a solution of (7.4) if sup,cc PUr(2) < oo, which is guaranteed for
ke {l,---,q} if sup,ec E;[7¢] < co. Remark in addition, that the finiteness of this moment
implies that for 2 € £ := {z € X : E;[7]] < oo}, PU,(x) < oo and thus the set £ is absorbing. If
Vi > 1is solution of PV}, < Vi —Vi_1 on C° (1 < k < ¢), then the Dynkin’s formula implies that
Uy < Vi a trivial induction establishes that Uy < Vi, 0 < k < g. We summarize our findings
below.

Proposition 7.2 Suppose there exists a set C and an integer ¢ > 1 such that

sup E, [7f] < co.
z€eC

Then, the functions {U}, for k € {0,--- ¢} are solution of
PVi(z) = Vi(z) — Vi1 (2), = €CS, PVi(z) = E;[S(k,70)], z€C,

on the absorbing set & :={x € X : E,;[7f] < oo}. The solutions {Uy} are pointwise minimal in
the sense that, for any solution {Vy} : X — [1,00) of

PVi(z) < Vi(z) — Vi (2), 2 €CF, (7.15)

Jor 1 <k < g, we have U, < Vi on &.

It is worthwhile to note that the pointwise minimal solutions of (7.15) can be explicitly expressed
as linear combination of moments of the hitting time; since E,[7}] < E,[7;T1], there exist some
constants dy > 0, Dy < oo, such that

di E[7¢] < Up(x) < Dy B[], Yk € {0, q}.

7.1.3 Main results

In this contribution, we show that for all € A,
[P (@) =7 ()llrv < By(z,n),

where B, is a function (the expression of which is explicitly given below) depending upon the
quantities appearing in (H2-3), and such that, for any given z, limsup, n?B, (2, n) < co. Denote

m(Vo) = inf, 2neac{Vo(®) + Vo(2')} and for 1 <1 < g,

-1

e, o) = m(Vo) ™ ([Lax) ™ (Vi) + Vi), (7.16)

k=0
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Define Wy(z, 2') := 1 and Wi(z,2') := Ta(z,2) + Tae (2, 2"ty (2, 2"), for 1 <1< ¢, and let
t
W(a,2') = (Wole, @), Wy, 2')) (7.17)
where ! is the transposition operator. Set

Oy @ (W) = /5w(dy)7r(dy’)W(y,y').

For 0 <[ < g, denote

l

Am (l) = ( Su)p A Z S(lv m) (1 - px,x’(X)) / Rx,x’(xv dy)Rx,x’(xlv dy/)Wl—i(y7 y/)7
r,x')e i—0

where R, ,/(u,dy) is the residual kernel,

Ryl dy) = (1= pow (X)) (P (u.dy) — por(dy)). (7.18)

As explained in the introduction, the functions W;(z, 2’) allow to control the moment S(, n) of
the hitting-time of the coupled process (X, X’) on A when the initial distribution is 6, @ &,/ ;
the constants A,, (/) control the same moment of the return-time to A when the process starts
from A. Define the (¢ + 1) X (¢ + 1)-matrix

A (0) 0 0 0
A (1) A (0) e 0 0
Ap = | o . (7.19)
An(g—1) An(qg—2) An(0) 0
Am(q) Am(g—1) Am (1) Am(0)
Finally, set
et i= sup pu(X). (7.20)
(z,z')EA

Note that P™V, < V, 4+ mb,_q and thus the entries A,, () are finite, 0 < [ < ¢; under (H2),
A (0) <1—€ and the spectral radius of A, is thus bounded by 1 — €.

Théoréme 7.3 Assume (H1-4). Foranyx € X, n > m, ||P"(z,-)—7(-)||7v < mini<;<q Bi(z,n)
with

1
et <« (I — Am) 0y @ T(W),@[ >
B = ‘
t(z,m) Sln+1=m)+ 3 (L= eh)i=tmmS(I -1, j+ 1)

where < -, > denotes the inner product in Rt {e;},0 <1 < ¢ is the canonical basis on R+,
I is the identity matriz and (S, W, A,,, € are given by (7.9), (7.17), (7.19) and (7.20).

The proof of this Theorem, based on coupling technique is presented in Section 7.4.
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Remark : We assume that P™ verifies a minorization condition, m > 1, and require drift
criteria for the kernel P. In previous work, (see Meyn and Tweedie [73], Rosenthal [101], Roberts
and Tweedie [99]), (H2) is substituted with the assumption that C is a v4-small set and 7 (C) > 0.
When only a minorization condition holds on the kernel P™, it is always possible to consider
the chain ) = P™. The inequality

1P (2, ) = w () llzv < QU™ (@, ) = 7 ()l|7v,

shows that provided that ||Q*(z, ) =7 (-)||7v < B®(x, k) for some bounding B? (z, k), || P"(z, -) —
m()lrv < B9 (x, |n/m]) (|s] is the integer part towards minus infinity). Nevertheless, this
approach is not optimal when the primary focus is on computable bounds. Considering the sub-
sampled chain artificially divides the number of iterations by m and deteriorates the constant

| A | and |W (z, 2")].

In certain situations, (H3) is verified, but not (H4). Thus, if ¢ > 2, Theorem 7.3 holds but for
I €{l,---,q— 1}. The maximal rate is thus S(q — 1,n) ~ n?71/(¢ — 1)!. It is shown in this
section that, provided that W(Vqﬁ) < oo for some (¢ —1)/q¢ < 5 < 1, then

|P"(z,-) — 7()|lrv < Bgy(z,n) limsup n”' Bg(z,n) < oo,

n

le€{l,---,q}. Thus we will obtain a maximal rate of convergence equal to ¢5 > (¢ — 1). This
rate should be understood here as the maximal rate that can be determined from the drift
conditions. Computable bounds can also be determined under this assumption. For 0 < g < 1
and 0 <! <y, set

l
. B B
AW :=(su)pAZ(s<m>) (1= 2r0)) [ R, Rea il (Wi,
z,z')€ =0

Denote AL the (¢ +1) x (¢+ 1) matrix defined as in (7.19) with entries A&f)(l). We have

Théoréeme 7.4 Assume (H1-3). Assume in addition there exists 0 < 8 < 1 such that ﬂ'(Vq’B) <
oo. Then for any x € X, n > m, ||P"(x,-) — 7n()||7v < mini<i<q Bg(z,n) with

-1
et < (I— Aﬁf)) 5 @ m(Wh), e >

B = j
gl n) S(lyn+1—m)f + P et)yi=l=m){S(1, i+ 1)% — S(1, )%}

t

where W5 := (W(SB,"' 7I/Vf)
Using the same tools as above, it is possible to derive computable bounds for f-ergodicity.

Théoréeme 7.5 Assume (H1-3). Assume in addition there exists 0 < 8 < 1 such that ﬂ'(Vq’B) <
oo. Let f: X — [1,00) be measurable and assume that there exist 0 < a < 1 and some functions
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Vi X = [1,00), i = 0,1, and some constants ¢ > 0, b < oo such that
1A Ny = sup FH (@) V(@) < o0,
PV{(z) < V{(2) — cVg(x) + ble (),

cVg(x)—b>0, €D,
supV{ < oo and w(V{) < oc.
D

Then forn > m, v € X,
1P (2, ) = w ()l < IS0y Clase) By (an)

where Bg ,(x,n) is given by Theorem 7.4 and C(«, z) is defined by

Clas ) = w ()" +{CA)8 0 w(A) + [ u(dy)m(@y) Vi) + W)} |
+ O (1= (1= )

with

CA) = sup (1= poar (X)) (Rew Vi (@) + ooV (@)
(z,z')EA

7.1.4 A particular family of drift conditions

In all the examples below (see section 7.2), the drift conditions can most naturally be cast into
the following framework

A1l P is aperiodic and t-irreducible.
A2 there exist a small-set C, ¢ (C) > 0, a measurable function V : ' — R* and some positive

constants §, @, such that for any 6 < a < @&, there exist some constants c,_5 > 0, b,_5 < ©
and

PV(2) <V (x) = cas V() + by_slle (). (7.21)
In addition, V is norm-like and unbounded off petite sets.

Recall that a measurable function is said to be unbounded off petite sets, if for n < oo, the set
{z € X : V(z) < n} is petite. Note that C can always be chosen as a level set. (A1-2) together
shows that the P is positive recurrent and has an unique probability measure 7. It has been
shown by Jarner and Roberts [50] (Lemma 3.5), that the drift condition above can be derived
from the single drift condition

PV(z) < V¥ (x) — VI O(2) 4+ blle(z) for some b < oo, ¢ > 0, (7.22)

using convexity arguments; but checking (7.21) for all & in a segment does not usually (perhaps
counter-intuitively) require more efforts than proving (7.22), and the constants ¢, and b, directly
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obtained from (7.21) are in general tighter than those deduced from the single drift condition
(7.22). We will deduce from (7.21) a family of drift conditions verifying (H3).

Assume first that & is not an integer multiple of §. Set ¢ := |&/d]. For € (0, & — ¢d] and
0 <1 <y, define '

Vig(z) = 14 V1 ().
It is straightforward to check that since V is norm-like, we can suppose without loss of generality

that for any § < @ < @, infyece VO%(x) > 0 (see the comments above) and thus the functions
Vi verify the equation, 0 <1 < ¢ —1,

PVigip(x) < Viga (@) = ¢, Vig(@) + b, Te ()

for some constants ¢}, > 0, < oo. It is simple to show that (H1-3) are verified under the
stated conditions (Al- 2) If T(qu) < 00 (a condition, e.g., which can be verified if 7 is explicitly
known, as is the case for Markov Chain Monte-Carlo algorithms), Theorem 7.3 applies and the
maximal rate of convergence for the total variation norm is S(g,n) ~ n? (as n — c0). As shown
below, when 7 is unknown, we may always verify E, [ann ] < o0, for some 0 < S(n) < 1, and
apply Theorem 7.4. Recall that, by Theorem 10.4.9 of Meyn and Tweedie [72], for any non

negative measurable function f, we may write

w(f) = [ wlaoE, [Z F(@)
k=0

and thus 7 (f) < oo iff sup,cc s {ZZC:_OI (q)k)} < 00. The problem now is to find a lower bound
for the maximal element of the subset B, , C [0, 1],

Tcl

Zvﬁ (@)

Note that, if 5 € [0, 1] is such that there exists some o/, § < o' < & verifying 8(n+¢d) = o/ =9,
the discrete Dynkin’s formula applied to (7.21) with a := o/ shows that 8 € B, ,. The largest
possible lower bound (using the drift condition (7.21)) is obtained by setting o := &. Thus, for
any 7 € (0,a — ¢d], we may choose

By, :={B8 €0,1], supE,
z€eC

< 00}

a—0
Using Theorem 7.4, the rate is thus given by ¢(a —8)/(+ ¢6). The largest rate (using this drift
condition) is then obtained by letting n | 0 i.e. v, := (& — §) /6.
If & is an integer multiple of §, we set ¢ := a/§ — 1 and proceed as in the previous case.
We end up with the following result

Proposition 7.6 Assume (A1-2). Let o, € (@ — 6, @] be such that w(V*) < oco. Then for any
0 <~ < /8, we have for xz € X,

(n4+ 1) ||P*"(z,) —7()|lrv = 0 as n — oo.
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For any such + there is a constant C., (depending upon C, V, &, oy, 6, {c,}, {bs}) such that
foralln >0, 2z € X,

1P (z,) =7 ()llrv < 5 (n+ 177 (14 V().

The explicit expression of the constant, not shown here, may be derived from the proof. We may
also apply Theorem 7.5. For any 0 < 8 < a,/8, set f:= 1+ V=5 and V1’7CY =14+ Ve for
some (o, — B6) VI < o < v, where @ — § < . < @ is such that #(V*) < oco. Then, for any
v < /6 and any (o — B) VI < a < ay,

limsup (n+ 1)70—{e=B0}/a) 1 pr(g ) — z()||; < o0, € X,

n

and the rate is maximal when « 1 a,. Thus we have,

Proposition 7.7 Assume (A1-2). Let o, € [@ — 6, @] be such that m(V*) < oco. Then for any
0<f<a/d, and <~y < B, zel,

(n+1)7 ||P"(z,) = 7()|[14vax—ss = 0 as n — cc.

For any such vy, there is a constant C., (depending upon C, V, &, oy, §, {co}, {bo}, B) such that
foralln >0, 2z € X,

1P (2, ) = 7 () lpvan-ss < Cy (n41)77 (14 V(2)).

7.2 Examples

In this section, the chains are R%valued. We will denote < -,- > the scalar product, | - | the
Euclidean norm and V the differential operator. |s] is the integer part towards minus infinity
of a real s.

7.2.1 The symmetric Random Walk Hastings-Metropolis algorithm

Let us consider the symmetric random walk Hastings-Metropolis algorithm (henceforth named
the Metropolis algorithm) on R?. Denote Q(z, dy) the proposal kernel and 7 the target probabi-
lity measure. When Q(z,dy) and 7(dy) are absolutely continuous w.r.t. the Lebesgue measure
i.e. Q(z,dy) = q(z,y)dy and 7(dy) x p(y)dy, the transition kernel of the Metropolis chain is
given by

Plevdy) = ate,g)ate, )y +6.0) (1= [ alev)ate.p)dy)

where a(z,y) :=1A % is the acceptance ratio (see Casella and Robert [96]). The rate of

convergence of the Metropolis algorithm depends on the behavior of the target density p in the
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tails. Mengersen and Tweedie [70], Roberts and Tweedie [98] and Jarner and Hansen [51] have
shown that the Metropolis algorithm is geometrically ergodic provided that the target density
is log-concave in the tails. Fort and Moulines [39] have shown that the Metropolis algorithm
converges at any polynomial rate, when the log density decreases huperbolically at infinity,
logp(z) ~ —|z|®, 0 < s < 1, as |¢| = oo. In this example, we consider densities on R which
are regularly varying in the tails. This class contains, among other, the Cauchy distribution and
many other "heavy tailed” distributions; we prove that for such a distribution, the Metropolis
kernel is ergodic and for any z € R, 0 < vy < (s —1)/2,

(n4+ 1) ||P"(z,") = 7(-)[|l7v = 0 as n — oo.

Assume that

RW1 (@ is absolutely continuous w.r.t. the Lebesgue measure Q(z, dy) := q(z, y)dy. In addition,
Q) is a symmetric random walk i.e. ¢(z,y) = ¢(y—=) and g(z—y) = q(y—2), Q is compactly
supported and bounded away from zero on a neighborhood of the origin.

RW?2 the target distribution 7 is absolutely continuous w.r.t. the Lebesgue measure on R, with
a positive twice continuously differentiable density p(z) regularly varying in the tails i.e.
there exists 1 < s such that for large |z|, Vp(z) < 0 and

lim |z| Vlegp(z) = —s,

|z| =00

0 < liminf [z[? [V2p(z)|/p(r) < limsup [2[? [V2p(z)|/p(x) < co.
Lemme 7.8 Assume (RW1-2). Then, for any 0 < X\ < 1, there exists a non-empty compact set
C :=C(A) such that for any2 <a<a<s+1,

PV (2) <V 2) = camaVO2(2) + by_allc (@)

where V (z) := ||, byy < 00 and co_g =X a/2 (s+1—a) [t* ¢(t) dt > 0.
Proof 8 The proof is in Appendix 7.6.2. U
Under (RW1-2) the Metropolis algorithm is Lebesgue irreducible, aperiodic and any nonempty
compact set is small (Roberts and Tweedie [98], Theorem 2.2.). Since we know that 7(V*') < oo,

for any s’ < s — 1, then we deduce from the preceding discussions and Propositions 7.6-7.7 that
for any 0 < v < (s —1)/2, there exists €', < oo such that for € X', n > 0 we have

1P (2, ) =7 ()lrv < Cy (n+1)77 (L4 |27
and for any 0 < 8 < (s —1)/2, and 0 < v < 3, there exists C'; < oo such that for z € X,
1P (@) = T (Wligpop-r-2s < Cy (4177 (1427,

The expression of the constants can be deduced from Lemma 7.8, (7.21) and Theorems 7.4-7.5. It
should be stressed that the condition F(VSI) < 00, 8’ < s—1, stems directly from the assumption
(RW2) but is also the maximal condition (in the sense given above) that can be deduced from
Lemma 7.8.
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7.2.2 Non linear state space models (NSS)

Let us consider the following R%valued Markov Chain
q)n—l—l — F(q)n) + Wn—l—h

where {W,} is an i.i.d. sequence of centered r.v. with distribution I'; which is absolutely conti-
nuous w.r.t. the Lebesgue measure. The disturbance sequence is independent of ®y. Denote
[(s) := [ Jw|*T(dw). Assume that
NSS 1 for any compact K, and any Borel set A with positive Lebesgue-measure, there exists
ng > 0 such that
inf P (x, A) > 0.
zeK

NSS 2 The chain is aperiodic.
NSS 3 F is measurable and there exist 0 < § <2, r > 0 and M < oo such that

F(@)] < Ja| (1= rla| ™) for [a] > M,

sup |F(z)] < oo.
|z|<M

NSS 4 there exists a real s > 26 such that ['(s) < co and if § =2, r > %F(Q).

Remark that (NSS1-2) is checked if F is bounded on compact sets and the density of I' is
positive. Non linear state space models have received a large attention in the literature (see
Meyn and Tweedie [72]). Most of the contributions focus on conditions implying V-uniform
geometric ergodicity (see Doukhan and Ghindes [36] and Mokkadem [76]) where (NSS3-4) is
substituted with |F'(z)| < |z| — A for |2| > M, supj,<p [F(2)] < 0o and ['(s) < A). The study
of NSS models under weaker conditions such as (NSS 3) has been initiated (among others) by
Tuominen and Tweedie [117] and Ango Nze [2] with 0 < § < 1. This model has later been
worked out by Veretennikov [121] who proved ergodicity at subgeometrical rate (see below) for
d=2.

Lemme 7.9 Assume (NSS1-4). Then for any 0 < X < 1, there exists a non-empty compact set
C :=C(X) such that

PV?(2) < V(2) = c()V*7" () + b(8) lle ()
where V (z) :=|z|, b(d) < 0o, and ¢(§) = Asr if 0 < § < 2 and ¢(2) := As(r — (s — 1)['(2)/2).
Proof 9 The proof is in Appendix 7.6.3. U
In such case, we may use Lemma 3.5. of Jarner and Roberts [50] to show (A2). A direct proof
of (A2) is possible, but the resulting constants (not shown here and used in 7.2.2) are more
involved.
Under (NSS1), the transition kernel P is Lebesgue-irreducible and thus possesses a sub-invariant

measure 7. As proved in Mokkadem [76], for any non-empty compact set C, 0 < 7(C) < oo, and
by Theorem 3.1. of Tweedie [118], Lemma 7.9 implies that the chain is ergodic and 7T(V5_5) < 00
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. Finally, since @ is aperiodic and irreducible, any non-empty compact set C is petite and thus
Vm-small for some m > 1 (Theorem 5.5.7.in Meyn and Tweedie [72]). Thus, by Lemma 7.9, (A1-
2) are verified. Then we apply Propositions 7.6-7.7 and establish that for any 0 < v < (s—19)/9,
there exists a constant C'y < oo such that for z € &', n > 0, we have

1P (2,-) = 7 (v < Oy (n4 177 (14 [2°70).
And for any 0 < 8 < (s—0)/9, and 0 < v < 3, there exists C, < oo such that for z € X', n > 0,
1P (@) = 7 (Wigpapemimss < C (R +1)77 (14 |2*7).

The expression of the constants can be deduced from Lemma 7.9, (7.22) and Theorems 7.4-
7.5. Previously reported results on this model only provide rate of convergence. For § = 2,
Veretennikov [121] shows the existence, under (NSS), of a constant €' < oo such that for all
z e X,

127 () = 7 (llzy < C (n+ 175 (L4 [2]™),

for any 2 < m < s — 2 and k < m/2. This result is similar to our assertion. For 0 < § < 1,
Tuominen and Tweedie [117] establishes that for any = € X,

(n—l—l)k |P"(z, ) = 7(-)||lrv — 0 as n — oo, (7.23)

for any 0 < k& < s — 1; which is weaker than our result. In addition, they assume (NSS1-3)
but substitute (NSS 4) by the stronger condition s > 2. Finally, under (NSS1-4), Ango Nze [3]
establishes (7.23) for 0 < k < s/§ — 2 when 0 < § < 1. To our best knowledge, the results for
1 <4 < 2 have not been worked out before.

Numerical experiments

In the numerical illustration, we assume that d =1, 6 = 2,

F(z) :== z —sign(x) o |z] > 1

F(z) :==F(1)z if 2| <1

and T' ~ N(0,0?). We (arbitrarily) set s := 11, r := 46, M := 7, 0% := 4 and we verify (H2)
with m =1, C = [-8,8], D = [~11,11],

P (AY) = Py o, (dy) = {H{yg(F(x*)JrF(x;))/z} N(F(w*) Vv F(zl), 02) dy
+ Wy (Fasreyzy N (Fle) AP, 0?)dy},

and p,, o (X) = € = ¢t = 1.9522¢ — 03, for (24, 2)) = (11,1), where N'(a,0?) is the p.d.f. of
the Gaussian distribution with mean @ and variance o2. We verify (H3) with ¢ := 5,

Vilz) = (ﬁAj) (1+ |x|1+2k) and (f[Aj) =1 A= (1—|—2(k—|—1))(r—2(k—|— 1)02/2)/5
Ji=k j=5
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and

k 0 1 2 3 4

Apg || 2.5200e 4+ 01 | 3.8000e + 01 | 4.7600e 4 01 | 5.4000e 4 01 | 5.7200e 4 01
br || 1.6158e + 09 | 2.0140e + 09 | 2.9209¢ + 09 | 4.4003e + 09 | 7.1453e 4 09
ar || 4.3636e — 02 | 7.2937e — 01 | 8.7665e — 01 | 9.2689¢ — 01 | 9.4702¢ — 01

which implies 7(Vy) < oo. To illustrate Theorem 7.3, we compute Bj(A, n) := [ A(dz)Bi(z,n),
1 <1 <4, for some probability A. To that goal, we set

Ay = / Ady)ly] S = / r (dy) |y |+

and use the upper bounds, 1 <[ <4,

I—

4
//\(dy)ﬂ(dy/)Wl(%y’) S 1+ (m(Vo) Hak)_l (HAk) (2—|—A511+15)/(1+45)+774(11+15)/(1+45))7

74 < 14 (sup Vs + by) = 1.2492e 4 08.
C

Thus Bj(A, n) is upper bounded by a function of (A4, n) which is drawn in Figure 7.1. In Table
7.1, we collect the minimal bound inf<;<4 Bi(A, n).

Remark Because of the symmetry of the drift functions and of the model presented in this
example, the uniform minorization used above leads (perhaps surprisingly) to a better bound
than the one given by the local Doeblin condition. Indeed, one could verify (H2) by choosing

px,x’(dy) = {H{yS(F(l’)-I-F(l"))/Q} N(F($> vV F($’)7 0'2) dy

+ s ()t F@n) 2 N (F () A F (xl)’gz)dy}'

It appears that such a choice does not modify the values of the entries of the matrix A,, since

l

( Sll)p A Z 5(7/7 m) (1 - px,l”(-)()) /Rx,x’($7 dy)Rx,ac’($/7 dy/)Wl—i(y7 y/)
r,x')e i—0

l
sup Z 5(7/7 m) /Rl’*,x; ($7 dy)Rl’*,x; ($/7 dy/)Wl—i(y7 y/)7

= (1= pryoy (X))
(z2)€A 2o

the bound obtained with such choice is worse than the bound obtained by the uniform minori-
zation condition, because in this case, ¢T = 1.
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7.3 Ergodicity at a general rate

In this section, we generalize the results of Section 7.1 to deal with non polynomial rate functions.
Define

A= {r :N— [1,00),r(n) T 400 and V n,m € N, r(n+m) < r(n)r(m)}

A includes both geometrical sequences and sub-geometrical sequences defined e.g. in Stone and
Wainger [110]. Define

A= {r :N = [1,00),7(n) T 400 and I p, : N = R, VY(ny, -, ny) € NF,

A(30m) < o) Yo ) snd li ) =0}, (7.20)

=1 =1

which includes rate functions of the form {n? Vv 1}In’(n Vv 2) (but not geometrical sequences).
We set by convention that r(+o00) = 4o0. Finally, for a positive sequence r = {r(n)}, we define

0 = {10(n)}
r(n) = r(j), (7.25)
=0
and set by convention that r°(—1) := 0. The aim of this section is to substitute (H3-4) with
drift conditions adapted to the rate functions r in the classes described above. Assume

H5 There exist a non-decreasing sequence r = {r(n)} > 1, a sequence of measurable functions
Gt X = [1,00), go(x) > r(n) on D and a non-negative sequence {b(n)} such that

Pgni1(2) < gn(z) + b(n)le(x), (7.26)
R = . _ b R
F(n) :=r(n) H(l + (k)" > 1 where ¥(n):= o) Finfoe gy (0) :==r(0)27)

k=0
sup go < oC.
D

In addition, 7(go) < oco.

By (7.26), and using that ¢, (z) > r(n), the Dynkin’s formula (Theorem 11.3.1. in Meyn and
Tweedie [72]) implies that for any [ > 0,

E.[r(re + 0] < Eo[gret1(®r)] < g1(2) + (1) e (2). (7.28)

Since supe go < oo, (7.28) implies that C is recurrent. If C is a petite set, ® is recurrent and (H1)
is automatically verified. In addition, we have the

Proposition 7.10 Let P be a transition kernel on (X,B(X)) and C € B(X). Set g,(z) =
E. {r(n + Uc)}, n > 0, where o¢ is the hitting-time on C and r = {r(n)} > 1.
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(i) {gn} satisfies the identity

Pgn—l—l ($) — gn($)7 T < CC7
Pguii(z) =B, |r(n+70)|, zec.

(ii) The functions {g,} are the minimal pointwise solution to the inequalities

Pgpi1(z) < gu(2), @ eC”,

gn(x) Z r(n).
Proof 10 The proof is in Appendix 7.6.1. O
As above, the condition (7.27) will be used to control some moment of the return-time of (X, X’)
to A. The proof is in Proposition 7.20. Finally, when 7 is not explicitly known, the condition
7(go) < oo can often be checked by using the following condition : there exist A € B(X),

7(A) > 0, a measurable function G : X — [1,00), bounded on A, and a constant b < oo such
that

PG(z) < G(2) — go(z) + bl 4(2). (7.29)

The proof follows immediately from the Comparison Theorem and the representation of the
invariant measure given in Theorem 10.4.9 of Meyn and Tweedie [72]. Define

Wo(z, 2"y := Ta(z, 2")7(0) + Tac(z, 2"){g0(z) + go(z")}/2 (7.30)

Wm(xvxl) = HA($,$/)5( ) + Tae(z, x H L+ (k ! {9m(2) —|—gm($/)}/2
k=0

and

A, = sup (1—,095795/(X))/RI@,/(QC,(1y)RI7I/(aU’,dy’)VVm(y,y’)7 (7.31)
(z,x")EA

where R, . is given by (7.18). (H5) implies that A,, < oo and for any = € X', 6, @ 7(Wy) < oo
Then we have

Théoreme 7.11 Assume (H1-2) and (H5). For any x € X, n > m, ||[P"(z,) — 7(")|lrv <
Bi(z,n) with

(i) if Ay <1 and 7 € A,
et (1 — Am)_l&g @ 7 (W)
Fn+1—m)+ Z]‘Zn+1—m(1 — et)i==m) {F(j+1) = 7(5)}

and (et Wo, A,,) are given by (7.20), (7.30) and (7.31).
(ii) if F € A,

Bi(z,n) =

+ {B1 + By 0y ®7T(W0)}
Flntl—m)+3 s, ol = et =(n=mfr (G + 1) — 7 ()}
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Bi(z,n) =




B, =A,, Z(l — Y G+ By = Z(l — ) pr(j+ 1)

720 >0
and (€%, pr, Wo, Ay) are given by (7.20), (7.24), (7.30) and (7.31).
When 7 € A and A,, > 1, Theorem 7.11(i) does not apply ; it may also happen that for a given

initial point # and a number of iteration n, one computes a better bound by applying Theorem
7.11 with a function rate ry lower than 7. Theorem 7.11 can be generalized as follows

Théoréeme 7.12 Assume (H1-2) and (H5). Let rgy = {rys(n)} be a sequence and ¢ be an increa-
sing concave function such that for any n > 0, r4(n) < ¢(7#(n)). Define

AL = sup (1= o) [ Rl dy) Rela' )6 (W)
(z,z')EA
Foranyx € X, n>m, |[P*(z,) — 7(-)||lrv < By, (%, n) with,

(i) if AS <1 andry € A,
(1= a2) " s om(6)
ro(nt1—m)+ 305 (L= P )= g (5 + 1) = rg(5) }

and (et,Wy) are given by (7.20) and (7.30).
(ii) if ry € As,

B, (z,n) =

et {Bi+ By 5, on(60m) }
ro(n+1—m) 4355 (L= D)0y (G 4+ 1) = re ()}
Bi=A% Y (L= ) jp, (i + 1) By=) (1=€¢) pr(i+1)
j>0 720
and (¢t p,, Wo) are given by (7.20), (7.24) and (7.30).
(iii) if € A,

B, (z,n) =

Bt Syn0(l = W prlj+ D{jAn + (1 - Wo)})

Bry (w,m) := ro(nt1l—m)+ 35, 0, (1= eh)mmm {%(«7 + 1) - T‘¢(J)}

7.3.1 Geometrical ergodicity

The drift condition above is directly verified by V-geometrically ergodic chains. Assume that

H6 there exist a Lyapunov’s drift function V' : X — [1, 00), bounded on D, and some constants
0 < M. < 1and b < oo such that

PV(2) < AV (2) + blle(2), (7.32)
b
A+ ————— < 1. .
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Condition (H5) is satisfied upon setting g, (z) := A;"V(z), r(n) := A;" and b(n) := A,
In such case,

AZ1b

Y= T v

and (7.27) is implied by (7.33). (7.33) is similar to the condition (41) of Roberts and Tweedie [99].
Nevertheless, our approach differs in the definition of the set A ; note also that our results directly
apply for any m in the minorization condition (H2). Denote

-1
B, = (/\* + ﬁ) : (7.34)
it follows from (7.30) that W, (z,2") = SI'Wy(z,2’). We apply Theorem 7.12 with r4(n) =
H(B2) where ¢ & > W/ 0B+ 1 < i < .. Set
Wz, 2') = Ma(z,2’) + Tac(z, 2 ) {V(z) + V(2')}/2,
define for 1 < p < B,,
Alp) = p™ sup (1= pgar(X)) /Rx,x/(%dy)Rx,x/(wCdy’)W(%y’)l““““B*- (7.35)

(z,x")EA

Note that A(y) is finite for o € [1, B.] but is not necessarily less than 1. Since A(1) <1—¢~ <1
and p — A(p) is a continuous function, one may find p > 1 such that A(y) < 1. Define the
largest value Sgas such that A(u) < 1 for 1 < p < Bras. Finally, denote

Wo (1) 1= 8, 0 (Wha/ B ) (7.36)

Théoréme 7.13 Assume (H1-2) and (H6). Then for any 1 < pu < Brm, ¢ € X, n > m,
1P (2,) = 7y < Bu(e,n) with
-1
Buaun) i= =0+ (1= (1= ) (1= A00) 7 Warl)
and (et A(p), Wy (1)) are given by (7.20), (7.35) and (7.36).
If (H2) is substituted with the uniform minorization, i.e. for all z € C, A € B(X),

P™(z, A) > vy, (A) (7.37)

for some ¢ > 0 and a measure of probability v,,, then we can easily compute a lower bound
for Bpap and compute 8 := B(z,n) which minimizes the bound B, (z,n) for any given (z,n).
Following Roberts and Tweedie [99], define A :=C x C,

M = L sup | A(V(z) +V(2'))+2b J =Bl (M — e),
(z,z')EA
and
 InWe . (Bs)  In(J/(1-¢))
Y AR Y
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Then, as proved in Theorem 2.3. and Theorem 5.1. of Roberts and Tweedie [99], we have

—1InBiIn(l—¢)
InJ —In(1—¢)

exp ( ) < Bru < B,

and B, (z,n) is approximatively minimized at p = B where

Bla,m) = |(1-9(1+ n++m_€)] o (7.38)

7.3.2 Example : A reflecting Random walk

Consider the random walk on N defined by P(n,n—1)=p > 0.5, P(n,n+1) =¢q:=1— p for
n > 0and P(0,0) = a. We assume that P(0,1) = 1 — a. Denote m¢ (resp. mp) the non negative
integers such that C :=={0,--- ,mc} (resp. D :={0,--- ,mp}). Values of Srps (determined from
Theorem 7.13) are given in Table 7.2 for different p and «. To that goal, we set

mp+m

powr(dy) = Y (Pm(x,k)Apm(x',k))(sk(dy).
k=0

For the model (a), (b) and (c), we verify (7.32) with the kernel P, and

= Apg V(@)= (/)T b= sup PV () = AV (),
re

In case (a’), we consider some m-skeleton ) = P™. It is easily shown that QV (z) < A"V (z) +
byl (x) with X == \/Ipq, V(z) == (v/p/q) V0 and

= su - - o (z S m=l=k £pk (g, Fa, .
b = sup (4 (1= p)Vpla = 2) (A Ty (o) 30 477 P 0)+ P 1})

Remark that the rate obtained using the m-skeleton is worse than the rate derived from the
construction outlined here. In Table 7.3, we check (H2) by using a uniform minorization condition
with
e:= inf P7(x,0)A P™(2',0) vm (dy) == do(dy).
(z,x")EA

It is easily seen that in such case the non-uniform Doeblin condition leads to better bounds. In
Table 7.4, we apply the results of Roberts and Tweedie [99] : in cases (a), (b) and (c), we verify
(7.37) with C = {0,1}, m = 1, e = a and vy (dy) = dp(dy), as suggested in their Example 1. In
cases (b) and (c), (H6) is established with

M=V V)= (V)T b= sip PV (@) - AV (),
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but in case (a), (7.33) does not hold. We overcome this by making C larger (case (a’)) and prove
(H6) as in Table 7.2 (a’). The values of the rate Srr defined by Theorem 2.3. of Roberts and
Tweedie [99] is given in Table 7.4. It is worthwhile to note that S,, (given in Table 7.2) is
sharper than 515%

We finally compute B, (z, n) for the model (c) : we use the inequality W, (1) < Wi . (B, )0#/ InBx
and compute B, for different values of W, .(8,) and different number of iterations n. We check
(H6) as in Table 7.2 (c). In Table 7.5, the bound is computed by verifying (7.37) as in Table
7.3 (c), and for given (W, .(8.),n), we evaluate B, at u := [ such as defined by (7.38). In
Table 7.6, we consider the general minorization condition (H2) as in Table 7.2 (¢), and for given
(Wy »(Bs), n), we evaluate B, at

wi= (0= (4 )

where

T In(0.5 supp{Ry "V (2)+ Ry oV (2")})
77 T Mk ln 5* N

These numerical results show that the local Doeblin condition leads to better bounds than the
uniform minorization condition.

7.83.3 Some extensions

In this last section, we adapt the drift criterion introduced by Tuominen and Tweedie [117].

H7 There exist a sequence of measurable functions ¢, : X' — [1,00), ¢, > r(n)w, a measurable
function w : & — [1,00), some sequences {r(n)} > 1 and {b(n)} < co and a constant
0 < a < oo such that for all » > 0,

Pgni1(x) < gn(z) = r(n)w(z) +b(n)lc(z), (7.39)
r(n)w(z) —b(n) > r(n)a, z € D°, (7.40)
sup go < oo and sup P"gg < oc.

D D

In addition, 7(go) < oco.

If there exists b < oo such that b(n) < r(n)b, then (7.39) is the drift criterion introduced by
Tuominen and Tweedie [117]. As above, we have

Proposition 7.14 Let P be a transition kernel on (X,B(X)) and C € B(X). Set g,(z) =
E. | >7¢or(n 4+ B)w(®g)|, n > 0, where o¢ is the hitting-time on C, r = {r(n)} > 1 and
w: X —[1,00) is measurable.
(i) {gn} satisfies the identity
Pgot1(2) = gn(z) — r(n)w(z), z€C°,

7C

Pgoii(z) = E, [Zr(n +Ew(®)], zec.
k=1
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(ii) The functions {g,} are the minimal pointwise solution to the inequalities

Py (2) < gple) — r(njw(@), @ €C”,

gn(x) > r(n)w(z).
Proof 14 The proof is on the same lines than the proof of Proposition 7.10 and is omitted. O
Thus (H7) Eq. 7.39 and Proposition 7.14 imply that for any { > 0,

Tc—l

B [r(re +0)] <00 = 1) + B[ 37 r(k)er(@4)] + Ee gt (00)| < a1e) + 00D e (2), (7.41)
k=0

where 1% is defined by (7.25). (7.40) is to control the same moment of the return-time to A
of (X, X’) and is checked for D large enough if w is a norm-like function. Finally, when 7 is
not explicitly known, the condition 7(gg) < oo can often be checked by using the following
condition : there exist A € B(X), 7(A) > 0, a measurable function G : X — [1, 00), bounded on
A, and a constant b < oo such that

PG(z) < G(2) — go(z) + bl 4(2). (7.42)

The proof follows immediately from the Comparison Theorem and the representation of the
invariant measure given in Theorem 10.4.9 of Meyn and Tweedie [72]. When substituting (H5)
by (H7), we have analogous results to Theorems 7.11 and 7.12 with improved convergence rate.

Proposition 7.15 Assume (H1-2) and (H7). Then Theorem 7.11 and Theorem 7.12 hold by
replacing 7 with r° and defining Wy, [ = 0, m by

Wie, a') = s (0,2 )r(0) + Tac (o, ) {0 = 1) + {g1(2) + @)}/ (14 a) A 2) }.

7.3.4 Example : Non linear state space model

To illustrate Proposition 7.15, we revisit the non linear state space model (see Section 7.2).

Define
| s/6—1 if sis an integer multiple of 4,
7= |s/8] otherwise.

Set g, (z) := ]El,{ or(n+ k)w(q)k)}, with r(n) := S(¢—2,n+ 1) and w(z) := 1+ |z|" for
some 0 < 1 < s—¢d. Then by Proposition 7.14, we have Pg,41(z) < g,(2) —r(n) w(z) on C°. In
addition, by use of Lemma 7.9, we prove that sup, sup,ccr(n)~' E, {ZZCZI r(n—l—k)w((bk)} < 00
so that (7.39) is checked. Since w is a norm-like function, (7.40) is automatically verified. Finally,
go is upper bounded by a linear combination of the functions 14 |z|"**5, 0 < k < ¢—1 and thus,
m(go) < oo. Hence, (H7) is verified and Proposition 7.15 provides a direct route to determine
computational bounds. Numerical evaluations (not presented here) however show that these
bounds are worse than those computed using Theorem 7.3. It is also possible to use Proposition
7.15 to determine the "maximal rate of convergence”.
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Lemme 7.16 Assume (NSS). For any 0 < n <s—¢d, (H7) holds with r,, € A given by

1 (_gps=n
ry(n) == S(qg—1,n+ 1)“’_”( T )
w(z) =1+ |z|", {b(n)} and {g,} defined by Proposition 7.14. Thus for x € X,

HPn($7 ) - ﬂ-(')HTV < Br% ($, n) limnsup =t/ Br% ($, n) < 00,

with B,,%(x, n) given by Proposition 7.15.

Proof 16 The proof (see Appendix 7.6.4), based on the Hélder’s inequality, follows from Theorem
2 of Ango Nze [3]. O

The maximal rate of convergence n** is obtained by letting 1 | 0 which yields to

s—9

ki = ,
5

which is similar to the rate obtained by use of the results of Section 7.1. This second approach
may lead to very large bounds. Indeed, in the present case, we have to choose D in such a way
that

rn(n)(l + |96|77) —b(n) > ry(n)a >0, z¢eD".

Through the proof of Lemma 7.16, it may be shown that b(n) < r,(n)b where b depends upon
SUP,.cc |2|*=% and of the constants ¢(8), b(§) appearing in Lemma 7.9. This condition may lead
to a set D far larger than the one obtained by establishing the conditions (H3). This is exactly
what happens when considering the numerical example defined in Paragraph 7.2.2. To check
the condition (H7) with C = [-8,8], we have to choose D = [—1150,1150] and obtain a :=
4.0137e¢ — 01. If we suppose that m = 1, then we have ¢~ < 2 x 2897 exp(—0.5 289?)/+/27 and
the bound can only be computed by assuming m > 1 in order to obtain a reasonably large ¢~ ;
but this assumption leads to cumbersome computations.

7.4 Proofs

7.4.1 The coupling technique

Assume (H2). We define a markovian process Z = {7, = (X, X/, d,)} where X,, and X are
X-valued, and d, is a “bell variable” taking values 0 and 1. The bell rings (i.e. d,, = 1) when
the processes X and X’ are coupled. Sample Xg (resp. X{)) from A (resp. A') and set dy = 0;
then proceed as follows
(C1) ifd, =0 and
(i) (Xn, X)) € A, then set d, ;1 = 0 and sample independently X,y and X]_; from
the distribution P(X,,-) and P(X],").
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(i) (Xn, X)) € A, draw & ~ px, x1/px, x; (X) and
— with probability px, x:(X), set dypr =1and Xy =X, | =¢.
— with probability 1 — px,, x: (X), set d,41 = 0 and sample X, 11 ~ Rx, x:(X,,")
(resp. X| .1 ~ Rx, x: (X},")).
(C2)ifd, =1,set dyy1 =1, draw X, 41 ~ P(X,,-) and set X] ;= X4,
where R, . is the residual kernel given by (7.18). It is easily seen that Z is an homogeneous
Markov Chain with transition kernel P* on (X' x X' x {0,1}, B(X x & x {0,1})) given by

P ({2, d), Ax AT {i}) = Tas oy (e, ) [y () paa (A1 A')

140y (0) (1= per(X)) R, A) Ry, A)
+ Tacxqoy (@, @, ) oy (1) P2, A) P(a', A') + Ty (d) Mgy (1) P, AN AT).

Denote (€2, F) the canonical space of the chain, and Py x/; (resp. Ey s ;) the probability (resp.
the expectation) on (2, F) for the initial distribution A @ X' ® ¢;. Endow the probability space
with the natural filtration

Frn = U(Zk,k < n)

If m = 1, we deduce easily from the construction above that for any A € B(X), (2,2') € X x X,
n>1
Pypapro(X, € A) = P (2, A) Py o(X), € A) = P"(a', A).

For m > 1, this property does not hold and we have to define a sequence of r.v. {Z =
(X, X!, d,)} on (Q,F) for which Py io(X, € A) = P"(z,A)L£ and P,o(X, € A) =
P (2!, A). The following procedure is adapted from Kalashnikov [52]. Set Qo := 0 and Zy := Zy;
then proceed as follows

(C1)ifd, =0, i
—if (X, X)) ¢ A, set Quy1 =@+ 1 and ZQnpr = Znt1-
—if (X, X)) € A, set Qnq1 = Qn + m and ZQn+1 ‘= Zp41. Sample {XQn+k} (resp.

{Xé)n-l—k})’ 1 <k <m—1, from the distribution of {®;}, 1 < k < m — 1 conditionally
to &9 = Xg, (resp. o = Xg, ) and @, = Xg,,,, (resp. ®,, = X ). Finally, set
dg,+k ==dg,, 1 <k <m—1.

(C2)ifd,=1,set Quy1 :=Q,+ 1 and ZQn+1 =Lyt

Here, & = {®,} is a Markov process with transition kernel P.

Proposition 7.17 Assume (H2). For (z,2') € X x X, A€ B(X), n > 1,
Prao(Xn€A) = PUa,4)  Powo(X) € 4) = P'(e/, 4).

Proof 17 The proof can be adapted from Kalashnikov [52]. It is omitted for brevity. O
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7.4.2 Ergodicity and coupling time

Define the F,-adapted coupling-time T as
T:=inf{n>1,d,=1}
and the successive F,-adapted return-time to A of the process (X, X’)

To = inf{k>0,(Xg, X}) €A},

Toy1 = inf{k>T,+1,(Xg, X}) € A}, (7.43)
with the convention that inf ® = +o00 ant 7_; = —1. By Proposition 7.17 and the definition of
T, it holds

1P (2,) = 7 (O)lav < Pero(T > n). (7.44)

The tails of the coupling time are controlled by using the Markov’s inequality. We have

Lemme 7.18 Assume (H1-2). For a non-negative and non-decreasing sequence r = {r(n)} ,

Prpro(T > n) < Eeral =)
z,m0 Y- m)+ Disnttom (1= €)=0=m (G 4+ 1) — ()}

Proof 18 The proof is directly adapted from Roberts and Tweedie [99], Theorem 4.1. O

Define the hitting-time sequence 7,

T0:=Ty Tpp1:=Tpp1 —Th =70 g7n. (745)

7.4.3 Polynomial rates : proofs of Theorems 7.3, 7.4 and 7.5

Proposition 7.19 Assume (H3). Then for any 0 <! < q—1, and (z,2') € A°,

l

(TT ) Eer o] i Sk + D{Vo(Xy) + Vo(XD) }] < Viga () + Vi (). (7.46)
k=0 k=0

Proof 19 The first step is to prove that for any 0 <i < ¢ —1, (2,2) € A°,

T—1

05 Boro| S AVi(Xe) + Vi(XD}] < Viga (@) + Vi (&), (7.47)
k=0
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Define W;(z,2',d) = W;(z, 2') := Vi(z) + V;(2') for d = 0, 1. Then for (z,2’) € A°,
PWigi(z,2',0) < Wigqy(z,2") — Wiz, 2") + b {1le (z) + T (2')}
< Wi (z,2') — Wiz, 2") + b {llexpe (2, 2") + Mpege(z, 2')}.
On D¢, b; < (1 — a;)Vi(2') and it follows that on A€,
PWiq(z,2",0) < Wiy (2, 2") — a;Wi(z,2"),

which implies (7.47) by use of the Comparison Theorem. Note that (7.47) implies that 7 is finite
P, . o-p.s. The proof is concluded by induction : (7.47) establishes the proposition for i = 0.
Assume that (7.46) holds for some 0 < ¢ < g — 1, i.e. for all (z,2') € A°,

7

(L1653 56kt D00 + VXD < Vit 0) + Vo0
k=0

7=0
Then for (z,2') € A,

T—1

{Viga(@) + Viga(2")} > ai+1ELax’£){2{:{y2+1()(k)'+'y2+1(jyé)}}
k=0

7

> Qg1 ( H a]‘) Ex,x’,O{TZ_IEXk ,Xl;,o[i S(i, 7+ D{Vo(X;) + VO(X]/‘)}H
k=0 =0

j=0
i+1 7—1

> (TLes) Bewro| S SG+ 1k + D{Vo(Xa) +Vo(X])} ],

by use of the Markov property in the last inequality. [

Proof of Theorem 7.3 Define O(j) := {dr,_, 41 = 0} with the convention O(0) := Q, and
set 17 :=T; 4 j(m — 1). We show, by induction on j, that for 1 <1 < ¢,

Bearo| S(LT)) Togy| < < AL, W(a,a'),er > (7.48)
The induction implies that T;Tp(;) < 00 Py 4 o-p.s. For j = 0, Proposition 7.19 shows that
E, .0 o [5(17 To)] < Ua(z, ) + Tae(z, ')z, 2') = Wiz, o) (7.49)

and (7.48) holds. Remark in addition that by (7.10) and (7.49), we have
l l
EH/O{S(I m+ To } )| =350 k,m) H,O{ S(k TO} S S = kym) Wiz, o).
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Let j > 1. The induction assumption implies that Tpllory < 00 Py 0-p.s. for any 0 < k < j.
Note that O(j) C O(j — 1). It follows from the definition of 7% and (7.10) that

]ExJ/,o[S(l ) } ZEN/O{ S(k,Tj_y) SU—k,7j+m—1) Hou)}

{
= Z Ew7w/70 {El,’l,/’o {S(l — k, T, +m— 1)H{0}(dT]_1+1)|.7:T]_1} S(k, T]{—l) ]IO(j—l) .
k=0

Since ;+m—-1=m-1471o0 675-1, then the strong Markov property implies that

E,. o {S(z ) } ZEH [(1 —PXp_ X (X))X

/RXT] 17){&]_1 ()(T]_17 dZ)RXT]_17X§~]_1 ()(ﬁ«]_17 dZ/)Ez,z’,O {S(l —k,m+ To) S(k, T]{—l) ]IO(j—l)
< ZAm(l - k)Ex,x’,O {S(va]/—l) ]IO(j—l)] << Ain W($, xl)v e > .

We now conclude the proof. The sets O(j) N {d7,11 = 1}, j > 0, define a partition of Q; since

Prwo (dTJ+1 = 1|fTJ)H{o}(dT]_1+1) =Proro (dTJ+1 = 1|fTJ)H{o}(dTJ) = pxpxp () < e

then
Ex,x’,o {S l T—m } ZEQU z! 0{ )Ho(j)n{dTJ_H:l}}
7>0
<t ZEx7x/7O{S(l,T]‘) ﬂo(j)} < et < (T— Ay TW(a, o), e > .
720

The proof is concluded by applying Lemma 7.18.

B
Proof of Theorem 7.4 Define ri(n) := (S(l7 n)) . The proof is similar to the previous one

and relies on the Jensen’s inequality. Define ¢(z) := |2|°. Proposition 7.19 implies that for any
1<1<g,

Eyor o {rl(Té)} =y {¢(S(1,Tg))} < qﬁ(Wl(x,x’)). (7.50)
Note in addition that
Bearo|ri(m +13)| < zl:r, ) Baar o[ (T)| <37 m(m)d(Wile, 21)).
k=0 k=0
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We show by induction that for any 0 < k < 7,1 < < g,

By v 1T o] < < (49)" 60 (e, 2)).er > (751)

Eq. (7.50) shows that (7.51) is true for j = 0. Assume that (7.51) is verified for j > 1. Then,
l
E, . o {rl(T;)HO(]’)} <Y Eouro {rk(T]{—l) ri—k(7; +m—1) 110(]‘)}
k=0

l
< B 0B o [Pk + = Doy, )| Py | Ty Togio)|
k=0

l
S Z ]Ex,x/70|:(1 - pXT]_l,X%J_
k=0

—

Ry,

Jj—=1’

X (X1,_,,dz) Ry, X (X7, d2)E. .10 {rl—k(m + To)} re(Ti—1) Tog-1)

<

I
3G
—~

—

|

P
e

=
8
&\
k=)

S
o
—~

e
L

e

=
G
X
-

_ )} << (Aﬁf))j (b((W(x,x’)),el > .

o
Il
=]

We conclude by applying Lemma 7.18. Remark that |, @ T(¢(W))| < oo iff 7(o(V,)) < 0.

Proof of Theorem 7.5 For notational simplicity, we assume that m = 1 (extensions to cover
m > 1 are easy). Proposition 7.17 and the definition of the coupling-time 7" imply that

P () = (D] < e o [ (F(X0) + F(X0)) et

and by use of the Hélder’s inequality, it holds

P f(2) = 7 (D] < P > eV (I720vy) 4+ B [f(X) ] (752)

Decompose the event {T" > n} on the successive visits to A

(T>np=J {1 <n< T, T2 T+ 1,7 > 0}
21

= U {Tj <n<Tjy1,dp41 =0,T > n}
i>-1
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Applying once again the Holder’s inequality together with the strong Markov property, we have

B im0 | F(X) et ] < PR > n) (7)) D (Bemo [ (X0) Uy <o N, 410 )

O

i>-1
<P > ) (I1771vy) " D2 (B [ B | VX0 U<y Dt =011, | i, o)
i>-1
S P;;%(T > n) (Hfl/aHVf) {(Eer,O {Vll(Xn)HnSTHdlzo})
+) (Exnr,o {EXTJ X5 0 [Vf(Xn)Homgr Hdlzo} iy, :oD } (7.53)
J
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The assumption on V{ implies that for (z,2") € A°,
[ P (G 00y xay < 40)) (Vi) + Vi) ) < Vite) + Vi)
so that
Em,7o{(vl’ (X,) + V{(X;)) HTZanFO} < V(@) + V(@) (z,2") € A°, (7.54)
whereas if (z,2') € A, by definition of the kernel, it holds
Bearo | (V{(X0) + V] (X0) ) Izl 0| < C(A). (7.55)

Finally, since P o(dr, = 0) = (1 — ¢~)7, the Proposition follows from (7.52-7.55).

7.4.4 General rate : proofs of Theorems 7.11 and 7.12

Proposition 7.20 Assume (H5). Then for any 1 > 0 and (z,2') € A°

-1

B0+ < (TIO+0) {aile) + ale)}/2

k=0

with the convention that T 1y (1 + ¥ (k)) == 1.

Gz, 2’ d) = Go(z,2") = [IiZe (1 + (k)G plz, '), d , 1. The proof amounts to show
that

Proof 20 Consider the case [ = 0. Define G, (z,2',d) = Gy(2,2') = gn(2) + gn(2'), and
=0,1.

P*Goyi(z,2',0) < Gp(x,2") on A,
Under the stated assumptions,

n

PG (z,2',0) < (14(n)) " Gz, w’)—I—H(1—|—¢(l€))_1b(n){]lc><pc(x, ')+ peye(w,z')}.
k=0



On C x D°, b(n) < ¢(n)G,(z,2’) and thus

- . e(n)
kl:[o(l—l' V(k))" b(n) < mGn(ac,x B

the same inequality holds on D¢ x C. Finally, since G, (x, ') > 2r(n), the Proposition is proved
for I = 0. Remark that for any I > 0, by defining ¢/ (2) := gi4n(2), V'(n) := b(n + ), and
P'(n) ;== ¥(n+1), then we have ¢’(n) > r(n+1) and

Py (2) < gp(w) + V' (n) e ().

Thus we adapt the preceding calculations and the Proposition is proved for any [ > 0. O

Proof of Theorem 7.11 (i) We show by induction that
Bear0 [F(T) o | < A, Wole, ). (7.56)
The induction implies that T;Tp(;) < 00 Py 4 o-p.s. For j = 0, Proposition 7.20 shows that
Bearo |[F(T0)| < Ua (e, 2)7(0) + s (2, 2') (g0(2) + g0(+") ) /23

hence (7.56) holds. Let j > 1. The induction assumption implies that Tillory < 00 Py o-p-s.
for any 0 < k < j. Note that O(j) C O(j — 1) and

Euo o {F(m + To)} < Wi (2, 2").
It follows from the definition of T; and of the class A that
Bewro [F(T o) | < B o 7(7; +m = DFTI) o)
<E,.p {Ex,x’,O {f(Tj +m — Doy (dr,_y4+1) | F1, F(T;_ﬁﬂo(]’—l)}-
By the strong Markov property and Proposition 7.20,
(X))

xp,_, (X A2 [F(m + TO)]F(T](_I)]IO(j_l)]

Ew,x',O {f(T]/) HO(])} S Eac,ac',O{(l —PXy

g—1 ,Xé«]_
/RXTJ_VXITJ_1 (XTJ—N dZ)RXT

J—1
< Ap Eyorg {F(T;_l)]lo(j_l)} < Al Wo(z, ).
We now conclude the proof as in the proof of Theorem 7.3.

Eac,ac',o {f(T - m)} = ZE$71’/70 {F(T]/) ]IO(j)ﬂ{dTJ_H:l}} S 6+ Z Ain WO($7 xl)‘
720 >0
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(ii)The proof differs in the computation of E, o {F(T;)Ho(j)} . Since 7 € A,

E; .0 V(T}) ﬂom} < ol (zj:E” 0 { Tt m = Do >] o V(TO)HOU)} )
k=1

We have 4
Eac ! 0{ (TO)]IO( )} S (1 - 6_)] WO($7$/)7

and for 1 < k <y,

Eac ! 0{ (Tk‘l'm 1)110( )} S (1_6_)j_kEx,x’,0 {Eac,ac',O {f(Tk‘I'm_l)]I{O}(di_l—l—l)|‘7:Tk_1} ]IO(k—l)} .
By the Strong Markov property,
() x

/RXTk—l’Xé“k_l (XTk—N dZ)RXTk—l’Xé“k_l (X%k—l , dZ/)]EZ o 0[ (m + To)] ]IO(k—l)} .

Ee 2 o{ (T +m — D)o )} <(1- 6_)j_kEx,x/,0K1 ~ PXy,_ X!

Tr—1

Thus, E, ./ 0{ (T +m — 1)]10( )} <(1- e_)j_lAm. Finally,
By o[ 71— m)| < e 31— ) pe(G + D5 A+ (1= ) Wole,2)}.
720

The proof is concluded by applying Lemma 7.18.

Proof of Theorem 7.12 Note that
E. . 0 {qﬁ(ﬁ(m—k To))} < ¢( ! 0{ (m + TO)D
Hence,
B0 {%(Ty‘ +m - 1)H{o}(dTJ_1+1)|fTJ_1} < (1 ~PXr, Xh (X)) S

[ By, (X )Ry (X, )0l + Ta))) < 45

j=1

so that E, ./ o {r(b(T]() ]Io(j)} < (A)i E, . 0 {T‘(b(To)}. Since E, ;v o {%(To)} < ¢p(Wo(x,2')), then

-1
E,.o ofre(T — m)] < €F (1 _ Aj;) S(Wo(z,2')).
The proof can be worked out similarly for (ii).
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Proof of Proposition 7.15 The proof readily adapts from the proofs of Theorems 7.11 and

7.12 if one improves a control of K ./ o {ro(l + T)} on A°. This is done in

Proposition 7.21 Assume (H7). Then for any integer > 0, and (x,z'") € AC,
Bearo|r°(14+7)] <0 = 1)+ (@) + 0i(a)) /(1 + @) A 2).

Proof 21 Assume [ = 0. Using the notations introduced in the proof of Proposition 7.20, it
holds that

PG (2,27,0) < G, ") = r(n){w(@) + w(@’)} + b(n){lle (2) + Te(2')}
< Gz, 2) — rin){w(z) + w(x’)}(l — llgxpe(z,2’) — Tpeye(w, x’))
= (r(m)w(@) + () (@) = b(n) ){llexpe(z,2') + Tpexe (z,2)}

Under (H7), on C x D°UD® x C, r(n)w(z)+ r(n)w(z’) — b(n) > (14 a)r(n). Define

F(z,2") = {w(z)+w(2’)} (1—]ICXDc(aU7 2')—lpeye(w, x'))—l—(l—l—a) {]ICXDc(x, 2')+peye (w, x')},

and note that F(z,2’) > 1+ a on A® and F(z,2") > 2 on A. Thus by use of the Dynkin’s
formula and Proposition 7.14 applied to the kernel P* | for any (z,2') € A€,

T—1

(4@ A2) Buaro[r(7)] < B | 30 1) F (X XD 4+ Baar 0 [ G (X2, X0)] < g0() +90(2"),
k=0

which concludes the case [ = 0. The preceding demonstration relies on the existence of a drift
criteria such that

P (2) < g (@) — r(n)o(a) + b(n) e (2).
For any [ > 0, we have
Piu1 (2) < (@) + 10+ Deo() + b(n + 1) e (2),

with §,(2) = gn4i1(2) so that the proof follows for any [ > 0. O
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7.6 Some technical proofs

7.6.1 Proof of Proposition 7.10

(i) is obvious.
(ii) For any N > 0, define §,(z) := gjy_,,(z). The inequality implies that for = € C,

go(z) > /gl(q)l)+/ g1(®1) > /gl(q)l)+/ Pga(®1)
C ¢ C ¢
so that we state recursively that for z € C¢,

gn (@) = Go(2) 2> Eo[gre(Pre)] > B [r(N + 7¢)] = g ().
Which concludes the proof.

7.6.2 Proof of Lemma 7.8

Let V(z) := 1+ |2]?, 2 < a < s+ 1. Denote R(z) the rejection region, i.e.
R(z) =1y € R, p(y)a(z —y) <p(e)aly — )},

and R(z) —z:={t € R,z +t € R(z)}. By definition of the Metropolis kernel, we have

Pv(x)_v(@:/{V(w—l-t)—V(x)}q(t)dH-/R( p(e+1)

p(z)

[V(x 1) - V(x)] ( - 1)q(t)dt.

z)—w

Assume that @ > 0 (the case @ < 0 trivially adapts). Then for any 0 < s’ < s, there exists M
such that for z > M,

PV(z) - V(z) = / {(96 +1)° - xa}q(t)dt—k /R(x)_x {(x b - wa} (P(w +t)

p(z)

—1)q(t)dt
- / {agga—lt +ala—1)/2 2272 4y (2, t)} q(t)dt
+ /R(x)_x {awo‘_lt + 7‘2($7t)} (Vp(ac)/p(w) L+ r3(x,t))q(t)dt

where
limsup |2]773) sup |ry(z, 0)]t7° < oo,
r—00 teSuppq

limsup 2]~ sup  |ro(a, )|t72 < oo,
r—00 teSuppq

limsup |z]* sup |r3(z,t)|t™? < oo,
r—00 teSuppq
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and for any 0 < s’ < s, Vp(z)/p(z) < —s'z™! for large x. Hence, since [tq(t)dt = 0 and, for
large z, fR(x)—x t2q(t)dt = [t?¢(t)dt/2, it holds that for any 0 < s’ < s and = large enough,

PV(z)-V(z)=—-a/2 (s’ +1- a) /tzq(t)dt 7 4 o(z*7?)

which concludes the proof.

7.6.3 Proof of Lemma 7.9

Let u,y € R% u # 0, and a > 0.
alul*™h < gy > +5ul 2 [yl + (0 = 2) <y >?) + Ra(oguy)if « > 3,

alul*~t < Ay > FRy(ayu,y) if 2 < a < 3,
|u—|—y|a—|u|a — | | 2] yz ‘ + 2( y) =
2<u,y>+[y|*if a=2,

Ri(oyu,y)if 1 < a <2,

(7.57)
where for some constant C':= C'(a) < o0
[Ra(a,u)] < C(Jul"= + [y* =) lyl?
[Ra(ayu,y)] < ala=1)/2 (lu" 2 4]yl ly)?
Ri(a,up)l < C(Jul*™ 4+ [y Iyl

Case 6 =2 Assume that F'(z) # 0. Since o > 3, we deduce from (7.57) that

F@)+31" < @ + ol F)l*™ < 8> 45 e = DIF@ P + Rala, Fo). o)
so that there exists 0 < (' < oo such that
[ 1@ + 4T < [F@I + S o = DE@IF@I + O+ [F@)*). (@59

If F(z) =0, then (7.58) remains true for all a.

Case 1 < 6 <2 Assume that F'(2) # 0. Since 2 < a we deduce from (7.57) that

_ F($> (% a—2
@ o o a—1 et _ 2 2
@) +yl < F@I +al F@I™ < s> +5 = D@1 )l
so that there exists 0 < ' < oo such that
[ 1@ 4y T ) < [F@I + C0+ @), (7.5

If F(z) =0, (7.59) remains true.
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Case 6 =1 The inequality (7.59) still holds.

Case 0 < 0 <1 Fora > 2, the inequality (7.59) still holds. If o = 2,
[ 156 +yPriy) = [F@P + ). (7.60)
If 1 < a <2, wededuce from (7.57) that

F(@) + 91" < IF@) + a(IF@) 4+ 1ul) " o

so that

/ F(2) + y]°T(dy) < [F(@)]* + al (1) F (@)1 + T(a). (7.61)

If § <o <1 then

[ 1@ +y°T @) < [F@I + @), (7.62

If F(z) =0, (7.59), (7.60), (7.61) and (7.62) remain true.

7.6.4 Proof of Lemma 7.16

We prove (as to establish (7.11)) that for 1 <1< ¢, 0<n <s—Jdqand J, there exist ¢; > 0 and
b; < oo such that for 0 < ¢ < g —1,

Tc—l
E, [ N S k4 1)1+ |<1>k|77)] < ci+1(1 + |x|77+<i+1>5) + b e (2). (7.63)
k=0
Define
(¢ —1)0
b= s—1n—28
« = (1 - 5_1)_17



since ¢ > 2 then s > n+24. In addition, s—¢d—n < dsothat 8 > 1and (7+¢d0)/8+(n+d)/a=
s — 6. Then by the Hdolder’s inequality, it holds that

Tc—l Tc—l Tc—l

B[ Ym0+ o] < B [(Y s+ o) (3 0+ ae) ]
k=0 k=0 k=0
< (m] 3 ) (5] 3 0 o))"
k=0 k=0
< (B3 st-Lrr v+ o)) (& S 0+ wm]) "
k=0 k=0

1/8 1/
< (o141} 4 byl (@) ({1412} + by le(a) )

by use of (7.63) and the proof follows from straightforward calculations.

7.7 Figure and Tables
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F'1G. 7.1 — An upper bound of B;j(A,n), 1 <1 <4 is plotted versus log;q(A4). A logarithmic scale
is used for the Y-axis.
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[n=5e+03[n=1e+04[n=2e404|n=1e+05| n=2e+05 |

7.9887e-01 3.1575e-01 3.6958e-02 5.9147e-05 | 3.6968e-06
7.9914e-01 3.1575e-01 3.6971e-02 5.9167e-05 | 3.6981e-06
8.2898e-01 3.2755e-01 3.8352e-02 6.1378e-05 | 3.8362e-06
2.1979e+400 | 8.7875e-01 1.0291e-01 1.6469¢-04 1.0293e-05
6.5738e+01 | 3.2467e+01 | 3.9475e+00 | 6.3176e-03 | 3.9486e-04
TaAB. 7.1 —
| [ (a) (a)) (b) (c) |
P 0.6 0.6 0.7 0.75
o 0.25 0.25 0.5 0.4
kernel P P P P
m 28 1 6 8
me 0 7 1 0
mp 14 7 3 4
A 0.9798 0.8669 0.9165 0.8660
b 0.1888 0.5587 0.2417 0.5732
513]1\4 0.9983 0.9997Y/7 0.9649 0.9413
TAB. 7.2 —
| [ (a) (b) (0 |
P 0.6 0.7 0.75
o 0.25 0.5 0.4
kernel P P P
m 28 6 8
me 0 1 0
mp 14 3 4
€ 2.60e-02 2.71e-01 3.38e-01
513]1\4 0.9998 0.9854 0.9793
TaAB. 7.3 —
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| | () (&) b  (©
p 0.6 0.6 0.7 075
a 0.25 0.25 0.5 0.4
kernel P P7 P P
m 1 1 1 1
me 1 7 1 1
¢ 0.25  1.17e-02 0.5 0.4
Ao ][ 09798  0.8669  0.9165 0.8660
b | 0.1888  0.5587  0.3472 0.5732
Bar ¥ 0.9998'/7 0.9845  0.9796
TaB. 7.4 —
| =200 | »n=300 | n=500 [ n=1000
Wer(B) =10 || 2.9493e-01 | 7.3337¢-02 | 3.6342¢-03 | 1.4554¢-06
W (8x) = 1000 || 5.1036e-01 | 1.3748¢-01 | 7.1250e-03 | 2.9144¢-06
TaB. 7.5 -
| =200 | »n=300 | n=500 [ n=1000
Wer(B) =10 || 6.7984e-04 | 2.6108¢-06 | 2.8634e-11 | 7.0544e-24
W (8x) = 1000 || 7.2623¢-03 | 3.0771e-05 | 3.5925¢-10 | 9.1672¢-23
TaB. 7.6 —
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Chapitre 8

V-Subgeometric ergodicity for a
Hastings-Metropolis algorithm

Ce travail, en collaboration avec Eric Moulines (ENST), est publié dans la revue
Statist. Probab. Lett., 49(4) :401-410, 2000.

Abstract We study the symmetric random-walk Hastings-Metropolis algorithm in situations where the
density is not log-concave in the tails. We show that, under mild technical conditions this algorithm is

V-ergodic at a subgeometrical rate.

Keywords Hastings-Metropolis algorithm, V-ergodicity, subgeometrical rates.

8.1 Introduction

The Hastings-Metropolis algorithm (Metropolis et al. [71] and Hastings [47]), which allows simu-
lation of a probability density p on X which is only known up to a factor, is now recognized as a
central tool in computational statistic. It is especially relevant when p is the posterior distribu-
tion in a Bayesian context (see e.g. Besag and Green [8]; Smith and Gelfand [107]; Tierney [116]
for a variety of implementations, properties of such methods and theirs applications). In order to
describe the approach, it is useful to outline the standard construction of a Hastings-Metropolis
algorithm. Consider a candidate transition kernel Q(z,dy) on X' x B(X) with density ¢(z,y),
z,y € X. Here X is a subset of R?, B(X) is the Borel o-field on A" and the densities are w.r.t
the Lebesgue measure p. A “candidate” y generated according to the density ¢(z,y) is then
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accepted with probability a(z,y) given by

a(oy) = { ST AL I p()a(zy) > 0
1 otherwise.
The actual transitions of the Hastings-Metropolis chain, which we denote by {(,}, take place
according to a law P, with transition probability density a(z,y)q(z,y) and with probability of
remaining at the same point [ (1 — oz, y))q(z, y)du(y). With this choice 7(dz) = p(z)du(z) is
invariant and provided the chain is suitably irreducible and aperiodic, it is standard that the
n-step transition probability P"(z, A), 2 € R% A € B(X) converges to 7 in the total variation
norm
[P (z,2) = 7()|lrv = L sup |P"(z,A) — 7(A)| = 0 when n — oo.
2 AeB(x)
The class of the Hastings-Metropolis algorithms is very broad. We consider in this note perhaps
the simplest version of this algorithm, namely the symmetric random-walk Hastings-Metropolis
algorithm (henceforth named the Metropolis algorithm), for which ¢(z,y) = ¢(z — y) = q(y —
z). Mengersen and Tweedie [70] show that when R? = R, the Metropolis algorithm is V-
geometrically ergodic when the target density is continuous, positive and log-concave in the
tails i.e. log p(z) — log p(y) > a|z — y|, for sufficiently large |z| < |y|. The proof is based on the
Foster Lyapunov type technique, the drift condition being V' (z) o p(z)™%, a > 0. They prove
that this condition is also necessary in the sense that the chain is geometrically ergodic only if
[ exp(s|z])p(z)du(z) < oo for some s > 0 i.e. p(z) has an exponential moment. These types of
conditions have later been extended to the multidimensional case by Roberts and Tweedie [98]
under additional geometrical conditions on the level set {z € R p(z) = ¢} and later improved
by Jarner and Hansen [51]. The purpose of this contribution is to prove that when the densities
are not log-concave in the tails then a weaker form of ergodicity, namely at a subgeometrical
rate, still holds.
The paper is organized as follows. In Section 8.2 we set some definitions and notations and recall
the V-subgeometric drift criterion of Tuominen and Tweedie [117]. Then we state a practical
sufficient condition. Finally, in Section 8.3, it is established that the Metropolis algorithm is
V-ergodic at a subgeometrical rate. All the proofs are in Section 8.4.

8.2 V-subgeometric criteria

Let P be a transition kernel on X' x B(X') where X’ is a topological state space and B(X') is the
Borel o-field. Assume that P admits a unique invariant probability measure 7. Denote P, and
E. the probability law and the expectation of the chain {(,} under the initial condition (y = z.
Our notations and terminologies will generally follow that of Meyn and Tweedie [72].

We study the rate of ergodicity r for sequences r = {r(n)} in the class of subgeometrical rates,
originally introduced in Stone and Wainger [110] and defined as follows. Denote Ag the class of
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non-decreasing sequences r = {r(n)}, r(n) > 2, and such that logr(n)/n is non increasing and
tends to zero as n — co. Denote A the class of subgeometrical rates i.e. sequences r’ = {r'(n)} for
which there exists r = {r(n)} € Ag such that liminf +'(n)/r(n) > 0 and limsup r'(n)/r(n) < oc.
Tuominen and Tweedie [117] considered the V-ergodicity for r € A. Let V : &' — [1,00) be
a measurable function. For an arbitrary signed measure v, define |[v|[v = supy,<vy [v(9)]-
We shall say that the i-irreducible and aperiodic transition kernel P is V-ergodic with rate
r = {r(n)} if the kernel P is Harris positive with invariant distribution =, 7(V) < oo and
r(n)||P"(z,-) — 7 (-)||lv = 0 when n — oc.
The following result is shown in Tuominen and Tweedie [117].
Proposition 8.1 Suppose that P is i-irreducible and aperiodic, and let V : X — [1,00) and
r € A be given. Assume there exist a sequence {V,,} of functions V,, : X — [0,00], a petite set
C € B(X) and b € Ry such that Vy is bounded on C, {z € X', Vy(2) = o0} C {z € X, Vi(2) = oo}
and

PVoy1(2) <Vo(2) = r(n)V(z) 4+ br(n)le(2). (8.1)
Then r(n)||P™*(z,) = 7|lv = 0 as n — oo for z € S(V,r) where

75—1

S ={z e XB | Y r(k)V(G)] < 0B € BA)*)

k=0

and T is the first-return time to B. In addition, S(V,r) D {z € RY Vy(z) < o0}.

In the sequel, we shall show that the Tuominen-Tweedie drift condition (8.1) holds for any
polynomial rate r(n) o n®, s > 0 and any function V= 1+ f*, @ > 0 as soon as a drift criterion
on the form PfP+tY < P+ — O, fF 4+ Cyll¢ is established, for some convenient 8 > 0, finite
positive constants v, (1, Cy and a petite set C. Proposition 8.2 is an extension of the conditions
of Stramer and Tweedie (Theorem 4.1., [111]). The extension is twofold. Proposition 8.2 is
valid for arbitrary topological state space X whereas the results of Stramer and Tweedie [111]
are restricted to X = R. Moreover, the drift function f is an arbitrary non negative function
whereas Stramer and Tweedie focus on the specific ”power moment” functions f*(z) = |z|“.
This generalization is crucial for establishing the subgeometric convergence of multidimensional
random walk procedure.

Proposition 8.2 Let {(,} be a y-irreducible and aperiodic F,-adapted Markov chain with tran-
sition kernel P and state space X. Let f : X' — [0,00) be a measurable function, s be a positive
integer and o > 0. Suppose there exist a real vy > 0, some constants 0 < C; < 00, 1 = 1,2 and a
petite set C of X such that f is bounded on C, {z € X, f(z) < 1} C C, and

PO (2) < fPH(2) = CLfP(2) 4+ Cylle(2) (8.2)

forany B €{a,a+~, -, a+v(s+1)}. Then
(i) there exist a constant C's < oo and a sequence of finite measurable functions {V,} : X —
[1,00) such that
PV,41(2) < Vu(2) = r(n)V(z) + Csr(n) e (2)

where r(n) =n°* V2 and V(z) =1+ f(2).
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(ii) Vy is bounded on C and S(V,r) = R%.

Proof 2 The proof follows the same lines as the proof of Theorem 4.1. of Stramer and Twee-
die [111], which is upon earlier results by Tuominen and Tweedie [117]. For ease of reference, an
abbreviated version of the proof is given in Section 8.4.1.

8.3 The Metropolis algorithm

In this section, we consider the Metropolis kernel and prove that the drift condition (8.2) holds
for the class € of the densities on R? which are not log-concave in the tails. We will note B(0, r)
the closed ball of radius r, < -,- > the scalar product on R? , | -| the Euclidean and the
operator norm, n(z) = z/|z| and V the differential operator. Assume that the proposal kernel
Q(z,dy) = q(z,y)du(y) where u is the Lebesgue measure, checks the conditions

- (RW1) q(y - 2) = q(z — y),

- (RW2) [p.,) 1W)duly) = 1,

- (RW3)|z] < ¢ = q(2) > e,
that is ¢ is symmetric and compactly supported (this is mainly a technicality here). Define &
the class of the twice continuously differentiable densities p on R? w.r.t. the Lebesgue measure p
such that for any p € £, there exist 0 < m < 1 and some finite positive constants d;, D;, 2 =0, 1,2
such that for large enough |z|

- (D1) limsupy,|e < %JL(Z) > < 0,

- (D2(m))

0 < dp|z|™ < =logp(z) < Do|z|™ (8.3)
0 < di|z|""! < [Viogp(2)] < Dif2|™
do| 2|7 < |V og p(2)] < Dolz|™

When d = 1, it is easily seen that this class includes distributions with tails typically heavier
than the exponential, for example, the Weibull distributions, for which the densities may be
expressed as p(z) = Bzw_l exp(—=z7/B), 2> 0,8 >0and 0 < v < 1. For d > 1, the class &
includes the homogeneous super-exponential family H defined as follows. A function g is said to
be homogeneous of order i > 0 when for any z € R% A > 0, g(A\z) = Ag(2). p is in the class H
of the homogeneous super-exponential densities if

~ (H1) p(=z) = exp (= [(2))

— (H2) f(2) = > ez fi(2) where f; is twice continuously differentiable and homogeneous of

order 7, [ is a finite subset of (=00, 1) and 0 < supyi=m < 1.

— (H3) inf ga—1 f,, > 0 where S9! is the unit sphere on R
The case sup;c;¢ > 1 is covered by Jarner and Hansen [51]. It is possible (with little effort) to
assume that I is countably infinite.

Proposition 8.3 # C £.
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Proof 3 The proof is in Section 8.4.2. As it will be shown in a forthcoming paper, the condition
(D2) can be relaxed to include heavy tailed distributions such as the Cauchy, the log normal
or the Frechet distribution (appearing when dealing with the distributions of the extreme value
statistics). In that case, however, only a weaker form of ergodicity, namely the V-ergodicity is
obtained i.e. |P*(z,-) — 7(:)|[v — 0 when n — oo.
As underlined in the following proposition, the class £ is stable under addition and multiplication,
and external product with the class P of twice continuously differentiable positive functions h(z)
on R such that for some 0 < m < 1

— (P1(m)) log h(z)|z|7™ — 0 as n — oo.

~ (P2(m)) [Vlog h(2)||z|'™™ — 0 as n — oc.

— (P3(m)) |[VZlog h(2)||z|*™™ — 0 as n — oo.
This class contains the positive multivariate polynomials on R%.

Proposition 8.4 Let p; € £,i = 1,2 so that (D2) holds with the constants m;, i = 1,2. Let
a;,1 = 1,2 be two non negative real numbers such that a1 + ao = 1. Then,

(i) p(z) = p1(z)p2(z) € € and m = mq V ma.
(71) p(z) = a1p1(2) + agpa(2z) € € and m = my A ms.
(iit) p(z) = h(2)p1(2) € € and m = my where h € P satisfies the conditions (Pi(my)),i=1,2,3.

Proof 4 The proofis trivial and is omitted. We now conclude this section by proving Proposition
8.2 for the densities p € £. Under (RW1), (RW3) and the continuity assumption of p, it is a
well-known result that P is i-irreducible, aperiodic and that any non-empty compact set is small
(see Theorem 2.2. Roberts and Tweedie [98]. The following theorem states the V-subgeometric

ergodicity at any polynomial rate r(n) « n®,s > 0 and any function V(z) =1+ (— log p(z))a7

a > 0, for the Metropolis kernel and the density p described below. Note that we can suppose
—logp(z) > 0 on R

Théoréeme 8.5 Assume (RW1-3). Let p € & wverifying (D1) and (D2(m)), and set f(z) =
—log p(2). Then for any a > 0 there exist a compact subset C of R and some constants C; < 0o
1= 1,2 such that

PI(2) < f0(z) = Cuf*(2) + Calle ()

with v = 222 > ().

m

Proof 5 The proof is in Appendix 8.4.2. Concluding remark : by applying Theorem 8.5,
this proves that for any integer s > 0 and real o > 0, the Metropolis algorithm is V-ergodic at

a polynomial rate r(n) o< n® with V(z) = 14 ( — logp(z)) . Then it is seen that the mixing
of the Metropolis algorithm is reasonably fast, even when the density is not log-concave in the
tails.
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8.4 Proofs

8.4.1 Proof of Proposition 8.2

In the sequel, we denote C' for a finite constant that may take different values upon each appea-
rance.
Step 1 : Define g, o(2) = E. | >, L o (Ck)} We first prove by induction that

Goa(2) < C(14 frH40 (2)) (8.6)

where C' is a finite positive constant. From the Comparison Theorem (Theorem 14.2.2 Meyn

and Tweedie [72]) we have for all 5 € {a, -, a+v(s+ 1)},

Tcl

gop(2) = E. | DR | <c(i+ 7). (8.7)

(8.7) implies that for all 8 € {a, -+, a+y(s+ 1)},

Tcl

Tee(2) (EZ {TC} ) < Tee(z {Z 75(Ce ] < Cllee(z )(1+f5+v(z)). (8.8)

Define G, (2) = E, {2220 gma(Ck)} where o¢ is the first hitting time on C. Under the induction

assumption, ¢, o(z) < C(l + fa-l-w(n-l—l)(z)) Set B = o+ v(n+ 1) and denote Mg = sup, fP.
Then using (8.7) and (8.8),

Gn,oz (Z) - ]IC (Z)gn,a(z) + ]ICC(Z){EZ {gn,a(Ccrc)} + Ez {Tcz_:l gn,a(Ck)} }
k=0
< C(1+M5)+C Tee(z [Tcz:l{urfﬁ (Ck) H
k=0
< O Cllee(2) [P (2). (8.9)

Note that lee(2) PG o(2) = Tee(2){G,a(2) — gn,o(2)} and on the other hand, (8.9) implies that
PGra(z) < CHCPfHI(2) < C+C(f57() + Calle(2))

so that l¢(2)PGh, o(2) < Cle(z). Thus there exists a constant b(G,,) < oo such that
PG, o (2) € Gral2) = gna(2) + 0(Gro)llc(2). Hence, by applying the Comparison theorem,

Tc—l

B[ Y 00a(C)] € Gral2) +0(Gra) e (2). (8.10)
k=0
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In addition, note that for any z € X, by the Markov property,

EZ{TCz_:lgn,a(Ck)} = ZZEZ {HTc>l+jjnfa(Cj+l)}
k=0 >0 j>0
Te—1
_ S S ] s
k=0 5=0

Finally, by (8.9), (8.10) and (8.11)

gupra(s) < C(14 fH0(2),

Step 2 : Define r(n) = n®V 2. In this step, we prove that there exist C’ < co and € < oo such
that

[Ei {1+-f“6w}}§<7 (8.12)
k=0
()z{@w}<0” (8.13)
For that purpose, we consider
e[S {14 ()]
k=0

Tc—l

<rO{1+ £ +E Y (k) Sz }-

By (8.6), E. {ZTU Lor(k) £o>C) } (fa‘” 4 fotrlst) (4 )) and since f is bounded on C,

(8.12) is proved. For k n>1, (n+k)* <r(2)n°k*, then
E ()] < r@{1+E [Ci r(i)] §
k=0

le(2)E, {r(Tc)} < r(Q)HC(Z){l + E. { Z r(k) {1 T fa(Ck)H }

o
Il
=]

< r@N1+C}.
Step 3 : Define V(z) = 14 f*(2) and

Va(z) = E| Y r(nt BV



Note that V,,(2) = r(n)V(2) + lec(2)W,,(2) and W, (2) = r(n+ DE, [V (¢1)] + P(lecWitq1)(2).
These relations imply that PV, 41(2) = W, (2) = V,,(2) — r(n)V(2) + W, (2)1¢(2). To show the
drift condition, it remains to prove that W, (z) is bounded on C. By applying (8.12) and (8.13),

Wi (2)

IN
-
N
®
Se—
=
N
3
Se—
%
i

=
P
ko
Se—
<
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Se—
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<
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[\
e
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—~
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e
—
Nﬁ
<
—~
a5
e
<
~
'}

Eol
e
_'_
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<
—~
a
e
<
~
{]\
[}
e
——
——

Te(=W() < r(2) e {C7 4+ M,C7)

which concludes the proof.

8.4.2 Proofs of the Section 8.3
Proof of Proposition 8.3

The proof relies on the following Lemma.

Lemme 8.6 Let g be a twice continuously differentiable homogeneous function of order i. There
exist some finite constants m; and M;, v = 1,2 such that

(i) malel=1 < [Vg(2)] < Mals]="
(i) mal2=* < |9%g(2)] < My2]i=?
and my > 0 whenever infga_1 g(z) > 0.

Proof 6 Since g(z) = |z|'g o n(2), we have
<Vy(z),y >= il g on(z) < n(z),y > + < Vg(n(2)), (y— <y,n(z) > n(Z)) >

from which we deduce the first assertion. Similarly, we prove the second one. By the previous
lemma and under (H1-3), there exist some finite non negative constants d;, D;,7 = 0, 1,2 such
that for large enough |z|,

0 < dol=|" < J(2) < Dolel"

0 < dy|z[™"" <|Vf(2)] < Dyz|™!

dy|z|" 72 < VP f(2)] < Dylz|™?
fmon(z)

Vo(2) oY) _
and < grey n(2) >= = < [groy nz) >< -t <0
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Proof of Theorem 8.5

The proof uses the three following Lemmas. The second one is adapted from Lemma 4.2. of
Jarner and Hansen [51].

Lemme 8.7 Let p € £. imSup|,|_,o SUPycB(0,c,) p(pz(—lz—)z»/) =1.

Proof 7 Note that

ZM <l4e¢ sup |Viegp(z+y)| sup (2 +y)
p(Z) y€B(0,c1) yE€B(0,cx) p(Z)
so that
(1= sup [Viogp(z+y)l) sup ZEEU oy

y€B(0,c) y€B(0,c1) p(Z)
and we conclude by (8.4).

Lemme 8.8 Let p be a positive continuously differentiable function on R¢ and set f(z )
—logp(2). Let z € R? and assume that there exists 0 < D < oo such that for any |y| >
< n(y), ng ;| >< —D. Define W(z) ={z € R, 2 = 2 +a&,0 < a < ¢, & € S |€—n(z )
D/3}. Then

(i) W(z) C {y € RY p(y) < p(2)}.

(ii) for any y such that y+z € W(z), | < % |z—| > | > D/3.
Proof 8 Let z € W(z). We prove that the function ¢(¢) = p(z + t(w — z)) defined on [0, 1] is

monotonically decreasing on [z, z], and to this goal we state that < £== ﬂp(gﬁ >< 0 for any

Il’ 2 IV
y € [z 2].
r—z Vp(y) r—z Vp(y)
S=< —— —n(2), = >
R T P R N TOT
Vp(y) P(y)
+ < n(z) —n(y), >+ <n > .
&= ) W )
The definition of W (z) implies that
z—z Vp(y)
| - | < D/3
e " W)
Vp(y)
| < n(z) = nly > < D3
B )
so that < |x ; Ny E ;| >< —D/3, which proves the first assertion. Finally, applying the previous
calculations with | = é‘; and z = y, we obtain the second assertion. Denote for o > 0 and
2y € RY,
R(f*zy) = [*z+y) = () —af* 7 (2) <Vf(2),y> (8.14)
R(p,z,y) p(;(—lz—)y) — 1+ < Vf(z),y>. (8.15)
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Lemme 8.9 Let p € £. Set f(z) = —logp(2).
(Z) lim Sup|z|—><>o |Z|2—ozm SupyEB(O,ck) |R(fa7 2, y)||y|_2 < 0.

(”) lim SUP|z| =00 |Z|2(1_m) SUPyeB(0,c1) |R(p7 2 y)||y|_2 < 00.
Proof 9 Since

sup  |R(f* 2, 9)llyl7* < sup  [V2F(1)]
yEB(0,¢ck) teB(z,ck)

Sa s 0|0 DY SOV + POV A0)
teB(z,cr)
we obtain the first assertion by (D2).
MOI’GOVGI’, |R(p7 2, y)||y|_2 S SupteB(Z,ck) %|V2f(t)_vf(t)vf(t)t| By (84) and (85) |V2f(t)_
VOV 1) = O(|t|>™=D) and the proof is concluded by using Lemma 8.7. We now establish
the drift relation. Define R(z) = {y € RY p(y) < p(z)} the rejection region and R(z) —z = {y €
R? y+4 2 € R(2)}. Using the definition of the Metropolis kernel, we may write

PRE -1 = [(FE+0-76)ad)
v [ (et =) (R et

p(2)

Since the proposal distribution gdp is symmetric, [ yq(y)dp(y) = 0 so that by the equations
(8.14) and (8.15), Pfo(2) — fo(2) = Sig Li(2),

— a—1 2 Vf(Z) 2
W) = OR[> ) dwe
W) = [ RO adat) = 0
I(z) = / <VI(2)y > R 2, 9)q(y)duly) = O(|z|m~Hm=1
R(z)—=
IB(Z) = Oéfa—l(z)/ < Vf(z), y > R(p7 Z, y)q(y)d,u(y) — O(|Z|moz—2+2m—1)
R(z)—=

li(2) = / R(J*, 2, 9) R(p, 2, y)a(y)du(y) = O(|z[ >3 =1),
R(z)—=

Since

liminf £ (2)|V £ 74 > 0, and Tim sup /7 (2)|VF(2) P27 < o,

Iy(z) is the leading term in the expansion, provided that

o Vi) :
io(z) = /R(Z)_Z ( < WW > ) q(y)dp(y)

200



is uniformly bounded away from zero for z outside a compact set. It remains to prove that
there exists D < oo such that ig(z) > D > 0 for large enough |z|. The proof is adapted from
Theorems 4.2. and 4.3. of Jarner and Hansen [51]. By (D1), for large enough |z|, there exists
D’ > 0 such that < %JL(Z) >< —D'. Define W(z) = {z ¢ RY, 2 = 24+ a€,0 < a < ¢, € €
S |€ = n(2)| < D'/3}. By applying Lemma 8.8, we have

Vf(Z) Y 2
/R(z)—z ( SN/ T >) lyl"q(y)duly)

Vi) 2 9
> /W(Z)_Z ( SN Tl >) ly|*q(y)du(y)

> (D’/3)2/W lyl*q(y)du(y) =D > 0

z)—z

so that i,(z) > D > 0 for large enough |z|.
Hence, we have proved there exist a compact set C and a constant 0 < Cf < oo such that for
2 ¢ C, Pf(z) — fo(2) < =C1f*71(2)|V f(2)|% Finally, we achieve the proof by noting that

liminf £~ (2) |V £(2)]2f 72 5 (2) > 0

|z| o0
and

sup PJo(z) <2 sup [7(2).
ZI<R || <Reer
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Chapitre 9

Convergence of the Monte Carlo EM
for curved exponential families

Ce travail, en collaboration avec E. Moulines (ENST), est soumis pour publication
a4 la revue 4nn. Statist.

SUMMARY The Monte Carlo Expectation Maximization (MCEM) algorithm (Wei and Tan-
ner [122]), a stochastic version of EM, is a versatile tool for inference in incomplete data models,
especially when used in combination with MCMC simulation methods. Examples of applications

include, among many others : regression with missing values (Wei and Tanner [122]), time-series
analysis (Chan and Ledolter [20]), genetic models (Guo and Thompson [45]).

In this contribution, the convergence of the MCEM algorithm is established under conditions on
the imputation techniques weaker than those stated by Chan and Ledolter [20], and Sherman,
Ho and Dalal [106]. It is shown, using uniform version of ergodicity theorems for Markov chains,
that MCEM converges under weak conditions on the simulation kernel; practical illustrations
are presented, using an independence sampler and an hybrid random walk Metropolis-Hasting
sampler. The rate of convergence is studied, showing the impact of the simulation schedule on
the fluctuation of the parameter estimate at the convergence. A novel averaging procedure is
then proposed to reduce the simulation variance and increase the rate of convergence.

Keywords : EM ALGORITHM ; MONTE-CARLO EM ALGORITHM ; HASTINGS-METROPOLIS
ALGORITHMS ; AVERAGING PROCEDURE

Short Title : CONVERGENCE OF THE MCEM ALGORITHM

AMS-classification : PRIMARY : 65C05, 62-04, SECONDARY : 60J10
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Introduction

Many problems in computational statistics reduce to the maximization of a criterion

o6) = [ hiz0pidz)

on a feasible set ©. Examples of such problems occur in missing data models (see e.g. Wei
and Tanner [122]), statistical image analysis (Younes [124, 125]), non-linear time series analysis

(Chib and Greenberg [23], Chan and Ledolter [20]).

The Expectation Maximization (EM) algorithm (see Dempster et al. [31]) is a popular sequen-
tial procedure for maximizing g(#). The E step of the algorithm requires the computation of the
expectation of logh(z;0) w.r.t to the conditional distribution p(z;60) := h(z;6)/g(8). In many
situations, this step is intractable ; to solve this problem, many approximations of the EM algo-
rithm, which use simulations as an intermediate step, have been proposed (see, e.g. Tanner [114],
Celeux and Diebolt [17], Delyon et al. [27]). Perhaps the most popular algorithm for this purpose
is the Monte Carlo EM, initially proposed by Wei and Tanner [122] and later used and studied by
many authors (Guo and Thompson [45], McCulloch [62, 63], Chan and Ledolter [20], Meng and
Schilling [69], Chan and Kuk [19], Ravishanker and Qiou [92], Sherman, Ho and Dalal [106]). The
basic principle behind this algorithm is to replace the expectation step by a blending of Monte-
Carlo integration procedure with Markov chain sampling techniques such as the Gibbs or the
Hastings-Metropolis algorithms. The MCEM algorithm has been successfully applied in many
different settings, including non-linear time-series model (Chan and Ledolter [20]), generalized
linear mixed models with missing data (Steele [109], McCulloch [62, 63], Chan and Kuk [19]),
full-information item factor models (Meng and Schilling [69]), genetic models (Guo and Thomp-
son [45]), the analysis of mixture and of continuous state space hidden Markov models and blind
deconvolution (Cappé et al. [14]) .

The analysis of the convergence of the MCEM algorithm has been first formally addressed by
Biscarat [9] as a specific example of a random iterative algorithm. The conditions in Biscarat [9]
have been later weakened by Chan and Ledolter [20]. The assumptions in these works are
however rather restrictive, because they involve a uniform law of large numbers, i.e., uniform
convergence in probability of the Monte-Carlo expectation to their corresponding sample average
over f in a compact subset of the feasible set ©. This assumption fails to be verified when Monte-
Carlo integration is carried out along a single-run MCMC algorithm in the simulation step. It
can however be verified under reasonable assumptions when Monte-Carlo integration is done
using independent chains, as shown by Sherman, Ho and Dalal [106], Theorem 2 (the difficulty
when moving from single run to multiple runs has been overlooked by Chan and Ledolter [20]).
Convergence of random iterative algorithms has also been considered by Shapiro and Wardi [105],
Pierre-Loti-Viaud [86] and Brandiére and Duflo [12], also under restrictive assumptions.

Sherman, Ho and Dalal [106] addresses a different class of results. These authors focus on the
missing data problem, for which ¢(6) is the incomplete data likelihood, depending on the sample
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size, say N (the dependence on this parameter is implicit in our work, all the results we obtain
being conditional to V). They assume that the Monte-Carlo integration is carried out by means
of independent chains, and that the number of independent chains, the number of iterations
for each chain at each step, and the number of the iterations of the algorithms are functions
of N. Under these assumptions, the authors derive the rate of convergence of the Monte-Carlo
estimator obtained as N — oo.

The purpose of this paper is to complement the results above, by providing a convergence
analysis of the MCEM algorithm which remains valid under assumptions that are verified for a
wide class of MCMC simulation techniques, including both single-run and multiple-runs chains.
The proof of convergence is rather different from the schemes used before, avoiding any form of
uniform law of large numbers. An averaging technique to improve the rate of convergence is also
presented, based on a modification of the averaging techniques of Ruppert [104] and Polyak [89].

The paper is organized as follows. In Section 9.1 we present the EM and MCEM algorithms, and
define the stable MCEM algorithm which guarantees the a.s. boundedness of the random recur-
sion. In Section 9.2, we study the convergence of MCEM for curved exponential families, when
the simulation step is based on MCMC techniques by assuming an uniform ergodic behavior of
the kernels. In Section 9.3 the rate of convergence is derived ; it is shown how this rate can be im-
proved, with a very small computational overhead, by using an averaging approach. lllustrations
of these results using independent sampler and an hybrid random-scan type Hastings-Metropolis
algorithm are presented in sections 9.4. The proofs of all of these results are given in Sections 9.5
and 9.6.

9.1 The Monte Carlo Expectation Maximization algorithm

Let X be a separable and locally compact topological space, and p be a o-finite measure on the
Borel o-field B(X'); let © be a convex subset of R' and H := {h(2;8),6 € O} be a family of
p-integrable Borel functions on X', p-p.s. positive. Define

o16) = [ hzsopuids). (9.1

For all 8 € ©, define p(z;6) as
p(z;0) == h(z:0)/9(0); (9.2)
p(z; 0) is a probability density function relatively to the measure p. In the terminology introduced
by Geyer [43], K is a family of unnormalized densities, P := {p(z;80),0 € O} is the family of
normalized densities and g : © — R\ {0} is the normalizing function for the family H. We
wish to find the value #* in © that maximizes ¢(6). Many statistical inference problems belong
to this framework. In the standard missing data problem, X' C R,
— ¢(#) is the incomplete data likelihood, i.e. the likelihood of the observed data y (the
dependence of g() w.r.t. y is here implicit),
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— h(z;80) is the complete data likelihood, i.e. the likelihood of the complete data = obtained
by augmenting the observed data y with the missing data z : z := (y, 2),
— p(z;0) is the posterior distribution of the missing data z given the observed data y (referred
to as the predictive distribution).
It is convenient to use the classical terminology of the missing data problem, even though the
approach developed below applies to a more general context.

9.1.1 The EM algorithm

For any (0,8') € © x ©, we set

(8,9 ::/Xlog h(z;6) p(z;0)u(dz). (9.3)

The EM algorithm (Dempster et al. [31]) is an iterative procedure, which maximizes log ¢(#)
by iteratively maximizing Q(#,6’). Each iteration may be formally decomposed in two steps, an
Expectation step (E-step) and a Maximization step (M-step). At iteration (n + 1), the E-step
consists in evaluating

0(6.6,) = [ 1ogh(::0) pli8,)n(d2)

In the M-step, a value of § maximizing Q(#, 8,,) is found. This yields the new parameter estimate
Ory1-

Under standard regularity assumption, any iteration of the EM algorithm can be represented
by an homogeneous point-to-point map 7' : © — © as follows : 6,41 = T'(,,) where

T(0) = argmax,co Q(¢,0) = argmax o /Xlog h(z; ¢) p(z;8) p(dz).

Note that when the maximum is not unique, T is rather a point-to-set map; this difficulty is
avoided here ; see Wu [123] for details. It is well known that g(7'(6)) > ¢(6) so that the function
¢ is a natural Lyapunov function (see Section 9.5) relatively to (T, L) where £ is the set of the
fixed points of T’

L:={0€06,T(0) =0} (9.4)

The monotonicity is the key to prove convergence of the EM algorithm. When g and Q(6, #') are
sufficiently smooth and © is open, it may be shown that the sequence {6,, := T'(0,,—1) } converges
to the set of the stationary points of the incomplete data likelihood g, {6 € ©,Vg(6) = 0}, where
V denotes the differentiation operator (see Wu [123], Lange [56]), so that

{€0,T7(0) =0} ={6 € ©,Vg(d) =0}.

In some situations, the expectation step is intractable. To deal with these cases, Wei and Tan-
ner [122] (see also Tanner [114]) propose to replace the expectation in the computation of Q(#8, 6,,)
by a Monte-Carlo integration, leading to the so-called Monte-Carlo EM (MCEM algorithm).
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9.1.2 The MCEM algorithm

Let { Py}, 0 € ©, be a family of transition kernel on (X', B(X')) with invariant probability measure
mo(dz) := p(2;0)p(dz). Let A be a distribution on B(X') and {m,,} be an increasing sequence of
integer. Denote ¢, the current value of the parameter and {Z7 } the Markov Chain with transition
kernel P, and initial distribution A (the initial distribution A is constant over iterations). Define

9,(6,0,) as
Q. (6,6,) :=my" Y " log h(Z}; ),
7=1

and set 0,41 1= argmax,co Qn(®, 0,).

A first difficulty when dealing with random map is to guarantee the stability (a.s. boundedness)
of the sequence {6, }. To avoid unnecessary technical conditions, we present a simple modification
of the iterative scheme 0,1 = argmax,cq Qn (¢, 0,), adapting the algorithm presented in Chen
et al. [22] (see also Andradottir [1]).

9.1.3 The stable MCEM algorithm

It consists in the definition of a new sequence {6/,} obtained by truncating the original recursion :
whenever argmax,cq Qn(¢, ¢!) is outside a specific set, it is re-initialized at a point 6. In
the technique proposed by Chen et al. [22], the truncation bounds are random functions of
the recursion index n. The advantage of this approach (compared to projection) is that the
truncation does not modify the set of stationary points of the original recursion. More formally,
let {K,} be a sequence of compact subsets such that for any n > 0,

Kn CKpit, 0=JK. (9.5)
n>0
Set pp := 0 and choose 6, € Ky. The stable MCEM algorithm is defined as follows
{ If argmaxyco Qu(0,8)) € Ky, 04, = atgmaxyeo Qu(6,0)) and  posr = pr,

if argmaxyeq Qn(9,0,,) € Ky, 0,4, := 0 and Pnt1 == pn + 1.
(9.6)
Note that p, counts the number of projections. It is shown in the sequel that, under appropriate
assumptions, p, is a.s. finite, meaning that along any trajectory of the algorithm, the number
of re-initialization is finite.

9.2 The curved exponential family

We further restrict our attention to the case where the complete data likelihood £ is from
the class of the curved exponential densities. We consider the following assumptions which are
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satisfied in many scenarios.

M1 O C Rlis a convex subset, X C R% is an open subset and p is a o-finite positive measure
on B(X).

Denote < -;- > the scalar product, | -| the Euclidean norm, d the Euclidean distance i.e. to

a closed set L, d(u,L) := infiez |u — t| and V the differentiation operator. Let § be an open

subset of R%. Let ¢ : © > R, ¢ : © 5> R?and S : X - §. Define L : § x © - R and

h:Xx0© — R\ {0}

Lis:0) = 0(0) + (s6(0))  h(z0) = exp (L(5(2):0)).

Assume that
M2 (a) ¢, ¢ are continuous on © and S is continuous on X

(b) for all @ € O, g(0) := [ h(z;0)u(dz) is positive and finite, continuous on O, and for
any M > 0,{6 € ©,¢(8) > M} is compact.

(c) for all 8 € ©, []S(2)|p(z;0)pu(dz) < co where p(z;8) := h(z;8)/g(6), and

56) 1= [ SGIp(8)u(a:)

is continuous on O.
(d) there exists a continuous function 8 : & — ©, such that for all s € S, L(s;8(s)) =
supgee L(s;8).
Let {K,.} be a sequence of compact set satisfying (9.5), ], € Ko and X be a probability measure

on B(X). The stable MCEM sequence (given K, 6, A) under the assumption M1 and M2 is
then defined as

{ Ifé(gn) 6 ICpn7 0;7‘4_1 = é(Sn) and pn-l—l = pn7

e 9.7
if O(Sn) Q_f ICpnv 0;1-I—1 = 06 and Png1 = pn + 1, ( )

(see Paragraph 9.1.3) where
Sn = m;l ZS(Z?)v
J=1

and {77} is a Markov Chain with transition kernel Py, . {S,,pn} is an inhomogeneous Markov
Chain w.r.t. the filtration F, := ¢{So,---,5,}. We denote IF”A% and ]EA% the probability

and the expectation of the canonical process {(S,,p,)}; and Py g, Ey ¢ the probability and the
expectation of the canonical chain {®,} with initial distribution A and transition kernel Pj.
Note that for any positive Borel function f, and » > 0,

Ey g {f(sn-l—l”]:n} =Ey\ o, {f (mgl is(éj))}.

To go further, we need to control the LP-norm of the fluctuations of the Monte-Carlo approxi-
mation of S(6!) by S,. To that purpose, we need a uniform in # Rosenthal’s inequality.
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M3 Let p > 2 and A be a probability measure on B(X'). For any compact set K C O, there
exists a constant C' < oo such that

Z{s (@) — m(S)Y] < € w2,

We now state practical Condltlons upon “which M3 is verified. The simplest case is when the
kernel P is uniformly ergodic. (See Meyn and Tweedie [72] for relevant definitions on Markov
Chains).

Proposition 9.1 Let P be a t-irreducible aperiodic Markov transition kernel on (X,B(X)).
Assume that there exist an integer m > 1, a constant ¢ > 0 and a probability measure v,, on

B(X) such that, for all z € Xq, A € B(X),
P (2, A) > evy, (A). (9.8)

SUP 0

Then, P possesses an unique invariant probability measure w; for any p > 2 and any Borel
function g : X — R such that supy |g| < oo, it holds that for all x € X,

Z‘P’“ w(g)| <suplol 2(1- (1= 0"/") ;

and

B | Y to(®) = 7@} < 6°Cpsuplol {14200 (1= 7} el

where C', is the Rosenthal’s constant (see Hall and Heyde [}6], Theorem 2.12).

The proofis in Section 9.7. Using this result, assumption M3 is verified provided that supy |S| <
o0, Py is for all # € © uniformly ergodic (i.e. the skeleton P;*? satisfies (9.8) with minorizing
constant ¢g), and for # in compact subset of O, (a) ¢ is bounded away from zero and (b)
myg is bounded. This condition is often verified when A" is compact and the kernel depends
continuously on # (Cf. Example 9.4.1 in Section 9.4). To deal with non-compact state space, the
following proposition proved in Section 9.7 provides convenient sufficient conditions based on
the Foster-Lyapunov drift criterion.

Proposition 9.2 Let P be a t-irreducible aperiodic transition kernel on (X, B(X)) and C' be
an accessible petite set. Assume that there exist some constants 0 < A < 1, b < 0o and a Borel
function V : X — [1,00), V(2) = 00 as |z| — o0, such that supp V < oo and

PV < AV + bl

Let p > 2. Define M := 1+ {supo V'V b/(1 = X/P\P}. Then the set {V < M} is v,,-small with
minorizing constant € > 0 and for any Borel function g : X — R, |g] < VP, it holds that for
all x € X,

gl _
Y- |Prole) - wlo)| < T (104 (M 4 mb' )
k=1
2M/P . pl/p
/p -
" (1-— /\1/p)M1/p _ bl/p{v (@) + 1 — \l/p )
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and

n P
E: | {g(@) —n(g)}| <C)n?  2ed,
k=1
where
P
Clz) = % {Ml/p(l — ,\l/p) _ bl/p}—p {1 E < + 56_1(2M—|— bm)

L 2M b }

M-y @3

and C), is the Rosenthal’s constant.

Hence, if the kernel P depends on a parameter 6, all the terms given in Proposition 9.2 may
depend on 6 and the condition M3 is verified if (a) Ag, bg, My and my are uniformly upper-
bounded over 6 for € in a compact set; (b) € is uniformly lower-bounded over # for # in a
compact set; (c) there exists a measure of probability A on B(X') such that for any compact
set K C O, supgep A(Vp) < oo. Finally, we need to assume that the number of simulation at
each iteration grows at a given rate {m,}. The rate of growth depends upon the control of the
fluctuation of the Monte-Carlo sum provided by the Rosenthal’s inequality. More precisely,

»/

M4 {m,} is a sequence of integers such that ) m, ? < oo where p is given by M3.

Under the assumptions M1 to M4, we prove in Section 9.5 the following convergence result.
Denote Cl(A) the closure of the set A.

Théoréme 9.3 Assume M1 to Mj. Let {K,} be a sequence of compact set satisfying (9.5),
0, € Ko and X be given in M 3. Consider the stable MCEM random sequence {6} defined
by (9.7). Define

L:={0eO,005(8) =8} (9.9)

Then,
(a) lim, p, < oo ]F’Aﬁé-a.s. and limsup,, |6/,| < oo, PA,&()'“-S-
(b) {g(6,)} converges w.p.1 to a connected component of g(L).

If g(LNCI{0.})) has an empty interior, {g(8)} converges w.p.1 to g* and {0!,} converges to
the set Ly« =40 € L,g(0) = g*}.

To conclude this section, recall from Wu (Theorem 2, [123]) that the set of fixed point of the EM
algorithm coincides with the set of stationary points of ¢, under weak additional assumptions.

Proposition 9.4 Assume M1 to M4. Suppose in addition that © is open and ¢ and ¥ are
continuously differentiable on ©. Then g is continuously differentiable on © and L = {6 €
©,Vg(0) =0}, where L is given by (9.9).

Using the Sard’s Theorem (Brocker [13]), it is known that ¢({Vg¢ = 0}) has an empty interior
as soon as the function ¢ is [-times differentiable (where [ is the dimension of the parameter
space) : hence, Theorem 9.3 applies under very weak regularity assumptions.
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9.3 Rate of convergence and averaging

We have shown the convergence of the MCEM algorithm, to the set £ of the fixed points of the
EM map T := 60S. In many instances, the set £ is made of isolated points and, under suitable
conditions, the previous convergence results imply pointwise convergence. Depending upon the
values of the Hessian of ¢, these stationary points may correspond either to local maxima,
local minima or saddle point. A first question of interest is to state conditions upon which the
stationary points coincide only with local maxima. We will see below that these conditions are
very weak. To that goal, we formulate some additional regularity assumptions
M5 (a) O is open, (b) for any s € S, L(s;+) is twice continuously differentiable on ©, (¢) S is
twice continuously differentiable on ©, (d) g is continuously differentiable on © and (e) 8
is twice continuously differentiable on §.

M6 For any compact subset K C O, there exist a constant C' < oo such that for all € K,

> [AB(S) = ma(9))] < €.

k>1

Propositions 9.1 and 9.2 state practical conditions upon which M6 is verified. Define
G(s) == S ob(s). (9.10)

The mapping G gives another way to look at the EM algorithm, not directly in the parameter
space, but in the space of the complete data sufficient statistics. This parameterization is more
convenient when assessing the rate of convergence (see below). Assume

L1 The stationary points of ¢ are isolated (or, equivalently the fixed points of the EM map
T).

L2 For every stationary point 8* of ¢, the matrices —VZL(S*; 6*) and

[ VoL@ VoL ()38l ),

are positive definite.
We have
Lemme 9.5 Assume M1-2, M5 and L1-2. Let 8* € O be a fized point of the map T = 6oS
and let s* = S(67).
i. s* is a fived point of the mapping G (given by 9.10).
ii. VI(0*) = [VZL(s*;0)]! (VZL(S*;O*) — Vilog g(0*)) is diagonalizable with positive real
eigenvalues; VG (s*) has the same eigenvalues as VT (0), counting multiplicities together
with (¢ — 1) additional eigenvalues equal to zero.

i, 0% is a stable fived point of T iff it is a proper mazximizer of g.

w. s* is a stable fixed point of G iff 0* is a proper maximizer of g.
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The proof can be easily adapted from Lemma 3 in Delyon, Lavielle and Moulines [27]. Recall that
§* is a stable fixed point of 7' if all the eigenvalues of VI'(§*) are strictly less than one. Saddle
points and local minima are hyperbolic or unstable. This is why the EM sequences most often
converge to local maxima and almost never to local minima, except in rather artificial examples
(see Murray (1977) for such construction). Thanks to the simulation noise, convergence to saddle
point and local minima never occurs for the MCEM sequence, as shown in Brandiere and Duflo
(Chapter 2 [12]).

We now study the rate of convergence of ¢/, to a local maximum 6*. Rate of convergence is
useful to understand how we should ideally tune the number of simulations m,, as a function of
the iteration index. The results we have obtained will also be crucial to derive an accelerated
version of the algorithm, based on averaging. Denote

s = S(6%), 5, 1= S(0L), (9.11)

so that for n > lim, p,, S, = G(S,-1). For n large enough (i.e.after the last re-projection
n > lim,, p,) we may decompose the recursion (expressed in the complete data statistics domain)

Sy, =5 =8, —5,4+8, -5 = (G(5,_1) — G(s7)) + 5, — 5,

a relation which can be linearized when 3, is in a neighborhood of s*. We use the following
notations. Let {X,,} be a vector-valued sequence and {~,} be a positive deterministic sequence ;
X = Ogwpi(vn) (resp. owp.1(vn)) if sup, |7, X, | < oo w.p.1 (resp. limsup,, |7, X,,| = 0 w.p.1),
and X,, = Ora(v,) (resp. X, = opa(v,)) if ;' X,, is bounded in L? (resp. tends to zero in LY).
|Al2 denotes the spectral norm of a matrix A.

Théoréme 9.6 Assume M1 to M6 and L1-2. Let s* be a stable fixed point of the map G and
denote I := VG (s*). Assume that v := ||y < 1 and 1 < m = lim, m,41/m, < y~L. Let § > 0
and n > 0. Then Sn may be decomposed as Sn = s+ pn + pn where

Hn = F,un—l + €n, p—1 =0,

€, = (Sn —m;! %APQS)HGS}A — s <9).
7=1

Then, o = O (mi?) and for any 4 < 5 < m™, pullyy, 5 _pv = Owpr ()0 (m3") +
OW~p~1('~7n)'
The proof is in Section 9.6.

Remarks

1. In many situations, 7 is very close to one, explaining why the EM algorithm is sometimes
slow to converge (see Jamshidian and Jennrich [49]). Most often, 7 is unknown. It can
however be estimated using e.g. the Louis Information principle (see Delyon et al. [27])
but this generally involves a significant computational overhead.
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2. The constraint m < y~! is always satisfied when {m,,} is regularly varying at infinity of

order « i.e. lim, mTL—‘:] = p° for any p > 1. When {p~"m,, } is rapidly exploding at infinity

! (e.g. when {m,} is exponential with a rate greater than y~!), the constraint

is no longer satisfied. In such case, the rate is strictly lower than mgl/z.

for p >4~

To get a better understanding on the fluctuation S,, we compute the leading term in the de-
composition of S, — s*. Under the stated assumptions, {€,} is a martingale-increment with
bounded second-order moments such that €, = OLz(mgl/z). Then |||z < (1 — \/ﬁy)_lmgl/z
and |pn| < 4" Oyp1(1). To compare the rate of convergence of the MCEM algorithm with other
stochastic version of the EM algorithm, such as the Stochastic Approximation EM (SAEM), it
is worthwhile to compute the rate as a function of the number of simulations rather than as
a function of the number of iterations. For a generic sequence {X,}, define the interpolated

sequence Xff) = Xy4(n) where ¢ is defined as the largest integer such that

d(n) d(n)+1
Z mE < n < Z my,
k=0 k=0

Assume first that m, = (n 4+ 1)®. On the simulation time-scale, H,ugf)Hg < (1-yt {n(l +
—a/2(14« i o i
Q) (e which should be balanced with the term |,07(1)| < ’y[n(l"'a)]l/(“r ) Owpa(l) : HM%)HQ

decreases with o whereas |p7(f)| increases, and the rate of convergence is always smaller that n=1/2,

Assume now that m, := m”, m > 1. We get similarly that H;Af)”? < (A=v/my) = /m/(m — 1)n=1/?
and |p7(f)| = O(H,ugf)Hg) whenever 1 < m < v7!. Note that the variance depends upon the choice
of m and that the optimal rate is obtained with m = y~2/3. This suggests to adapt the simu-
lation schedule {m,} to . This procedure is however mainly of theoretical interest because
(and other constants of the problem) are unknown.

The averaging procedure This discussion evidences that the performance depend critically
upon the choice of the schedule which is of course a serious practical drawback. Recently, data-
driven procedures have been proposed by Booth and Hobert [10]. These procedures require to
evaluate the variance of S, — 5, which is a very challenging problem when MCMC algorithms
are used. We consider here an alternative procedure based on an averaging method. This is
adapted from the so-called averaging procedure developed by Ruppert [104] and Polyak [89] (see
also Polyak and Juditsky [90]) to improve the rate of convergence for stochastic approximation
procedure. To motivate the construction, recall (Theorem 9.6) that

n
S, = s+ ZF”_kek + pn- (9.12)
k=0
Each value of S, may be seen as an estimator of the true value s* affected by a “noise” term.

The stable MCEM algorithm estimates 6* by taking the “last” value of 8/, (or equivalently S,,)
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which is of course a very ineflicient estimation strategy. It is well-known that, in the regression
problem (9.12), the minimum variance estimator of s* is the weighted-least square estimator;
this estimator requires to know the covariance structure of the perturbation. We suggest to use a
simpler solution, consisting in combining the different values §, with relative weights m,, which
is a crude estimate of the inverse of the variance of the perturbation. Hence, we consider the
following averaged sequence, n > 0,

Y, =M1 ijgj, where M, = ij. (9.13)
=0 =0
We show that under weak conditions on the sequence {m,}, the estimator 6, := é(En) or

equivalently X,,, has a rate proportional to Mn_l/z. When the M-step is in simple closed form,
the procedure has a negligible computational overhead with respect to the ”plain” algorithm.

Lemme 9.7 Under the assumptions of Theorem 9.6, it holds

n

{En - s*}]llimn G, =g = Op2 (Mn_l{z {”z_f mHk'yj} lezl}l/Q) + Oyp1(n/M,,).
k=0 ;=0

The proof is in Section 9.6.

For example, in the geometrical schedule m,, := m" with 1 < m < y7!

{50 = 5 i, 5,2 = O (M%) 4+ O (1031 (M%) 4 O (M)

and the averaged sequence has the same rate than the original one. The averaging proce-
dure is interesting for the polynomial schedule m, = (n 4 1)® : we have m;4; < mpmy and
Z;:g mipry? < my ijo m;7y’ ; then the leading term is always of order ZMn_l/2 which is pro-
portional to the number of simulations up to the iteration n. When expressed on the simulation
time-scale, the previous result shows that the variance of this term is asymptotically independent
of the choice of the schedule {m,} in sharp contrast with the results obtained with the original
MCEM algorithm. When an averaging procedure is used, the choice of the schedule is no longer
critical.

9.4 Examples

9.4.1 An application to product diffusion modeling

We illustrate the previous results by considering the Bass product diffusion model which consists
in predicting market penetration of new products and services. Sherman, Ho and Dalal [106],
(hereafter SHD) proved the convergence in the case where the missing data are obtained (at each
step) from m independent runs of a Gibbs sampler. In addition, these authors assume uniform
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geometric ergodicity in the total variation distance, and uniform convergence in L? (Assump-
tions (C5-6)) which seem difficult to directly verify in practice.

The observations y := {(ty,n1),- -, (t4,74) } collect successive cumulative numbers n; of adop-
ters of a new product at time points ¢;. We set to = ng := 0. It is assumed that the n;’s are
realizations of a process N(t) at time ¢;, and the ¢;’s are selected independently of the adop-
tion process. N(t) is a pure birth Markov process with stationary transition probabilities and
population adoption rate

A(t) = (Mr = N@)) (a+ BN (D)

where M is the total number of population in the population of interest, 7 is the proportion
of potential adopters of the new product, o > 0 is the innovator coeflicient and 5 > 0 is the
imitator coeflicient. M is supposed to be known. Our purpose is to compute the maximum
likelihood estimator for 8 = («, 8, 7); the incomplete data likelihood is given by

9(0) = li[léj_ [;1‘_[ A (0)] [k: ﬁki'ww) ~ 0] exp (= )1 - 110)).

where A\;(0) := (Mn —i)(av+ 7)) and 6 is in the set
O :={(a, 8,m) € (0, 1] x [0, 1] > [y /M 1], 0 < v+ Sn(q) < 1}.

Dalal and Weerahandi [26] reported that the computation and maximization of ¢ is not tractable.
In this contribution, we solve the problem by implementing the stable MCEM algorithm, the
missing data being sampled using an independent sampler.

We use the missing data framework detailed above and write g(#) := [, h(z;8)u(dz) where

B(z:0) = T] M@ exp (= M)z —20)) exp (= A (B)(tg = 20,)),  (9:14)
=0
for 2 := (21,-++, 2n,) € & :=[0,2,]"¢ (by convention 2y := 0), and p is absolutely continuous

w.r.t. the Lebesgue measure on R"™

q—1

p(dz) = Moy oo, [T Mo <ty om0 Bony<ty 2 (9.15)
i=1

From (9.14) and Eq.(11) in SHD, we have with S(z) := =

ng—1
O8) = My (B)1,+ 3 I Ael8), 0(6) = (Au(8) = Mal0). - Ay (6) = My, (6)).
k=0
and M2 is easily checked. To impute the missing values, we use a Metropolis-Hastings Inde-

pendent Sampler with proposal distribution m absolutely continuous w.r.t p; then the Markov
transition kernel is given by

Py(z,d2") := ay(z, 2" ym(2)pu(dz") + 6. (dz") / (1 — ag(z, z’))m(z’),u(dz’)
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where ag(z, z’) is the acceptation ratio ag(z, 2') := 1 A {p(z’;8)m(z)/[p(z; 0)m(z")]}. We choose
m(z)p(dz) as the product of ¢ distributions of the order statistics of (ny — nx—1) independent
random variable uniformly distributed on [tx_y,tz], i.e.

-1
(tg — tp_y )™ =171 1
m(z)p(dz) = { H CTr— I coczy, H ]Iznjst]<zn]+1 L., <t dz.
k=1 j=1

Recall that for an homogeneous Poisson process of rate A, the conditional distributions of the
Poisson arrival in a given interval given the number of arrival is i.i.d uniform over that interval
so that the choice of the proposal is well matched to the target density. With these definitions,
Py is wg-irreducible and aperiodic.

It is easily seen that p(z;#) is uniformly bounded for # in a compact set K of ©. Thus, there
exists some minorizing constant 0 < € < 1 such that ep(z;0) < m(z) forall § € K, z € X'. Hence,
for z€ X, A € B(X),

Py(z, A) > /

ag(z, 2 ym(Z)p(dz") > e/ p(20)u(dz') = emp(A).
A A

The condition M3 deduces from Proposition 9.1.

Simulations We illustrate the performance of the stable MCEM procedure to estimate the
maximum likelihood estimator : we generate ¢ := 30 observations at time ¢; := 0.255 by choosing
M := 2000, § = (d,ﬁ,ﬁ') := (0.03,0.0004,0.5). A sample path of corresponding cumulative
numbers n; is given in Figure 9.1. The initial values are 6 = (ao, B, 7o) := (0.025,0.00035, 0.45).
Ten iterations are performed. The number of simulations at each step is set to m,, := n?. We first
plot the histogram (Figure 9.1) of 1000 estimates of the maximum likelihood #* obtained from
1000 vectors of observations y : the histograms have modes near the parameter true value. We
also plot the histogram of the corresponding number of projections. We then run 1000 instances
of stable MCEM computed from the same observation y and give the corresponding histograms
(Figure 9.2).

9.4.2 Application to a time series models involving counts

We now illustrate our results on an example taken from Zeger [126] and discussed in Chan and
Ledolter [20], consisting in fitting a model to the monthly number of cases of poliomyelitis from
January 1970-December 1983. Chan and Ledolter [20] addressed the convergence (with high pro-
bability) of MCEM algorithm to a maximizer of g, in the case where the missing data are drawn
(at each step) from m iterations of a Gibbs sampler; the authors claim that they proved there
exists a neighborhood of a local maximizer 8* such that for starting values inside this neighbo-
rhood and any € > 0, there exists a ko such that P(|0; — 6*| < € for some k < kg) — 1 as m goes
to infinity (Theorem 1, Chan and Ledolter [20]). As stressed in the introduction, these authors
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assumed that the MCEM map converges in probability to the EM map T uniformly for 6 over
compact sets, which is equivalent here to showing that the Monte-Carlo sum n=!>"7_ S(Z)
where {7} } is a Markov Chain with transition kernel Py, converges in probability to S(#), uni-
formly for # over compact sets. Results to check this property are given in Sherman, Ho and
Dalal [106] when the Monte-Carlo sum is obtained from multiple independent run. It is not
clear (and this point has been overlooked in Chan and Ledolter [20]) that this property holds
for single run Monte-Carlo approximation.

The observations y := (y1,---,yq) generated from a doubly stochastic Poisson with mean Ay
satisfying

In Ap := o' Uy + 24

where {Uy} are deterministic regressors and {z} is a random effect modeled as a stationary
Gaussian AR(1) latent process (k > 1),

Zhy1 = A2 + €gpp1 la| <1,

and {eg} is an Gaussian white noise with variance A™'. We assume that A~! is bounded away
from zero (A1 > AZ1). The covariate vector {U}} is given in the model by

Uy == (1;k/lOOO;Cos(Qﬂ'tk/lQ);sin(Qﬂ'tk/lQ);Cos(2ﬂtk/6);sin(27rtk/6)) c R®.
The unknown parameters are 6 := (o', A, @) which are to be fitted in the maximum likelihood

sense. The likelihood function g(f) may be expressed as g(f) := [, h(z;0)u(dz) where ¥ = RY,
1 is the Lebesgue measure on R and h is given by

LY - t t
h(z;0) = {H —'} V1—a? exp {Z{yk(a Uk + z) — exp(a' Uy + 21) } (9.16)

m—d
k=1 Yk 27 k=1
d
X exp { - A/2 Z(Zk —azp_1)? = N/2(1 — a*)z7].
k=2

Define the convex subset of R

0 :=R® x [0, \.] x (—1,1).

We set

d d

o0 = —Zln yk!—l—ZykatUk —d/2 n2x+d/2 In A+ 1/2 In(1 — a?)
k=1 k=1

() = {1;—/\(1—|—LLQ)/Q;/\LL2/2;Q/\;—exp(o/’LUl);---;—exp(o/’LUd)}7
d d

S(z) = {Zym;IZIQ;Zf+Z§;sz_1;e><pzl;---;eszcz} € R,
k=1 k=2
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The Random Scan Hastings-Metropolis sampler To impute the missing values, we use
the hybrid sampler random scan symmetric random walk Hastings-Metropolis (henceforth de-
noted RSRW). To understand the behavior of this sampler, some notations are in order. Let
(e1,---,€eq) be the coordinate vectors; for z € RY, set z; :=< z;ep >. Let p be a density
w.r.t. the Lebesgue measure on R? and {¢;}, i = 1,---,d, be a family of symmetric densities

w.r.t. the Lebesgue measure on R, bounded away from zero in a neighborhood of the origin. For
i=1,---,d, define a transition kernel P; on (R% B(RY)),

Pi(z, Ay X -+ - X Ag) = H 3., (Ag) /A alz, z 4+ ye)qi(y)dy
k#i vTE

+0.(A) /R (1 —a(z,z+ yei))qi(y)dy

where A; — z; := {y € R,z; +y € A;} and a(z,t) = LA p(t)/p(2), (2,t) € R? x R Then the
RSRW kernel Pgrg is defined as
d
1
Pgrs = i Z;R

In the present setting, the target density depends on # and we denote the RSRW kernel Prgg.
The V-ergodicity at a geometrical rate of this sampler is studied in Roberts and Rosenthal [97]
and Fort and Moulines [40]. The following result deduces from Example 2.5. of Fort, Moulines
and Roberts [40]

Proposition 9.8 Let {¢;}, i = 1,---,d, be a family of symmetric density w.r.t. the Lebesgue
measure on R, bounded away from 0 in a neighborhood of the origin. Let p(z;0) < h(z;0) given
by (9.16) and denote Prsg the RSRW kernel with target density p(z;8). Then for any 0 € O,
the kernel is Lebesgue-irreducible, aperiodic and any bounded set is small.

Choose 0 < s < 1 such that s(1 — s)'/*=1 < (2d — 2)~" and set Vy(z) := p(2;60)~*. Then there
exists € > 0 and for any compact K C O, there exist some constants 0 < A, < 1, b < 0o and a
compact set C. such that

PRSﬁV@ <AV + bﬂce Vo € K

where

/\E:zl—i—l—d_1

o 1/s-1 1 _ ) l/s-1
57 y 5(1 - s) + € b:=n (1—|-8(1 5) ) sup  Vj(2).

(2,0)€C xK

In addition, if the densities ¢; are positive on R, then the compact sets are ri-small and the
assumption M3 follows from Proposition 9.2.

Simulations To illustrate the results, we have generated 300 observations of the doubly sto-
chastic Poisson process described above, with parameters (&, A, @),

&= (0.2; —4.5:-0.1; —0.5;0.2; —0.4) Ai=10  a:=0.9.
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A sample path of corresponding counts is given in Figure 9.3.

We have then run the stable MCEM algorithm with starting values (—&, 2, 0.3) ; we have verified
that the MCEM algorithm is in this case insensible to the starting point. We initialize the
_1)
-1

Markov chains in the compact C := [-3, 3]3% : Z(()n) is obtained by truncating the sample Zﬁ?

so that Z((Jn) € C; the proposal densities g; are Gaussian with standard deviation 0.6. As seen
in Figure 9.8, the number of projections is rather high during the few hundred iterations. The
sequence then converges to a stable attractor. It is clearly seen in the plot that the variance of
the averaged sequence is smaller than the variance of the original MCEM estimator.

9.5 Proof of Theorem 9.3

The convergence of the stable MCEM algorithm can be seen as a particular instance of the
convergence of a random iterative map that approximates a deterministic iterative map having
a (well-behaved) Lyapunov function. This is a classical problem that has been studied by many
authors, and in particular by Shapiro and Wardi [105] (see also Pierre-Loti-Viaud [86], Brandiére
and Duflo [12]). However, all these authors assume that the approximation of the deterministic
map by the random map is uniform over compact subset of the definition space : as evidenced in
the discussion above, this condition is not practical to check for single-run MCMC integration.
In this section, we show how this condition can be weakened. Since our results go beyond the
study of the MCEM algorithm, we have decided to present them in an abstract setting. The
application to the stable MCEM algorithm is straightforward.

9.5.1 Deterministic results

We denote T': © — © a point to point map. Let £ be a non empty subset of @. A positive
function W defined on O is said to be a Lyapunov function relatively to (7', £) when, (i) for all
w € O, WoT(u)—W (u) > 0 and (ii) for any compact set C C (O\L), infyec{WoT (u)—W(u)} >

0. We first state our main convergence result.

Proposition 9.9 Let © C R! and £ C © be a closed set. Let W be a continuous Lyapunov
function relatively to (T, L). Assume that there exists a O-valued sequence {u,} such that (z)
for all n > 0, u, € K for some compact set K C O and (12) |W(upp1) — W o T (u,)| — 0
as n — oo. Then {W(u,)} converges to a connected component of W(LNK). If W (LN K)
has an empty interior, {W(u,)} converges to w* and d(u,, Lo+ N K) — 0 as n — oo where
Ly ={0 € L,V (0) = w*}.

Proof 9 Define D := W (L N K). Without loss of generality, we can suppose that LN K is a
non-empty compact subset of © and thus D is a compact set of R. Let D, be the a-neighborhood
of the closed set D in R, D, := {z € R, d(2,D) < a}. As D is compact, D = [ 5o Dq. Let
a > 0. Since D, is a finite union of disjoint bounded open intervals, there exist n, > 0 and two
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increasing real valued sequences {a,(k)} and {b,(k)}, 1 <k < n,, such that

D, = U (aalk), balk)). (9.17)

ke{l, - na}

W_I(DQ/Q) is an open neighborhood of £, and we define

{ €4 1= inf{ueK\W—l(Da/2)} {WoT(u)—W(u)},

Po 1= €4 N

(9.18)

Since K \ W_I(DQ/Q) is a compact subset of R% ¢, and p, are both positive. We define
Nat1 = W(upy1) = WoT(u,). Then

W (tpy1) — W) = W o T(un) — Witn) + Nig1- (9.19)
and there exists N, > 0, such that for any n > N,,

[Tt1] < pa/2. (9.20)
By (9.18), (9.19),

(n > N, and u, € K\ W_I(Da/z)) = W(tpt1) — W(u,) > pa/2. (9.21)

Define k7 := min{l < k < ng,limsup, W(u,) < by(k)} and () := (an(k});ba(k%)). (9.21)
shows that {W(u,)} is infinitely often (i.0.) in D,/; C D,, and since D, is a finite union of
intervals, {W(u,)} is i.0. in an interval of (9.17); thus, limsup, W(u,) € I(a). Let p > N,
such that W (u,) € I(a). We prove by induction that for all n > p, W(u,) € I(a). By definition,
W(u,) € I(a). Assume now that for p <k <n, W(uz) € I(a).

— Case 1: If W(u,) € D, /g, we have W (u,) > a, (k) + /2. Thus,

Witng1) 2 Wlun) + g1 > ao(ky) + /2 = pa/2 > as (k7).

— Case 2 : If W(u,) € Dy \ Dyyg, then under (9.18), W o T'(u,) — W(u,) > pa, and (9.19)
and (9.20) imply that W (un11) > ao(kl) 4+ pa/2 > aq (k).

Hence, the set of the limit points Z of {W(u,)} is non empty and included in the interval
I{a). Let 0 < aq < ag. By definition, D, C Dy, thus I(ay) C [(ag) and Z C I(aq) N I(az).
Let {a,} be a decreasing sequence such that lim, e, = 0; then 7 C ), I(ay). {I(a,)} is a
decreasing sequence of intervals, (1), I(ay) is an interval and (), I(a,) C W(L N K). Hence,
{W(u,)} converges to this interval which concludes the first part of the proof. The last part is
a consequence of (9.19).

Remarque 9.10 When u,41 = F,(u,,), where F,, is a random iterative map approximating T,
our main assumptions read, (1) |Wol, (u,)—WoT (u,)| = 0 a.s. asn — oo and () {u,} is a.s.
bounded. In Shapiro and Wardy [105] (see also Chan and Ledolter [20], Pierre Loti-Viaud [86],
Sherman, Ho and Dalal [106]), (1) is substituted by (2°) sup,exc |W o F,(u) — W o T(u)| — 0,
the other assumptions remaining unchanged. This is why these authors have to prove a form of
uniform law of large numbers.
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The second part of the proof consists in showing that, along any trajectory, {u,} stays in a
compact subset (depending upon the trajectory) of ©. This problem which has been often over-
looked by the authors writing on this subject is in fact rather difficult to prove. To prove the
result, we will proceed in two steps. We first show (Proposition 9.11) that this compactness
assumption can be replaced by a recurrence condition, provided that there exists a Lyapunov
function controlling the excursion outside the compact sets of ©. We will then propose a sta-
bilization procedure when {u,} is defined by a sequence of map {F,}, close to T' in a sense to
precise (Proposition9.13).

Proposition 9.11 Let © be a subset of R' and L be a compact subset of ©. Let W be a Lyapunov
function for (T, L). Assume that
A1l (a) T(L) is relatively compact, (b) for all M € N\ {0}, {6 € O,W(0) > M} is a
compact subset of ©, (¢) © = pren o310 € O, W(8) > M}.

A2 there exists a ©-valued sequence {u, } such that (a) {u,} is infinitely often in a compact
subset G C © and (b) for any compact set K C O, lim, |[W (upq1) — W o T (u,,)| 1y, ex = 0.

Then {u,} is in a compact subset of ©.
Proof 11 Let @ > 0 and L, be the a-neighborhood of £. Under (A2a), (Ala) and (Alc), there
exists M, such that

CI(T(£)) UL, UG C {8€0,W(6) > M.} (9.22)

where Cl denotes the closure. Let M/ < M, and define

€y 1= inf{9€@7w(9)ZMA}\/;a{W o T(O) — W(O)} (9 23)
Po = €a N{M, — M/} ’

By assumption, ¢, > 0 and p, > 0. Define 1,41 := W(uy41) — W o T(uy,). (A2b) and (Alc)
imply that there exists N, := N («, M) such that

(n > N, and u, € {# € ©,W(6) > M;}) = |Dgt] < pa/2. (9.24)

Note that
W (tpy1) — W) = W o T(un) — Witn) + Nig1- (9.25)

Since {u, } is infinitely often in the compact set G, there exists p > N, such that W(u,) > M.
We show by induction that for all n > p, W(u,) > M/. The property holds for n = p. Assume
it holds for p < k < n.

— Case 1 : If W(u,) > M,, then (9.23-9.25) imply that W (u,11) > M.

— Case 2 : If M/, < W(u,) < M, then (9.22-9.25) imply that W (u,41) > W(u,) > M.
Hence for any ¢ > n, u, is in the compact set {§ € ©, W (0) > M/ }.

Remarque 9.12 Proposition 9.11 weakens the conditions presented in Meyn and Tweedie (Theo-
rem 11.2.1. [72]) for the convergence of an iterative scheme since it does not impose a minimal
rate of increase of the Lyapunov function W outside L.
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Let {F,} : © — O be a family of point-to-point map. Choose a sequence of compact subsets
{K,,} such that for any n > 0,

ICn _,C,_ ICn—I—l @ — U ICn

Let ug € Kp. Set pg := 0 and for n > 0,

{ If Foo(un) € Kp,y tng1 = F(u,) and  ppiq = pp, (9.26)

if B (uy) & Ky, Uny1 :=uo and Pntl = pn + 1.

Proposition 9.13 Let O be a subset of R!. Let {F,} be a sequence of map onto © and denote
{u,} the sequence obtained by the previous algorithm (9.26). Assume that (A1) holds and W is
a continuous function. Assume in addition that (a) for all uw € Ko, lim,, |Wo F,, —WoT|(u) =0
and (b) for any compact subset K C O, lim, |W o I, (u,) — W o T (u,) |y, ex = 0. Then, p, is
finite and {u,} is a compact sequence.

The proof is along the same lines as Proposition 9.11 and is omitted for brevity.

9.5.2 Application : proof of Theorem 9.3

We use Proposition 9.9 and Proposition 9.13 with the EM map T := 60 S and the random
sequence of map {F,},

Fo(0) == argmax,co Qn(9,0).

Application of Proposition 9.13 As emphasized in Section 9.1, the incomplete data li-
kelihood ¢ is a natural Lyapunov function relatively to the EM map T and to the set £ :=
{6 € ©,7T(0) = 8}. Thus we apply Proposition 9.13 with u/ := ¢/ and W := g. Under M1
and M2, the condition (Al) is verified with a continuous Lyapunov function. Let ¢ > 0 and
K C © be a compact. We prove that ]I{|gan(%)_goT(%)|]I%€}CZE} is finite P gr-a.s. By the
second Borel-Cantelli Lemma, the convergence of the series is implied by the convergence of
. B (|g o F,(8) — g o T(6))| Mg ex > e|}'n_1) P gi-a.s.

By assumption, S(K) is a compact subset of S. For § > 0, define the compact S(K,§) := {s €
R% d(s,K) < &}. Then there exists (e, §) such that for any z,y € S(K,§),

|z —y| < n(e,8) = |gob(z) —gob(y)| <e
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S — S(00)| 1 exc < 5|}'n_1)
(07,)| Mgr exc > 5|]:n—1)

Sp = S(00)| g cxc > 04|fn—1)

Sp —

with o := 8 A (e, §). Thus,

Py (g0 Falb)) — g0 7(6)) S, = S(6,)

g ex > €|fn—1) <2a7PE, g {

p|]:n—1} Ty exc
<2077 m," Eyg, {| %*{S(q’j) - W@;(S)Hp} gr exc-
j=1
Then M3 implies that there exists a finite constant C' := C'(K) such that
Ey o, {| %{S(cbj) - 779;1(5)}|p] lg ex < Cmb/?,
i=1

and by M4,

Evgy | D Fray(l90 Fal8l) — 90 T(0) [y ex > el 7o) | < o0

which concludes the proof.

Application of Proposition 9.9 It remains to prove that for any compact set K C O,

9(0)21) ~ g0 T(6))

Tgr ex — 0 PA,% — a.s. as n — 00.

We proceed as in the proof of Proposition 9.13 and consider the a.s. convergence of the random

series

ZPA,% (‘9(0%4-1) —goT(0)) g ex > €|fn—1)- (9.27)

By definition, either 6/, = F,(6,) or 8, , = 6. We have just proved that the number or

n
re-initialization is finite w.p.1 so that

> Py (|96a) —go7(8))

is finite ]F’Aﬁ(/)—a.s. Then (9.27) is finite iff ) IF”Aﬁ(/)(

Tgrex >¢,0,, = 06|]:n—1)

9(0,41) — g0 T(6y)
Fn(0;)|fn_1) is finite ]F’Aﬁé—a.s., which is established in the proof above.

lgrexc > 6,6, =
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9.6 Proofs of Theorem 9.6 and Lemma 9.7

We approximate the non-linear error S, — s* by a linear one as follows. For n > lim,, p,,

S, —s = G(S,_1)—G(s)+ 8, — 5,
= F(Sn_l - s*) + €, + 57(11) + 5£3) + Z R,_1(,7) (Sn_u - 82*) (Sn_m - sj)

]
where . , N
L O°G(s* +t(Sp—1 — 7))
n_1(2,7) = 1—t dt
Ryi-1(is ) /0 ( ) 008
and
57(11) = (Sn — m;l Z AP]/ S) ]I|§n—l_5*|>5 57(12) = (m;l Z AP]/ S — En) H|§n—1—5*|<5'

Note that 57(11)]I(limn S, = s*) has, w.p. 1 only a finite number of non zero values and 57(12) =
Oup1(m;1). The following technical Lemma, from Polya and Szegg [88], vol.1, p-39, is useful in
the sequel.

Lemme 9.14 Let {a,} and {b,}, b, # 0, be two sequences such that (1) the power series
flz) = 3.7 ana™ has a radius of convergence r, (ii) lim, oo by/bup1 =: ¢, with |g| < r.
Define ¢, := 3"} _o agbu—g. Then, lim, . c,b;' = f(q).

9.6.1 Proof of Theorem 9.6

The proof of the first assertion is by direct application of M3, M6 and Lemma 9.14. In addition,
Pn = Oyp1(1) so that pnﬂ{limn Gpmst) = Owp1 (1). Define

Hyo= S Rl (2itpoi)  and (k) = (Hy 4 T) o (H 4 ),
1<i<q

with ¢ (n,n+ 1) = I and ¥(n, k) =0if £ > n + 1. Since G is twice continuously differentiable,
and according to the preceding assertion, Rnﬂ{limn S5t} = Ow.p.1(1), and for any constant

v < :Y < m_17 Hnﬂ{limn SnZS*} - 0W.p.1(1)7 and | ¢(n, k + 1)]I{limn Sn:s*}b = Ow.p.l(:yn—k) for k
large enough. Since

pr=(Hy+D)pp_y + 7 + 60 + 83 = ¢(n, ) {50 — 5"} + > _ v(n, b+ L)ry
k=1

+5 d(n, k+ 1) (80 + 6

k=0
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with r, := Zlﬁm‘ﬁq R, (%, J)fn,iftn ;, then

pnﬂ{limn gnzs*} - OW.p.l(l)OLl (mgl) + OW.p.l(:yn)'

9.6.2 Proof of Lemma 9.7

Define fi,, := M1 > 0_g mgpy and py, := M S0 mypr. We have

n

n—k
= MY Y mygl ey,

k=0 ;=0

so that, since {€;} is a martingale-increment and ]EA% {|ek|2|}'k_1} = Ors(mj '), there exists a
finite constant €' such that

n

n—k N
lanllz < M (Do mi (D mivr’))
7=0

k=0

~1/2
Finally, by use of Theorem 9.6, p,, = Oup1 (1)Op1 (RM 1) + Oppr (M71).

9.7 Uniform Rosenthal’s inequality

Let f: X — [1,00) be a measurable function. For some function g : X — RY, define

|9 ()

gll; = sup =—=.
llglls SUP )
Denote L :={g, ¥ — R ||g||s < oo}. Finally, for any signed measure v on B(X’), denote

vy := sup [v(g)l.
g,l91<f

Proposition 9.15 Let P be a t-irreducible and aperiodic transition kernel on a general state
space (X, B(X)). Let D be an accessible v,,-small set i.e. there exist a constant € > 0, an integer
m > 1 and a probability measure v,, on B(X) such that

P (2, A) > evy, (A), reD,Ae B(X). (9.28)

Let C C D be an accessible set. Assume there exist some Borel functions f,V : X — [1,00),
f <V, some constants b < oo and 0 < a < 1 such that supp V < 0o and

{ PV(z) < V(z) - f(x) + bllo(2),

f@)—=b>af(x), v € De. (9.29)
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Then, P possesses an invariant probability measure © such that ©(f) < oo for any (z,y) € X XX,

SOIP @) = Py, Iy < Mg+ Mg (Vi) +V (), (9.30)
where,
My gi=(2—€a? (9.31)
m—1
Mip=@—cte) sup SUPH@ 4+ PR 4t s PRV + PRV,
(za")ECXD 7 (z,z")eC'XD
(9.32)

with the convention that 3 5_, P*f(z) = 0.

Corollaire 9.16 For any probability measure (A, ) on B(X) x B(X), and any Borel function
g € ,Cf,

ST~ Pyl < 3 [ Ado)utdn)|Pg(e) = Pg(u) < Mg+ Map (V) + (V).

Note that by assumption,

m—1
sup Y {PFf(a)+ PN} < sup {V(z) = f(x)+ V() = f(2')} + 2bm
(w2")€CxD 2 (z,z")eCXD
and
sup  {P"V(z)+ P"V(a')} - 2ev,, (V) < sup  {V(x) - f(z) + V(") — f(2')} + 20m.
(z,z")eC'XD (z,z")eC'XD

Hence, M; ¢ and My ¢ may be bounded by a function of (m,€,b, a,supp V).

Remarque 9.17 Let P be a i-irreducible and aperiodic transition kernel and C' be an accessible
petite set. It is known from Theorem 14.0.1 in Meyn and Tweedie [72] that if there exist some
Borel functions f,V : X — [1,00), f <V, such that V(xg) < oo for some g, and PV <
V — f+bllg, then the set Sy := {V < oo} is non-empty, full and absorbing, and for any x € Sy,
lim, [|[P"(z, ) — 7(-)||f = 0. In addition, Theorem 14.3.4 in Meyn and Tweedie [72] states that
there exist some constants M; ¢, such that (9.30) is verified, but these authors do not provide
an explicit expression for the constants M; ¢. The construction used by Meyn and Tweedie [72]
based on the Nummelin’s splitting procedure, which consists in creating a chain with an atom on
an extended probability space such that the properties of the split chain inherits from or passes
on to the initial chain P. The constants M; y depend in an intricate way on the increment of
the renewal process associated to the time of the successive visits of the atom by the split chain.
It is rather difficult to get an explicit expression for this bound in full generality. This explicit
expression of the bound is crucial for most the discussion that follows, because we need to control
the moments of the Monte-Carlo sum for a family of Markov transition kernels indexed by a
parameter 6.
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Proof 17 (Proof of Proposition 9.15) For notational simplicity, it is assumed that m = 1.
Generalization to arbitrary m can be done along the lines of the proof of Theorem 3 in Fort
and Moulines [38]. The proof is based on coupling technique (Thorisson [115]). Denote A :=
C x DUD x C. Let R be the residual kernel defined as

R(z, A) = (1 —¢)~! (P(ac, A) - eym(A)), v € D, A€ B(XY). (9.33)

Let Z :={Q, A, P,y 4, Zn = (X5, X}, dy)} be a canonical Markov process with transition kernel
P on X x X x {0,1},

P((x, 2, d), AxA'x{i}) == Taxo(z, 2', d) [y (i) evm (AN A") + Ty (4) (1 — €) R(z, A)R(2', A)]
+ I[ACX{O} (ac, ac’, d) H{O}(i)P(w, A)P(wl, A/) + ]I{l}(d) ]I{l}(i)P(w, AN A/),

for (z,2',d) € X x X x{0,1}, (A4, A") € B(X) x B(X), i =0,1. In words, set Zy := (z,2',0).
Each time (X, X}, di) hits the set A x {0}, an e-biased coin is tossed. If the coin comes up head,
then the coupling is successful : the next value of Xj4q = Xllc-l—l is simulated from v,,, dy+1 = 1,
and the two components remain forever coupled. Otherwise, the next value X;41q and Xllc-l—l are
drawn independently from the residual kernel and dy41 = 0. If (X, X}, di) € A° x {0}, then
the processes are updated independently from P. It is easily seen that

Py wo(X, € A) = P"(z, A) P, wo(X, € A)=P"(a', A),

for all (z,2") € X x X, A € B(X). Define T := inf{n > 1,d,, = 1} the coupling time (with
the convention that inf ) = oo), Ty = inf{k > 0, (X, X;) € A} and, for i > 1, T; := inf{k >
Ti—1, (Xg, X}) € A} the successive hitting times on A. By definition of T', we have Xpllps, =
X/ 7>, and for any Borel function g € Ly,

T-1
> [ Mdziutan) [P (o) - Pa0)| < llglls B | 3 (700 + £(X).
Define _
To
A =(-9 s [ B ) Ry [Z(f(Xn) - f<X;>>] . (93)

The first set in the proof consists in showing that

To
Fe 2t 0 [Z(f(Xn) + f(sz))] < Ta(z, e ){f(2) + f(2)} + ¢ ac (2, 2){V (2) + V(2)}

<a HV(z)+V(z")}. (9.35)

When (2, 2’) € A the bound above is obvious by definition of Ty. Define W (z, 2’, d) = W (z,2’) :=
V(z)+ V(2'), d =0, 1. Note that, for (z,2’) € A°,

PW (e, 2,0 < W (e #') — (J(x) + J(')) + b(Ile(2) + Te-(2)).
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Since (z,2') € A°, 2 € C (resp. &’ € C') implies that 2’ ¢ D (resp. ¢ D), so that
f@') = blla(z) > af(2) f(z) = bl (') > af(x).
Hence, for (z,2') € A°,
PrW(x,a',0) < Wz, 2') — a(f(2) + f(2"))

and the proof of (9.35) follows from the so-called Dynkin’s formula (Proposition 11.3.2 [72]).
Note that (9.35) shows that E, ./ o[To] < oo, which implies that P, ./ o(T < oo) = 1 for all
(,2") € X x X. We now prove that

T—1 Ty
Ey .0 [Z(f(Xan(X;))] <(2-E 00 [Z{f<xn>+f<xg>} +A(f)/e.  (9.36)

n=0

By the strong Markov property, and by noting that P, ./ o(dr, = 0) = (1 — €)?, for j >0,

n=0 n=0

Tyt T
By 0 {Z(f(Xn) +f(Xé))H{o}(dTJ+1)] = (1= Ey 1 {Z(f(Xn) +f(Xé))H{o}(dTJ1+1)]

To
+Es 0 [H{o}(dTJH)EXTJ+1,X'T]+1,0 Z(f(Xn) + f(sz))” ;
T]
< (1= 00 {Z(f(Xn) + f(Xé))H{o}(dT]ﬁl)] + AN (1=,

with the convention T_; + 1 = 0. By straightforward recursion,

Tj1
Eac,ac’,O |:Z(f(Xn) + f(X;z))]I{O}(de-l-l)]

n=0
To

<= (1= OBuarg [Z(f()m +7(X0)

n=0

+ G+ DA).

(9.36) then follows from the decomposition,

_I_

T-1 Ty
By wr 0 [Z(f(Xn) + f(Xé))] = Eu w0 [Z(f(Xn) + (X))

n=0 n=0

oo Tj41
Z Ee o0 {Z (f(Xn) + f(sz))H{o}(dTJH)H{1}(dTJ+1+1)]

7=0 n=0

and the strong Markov property upon noting that Py, X4 o(dr,41 = 1) = e. The proposition
J7 ]7
follows from (9.34) to (9.36).
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Proposition 9.18 Let P be a i-irreducible aperiodic transition kernel on (X'), B(X)). Let D; be
some accessible vy, -small sets with minorizing constants ¢, > 0, and C; C D;, 1 = 0,1, be some
accessible sets. Let p > 2. Assume that there exist some Borel functions fi;,V; : X — [1,00),
i=0,1, fo < Vo < Vg < fi < Vi, some constants b; < oo, 0 < a; < 1, such that supp. V; < oo

and { PV(z) < Vi(z) — fi(x) + b1, (x), (9.37)
filw) = bi > ai fi(z), x € DS,
for 1 =20,1. Then, for any Borel function g : X —RY, g € Ly,
p
9(@k) = m(9)}| < gl n?* C(a) v e X, (9.38)

where 7 is the invariant probability measure,

My + Mo g, {Vo(w) + 7(Vo)} ]
C(z) :==6°Cp sup VP
zeX o\?

C) is the Rosenthal’s constant, and M; ¢, i = 1,2, j = 0,1, are given in Proposition 9.15.

(7 (2) + Mg+ Mg, Vi) + 7 (1))

Proof 18 (Proof of Proposition 9.18) By Theorem 14.0.1. of Meyn and Tweedie [72], there exists
an invariant probability measure 7 such that 7(f;) < oo. Hence, 7(Vj) < 0o and by application
of Corollary 9.16, we have for any z € X,

Z\P’f w()| < llally 2 1P ) = 7Ol < gl (Mago + Moo Vo) + 7(1%) }).

k>0

Denote -
= {Prg(x) - 7(9)},
k=0

the unique solution (up to a constant) of the Poisson equation §— P§ = g—n(g) so that g € Ly,.
Write

> {g(@) - (9} = Z{g (®1) = Pi(®—1)} — PG(P,.) + Pis(®o).

k=1
{G(®r) — Pg(Px_1)} is a LP-martingale increment (w.r.t. the initial distribution d,) and by
applying the Rosenthal’s and Minkovsky’s inequalities, we get

D> ] <3 o |{ ZE 9@ - Pa@e)? 17} ]
+ CpEx{ y 9(®p) - Pﬁ(q’k—l)‘p} + e { Pg(®n) p} + ‘pg(x)‘p}
k=1
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where ), is the Rosenthal’s constant and {F,} is the natural filtration of the Markov Chain
{®,}. In addition,

(> [

Hence,

o/ o
(@)} <Y Pl (@),
k=1

— Pa(@)PiF] ) {

S {g(@0) - vl

k=1

Ex{

<st{cmel>- IZP’“ 0+ 2 YD PGP ) + Pl ) + Pl (e) )
k=1
< 3p-1{cp(np/2—1 + zp) + L 20| PHal @) = =) | + () |
k>1

< Cu2{ 7 PHalP(e) - w13 + ()}

k_

Since |§|P € Ly,, 7(]§|") < oo, an application of Proposition 9.15 shows that

S|P
k=0

P(a) = (91| < 11917 Nl (M g, + Mo,y V(&) + 7 (V0)}).

This yields the desired result.

Uniform geometric ergodicity Let P be a i-irreducible aperiodic transition kernel. Assume
that the whole state space is v,,, small i.e. there exist € > 0, a probability measure v, on B(X)
and an integer m > 1 such that for all # € X,

P2, ) > ().

Then for any Borel function g such that supy |g| < oo, p > 2 we have

{3

where (), is the Rosenthal’s constant.
To that goal, we prove easily that

S2IP ) = Ol < 2(1- (1 - 9y

g(Pr) — 7 ( }‘ } < 6°C, sup lg|? {1—|—2{1— (1—e)t/m™y - }np/z, (9.39)
k=0

since the whole space is small, and the proof of (9.39) is along the same lines than the proof of
Proposition 9.18.
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The Foster-Lyapunov drift condition Let P be a «-irreducible and aperiodic transition
kernel and C' be an accessible petite set. Assume that there exist some constants 0 < A < 1,
b < oo and a Borel function V : X — [1,00), V(z) — oo as |@]| — oo, such that sups V < oo
and

PV < AV + bl

Let p > 2. Define M := 14 {sups V V b/(1 — X'/?)P}. Then the set {V < M} is v,,-small with
minorizing constant € > 0, and for any Borel function g : X — [1,00), |¢| < V/7,

B, S {o(®) - n(9)}| <Co)w?  sex,
k=1
where
_6PCLM (2 —¢) P
Clz) = 1-— A [Ml/p(l — Al/p) — bl/p}

and C, is the Rosenthal’s constant.
Proof 18  The first step is to prove that the level set D :={V < M} is small. By assumption,
sup,ep Er[Tc] < oo, then for any n > 0, there exists ng = ng(n) such that P,(cc > n) < n,
z € D and n > ng. Then we can define a distribution @ = {a(n)} on N such that for z €
Dand 0 <1 < 1,3 an)P"(z,C) > > ., a(n)P"(z,C) > [(1 - 5). Finally, since C' is
petite, there exist some measure v on B(X') and some distribution b = {b(n)} on N such that
Yo, axb(n)P(x,A) > (1 — n)r(A) which proves that D is petite and then small (Theorem
5.5.7. [72]). Note in addition that by definition, D D C.
Define

fo:=V1P Vo := VIP/(1 = AV/P) by := b7/ (1 — AV/P),

and
fi=V/(1 = AYpp Vi=V/{(1 =)= \/7ypy by == b/{(1 = \)(1 = \/P)P},
It is easily seen that PV; < V; — f; + b;llc, i=0,1,and 1 < fo <Vp < Vy < f1 < Vi, Set

pi/e b

=1 =1 —
o (1= APy M1/p @ 1- MM’

then 0 < a; < 1 and f; —b; > a; f; on D¢ ¢+ =0, 1. We then conclude by use of Proposition 9.18.

9.8 Tables and Histograms
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Fic. 9.1 — Simulation results : 1000 estimates of the maximum likelihood computed from 1000
vectors of observations. (sample) mean=[3.05¢ — 02;3.95¢ — 04; 5.20e — 01].
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Fic. 9.2 — Simulation results : 1000 stable MCEM estimates of the maximum likelihood 6* from
a given vector of observation.
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Annexe A : Annexe du Chapitre 2

A.1 Démonstration du Lemme 2.9

A.1.1 Cas sous-géométrique

Soit M :=sup, ¢ E,[r%(r)]. Puisque
P+ m) < r¥(m) + r(m)r(n),
on écrit
PO < Y B a] < Z% + Mby(n)
ot az(n) = E.[rP(7" 1) 1L,>,] et by(n) := B [r(7" 1) 1L;5,]. Soit € > 0 tel que
I+ —7)+Me <1,

et n. tel que
r(n) < e’(n), n>n.

Soit ¢ := ¢(€, n.) tel que

r(n+m) <r(m)(14+¢+¢, m>0,n<n,.

(A.40)

En utilisant ces trois relations et la propriété de Markov, pour r(r"™ 1) = (7" 2 4 1o 07n_2),

on montre que b,(n) vérifie 'inégalité

bo(n) < (1+e)(L—=7)ba(n — 1) +e(1 = 5)" " + Meby(n — 1)

<
S {(1 + 6)(1 - 7) + Mé}bx(n - 1) + C(l — 7)71_1

et > by(n) < co. D’autre part, ay(n) = az(n—1)(1—7v)+Mb,(n—1), et par suite, Y az(n) <

00. Ce qui conclut la démonstration. La seconde assertion résulte de la majoration

< r4+7"T06.
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A.1.2 Cas géométrique

Soit # > 1. Par I'inégalité de Jensen, on a E,[x7] < (E,[r7])"™*/ ™" donc

Ink/Inr
sup B[] < (supEo[7])
zeC zeC

B[] = Y 0] £ S8 1

n>1 n>1

On écrit

et par la propriété de Markov fort,

E, {HTW} < Eo[w7]+ {ilelg E, [HT]} Z E. {HT

Puisque
zy < pta 4 p"y,
pour tous z,y positifs et 0 < p < 1, il vient que

n—1

o I e N B AU

n—2
S El’ |:HQT:| {Sug El’ I:HQT:I} pn + p—n(l _ 7)71—2‘
r€

Donc

B, [w] < Bl ]+ sup B o2 Y (1= 7)p7") +E[627102 D (p sup B[]

zed n>0 n>0 zed

7nk/Inr Tnk/Inr | —2 _ -1\"
<E,[r] + sup B [r] {r nzz% (=6

1+ E, [rT]Zln H/IHT’pQ Z (p sup E, [rT]anH/ lnr) }
n>0 zeC

Ainsi, si M :=sup,cc Ex[r7], pour tout 1 =y <p<letl<r< p~Inr/{2In M}

=2 pfInk/Inr
E, |:HT77:| < E$[TT]IHH/IHT+ P — —|—E95[T‘T]

2Ink/Inr pQMlnH/IHT’
- 1—(1=7)p

1— pMZIHH/lnr'
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Annexe B : Annexe du Chapitre 3

B.2 Résultat de Meyn et Tweedie sur 'ergodicité géométrique

Nous rappelons les Théoremes 15.0.1. et 15.2.1 [72].

Soit P un noyau -irréductible apériodique. Soit C' € B(X’) un ensemble petite. Les condi-
tions suivantes sont équivalentes :

(i) il existe A < 1 tel que sup, ¢ E; {/\—Tc] < 0.

(ii) Condition de drift de Foster-Lyapunov il existe une fonction f : X — [1, o],
finie en un point zq, et des constantes A < 1, b < oo telles que

Pfz) < Af(z) + bl (x).

(iii) C' est accessible et f-géométriquement régulier i.e. pour tout A € B(X') accessible, il
existe r > 1 tel que

TA—I
sup ]El,{ Z rkf((bk)} < o0.
zel k=0

Si 'une de ces conditions est vérifiée, il existe des constantes r, > 1, R < oo telles que

S P () = 7 (s < R f(a) (BA1)

n

pour tout z € {f < oo}, ensemble plein et absorbant, ou f est une solution de la condition

de drift.

B.3 Résultat de Tuominen et Tweedie sur l’ergodicité sous-
géométrique

Nous rappelons les Théoremes 2.1. et 4.3. [117].

239



Soit P un noyau -irréductible apériodique. Soit C' € B(X’) un ensemble petite. Les condi-

tions suivantes sont équivalentes :

(i) 1

(i) Condition de drift de Tuominen-Tweedie il existe une famille de fonctions {V,, },
Vit X — [1,00] et une constante b < oo telles que sups Vo < o0 et

Vo(z) = 0o = Vi (2) = o0,
PV (z) +r(n) f(z) < Vi(z) + br(n)lo(z),

(iii) C' est accessible et (f,r)-régulier i.e. pour tout A € B(X') accessible,

T4—1
' k b
ilelgE ; r( )f(@k)} < o0

Si 'une de ces conditions est vérifiée,
lim r(n)|P"(z,) =7 (-)lls = 0,

pour tout z dans I’ensemble plein et absorbant

TB—I

{x € X,El,{ Z r(k)f((bk)} < oo, VB e B(X) accessible}

k=0
et qui contient {Vp < oo}. Si de plus, Ar(n) :=r(n) —r(n—1) € A;,

ZN P (s ) =7 ()l < o0

pour tout z dans I’ensemble {96 € X E, {ZTB Ar(R) f(®r)| < 00, ¥B € B(X) accessible}.

B.4 Démonstration de la Proposition 3.4

Nous construisons une solution a la condition de drift D2[f, r, C'], en posant

2) = B | S r(h+ ) f(@)
k=0

En itérant la condition de drift, nous obtenons

P Vo) (@) < Vi (@) = 1/2 7 () ) () 4+ 00, () o (2)
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pour un ensemble petite C/ D C' et une constante (™) < oo (Lemme 14.2.8.[72]). En particulier,
cela entraine

Tém)—l
E, | ; () PO (@) | < 2V () + 260, [+, (75| < 2Vi(e) + 260VE, [10(mr )|
) (B.42)
Va(@) < B[ 3 ) f@0)] (14 (1) sup /). (B.43)
k=0

Nous appliquons le Lemme 2.9 avec 7 = 7¢ : sup,¢o E,[r(7)] < oo et pour tout z € S(f,r,C),

Tc—l

E[00)] < B[ 3 rimsten)] < oo (B.44)

k=0
et en particulier, 7 est fini P,-p.s. On définit la suite {u,} par

(m)

Uy =1 sl 7 = m7. "7, Uy, = 0 sinon,

de sorte que Py(u, = 1|H,—1) =1/m > 0.
Nous obtenons le résultat a I’aide de (B.42), (B.43) et du Lemme 2.9.

B.5 Démonstration de la Proposition 3.5

Soit
C:=Cx{0}uC x {1}.

Nous commengons par montrer que pour tout 2 € X,

k, [Cz_: r)F(X)| = [Tcz_:lr(k) f(@y). (B.45)
k=0 k=0
Nous écrivons o
B, | D2 r()F(X0)] = DB [r(n) (Xl
k=0 n>0

Par définition du processus 7 = (X, d), P(x,d) (X1 € AlXy = x) = P(z, A) donc pour n > 1,

IEj(av,d) f(Xn)]ITC>n} — IEj(av,d) :]ICC (Xl) e dlee (Xn)f(Xn)}

Il
=«

) [Boe (X0) = Tloe (Xom) | (o) P(Xr, dea)|

Il
=«

(z,d) ]ICC(XI) ©e ']ICC (Xn—Q) / P(Xn—27 dwn—l) f(xn)P(xn—h dwn)
L c Cle
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et par récurrence,

Es.q) {f(Xn)Hrpn} = Ep.0 [gn(Xﬁ}

ou

gu(@) = Toe () /cp(x,d@)/cp(%d%).../

Ainsi,

P(xn—% dwn—l) f(xn)P(xn—h dwn)
OC

c

E(x,d) f(Xn)]IT@NJ = HCX{O}((xvd)) Rgn(x) + HCCX{O}(($7d)) Pgn(x) + HCX{I}((xvd)) Vl(ﬂﬂ)v

et en appliquant (d,)*, nous avons,

B | F(X) rpsn] = Pon(o):

ce qui conclut la démonstration de (B.45).
(B.45) entraine

Te—1 To—1
sup E, r(k)f(Z)| = supE, r(k) f(® 0.
. {kz (W] (72)] = sup {kz (k) f(@1)] <

En conséquence, il existe une solution & la condition drift D2[f,r,C] pour le noyau P et les
fonctions {V,,((z,d))} de sorte que , par le Théoréme 2.4, il existe b < oo tel que

B, [Tf P F(Z)] = Epea) [Tf P (X0)| < Vol ) + b By 1)
k=0 k=0

avec Vo((z,d)) := E(ac,d) {ZZEO r(k)f(Xk)} . Done,

Ta—

B S v sxn] < (6:) () +0 B [r0(m)] (B.46)

Pour conclure, nous appliquons le Lemme 2.9 pour la chaine de Markov bifurquée Z, avec 7 = 7
et u, = 1si dyn = 1. Pour z € S(f,r,C), E,[r°(7)] < oo et cela entraine en particulier que 7 et
fini Pgq) p-s; de plus,

P(l,’d) (un = 1|7‘ln_1) = P(x,d) (un = 1|7‘ln) =e>0.

Puisque SUP (. 4)eC Eq) [r%(7)] < oo, nous en déduisons 'existence d’une constante ¢ et d’une
suite r’ telles que

Tc—l

B[ ()] < e [0(re)] < e B Y () F()| (B.47)

k=0



our'=rsir€Asetr’ <r,r" € Aysir € A, La proposition se déduit donc de (B.46) et (B.47)
en remarquant que

Tc—l

(8:)" (V0) < (14 r@)ysup s) B[ 3 vk f(@0)].

k=0

B.6 Démonstration de la Proposition 3.7

Soient ng et v > 0 tels que u(n) > v pour tout n > ng : l'existence de telles constantes est
justifiée par le théoreme de renouvellement. Nous construisons une suite de v.a. {Hy} et {vz}

de la facon suivante :
Hy := max{So, S, } vy = 0.

Nous présentons la construction en supposant Hg = S}. Pour n > 0, soit
R 4 / 4 ' . '
H2n+1 T m]m {SJ - l/2n+no7SJ T “ureptno > 0} - Sl’2n+1 T “Puantng

. : / / Q!
H2n+2 = mjln {S] - SV2n+l+n07Sj - Sl/2n+1+no > 0} - Su2n+2 - Sl/2n+1+no'

Autrement dit, partant de Hy = 5§, on laisse passer ng renouvellements du processus S’ puis on
attend (pendant la durée H;) le premier renouvellement du processus S qui suit S}, . On le note
Sy, - On laisse passer ng renouvellements du processus S puis on attend (pendant la durée Hs)
le premier renouvellement du processus S’ qui suit S,, y,,,. On le note S,,. Et ainsi de suite.
On définit la filtration {G,}, n > 0, avec la convention v_; := —ny.

g2n = U(Slvsllml S Von—1 ‘|’n07j S Vop, + n0)7
g2n—|—1 = U(Slvsllml S Yon+1 ‘|’n07j S Von + n0)7

en sorte que le processus
no
L, =H,+ ZYk Yy i.i.d. de loi p et indépendants de H,
k=1

est G,-adapté. Soit {d,} une suite de v.a. G,-adaptée & valeurs dans {0, 1} définie par

{dn:1 si H, =0,

d, =0 sinon.

Remarquons que pour 7 >k, n >0
Pa#l' (d2n+1 = 1|Sl//2n+no =7 Sl/2n—1+no = k) = u(] - k)
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/
van+no

Py o (d2n-|—1 = 1|g2n) > . (B.48)

et puisque par construction, .S — Svpn_14ne = Mo, il vient que

De méme, P, (dzn = 1|g2n_1) > ~. Enfin, on définit
n:=inf{n > 0,d,41 = 1}
si bien que nous avons la majoration
n
T<Y Ly
k=0
Le calcul du moment r’ s’effectue de la méme facon que le calcul du moment du temps aléatoire
=704l gl

présenté au Lemme 2.9. Il suffit de faire I’analogie entre 7° et Lg, puis 7 — 7" et L,, n > 1,
et enfin entre u,, et d,,. Tout d’abord

Ea,a’ {T‘LO} = Ea,a’ {T‘Ho—l_zzgl Yk} = (Zrnp(n))no Ea,a’ {T‘HO}

< (Yo rpm) "™ {ma+mar), (B.49)

n
puisque rfo < pYo 4 rYo. De plus, il existe M < oo tel que pour tout n > 1, 1 <k <r,

E,.. {,{Ln|gn_1} < MWme/Inr, (B.50)
En effet,

B [K1Gu-] = (D0 w"p(0) " Eua [6771Gm1 -

Or, pour n > 1, H, est un "over-shot” i.e Hy, (resp. Ha,y1) est le temps qu’il reste avant le
prochain renouvellement du processus S’ (resp. S). Par conséquent, pour n > 0,

i—k
Py (H2n+1 = l|51//2n—|—n0 = JsSvap_itne = k) = Z p(J —k+1—m)u(m) < Zp(m)v
m=0 m>l
et
Paya' (H2n+2 = l|Sl//2n+1-|—no = j7 SV2n+n0 = k) S Zp(m)
m>l
Donc,

By [1£971G,1) < (B[00, )" < (00 = 07 S i)

n

On conclut la démonstration comme dans le Lemme 2.9, en utilisant (B.48), (B.49) et (B.50).
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B.7 Scission selon Nummelin et Tuominen

On suppose que m = 1. On montre que
AMQrh) = /\*(E(x,o) {T‘(Ta)})
en établissant par récurrence que
AP = h @ v =X (P (ma = 0)).
Par définition de la chalne bifurquée,
Py (o = 1) = e{ lloe (2) P2, ) + Tlo () (1 = ) R(z,C) |

ot A*(P(LO)(TQ — 1)) — V(]Icc(ac)P(x,C) F e (2)(1—€) R(ac,C)).

/\(P —h® V)h =€ /\(P(ac,C) — e]Ic(x)l/(C))
— /\(]Icc(x)P(x,C) . e)]Ic(ac)R(x,C))

donc A(P — h @v)h = XN (P30)(Ta = 1)). Supposons que A([P —h @ v]")h = A (P 0)(7a = q))-

Puisque
P(z,dy) — h(z)v(dy) = P(z,dy) — ellg(z)v(dy) = lee(2)P(z,dy) + o (2)(1 — €) R(x, dy)
= ]5((96, 0), dy x {0, 1})

il vient que
(P=hov](Pog(ra=0)) = /X oy P00 {0}) Py (= ) = Plagy (o = 4+ 1)
X

ce qui termine la récurrence.
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Annexe C : Annexe du Chapitre 4

C.8 Démonstration du Théoreme 4.3

Lemme C.19 Supposons H1 et H2[C, D]. Soient 1 < Wy < Wy mesurables et une constante

b < oo telles que
PWi(z) + Wo(z) < Wi(z) + blle(z),
W0($)—b207 x € D°.

Pour tout (z,2') € X x X,

Ex,x’,O{{Wl(Xn) + Wi(X))} HOSNSTO} < AWi(z) + Wi(z")}.

Démonstration du Lemme C.19 Si (z,2") € A°,

/P* ((x, 2,0, dy x dy' {0}) (Wl(y) + Wl(y’)) = PW,(z) + PW, (2').

Or,
PWi(z) + PWi(a') + Wo(z) + Wo(a') < Wi(z) + Wi(z') + bl (x) + bl (2)

et si (z,2') € A° 2 € C'= 2’ € D° donc Wy(a') — bll¢(z) > 0. Par conséquent,
PWi(z) + PW;(2") < Wi(z) + Wi (a)) (z,2") € A°,
soit encore
By or o[ {W (X1) + W (XD} e (2,07) = B [{W1(X2) + W (XD My () e (2, 0)
< Wi(z) + Wi(a'). (C.51)

Pour (z,2') € X X X, nous avons

oy

+ Tae (2, 2" ) {Wi(2) + Wi (2')} =0 + Tac (@, 2" ) By pr o [{W1(X0) + Wi (X)) i <n<y |-

E, . o {{W1 (Xn) + W1 (Xé)}ﬂogngTo} = la(z, 2 ) {Wi(z) + Wi(a")}
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Si (z,2') € A°,

By or o [{W2(X0) + W1 (X)) Ml <y |

= B o [{W1(X2) + Wi (X)) Hlacs o) (Zuct) - Maescgo) (Z0)]
et (C.51) entraine

Ey o 0 |[{W1(X5) + W1 (Xé)}ﬂlgngTo} <E; .0 {{Wl (X1)+ Wy (X{)}H{O}(dl)HACX{O}(ZO)}
< Wi ($) + W1($/).

Ce qui termine la démonstration du Lemme.
Nous démontrons le théoreme lorsque m = 1. Soit F(z,2’) :== f(z)+ f(z').

E/\,/\’,O F(Xn7X7/1)]IT>n} - /A(dx)A(dxl)El’,w’,O {F(XH7X7/1)]IT>71}

< [ MA@ PE(T > ) B2 [P (X X

en utilisant I'inégalité de Hélder, si 0 < o« < 15 si o = 1, la majoration est trivialement vraie.
Donc

B o[ F(X, X0, | <217 / A(dz)A(da') PY 220 (T > n) - -

B or 0| {717 (X0) + £ (X0) Vi

<2l [ AN P (1 > 0B o[ 4 W X)) 0]

By 0| {WL(X0) + Wi (X)) iz | = Euar o [{W3(X) + W1 (X)) Mlogusr, |

+> Eowio {{Wl (X)) + Wi(X ) 7y <oy, H{o}(dT]ﬂ)]
i20

<Wi(e) + Wi@) + D Bewro {{Wl (Xon) + WX ) 7y <<ty Loy (dy41) |-
720
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Soit j > 0.

E, o 0| {W1(Xn) + Wi(X0) 1y <n<tyy, Loy (dry+1)
=E.00 {HAX{O}(ZTJ-I-I){WI (X7,41) + W1 (Xé“]-l—l)}}
e o M (03 (Zr, 1) W1 (X0) + WA (X0 i, e |
=E.00 {HAX{O}(ZTJ-I-I){WI (X7,41) + W1 (Xé“]-l—l)}}
+Eou0 [HAcx{o}(ZTJH)EXT]H, Xp 10 {{Wl( )+ Wi (Xé)}HOSnSToH
< Ex,x’,O{H{O}(dTJ-I-l) Wi X7y40) + Wl(X/TJH)}}
< Bror 0| oy (d) (1= pixy, xy, () / Ry, oy, (X1, dy) By, xg, (X dy) W2 ()41 ()
< C(Wh) Py o(dr, = 0) < C(W1)(1— e ).
Ainsi,
By o0 {{Wl (Xn) + Wl(Xé)}HTm} <Wi(z) + Wia) + C(Wh) /e < Ci(w, '),

ce qui termine la démonstration.

C.9 Démonstration du Théoreme 4.5

Lemme C.20 Supposons H1 et H2[C, D]. Soient 1 < Wy < Wy mesurables et une constante
0<a<l1,b<oo telles que

{ PWi(z) + Wo(z) < Wi(z) + blle(z),
Wo(z) — b > aWp(z), rv e De.

Pour tout (z,2') € X x X,

x ! O{Z{WO —|—W0 )}} S ]IA ($, $/) {W0($)+Wo($/)}+]IAc ($, $/) a_l {Wl ($)‘|'W1 ($/)}

Démonstration du Lemme C.20 Pour tout (z,2') € A°,
PWi(z) + PWi(a') + Wo(z) + Wo(a') < Wi(z) + Wi(a') + b(]l(;)d)c(yc7 2"y + Mpeye (, x'))
donc pour (z,2') € A°,
PWy (&) + PWi () + a(Wo(@) + Wo(a')) < Wa(e) + Wi (a").
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Par suite, en procédant comme dans la démonstration de la Proposition 2.2, il vient

a By O[Z{WO )+ Wo(X))}] < Wa(e) + Wi (), (z,2') € A°.
k=0

Soit F'(z,2") := f(x) + f(2'). En appliquant I'inégalité de Hélder lorsque 0 < o < 1, on obtient

]Ex,l”,O{Zr(n)(l_Q)F(XmXé)HTNl] < E;;?,O{Zr(n)HT>n} 72! {ZFI/Q X, X, s, |,

n n

inégalité qui est encore vraie si o = 1. Donc,

By 3 ) F (X, X0 ] < zl—aufuwaE;;o[Z iz,

O{Z{Wo )+ Wo(X) Hirs|.

Nous écrivons

H/O[Z{wo )+ Wo(X >}]—EH/O[Z{WO )+ Wo(X1)}]

Tj1
Y B0 0 AW0(X0) 4 Wo(X0)} g0y (dr, 1)
Jj>0 n=Tj+1

< Mz, 2" ) {Wo(w) + Wo(2')} + ac (z, 2 ){Wi(x) + Wi (2')}

Tj41

Y Bewo] 0 AWo(Xa) + Wo(X)) oy (dr,41)|.
7>0 n=T;4+1
Soit j > 0.
Tjt1
> (Wo(Xa) + Wo(X]) gy (d, 1)
n=T;4+1

=Evo0 {HAX{O}(ZTJ-I-I){WO(XTJ-I-I) + WO(X/TJH)}}
To
+ E; o0 [HA6x{o}(ZT]+1)EXTJ 41X 410 { Z{WO(Xn) + WO(sz)}H
n=0

< Epar o {HAX{O}(ZTJ-I-I){WO(XTJ-I-I) + WO(X/TJH)}}
+a ' E, 0 {HACX{O}(ZTJ-I-I){WI (X7y41) + W1 (X'TJ+1)}}

< (C(Wo, A) a1 C (Wi, A% ) Paaro(dz, = 0) < (C(Wo, A) + ™ C (W1, A% ) (1= €)1,
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Ainsi,
T-1

B0 S AWo(Xe) + Wo(XD)}] < Ta (e, #){Wo(@) + Wo(#)} + Tac (e, ) {Wi(2) + Wi (a'))
k=0

T (C(WO, A) +a~rC(W, AC))/G—.

C.10 Démonstration de la propriété (4.18) des suites S*"

Nous démontrons la propriété par récurrence. En utilisant la convexité de I'application = — |z|7,
0 <n<1,il vient

S0, n+m) = S(n,n+m) < S(n,n)+ S(n,m)
= S5*(0,n) + S*(0, m) = S*(0,n)S(0,m) + S (0, m).
Supposons que pour [ > 0
l
S0+ m) < 3757 - g,m)S (g, m) + S (1 m).
q=0

En utilisant la propriété de récurrence,

n+m n+m
S+ Lndm)=>" S k) =S+ 1L,n)+ > S k)
k=1 k=n+1

WE

<STI+1,n)+ Y S k+n)

o
Il
—

l

NS q,m)S (g, k) + S k)}

9=0

< ST+ 1,n)+

M- 1

<S4 1m)+ S - um)S(g+ 1,m) + S+ 1,m)

q=0
+1
<SS+ 1)+ > S+ 1= g¢,n)S(g,m)+ 51+ 1,m)
q=1
+1
<Y ST+ 1-¢,n)S(g,m)+ ST+ 1,m)
q=0

ce qui termine la récurrence.
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