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Thème –2 - Communication et codage (2.7 - Coopération, Diversité, Réseaux de capteurs)

Problème traité –Ce papier traite d’un algorithme de consensus de type Approximation Stochastique décentralisée pour la recherche de zéros
d’une fonction. Ces travaux sont motivés par l’inférence statistique décentralisée via un réseau d’agents.
Le termeapproximation stochastiquefait référence aux algorithmes de typeθn+1 = θn + γn+1H(θn,ξn+1), où {θn}n est une suite aléatoire à valeurs
dansRd, {γn}n est une suite positive déterministe décroissante vers zero, et {H(·,ξn+1)}n est une suite de champs de vecteurs aléatoires, pertur-
bations d’un champ moyenh; sous des hypothèses sur le pasγn et les perturbationsH, cette procédure converge vers les zéros deh. Le terme
décentraliséindique que des algorithmes d’approximation stochastiques sont exécutés localement au niveau de chaque agent. Ces agents sont
disposés en réseaux et échangent de temps en temps de l’information relative à leur estimation courante. La procédure d’échanges entre agents
est telle que à convergence de l’algorithme, tous les noeudspartagent la même estimée : il s’agit donc d’un algorithme deconsensus.
L’algorithme que nous proposons consiste à laisser les agents résoudre un problème de recherche de zéros localement, via un schéma d’ap-
proximation stochastique; et échanger, à des instants aléatoires, leurs estimées suivant une étape de “gossip” [1]. A convergence, cet algorithme
converge vers un consensus.

Originalité – Ce nouvel algorithme permet de résoudre des problèmes d’optimisation par une méthode distribuée, et plus généralementdes
problèmes de recherche de zéros d’une fonction dans le cas oùcette fonction n’est pas explicite. Cet algorithme s’applique en particulier pour le
calcul de l’estimateur du maximum de vraisemblance distribué.
La littérature sur l’estimation distribuée connaît un essor relativement récent. Karet al.proposent dans [2] un algorithme où la dissimilarité entre
agents est incorporée à la fonction cibleH, ce qui leur permet de prendre en compte la quantification au prix d’une évolution plus lente vers
le consensus. On trouve également dans [3] un algorithme proche de celui que nous proposons, à la différence près que dans [3], la fonction à
optimiser est supposée connue de tous les agents du réseau. Ramet al. [4] proposent un algorithme semblable au notre et proposentune analyse
de convergence sous des hypothèses assez restrictives et difficiles à vérifier en pratique.
Nous présentons aussi une analyse du comportement asymptotique de cet algorithme stochastique sous des hypothèses plus générales que [4] et
facilement vérifiables. A la différence des travaux existants, nous établissons aussi un théorème central limite, ce qui nous permet d’identifier la
vitesse de convergence de l’algorithme vers le consensus.

Résultats –Nous proposons un algorithme d’approximation stochastique distribué basé sur la technique de “gossip”. Nous établissons sa
stabilité et sa convergence vers un consensus et étudions lavitesse de convergence en démontrant un théorème central limite. Enfin, nous
illustrons son fonctionnement sur un exemple d’estimationpar maximum de vraisemblance distribué.



1 Introduction

Chercher les racines d’une équation de la formeh(θ) = 0 est un problème récurrent que l’on rencontre par exemple dans
les procédures d’optimisation de fonctions différentiables. Résoudre cette équation de façon itérative est une façon classique de
procéder [5]. Lorsqueh n’est pas connue de façon analytique mais que l’on ne disposeque d’une version bruitéeH(θ,X), on peut
utiliser l’algorithme de Robbins-Monro pour trouver les racines deh [6]. En traitement du signal, la maximisation de vraisemblance
par descente de gradient en est une application typique. Dans ce cas particulier, l’objectif consiste à chercher les points stationnaires
de la divergence de Kullback entre la vraie loi des observations et une famille paramétrique de lois. Dans ce cas le termeH(θ,X)
correspond au gradient (par rapport àθ) de la log-vraisemblance de l’observationX sous le modèle de paramètreθ.

Dans ce papier, nous étudions des algorithmes de Robbins-Monro distribués (cf. par exemple [4]). Soit un graphe connexe: les
sommets modélisent les agents et les arêtes définissent le voisinage de chaque agent i.e. l’ensemble des agents avec lesquels il
peut communiquer. L’objectif est d’estimerθ∗ ∈ Rd tel queh(θ∗) = 0 lorsqueh(θ) =

∑N
i=1 hi(θ). Pour ce faire, chaque agenti,

i ∈ {1, · · · ,N}, dispose d’approximations bruitées{Hi(·,Xn,i)}n de la fonctionhi . De plus, les noeuds sont capables de communiquer
avec leurs voisins à certains instants (éventuellement aléatoires). Lorsque deux noeuds communiquent, ils s’entendent sur une
valeur commune de leurs estimées qui supplante alors leurs estimées individuelles d’avant la communication. Il s’agitdonc d’un
algorithme qui mèle une étape d’approximation stochastique (cf. [7, 5] par exemple) et une étape de “gossip” (cf. [1]). Sous des
hypothèses liées notamment à la procédure de “gossip”, cet algorithme est un algorithme de consensus.

Les algorithmes de consensus ont fait l’objet de nombreux travaux dans la littérature récente de traitement du signal [8, 9]. Ils
consistent à atteindre un état de consensus de façon distribuée et itérative dans le cas particulier où le consensus cherché est la
valeur moyenne des quantités initiales figurant dans chaquenoeud. Plus récemment, plusieurs auteurs ont formulé le problème
d’approximation stochastique distribuée comme un problème de consensus [4, 8, 2].

La principale contribution de ce papier est de fournir une analyse complète de la convergence d’un algorithme de Robbins-
Monro distribué : nous montrons que cet algorithme eststable, qu’il converge vers l’ensemble des zéros deh et nous étudions la
vitesse de convergence. Ce papier généralise les travaux antérieurs de [4]. Tout d’abord, nos hypothèses sont moins restrictives;
en particulier, nous ne supposons pas que la fonction objectif h est bornée. Ensuite nous énonçons des conditions simples qui
garantissent la stabilité de la procédure stochastique (sans recourir à des étapes de stabilisation comme par exemple,les tech-
niques de reprojection (voir e.g. [5])). Enfin nous étudionsle comportement limite de cet algorithme sous des hypothèses sur les
perturbationsHi et les champs moyenshi facilement vérifiables.

2 Algorithme : description et analyse de convergence

2.1 L’algorithme

Soit un grapheconnexecomposé deN noeuds,N ≥ 1. Etant donnée une suite de variables aléatoires (Xn,i)n∈N à valeur dans
R

mi correspondant à l’observation au tempsn par le noeudi, une fonctionHi : Rd × Rmi → Rd, et une famille de matricesN × N
aléatoiresdoublement stochastiques{Wn}n, chaque noeudi construit itérativement un processus stochastiqueθn,i à valeurs dansRd.
Chaque itération comprend deux étapes :
[Étape locale] Au tempsn, chaque noeudi calculeθ̃n,i par :

θ̃n,i = θn−1,i + γn Hi(θn−1,i ; Xn,i) , (1)

oùγn désigne un pas déterministe positif.
[Étape de “gossip”]Chaque noeudi calcule une nouvelle estimée comme la moyenne pondérée des estimées voisines :

θn,i =

N
∑

j=1

wn(i, j) θ̃n, j ,

où Wn := [wn(i, j)]N
i, j=1. Lorsquewn(i,i) = 1, θn,i = θ̃n,i et le noeudi n’échange avec aucun voisin. La loi des matricesWn est telle

quewn(i, j) = 0 si les noeudsi et j ne sont pas connectés.

Fomulation vectorielle : Cet algorithme peut se résumer sous forme vectorielle par

θn = (Wn ⊗ Id)(θn−1 + γnH(θn−1; Xn)) , (2)

où⊗ désigne le produit de Kronecker,Id la matrice identitiéd× d, la fonctionH : RdN × R
∑

mi → RdN est donnée par

H(θ; x) :=
(

H1(θ1; x1)T , · · · ,HN(θN; xN)T
)T

x = (x1, . . . ,xN) etθ = (θ1, . . . ,θN). T désigne la transposition.



2.2 Analyse de la convergence

Notations.Soit1 le vecteur deRN égal à (1, · · · ,1). On noteJ := (11T/N)⊗ Id le projecteur orthogonal sur le sous-espace de
consensus

{

1 ⊗ θ : θ ∈ Rd
}

et J⊥ := IdN − J le projecteur orthogonal sur le sous-espace orthogonal à l’espace de consensus. Pour

toutθ ∈ RdN, on a
θ = 1 ⊗ 〈θ〉 + J⊥θ où 〈θ〉 :=

1
N

(1T ⊗ Id)θ . (3)

Notens que par définition deJ, 〈θ〉 = (θ1 + · · · + θN)/N est la moyenne desN sous-blocs de tailled du vecteurθ.
On suppose que la loi conditionnelle des v.a. (Xn,1, · · · ,Xn,N,Wn) sachant le passé jusqu’à l’instant (n− 1) est donnée par

P

(

(Xn,1, · · · ,Xn,N) ∈ A,Wn ∈ B | X j,i ,Wj , j ≤ n− 1,i ≤ N
)

= µθn−1(A) P(W1 ∈ B) ,

où {µθ}θ∈RdN est une famille de probabilités surR
∑

mi . Cela entraine que, étant donné le passé, les v.a. (Xn,1, · · · ,Xn,N) et Wn sont
indépendantes; et que les v.a.{Wn}n sont indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d.).

Définissons lechamp moyen h: Rd → Rd de l’algorithme de Robbins-Monro distribué par :

h(θ) :=
∫

〈H(1 ⊗ θ; x)〉 µ1⊗θ(dx) . (4)

Résultats.L’analyse du comportement asymptotique (quandn→ +∞) repose sur l’existence d’une fonction de LyapunovV
pour le champ moyenh, c’est-à-dire une fonction telle que∇VT h ≤ 0 où∇ désigne l’opérateur de gradient. L’étude de la suite
aléatoire définie par (2) nécessite tout d’abord de montrer lastabilitéde la procédure i.e. montrer que, avec probabilité 1, la suite des
estimées reste dans un compact. Ensuite, il s’agit de montrer que cette suite (stable) converge vers l’ensembleL := {∇VT h = 0}.
Enfin, nous montrons que la vitesse de convergence versL est liée au choix du pasγn. Toutes ces études nécessitent des conditions
de régularité sur les fonctionsH, V; sur l’ensembleL; et des conditions sur le pasγn. Dans ce résumé, nous n’énonçons pas les
hypothèses exactes et nous contentons d’une brève description.

Pour la procédure (2), nous établissons
la stabilité : lim supn |θn| < +∞ avec probabilité 1. Autrement dit, pour toute suite définie par (2), il existe un compactK deRdN

tel queθn ∈ R
dN.

la convergence versL : avec probabilité 1, la suite{J⊥θn}n converge vers 0 et la suite{Jθn}n converge vers une composante
connexe de l’ensembleL. Autrement dit, la suite{θn}n converge avec probabilité 1 vers l’espace de consensusL. Ce résultat
entraine aussi que lorsqueL est un ensemble fini, la suite converge vers un pointθ∗ deL.

la vitesse de convergence vers un pointθ∗ ∈ L : soitθ∗ ∈ L tel queP[〈θn〉 → θ∗] > 0,∇h(θ∗) est stable (i.e. les parties réelles de
ses valeurs propres sont majorées par−L, L > 0) etQ(θ∗) :=

∫

〈H(1 ⊗ θ∗; x)〉〈H(1 ⊗ θ∗; x)〉T µ1⊗θ∗ (dx) est définie positive.
Si γn = γ0n−a aveca ∈ (1/2,1) ouγn = γ0n−1 avec 2Lγ0 > 1, alors conditionnellement à l’évènement [〈θn〉 → θ∗], on a:

γ−1/2
n (θn − 1 ⊗ θ∗)

loi
−→ 1 ⊗ Z

oùZ est un vecteur gaussiend× 1 centré de matrice de covarianceΣ est l’unique solution de :

(∇h(θ∗)T
+ ζ Id)Σ + Σ(∇h(θ∗) + ζ Id) = −Q(θ∗)

où ζ = 0 si a ∈ (1/2,1) etζ = 1/(2γ0) si a = 1.
Les résultats de convergence (resp. la vitesse de convergence) sont établis à l’aide des travaux de [10] (resp. [11]). Tous ces résultats
requièrent la stabilité de la suite{θn}n. Quand celle-ci n’est pas garantie par construction, elle peuit être réalisée en ajoutant à la
procédure itérative de construction de{θn}n une étape de projection (sur des compacts “fixes” ce qui peut avoir pour effet de
modifier l’ensemble des points limites; ou des compacts “croissants”. Voir [5] par exemple). Dans le cas présent, nous montrons
que moyennant des hypothèses convenables surV, H et h, la procédure (2) est stable par nature.

3 Application à l’estimation par Maximum de Vraisemblance distribué

On dispose d’observations i.i.d.{(Xn,1, · · · ,Xn,N)}n de loi de densitéf∗ surR
∑

mi , et d’une famille de densités{ f (x,θ)}θ∈Rd surR
∑

mi

de la formef (x,θ) =
∏N

i=1 fi(xi ; θ) où fi(·; θ) est une densité surRmi . Il s’agit d’estimer l’estimateur de maximum de vraisemblance
distribué.

Dans cette application,Hi(θ,x) = ∇θ log fi(x ; θ); µθ(dx) = f∗(x)dxpour toutθ ∈ RdN et

h(θ) =
1
N

N
∑

i=1

∫

∇θ log fi(x ; θ) f∗(x)dx , θ ∈ Rd .



Il est facile de vérifier que la fonctionV(θ) :=
∫

log f⋆(x) f⋆(x)dx−
∫

log f (x; θ) f⋆(x)dx est une fonction de Lyapunov. Puisque
∇V = −h, on aL = {θ ∈ Rd : ∇V(θ) = 0} et les résultats énoncés en Section 2 assurent la convergence de l’algorithme de
Maximum de Vraisemblance distribué vers les mêmes points limites que l’algorithme de Maximum de Vraisemblance standard
(i.e. centralisé). En observant queV est la distance de Kullback entref∗ et la famille{ f (x,θ)}θ∈Rd, on retrouve l’interprétation de
l’estimateur du maximum de vraisemblance comme recherche de la densité dans la famille{ f (·,θ)}θ∈Rd qui minimise la distance de
Kullback à la vraie loif∗.

Nous illustrons numériquement le comportement asymptotique de cet algorithme. Pour ce faire, on considère le réseau décrit
Figure 1a : on disposeN = 20 capteurs sur le carré [0,1] × [0,1] (représentés par un cercle), qui veulent estimer la position de
D = 4 sources (représentées par une étoile); les traits pleins représentent le système de voisinage de chaque capteur. La position
des capteurs est connue (et notéezi , zi ∈ C). On veut estimerθ∗ = (θ∗(1), · · · ,θ∗(D)) ∈ CD - ou, de façon équivalente, un
vecteur deRd avecd = 2D -, le vecteur collectant les coordonnées desD sources. Les observations sont simulées en prenant
f∗ ∼ CN(θ⋆,Diag

(

σ2
i,1 . . . σ

2
i,D

)

) où les variancesσ2
i,1 . . . σ

2
i,D sont supposées connues et données parσ2

i,k = 10|θ∗(k)− zi |
2
+0.1. On

implémente l’algorithme (2) en prenantγn ∼ 0.1 n−0.6. Pour l’étape de “gossip”, on sélectionne aléatoirement uncapteuri et un de
ses voisinsj, et on posewn(i, j) = wn( j,i) = 1/2, wn(k,k) = 1 pourk , {i, j}.
Sur la Figure 1b, on visualise la convergence vers l’espace de consensus. On définit∆n(k) := |θn(k) − 1 ⊗ θ∗(k)|, où θn(k) ∈ CN

est le vecteur extrait deθn qui collecte lesN estimées de la position de la sourcek. Pour chacune des sourcesk ∈ {1, · · · ,D}, on
trace l’évolution de∆n(k) en fonction du nombre d’itérationsn. Cette quantité tend vers zero, ce qui illustre la convergence vers
l’espace de consensus et plus précisément, vers le maximum de vraisemblanceθ∗.
Sur la Figure 1c, on visualise la vitesse de convergence donnée par le TCL : on tracen 7→ γ−1

n En oùEn est une estimation par une
méthode de Monte Carlo basée sur 500 réplications, de l’erreur quadratiqueE

[

|θn − 1 ⊗ θ∗|
2
]

. On peut observer la convergence de
cette quantité, ce qui confirme l’expression de la vitesse deconvergence de l’erreur quadratique d’estimation.
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(a) Réseau de 20 capteurs et 4 sources
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