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Théme —2 - Communication et codage (2.7 - Coopération, Diversit&seaux de capteurs)

Probléme traité —Ce papier traite d’un algorithme de consensus de type Ajpation Stochastique décentralisée pour la rechercherds zé
d’'une fonction. Ces travaux sont motivés par I'inférenegistique décentralisée via un réseau d’agents.

Le termeapproximation stochastiqueit référence aux algorithmes de ty@ig; = 0y + yni1H(On.Ens1), OU{On}n €St Une suite aléatoire a valeurs
dansR¢, {y,)n est une suite positive déterministe décroissante vers eefBl(-.¢n.1)}n €st une suite de champs de vecteurs aléatoires, pertur-
bations d’'un champ moyem sous des hypothéses sur le pat les perturbationsl, cette procédure converge vers les zérob.dee terme
décentraliséndique que des algorithmes d’approximation stochastiquuat exécutés localement au niveau de chaque agent. Ges sget
disposés en réseaux et échangent de temps en temps deniatifan relative a leur estimation courante. La procéduéehiinges entre agents
est telle que a convergence de I'algorithme, tous les nogaidagent la méme estimée : il s’agit donc d’un algorithmealesensus
L’algorithme que nous proposons consiste a laisser lestagésoudre un probleme de recherche de zéros localemaninvschéma d’ap-
proximation stochastique; et échanger, a des instantoaks leurs estimées suivant une étape de “gossip” [Lprvergence, cet algorithme
converge vers un consensus.

Originalité — Ce nouvel algorithme permet de résoudre des problémesimisation par une méthode distribuée, et plus généralenent
problemes de recherche de zéros d'une fonction dans le aattetfonction n’est pas explicite. Cet algorithme s’aquudi en particulier pour le
calcul de I'estimateur du maximum de vraisemblance disé&ib

La littérature sur I'estimation distribuée connait un esstativement récent. Kaat al. proposent dans [2] un algorithme ou la dissimilarité entre
agents est incorporée a la fonction cilble ce qui leur permet de prendre en compte la quantificationriaudfune évolution plus lente vers
le consensus. On trouve également dans [3] un algorithnmeherde celui que nous proposons, a @édence pres que dans [3], la fonction a
optimiser est supposée connue de tous les agents du réseaat B. [4] proposent un algorithme semblable au notre et propagemfinalyse
de convergence sous des hypothéses assez restrictivéic#éedia vérifier en pratique.

Nous présentons aussi une analyse du comportement asigaptde cet algorithme stochastique sous des hypothésegdatérales que [4] et
facilement vérifiables. A la dliérence des travaux existants, nous établissons aussianeiting central limite, ce qui nous permet d'identifier la
vitesse de convergence de I'algorithme vers le consensus.

Résultats —Nous proposons un algorithme d’approximation stochastidjstribué basé sur la technique de “gossip”. Nous étainissa
stabilité et sa convergence vers un consensus et étudiontes$se de convergence en démontrant un théoreme cemtid.liEnfin, nous
illustrons son fonctionnement sur un exemple d’estimgti@nmaximum de vraisemblance distribué.



1 Introduction

Chercher les racines d’'une équation de la fol(@® = 0 est un probléme récurrent que I'on rencontre par exempis da
les procédures d’optimisation de fonctionfélientiables. Résoudre cette équation de facon itérativenesfacon classique de
procéder [5]. Lorsqui n’est pas connue de fagcon analytique mais que I'on ne digpose’une version bruitéld (9,X), on peut
utiliser I'algorithme de Robbins-Monro pour trouver lesirees déh [6]. En traitement du signal, la maximisation de vraisembé
par descente de gradient en est une application typiques. €&acas particulier, I'objectif consiste a chercher les{s@tationnaires
de la divergence de Kullback entre la vraie loi des obseymatet une famille paramétrique de lois. Dans ce cas le tetftiX)
correspond au gradient (par rappofale la log-vraisemblance de I'observatidrsous le modéele de paramétte

Dans ce papier, nous étudions des algorithmes de RobbimseMiastribués (cf. par exemple [4]). Soit un graphe connée®
sommets modélisent les agents et les arétes définissensirage de chaque agent i.e. I'ensemble des agents averlesg
peut communiquer. L'objectif est d’estimér € RY tel queh(6,) = 0 lorsqueh(d) = ZiNzl h(9). Pour ce faire, chaque agent
i €{1,---,N}, dispose d’approximations bruitégs;(-,Xni)}n de la fonctiorh;. De plus, les noeuds sont capables de communiquer
avec leurs voisins a certains instants (éventuellemeatatés). Lorsque deux noeuds communiquent, ils s’entensle une
valeur commune de leurs estimées qui supplante alors lstinsées individuelles d’avant la communication. Il s’adinc d’un
algorithme qui mele une étape d’approximation stochastigti [7, 5] par exemple) et une étape de “gossip” (cf. [LhuSdes
hypothéses liées notamment a la procédure de “gossip’lgmitame est un algorithme de consensus.

Les algorithmes de consensus ont fait I'objet de nombreawatrx dans la littérature récente de traitement du signd][8ls
consistent a atteindre un état de consensus de facon déstrit itérative dans le cas particulier ou le consensuslthest la
valeur moyenne des quantités initiales figurant dans chagead. Plus récemment, plusieurs auteurs ont formulé lelgre
d’approximation stochastique distribuée comme un probldeconsensus [4, 8, 2].

La principale contribution de ce papier est de fournir unalyse compléte de la convergence d’un algorithme de Robbins
Monro distribué : nous montrons que cet algorithmesésible qu’il converge vers I'ensemble des zéroshdet nous étudions la
vitesse de convergence. Ce papier généralise les travaénieams de [4]. Tout d’abord, nos hypothéses sont moirtsicéges;
en particulier, nous ne supposons pas que la fonction débjeesst bornée. Ensuite nous énongons des conditions simpies qu
garantissent la stabilité de la procédure stochastiques (sgcourir a des étapes de stabilisation comme par exelaplgch-
niques de reprojection (voir e.g. [5])). Enfin nous étudiensomportement limite de cet algorithme sous des hypothaiseles
perturbationdH; et les champs moyefis facilement vérifiables.

2 Algorithme : description et analyse de convergence

2.1 Lalgorithme

Soit un grapheonnexecomposé déN noeudsN > 1. Etant donnée une suite de variables aléatoXgg & a valeur dans
R™ correspondant & I'observation au tenmpsar le noeud, une fonctiorH; : R x R™ — RY, et une famille de matriced x N
aléatoiresloublement stochastiquéd,},, chaque noeudconstruit itérativement un processus stochastigué valeurs dangd.
Chaque itération comprend deux étapes:

[Etape locale] Autempsn, chaque noeudcalculed,; par:

én,i = On-1i + Yn Hi(@n-1i ; Xni) , ()
oUvyp désigne un pas déterministe positif.

[Etape de “gossip”] Chaque noeudcalcule une nouvelle estimée comme la moyenne pondérésiieges voisines:

N
EDRBLNE
=1

oUW, := [wn(i,j)]{szl. Lorsquewn(i,i) = 1, 6hi = 6n; et le noeud n’échange avec aucun voisin. La loi des matridgsest telle
quewq(i,j) = 0 si les noeudset j ne sont pas connectés.
Fomulation vectorielle : Cet algorithme peut se résumer sous forme vectorielle par
On = (Wh ® 1¢)(On-1 + ynH(On-1; Xn)) . (2)
olu® désigne le produit de Kroneckég, la matrice identitiél x d, la fonctionH : RIN x RZ™ — RIN est donnée par
H(8:; %) := (Ha(61; %), - - JHn(6n; XN)T)T

X = (X1,...,Xy) €t0 = (A1, ....0n). T désigne la transposition.



2.2 Analyse de la convergence

Notations.Soit1 le vecteur d&®N égal a (1---,1). On noted := (117 /N) ® l4 le projecteur orthogonal sur le sous-espace de
consensu%]l ®0:0¢€ Rd} etJ* := lgn — J le projecteur orthogonal sur le sous-espace orthogonaspdce de consensus. Pour
toutd € RN, on a 1
0=1®@ +J0 ou () := N(]1T®|d)0. (3)

Notens que par définition dk (6) = (61 + - - - + On)/N est la moyenne de¥ sous-blocs de tailld du vecteus.
On suppose que la loi conditionnelle des v, - - - ,XnN,Wh) Sachant le passé jusqu’a I'instant{ 1) est donnée par

P((Xns. -+ Xan) € AWh € B Xj3.Wj,j <n—Li < N) =g, ,(A) P(W € B) ,

ol {ug}geron €St Une famille de probabilités sRE™. Cela entraine que, étant donné le passé, lesXua, {- - ,Xnn) et W, sont
indépendantes; et que les W44}, sont indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d.)
Définissons lehamp moyen hRY — RY de I'algorithme de Robbins-Monro distribué par :

h(e) := f (H(1 © 6 X)) r1e0(d) @)

Résultats.L’analyse du comportement asymptotique (quanég +co) repose sur I'existence d’une fonction de Lyapuivov
pour le champ moyeh, c’est-a-dire une fonction telle qU&/™ h < 0 o0V désigne I'opérateur de gradient. L'étude de la suite
aléatoire définie par (2) nécessite tout d’abord de mora=gabilitéde la procédure i.e. montrer que, avec probabilité 1, |a sids
estimées reste dans un compact. Ensuite, il s’agit de manigecette suite (stable) converge vers I'ensengble {VVT h = 0}.
Enfin, nous montrons que la vitesse de convergencef/ess liée au choix du pag,. Toutes ces études nécessitent des conditions
de régularité sur les fonctiorts, V; sur I'ensembleL; et des conditions sur le pag. Dans ce résumé, nous n’énoncgons pas les
hypotheses exactes et nous contentons d’une bréve destript
Pour la procédure (2), nous établissons
la stabilité : limsup, |0n] < +co avec probabilité 1. Autrement dit, pour toute suite défirde (), il existe un compadt’ deRIN
tel qued, € RN,

la convergence versL: avec probabilité 1, la suiteJ*6,}, converge vers 0 et la suifdf,}, converge vers une composante
connexe de I'ensemblé. Autrement dit, la suit¢d,}, converge avec probabilité 1 vers I'espace de consefisGg résultat
entraine aussi que lorsqueest un ensemble fini, la suite converge vers un paide L.

la vitesse de convergence vers un poiit € £: soitd, € L tel queP[(8,) — 6.] > 0, Vh(8,) est stable (i.e. les parties réelles de
ses valeurs propres sont majoréeslarL > 0) etQ(6,) := f(H(]l ® 0.; X))H( ® 6,; X))T 16 (dX) est définie positive.
Siyn = yon?aveca € (1/2,1) ouy, = yon* avec 2y, > 1, alors conditionnellement a I'événeme(@,) — 6.], on a:

Y V%0, -1 ®6,) NY
ouZ est un vecteur gaussienx 1 centré de matrice de covariariest I'unique solution de:
(Vh(6.)" + {1a)E + Z(Vh(8") + {1a) = —Q(6")

oul=0siae(1/21)etl =1/(2yp) sia= 1.
Les résultats de convergence (resp. la vitesse de convergsant établis a I'aide des travaux de [10] (resp. [11])sTees résultats
requiérent la stabilité de la suit@,},. Quand celle-ci n'est pas garantie par construction, allat@tre réalisée en ajoutant a la
procédure itérative de construction (i}, une étape de projection (sur des compacts “fixes” ce qui pait pour dfet de
modifier 'ensemble des points limites; ou des compactsissemts”. Voir [5] par exemple). Dans le cas présent, noustrans
que moyennant des hypothéses convenableg,ddret h, la procédure (2) est stable par nature.

3 Application a I'estimation par Maximum de Vraisemblance distribué

Ondispose d'observationsi.i Xy 1, - - - ,Xnn)}n de loi de densitd, surR=™, et d’une famille de densité$(x,0)}4crs SUTRZ™
de la formef (x,0) = ]‘IiNzl fi(x ; 0) ou fi(:; 8) est une densité s™. Il s’agit d’estimer I'estimateur de maximum de vraisennga
distribué.

Dans cette applicatiom;(6,x) = V, log fi(x; 6); ue(dX) = f.(X)dx pour toutd € RIN et

1 N
h(6) = Nvaemg fi(x;0)f.()dx, 6eRY.
i=1



Il est facile de vérifier que la fonctiow(d) := flog fe(¥) fe(X)dx— flog f(x; 0) f.(X)dx est une fonction de Lyapunov. Puisque
VV = -h,onaf = {# € RY : VV(0) = 0} et les résultats énoncés en Section 2 assurent la converderl@lgorithme de
Maximum de Vraisemblance distribué vers les mémes poimiseds que I'algorithme de Maximum de Vraisemblance stashdar
(i.e. centralisé€). En observant g\eest la distance de Kullback entfeet la famille{f(x,0)}¢crd, ON retrouve l'interprétation de
I'estimateur du maximum de vraisemblance comme recherele diensité dans la familld (-,0) }ycre qui minimise la distance de
Kullback a la vraie loif,.

Nous illustrons numériqguement le comportement asympietie cet algorithme. Pour ce faire, on considére le réseait dé
Figure 1a: on disposd = 20 capteurs sur le carré,[d x [0,1] (représentés par un cercle), qui veulent estimer la iposite
D = 4 sources (représentées par une étoile); les traits pkemésentent le systeme de voisinage de chaque capteursiti@po
des capteurs est connue (et notgez, € C). On veut estimep, = (6.(1),--- ,6.(D)) € CP - ou, de fagon équivalente, un
vecteur deRY avecd = 2D -, le vecteur collectant les coordonnées @esources. Les observations sont simulées en prenant
f. ~ CN(G*,Diag(o-fl . o-fD)) ou les variances?; ... o7, sont supposées connues et donnéesfas 106.(k) - z[* +0.1. On
implémente I'algorithme (2) en prenapt ~ 0.1 n~%8. Pour I'étape de “gossip”, on sélectionne aléatoiremerttayteur et un de
ses voising, et on posev,(i,j) = Wn(j,i) = 1/2, wa(k,K) = 1 pourk # {i,j}.
Sur la Figure 1b, on visualise la convergence vers I'espacedsensus. On définit, (k) := [6,(K) — 1 ® 6,(K)|, ot 8n(k) € CN
est le vecteur extrait d&, qui collecte lesN estimées de la position de la soukcéPour chacune des sourdes {1,--- ,D}, on
trace I'évolution deA,(k) en fonction du nombre d'itératioms Cette quantité tend vers zero, ce qui illustre la convergerrs
I'espace de consensus et plus précisément, vers le maxirmunaigemblance, .
Sur la Figure 1c, on visualise la vitesse de convergenceétopar le TCL : on trace — y,1&, ou &, est une estimation par une
méthode de Monte Carlo basée sur 500 réplications, dellegeadratiqué [lHn -1® 9*|2]. On peut observer la convergence de
cette quantité, ce qui confirme I'expression de la vitesseodeergence de I'erreur quadratique d’estimation.
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