
Méthodes de Monte Carlo par Châınes de Markov
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Introduction

Les méthodes de Monte Carlo permettent d’obtenir des réalisations de v.a.

de loi π dν spécifiée par l’utilisateur.

Elles sont en particulier utilisées comme

méthodes numériques stochastiques pour l’approximation d’intégrales∫
φπ dν = E [φ(X)] X ∼ π dν

méthodes d’exploration d’une loi (recherche des maxima, de la mediane, des

zones de plus haute densité, · · · )



Méthodes de Monte Carlo par Châınes de Markov
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On peut regrouper les méthodes de Monte Carlo en deux grandes familles

1. méthodes par acceptation-rejet : se donner une loi instrumentale g dν,

tirer des v.a. i.i.d. de loi g dν

et accepter chaque tirage que si · · · - (critère faisant intervenir π et g) -

approcher la loi cible par

π dν ≈
1

n

n∑
k=1

δXk i.e. E [φ(X)] ≈
1

n

n∑
k=1

φ(Xk)

2. méthodes par pondération : se donner une loi instrumentale g dν,

tirer des v.a. i.i.d. de loi g

et approcher la loi cible par

π dν ≈ 1

n

n∑
k=1

π(Xk)

g(Xk)
δXk i.e. E [φ(X)] ≈

1

n

n∑
k=1

π(Xk)

g(Xk)
φ(Xk)
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Comment choisir la loi instrumentale g ?

C’est une condition d’autant plus contraignante que

la dimension de l’espace de simulation X est grande.

la loi cible est multimodale
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Méthodes MCMC
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Etant donnée une loi cible π dν, il s’agit de construire une châıne de Markov de

sorte que

π dν soit la probabilité stationnaire de la châıne.

la châıne vérifie des propriétés de convergence :

de type ergodicité :

sup
{φ,|φ|∞≤1}

∣∣∣∣Ex [φ(Xn)]− ∫ φπ d ν

∣∣∣∣→ 0 ∀x ∈ X

ou de type loi des grands nombres :

1

n

n∑
k=1

φ(Xk)
p.s.−→

∫
φπ dν

et éventuellement de type TLC

√
n

σφ

(
1

n

n∑
k=1

φ(Xk)−
∫

φπ dν

)
L−→ N (0, 1)
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Principalement, deux grandes familles d’algorithmes MCMC

1 algorithmes Hastings-Metropolis

se donner un noyau de proposition q(x, y) dν(y).

Mise à jour Xn → Xn+1 : proposer un candidat Y ∼ q(Xn, ·) dν et{
Xn+1 = Y avec probabilité α(Xn, Y )

Xn+1 = Xn sinon

où le ratio d’acceptation-rejet est donné par

α(x, y) = 1 ∧
π(y)q(y, x)

π(x)q(x, y)

2 algorithmes de Gibbs

3 et les versions hybrides : Metropolis within Gibbs

dans l’algorithme de Gibbs, remplacer la simulation sous la loi

conditionnelle par une étape de Hastings-Metropolis dont la loi cible

est cette loi conditionnelle.
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Principalement, deux grandes familles d’algorithmes MCMC

1 algorithmes Hastings-Metropolis

2 algorithmes de Gibbs

Décomposer l’espace d’état en sous-blocs x = (x(1), · · · , x(d))

Mise à jour Xn → Xn+1 : simuler le sous-bloc X
(i)
n+1 sous la loi

conditionnelle du bloc i sachant les autres blocs

y 7→
π
(
X

(1)
n+1, · · · , X

(i−1)
n+1 , y ,X

(i+1)
n , · · · , X(d)

n

)
∫
π
(
X

(1)
n+1, · · · , X

(i−1)
n+1 , u ,X

(i+1)
n , · · · , X(d)

n

)
du

3 et les versions hybrides : Metropolis within Gibbs

dans l’algorithme de Gibbs, remplacer la simulation sous la loi

conditionnelle par une étape de Hastings-Metropolis dont la loi cible

est cette loi conditionnelle.
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Comportement des châınes de Markov

Par nature, la construction d’une châıne de Markov {Xn, n ≥ 0} est

itératif; la procédure algorithmique traduit une loi de transition

E [φ(Xn+1)|Fn] =

∫
φ(y)P (Xn, dy)

(x,A) 7→ P (x,A) est un noyau de transition. En particulier :

A 7→ P (x,A)

est la “loi de Xn+1 sachant Xn = X”.

↪→ [STA] A quelles conditions sur le noyau P , la châıne (i) possède-t-elle une loi

invariante, (ii) converge-t-elle vers cette loi et à quelle vitesse, (iii) contrôle de l’erreur

Lp de l’approximation Monte Carlo, (iv) existence de théorèmes limites tq LGN, TCL,

· · ·
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Dans la mise en oeuvre de ces algorithmes, différents “degrés de liberté” laissés

à l’utilisateur : par exemple,

Hastings-Metropolis : quelle loi de proposition choisir ?

Gibbs : quelle partition de l’espace d’état X ? quel ordre de mise à jour

des composantes et avec quelle fréquence ?

=⇒ définition d’algorithmes adaptatifs construits pour

que l’algorithme apprenne de son propre comportement passé, comment

modifier les paramètres d’implémentation

et les modifie au fur et à mesure de son déroulement : chaque itération

comporte une étape de mise à jour de la châıne, et de mise à jour des

paramètres d’implémentation.



Méthodes de Monte Carlo par Châınes de Markov
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Dans la suite de cette section : illustrations à partir

de l’algorithme de Hastings-Metropolis à marche aléatoire symétrique

(SRW-HM)

pour une densité cible π par rapport à la mesure de Lebesgue sur Rd
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Paramètres d’implémentation du SRW-HM (marche aléatoire symétrique Hastings-Metropolis)

Lorsque le noyau de proposition est de la forme

q(x, y) = q(y − x) = q(x− y)

Exemple: (x, y) 7→
1

√
2πσ

exp(−0.5(y − x)
2
/σ

2
)

une itération Xn → Xn+1 devient :

tirer Z ∼ q(z)dz
Poser {

Xn+1 = Xn + Z avec probabilité 1 ∧ π(Xn+Z)
π(Xn)

Xn+1 = Xn sinon

En particulier, toute configuration Xn + Z qui augmente la valeur de la densité cible

est systématiquement acceptée.

↪→ En pratique, quel choix pour la loi de proposition q ?
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Paramètres d’implémentation du SRW-HM

Situation 1 : “Vitesse de déplacement”

Châıne de Markov SRW-HM à valeur dans R

Avec loi de proposition q ≡ N (0, σ2) pour différentes valeurs de σ2.
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Pour différentes valeurs de σ : [haut] trajectoire de la châıne. [bas] fonction d’auto-corrélation.
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Situation 1bis : Structure de covariance de la densité cible

Châıne de Markov SRW-HM à valeur dans R2 de densité cible N2(0,Σ)

Avec loi de proposition Nd(0, Id)

Level curves of the target and proposal densities
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Méthodes de Monte Carlo par Châınes de Markov
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Situation 2 : Dimension de l’espace de simulation X ⊆ Rd

Châıne de Markov SRW-HM à valeur dans Rd de loi cible Nd(0, Id)

Avec loi de proposition Nd(0, σ2Id)
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Pour différentes valeurs de d : châıne projetée dans R2 [haut] σ est indépendant de d [bas] σ est de la forme c/
√
d
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Situation 3 : Multimodalité de la densité cible

Châıne de Markov SRW-HM à valeur dans R2 de loi cible
∑20
i=1N2(µi,Σi)

Avec loi de proposition Nd(0, σ2Id)
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Target density : mixture of 2−dim Gaussian
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[gauche] Tirages i.i.d. sous la loi cible. [droite] Châıne SRW-HM
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Choix des paramètres d’implémentation

Quelques réponses (aux Pbmes 1 et 2) dans le cas d’une loi de proposition

Nd(0,Σ) :

Σ =
2.382

d
Σπ

Réponses apportées

sous des conditions plus ou moins restrictives sur la densité cible.

pour différents algorithmes de type Hastings-Metropolis.

basées sur la vitesse de convergence optimale de “limites diffusives” de la

châıne (renormalisée).

↪→ [STA] Méthodes de scaling pour l’étude fine d’échantillonneurs MCMC lorsque la

dimension de l’espace de simulation d→∞ (et pour la dim infinie, Hilbert)
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Exemple d’algorithme adaptatif

En pratique, Σπ est inconnue =⇒ coupler simulation et estimation

Notons

θn l’estimation courante de la matrice Σπ.

Pθ le noyau de transition d’une châıne SRW-HM de loi de proposition

Nd(0, θ)

Une itération (θn, Xn)→ (θn+1, Xn+1) devient

Simuler Xn+1 ∼ Pθn(Xn, ·)

Mettre à jour l’estimation de Σπ par la formule

θn+1 = θn +
1

n+ 1

(
(Xn+1 − µn+1)(Xn+1 − µn+1)T − θn

)
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Cas général: l’idée

Famille de lois de proposition {qθ, θ ∈ Θ} et donc, famille de noyaux de

transition {Pθ, θ ∈ Θ} ayant tous la même loi invariante π.

Il existe une valeur optimale θ? solution d’un critère incalculable

θ? tel que

∫
H(θ?, x)π(dx) = 0 (1)

Répéter:

Simulation Xn+1 ∼ Pθn(Xn, ·)
Adaptation θn+1 = Ξ(θn, n,Xn+1)

où Ξ “oriente” {θn, n ≥ 0} vers θ?. On produit une suite aléatoire

{Xn, n ≥ 0} qui (espère-t-on) approche π.

↪→ [STA] Convergence des schémas d’approximation stochastique pour la résolution

de (1).
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Mais danger !

On a une famille de noyaux {Pθ, θ ∈ Θ} qui ont tous même loi invariante

π. On les utilise dans un ordre aléatoire. Est-ce que l’on obtient une suite

aléatoire de loi stationnaire π ?

Non, pas nécessairement.

Contre-exemple:

Xt+1 ∼

{
P0(Xt, ·) si Xt = 0

P1(Xt, ·) si Xt = 1
où P` =

(
1− t` t`

t` 1− t`

)
.

Les deux noyaux ont même loi invariante, égale à π = (1/2, 1/2).

La matrice de transition de (Xt)t est

P̃ =

(
1− t0 t0

t1 1− t1

)
avec loi invariante π̃ ∝ (t1, t0)
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Algorithmes MCMC adaptatifs

Algorithmes MCMC adaptatifs

Bien-fondé des algorithmes adaptatifs

On trouve dans la littérature des conditions sufffisantes sur le schéma

d’adaptation θn → θn+1 et sur les noyaux de transition {Pθ, θ ∈ Θ} qui

garantissent que la suite {Xn, n ≥ 0} approche π

lim
n

E [φ(Xn)] =

∫
φ(x) π ν(dx)

1

n

n∑
k=1

φ(Xk)
p.s.−→

∫
φ(x) π ν(dx)

√
n

(
1

n

n∑
k=1

φ(Xk)−
∫
φ(x) π ν(dx)

)
L−→ N

(
0, σ2

φ,θ?

)
.

↪→ [STA] Conditions nécessaires pour la convergence des algorithmes MCMC

adaptatifs
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Optimisation Stochastique

Introduction

Algorithme Gradient-Proximal

Algorithme Gradient-Proximal Stochastique

Bibliographie et Collaborations
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Introduction (1/2)

Un algorithme itératif exact

θn+1 = T (θn)

dont on sait qu’il possède une fonction de Lyapunov V

V (T (θ)) ≤ V (θ)

V (T (θ)) < V (θ) ssi θ /∈ L

Sous hyp adéquates, limn dist (θn,L) = 0.

Si on perturbe à chaque itération l’opérateur T ,

θn+1 = Fn (θn)

à quelles conditions sur cette perturbation a-t-on: limn dist (θn,L) = 0 ?
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Dans un contexte d’optimisation stochastique :

Fn est une perturbation aléatoire de T

1 Algorithme EM et ses versions stochastiques:

Objectif θ? ∈ argmaxθ
∫
p(z1:n, y1:n; θ) dµ(z1:n)

mapping T θn+1 = argmaxθE [log p(Z1:n, y1:n; θ)|y1:n, θn]

mapping Fn θn+1 = argmaxθ
1
n

∑n
k=1 log p(Z

(k)
1:n, y1:n; θ)

2 Algorithme gradient-proximal et ses versions stochastiques:

↪→ [STA] Dans des contextes d’inférence statistique dans les modèles à données

cachées, où la vraisemblance est définie comme une intégrale incalculable : quel

outil d’optimisation et quelle approximation Monte Carlo ?
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Dans un contexte d’optimisation stochastique :

Fn est une perturbation aléatoire de T

1 Algorithme EM et ses versions stochastiques:

2 Algorithme gradient-proximal et ses versions stochastiques:

Objectif

θ? ∈ argminθ{g(θ) + f(θ)} avec g pénalité convexe, ∇f lipschitzien

mapping T θn+1 ∈ Proxγn+1g (θn − γn+1∇f(θn))

mapping Fn θn+1 ∈ Proxγn+1g

(
θn − γn+1∇̂f(θn)

(n)
)

↪→ [STA] Dans des contextes d’inférence statistique dans les modèles à données

cachées, où la vraisemblance est définie comme une intégrale incalculable : quel

outil d’optimisation et quelle approximation Monte Carlo ?
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1 Algorithme EM et ses versions stochastiques:

2 Algorithme gradient-proximal et ses versions stochastiques:
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outil d’optimisation et quelle approximation Monte Carlo ?
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Algorithme Gradient Proximal (1/2)

(P) min
θ∈Θ

V (θ) V (θ) = f(θ) + g(θ),

dans le cas où

• Θ espace euclidien de dimension finie, avec norme ‖ · ‖ et produit

scalaire 〈·, ·〉.

• g : Θ→]−∞,+∞] convexe, non identiquement égale à +∞, et

semi-continue inférieurement.

La fonction f : Θ→ R est C1 et il existe L tq pour tout θ, θ′ ∈ Θ,

‖∇f(θ)−∇f(θ′)‖ ≤ L‖θ − θ′‖ .
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Algorithme Gradient Proximal (2/2)
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F(θ)
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n
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V (ϑ) ≤ Qγ(ϑ|θn) V (θn) = Qγ(θn|θn)

θn+1 = min
ϑ∈Θ

{
g(ϑ) +

1

2γn+1
‖ϑ− (θn − γn+1∇f(θn))‖2

}
γn+1 ∈]0, 1/L[
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Algorithme Gradient-Proximal Stochastique (1/2)

En inférence statistique dans les modèles à données cachées

fonction g une pénalité de sparsité sur le paramètre

fonction f − la log-vraisemblance des observations la dépendance en les

observations est omise

f(θ) = − log

∫
p(x; θ)dµ(x)

∇f(θ) = −
∫
{∇ log p(x; θ)} p(x; θ)∫

p(u; θ)dµ(u)
dµ(x)

≈ − 1

m

m∑
k=1

∇ log p(X(k); θ)

Plus généralement, tout contexte où ∇f a un coût de calcul prohibitif

et/ou est incalculable,

MAIS peut être relu comme une espérance.
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Algorithme Gradient-Proximal Stochastique (2/2)

θn+1 = min
ϑ∈Θ

{
g(ϑ) +

1

2γn+1
‖ϑ− (θn − γn+1Hn+1)‖2

}
γn+1 ∈]0, 1/L[

Hn+1 est une approximation Monte Carlo de ∇f(θn)

∇f(θn) =

∫
Hθn(x) dπ(x)

Hn+1 =
1

mn+1

mn+1∑
k=1

Hθn(Xk,n)

l’approximation Monte Carlo peut-être

non biaisée: cas de l’approximation i.i.d.

biaisée: cas de l’approximation MCMC.
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Résultats de Convergence (1/2)

1 Peut-on assurer que cet algorithme perturbé ait le même comportement
limite que l’algorithme exact :

convergence vers L
vitesse de convergence

Oui

2 et à quelles conditions sur

le choix des pas {γn, n ≥ 0} constant / décroissant, à quelle vitesse

la nature de la perturbation MCMC avec quelles vitesses de convergence des châınes

la taille des blocs Monte Carlo {mn, n ≥ 0} contant / croissant, à quelle vitesse

Il suffit

Chaı̂nes géométriquement ergodiques (extentions possibles).

γn fixe et mn croissant.

OU : γn décroissant et mn fixe.
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Il suffit
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2 et à quelles conditions sur

le choix des pas {γn, n ≥ 0} constant / décroissant, à quelle vitesse
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Il suffit
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Résultats de Convergence (2/2)

θn+1 = min
ϑ∈Θ

{
g(ϑ) +

1

2γn+1
‖ϑ− (θn − γn+1Hn+1)‖2

}
γn+1 ∈]0, 1/L[

où Hn+1 est une approximation de ∇f(θn).

1 Résultats pour n’importe quelle perturbation Hn+1 (pas nécessairement

Monte Carlo, pas nécessairement stochastiqueà).

2 Sur la convergence et le contrôle explicite de convergence de

{V (θn), n ≥ 0} mais aussi de {θn, n ≥ 0}.

↪→ [STA] Algorithmes itératifs perturbés, dont perturbation Monte Carlo biaisée
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