Correction de l'interrogation

Benoit Michel

du 27 avril 2007

Le texte en italique indique le raisonnement et les idées & avoir pour
trouver la solution. Il ne doit pas apparaitre dans la copie. Le texte droit est
un exemple de rédaction.

1 Continuité et limites

Intégrale généralisée : on commence par regarder la continuité de la fonction a
intégrer.

La fonction ¢ + +/t est continue sur [0, +-oo[. La fonction ¢ +— e~ est
continue sur R. Leur produit ¢ + +/fe~" est donc continu sur [0, +oc[, et
donc intégrable sur tout segment [0, B] C [0, 4o0].

Les intégrales fOB Vte~tdt sont des intégrales de fonction continues sur les seg-
ments [0, B], leur existence ne pose pas de probléme. En revanche, 400 n’est pas
dans le domaine de définition : on a une intégrale généralisée en +o0o. On cherche
a savoir si elle converge (ou, autre fagon de dire, si elle existe dans R), ¢’est-a-dire
st fOB Vte~tdt admet une limite finie quand B — co.

La fonction est positive, donc on peut utiliser un théoréme de comparaison.
L’exponentielle négative décroit trés vite vers 0 et va "tuer” la racine carrée qui
tend vers +o0o. 1l faut justifier cela mathématiquement.

Pour tout t > 0, Vie t = \/%e*t/Qe*t/z.
On a
lim Ve % =0

t——4o00

d’aprés les théorémes de croissance comparée des fonctions exponentielles et
puissance. Donc il existe un réel A tel que

Vi > A, Vie t? <1



Alors

Or l'intégrale fjo e Y/2dt converge, d’aprés le théoréme d’intégrabilité des
fonctions exponentielles. Comme Yt > 0, vte~t > 0, le théoréme de compa-
raison assure que on Vte tdt existe dans R.

Donc intégrale [;°+/te~'d¢ converge.

Méme principe que pour la question 1, sauf qu’ici on a un parameétre x. Il faut
trouver pour quelles valeurs de x [’intégrale converge.

Soit x fixé.
La fonction ¢ — (z — 1)Int est définie et continue sur |0, +oo[. Comme
la fonction exponentielle est définie et continue sur R, leur composée t —
elr=1)Int — 42=1 gt continue sur |0, +ool.
La fonction ¢ — e~ est continue sur R.
Donc le produit ¢ — t*~le~! est continu sur ]0, +-o0o[, et donc intégrable sur
tout segment [A, B] C]0, +o00].

Un probléme supplémentaire par rapport & la question 1 : on a une intégrale
généralisée en +00 et en 0. La borne oo se traite de la méme maniére : ’exponen-
tielle "tue" la fonction puissance. Il faut trouver quelque chose pour la borne 0. Ici,
un équivalent fonctionnera trés bien.

Intégrale au voisinage de +oco

Pour tout ¢t > 0, t*~let = ¢z~ let/2e7t/2,
lim; 4 oo t*=1e=t/2 = () par croissance comparée des exponentielles et puis-
sances. Donc il existe un réel A tel que Vt > A, t*~le t/2 < 1.
Alors Vt > A, t*le=t = 71 t/2e71/2 < o t/2,
Or lintégrale [7° e~ /2dt converge. Comme Vt > 0, t*"Le~ > 0, le théoréme
de comparaison assure que fjo t*~le~tdt existe dans R.

Intégrale au voisinage de 0

lim;_g et = 1, donc pour ¢ au voisinage de 0, et ~ 1, d’ou t*“le=t ~
A

D’aprés le critére de Riemann, fOA t*~1dt existe si et seulement si z—1 > —1,

c’est-a-dire = > 0. Donc fOA t*—le~tdt existe si et seulement si z > 0.



Rappel : si et seulement si signifie qu’il y a une équivalence : si x > 0, alors
lintégrale converge, et si x < 0 alors l'intégrale diverge.

L’intégrale [~ converge si et seulement si les intégrales fOA et [ convergent
toutes les deux. D’aprés ce que l'on vient d’expliquer, la convergence a lieu
pour et seulement pour x > 0 :

le domaine de définition de I est Dr =]0, +o00].

Intégration par parties. On peut la faire directement sur l’intégrale fooo , mats

on risque moins d’erreurs en la faisant pour ff puis A — 0 et B — +o0.
Si x € Dr =]0,+o00[, x +1 > 0, donc I'(x + 1) existe : ['(x + 1) =
fooo t?e~tdt. On fait une intégration par parties :

u(t) =t W/ (t) = xt* !
V) =et  w(t)=—e!

B B B
/ tetdt = [—t"e '] ) — /A (—azt" e h)dt
B
= —B% B4 g7 A —l—x/ t*~letdt
A
limp_ oo B¥e™B = 0 d’aprés la croissance comparée des fonctions exponen-
tielle et puissance.
Comme z > 0, limg_9 A* = 0. Or limyg_ge 2 = 1; donc limy_,g A% 4 =
0.
Par conséquent
lim —B%e B+ A% 4 =0

A—0
B—+4o00
Six € Dr,
B 00
lim " le~ldt = / t* le~tdt = I'(x)
B—+00

Donc en faisant tendre A vers 0 et B vers 400 dans l'intégration par parties,
on obtient :

/ tYetdt =T(zx +1) = x/ t*le7tdt = 2T(x)
0 0



La continuité par rapport a la premiére variable signifie : on fize la deuxiéme
(t), et on regarde si la fonction de x que l’on obtient est continue.

On s’intéresse a la continuité de I'application partielle z — t*~le™t o ¢
est fixé.
t*“le=t = exp((z — 1)Int — t) par définition. Ceci ne peut étre bien défini
que si Int existe, c’est-a-dire ¢ > 0. On reconnait la composée des fonctions

x—Intxz+(—Int—t) et exp:ur—e”

La premiére est une fonction affine, la deuxiéme exponentielle : elles sont
toutes les deux définies et continues sur R, donc leur produit aussi :

I'application (z,t) +— t*“le™! est continue par rapport a sa premiére
variable sur R.

5)

On s’intéresse a la continuité de I' : x +— fooo(...)dt sur le segment [a,b]. Pour
appliquer le théoreme de continuité sous le signe f, il faut magjorer [t*~te~t| =
t*=Le=t par p(t), ot ¢ :]0, +oo[— RT est telle que

/ p(t)dt existe.
0

@ est une fonction d’une seule variable, t et pas x : on étudie la continuité de T'(x)
par rapport & x, on demande que ¢ soit indépendante de x.

Recherche d’une fonction ¢ majorant t* e~

Vt >0, Vz € R, t*le t = elz—1)Int—1t),
Sia<z<balorsa—1<z—-1<b—-1.

Attention au signe de Int pour la multiplication dans les inégalités !

Lorsque t > 1, Int > 0, donc (a — 1) Int < (z —1)Int < (b—1)Int.
Donc (z—1)Int—t<(b—1)Int—t,
dou  t* et < tb~1et (car la fonction exponentielle est croissante sur R).

Lorque t < 1,Int <0, donc (b—1)Int < (z —1)Int < (a —1)Int.
Donc (z—1)Int—t<(a—1)Int—t,
dott  t*7le7t < 1% le~! (car la fonction exponentielle est croissante sur R).



On propose donc

(1) = trlemt sit<1
PUZ L ttet sit>1

Intégrabilité de cette fonction ¢

Les fonctions puissance et exponentielle étant continues sur ]0, +oof, la
fonction ¢ ainsi définie est continue sur |0, 1] et sur |1, +oo[. On cherche si
elle est continue en 1.

limy_,; et =e ! et limy,; t¢ ! = 147! = 1 par continuité des fonctions
puissance. Donc par produit

li a—1 -t _ 1 — -1
e = i el =e
t€]0,1{
De méme
li b—1 -t _ : — —1
e g el =
t€]l,4o00]

Donc ¢ est continue en 1, donc sur |0, +o00] tout entier.

Par conséquent, les intégrales ff ©(t)dt existent. On cherche maintenant
. [ee] . 2
si [y @(t)dt est une intégrale convergente.

On remarque que le probléme est exactement celui de la question 2, en rem-
placant x par a pour lintégrale au voisinage de 0, et x par b pour lintégrale au
voisinage de +00.

De méme qu’a la question 2, dans la partie "Intégrale au voisinage de 0",
) 1
on voit que comme a > 0, [y ¢(t)dt converge.
De méme qu’a la question 2, partie "Intégrale au voisinage de +oo", on
voit que [ ¢(t)dt converge.
Par conséquent, [ ¢(t)dt existe dans R.

En conclusion, la fonction ¢ définie pour tout ¢ > 0 par

(1) = e lemt st <1
PUIIZ 0 p-let sit>1

vérifie 'hypothése de domination de t*~te~! pour z € [a, b].



Pour montrer que T' est continue sur [a,b], montrons qu’elle est continue en
n’importe quel point xo de [a, b].

Soit zp un point quelconque de [a, b].

Pour chaque réel t > 0, la question 4 a montré que x — t*~le™? est

continue sur R, donc en particulier en xg.

En recherchant le domaine de définition de I', & la question 2, on a vu
que pour tout = € R, donc en particulier pour tout = € [a,b], t +— t* e
est continue sur |0, +oo[, donc €2, . sur tout segment de ]0, 4+00|.

On a trouvé dans la question 5 une fonction ¢ :]0, +oo[— Rt (fonction
d’un seule variable : elle est indépendante de x) telle que [;° ¢(t)dt existe et que

Vt €]0,400] Vz € [a,b] [t" Tl =t"lem! < (1)

D’aprés le théoréme de continuité des fonctions définies par des intégrales,
la fonction I" est continue en . Cela est vrai pour n’importe quel xq de [a, b] :
donc

" est continue sur [a, b]

Montrons maintenant la continuité de I' en tout point de Dr =|0, +o00] :
soit un réel g > 0. On pose a = x0/2 > 0 et b = 2z > a. D’aprés ce que
I'on vient de voir, I" est continue sur [a, b], donc en particulier au point xg
(qui est compris entre a et b).

Cela est vrai pour n’importe quel zg > 0. Donc

" est continue sur Dp =|0, +00]

La grosse question de ce devoir. Il faut bien sir utiliser le théoréeme de
dérivation des fonctions définies par des intégrales. On va vérifier les hypo-
théses point par point.

Notons I'(z) = fooo v(z,t)dt, avec, pour tout réel = et tout ¢ > 0

y(z,t) =t*" et



i)

Pour tout # € Dr, [~ v(z,t)dt existe. (Cest I'(z).)

ii)

Dérivée partielle par rapport a x.

Soit t €]0, +o00[ fixé. Montrons que l'application partielle (-, t) est déri-
vable sur ]0, 4+00].
Pour tout réel z, y(z,t) = t*~le~t = ele—1)ni—t,
La fonction x +— (x — 1)Int — ¢ est dérivable sur ]0, +-o00[, et sa dérivée est
z +—Int.
La fonction exp est dérivable sur R, et sa dérivée est exp’ = exp.
Donc la composée (-, t) est dérivable sur |0, +o0], et sa dérivée est :

Oy(z,t) = (Int) x exp’ ((z — 1) Int —t) = (Int)t* e’

iii
)
Continuité (par morceauz avec limites relatives finies aux extrémités) de d1y(x, -).
Soit z fixé dans Dr.
La fonction partielle ¢ +— 01y(x,t) = (Int)t*“le™t = (Int)y(x,t) est le pro-
duit de la fonction In et de la fonction v(z,-).
La fonction In est continue sur ]0, 4o0].
On a vu dans la question 2 que y(x,-) : t +— ¢t~ te~t est continue sur |0, +ool.
Le produit t +— 01y(z,t) est donc continu sur |0, +oo|.

iv)

Hypothese de domination : on cherche a majorer |01y(x,t)| par ¥(t), indépen-
dant de x, et tel que fooo Y(t)dt existe. On ne peut pas faire de majoration valable
pour tout x €]0,+o0[ : il faut s’inspirer du raisonnement des questions 5 et 6 et
commencer en se limitant a un segment [a,b] inclus dans )0, 4o0].

On fixe deux réels a > 0 et b > a. On cherche a vérifier '’hypothése de
domination de 0y7(z,t) pour z € [a, b].

On se rend compte que 017y(x,t) = (Int)y(x,t). Or on a trouvé une fonction de
domination t — @(t) pour v : on va tenter d’utiliser t — | Int|o(t) pour la domina-
tion de O17y.



A la question 5, on a défini ¢ :]0, +-00[— RT, continue et telle que
Vi €0, +oo] Vi€ [0l y(e,t) = et < (1)

par o(t) =t*le7tsit < 1let p(t) = th-le=t gi ¢ > 1.
Posons ¢(t) = |Int|p(t) pour tout ¢ > 0.
Alors pour tout ¢ > 0 et tout x € [a, b,

01y (2, 1)) = |Int[t* e™ < [Intfp(t) = ¢(1)

Vérifions maintenant que 'intégrale fooo ¥ (t)dt existe dans R.
La fonction In est continue sur |0,+oc], et la fonction "valeur absolue"
u +— |u| est continue sur R, donc leur composée t — |Int| est continue
sur ]0, +o0l.
On a déja vu, a la question 5, que ¢ est continue sur |0, +o00[.
Donc le produit 9 = |In| X ¢ est continu sur |0, 4+o00|, donc intégrable sur
tous les segments [A4, B] pour 0 < A < B < +00.

Intégrale d’une fonction positive, généralisée aux deux bornes, 0 et oo : on re-
garde chacune des deux bornes.

Intégrabilité de ¢ au voisinage de 0

Ici, fonctions équivalentes (on est dans le cas de fonctions positives), et le théo-
réeme de Bertrand s’applique naturellement.

Pour tout ¢ de ]0,1[, ¢ (t) = |Int[t* te~® > 0. On a vu que e * ~ 1 au
voisinage de 0. Donc 9(t) ~ |Int[t®~! = |Int|*t” pour t au voisinage de 0,
aveca=1let =a—1
On utilise le critére de Bertrand, qui dit (entre autres) que si 5 > —1, alors
t + |Int|*t¥ est intégrable au voisinage de 0. Ici 3 = a — 1 avec a > 0, donc
6> —1.

Le théoréme d’intégrabilité de fonctions équivalentes assure donc que f01 WY(t)dt
converge.

Intégrabilité de v au voisinage de oo

Comme auz questions 1 et 2, ’exponentielle négative "tue” le logarithme et la
puissance.

Pour tout t > 1, |Int[t’~le~t = |Int[tt—Te t/2e~1/2,
Le théoréme de croissance comparée des logarithmes, puissances et exponen-
tielles assure que
lim |Int[t*~te 2 =0
t—-4o00

8



Donc il existe un réel A tel que pour tout ¢t > A, |Int[tP~le=t/2 < 1.

Alors pour tout t > A, |Int[tt~le™ < e~*/2. Comme lintégrale fjo e t2dt
converge, par théoréme de comparaison, l'intégrale fjo | In t]tbfle*tdt converge
aussi.

Donc v est intégrable au voisinage de +oc.

Au final, on voit que Dintégrale [ v (t)dt existe dans R.

conclusion

Les hypothéses du théoréme de dérivation des fonctions définies par
une intégrale sont vérifiées, avec une domination valable seulement pour
x € [a,b]. Donc I' est dérivable sur [a, b].

Cela est valable pour tout segment [a,b] C]0, +o00[ : donc I' est dérivable
sur |0, +o00[= Dr.

En effet, soit xy > 0. Comme & la question 6, on choisit a et b tels que
xo €la,b], par exemple a = /2 et b = 2x¢. On vient de démontrer que I'
dérivable sur [a, ] ; donc I" est dérivable en x. Cela est vrai pour n’importe
quel zy > 0 : donc I' est dérivable sur |0, 4+o00].

8 Question bonus

La question 8 permet d’utiliser le critére de d’Alembert. On peut calculer par
récurrence I'(n) pour n > 1 : on trowve (n — 1)!. Mais ce n’est pas nécessaire.

Soit u, = ﬁ pour n € Dr NN, c’est-a-dire n > 1.

D’aprés la question 3, pour tout n > 0, I'(n + 1) = nI'(n). D’ou

1 1 1
= ~u,

r
_ 1
I'(n+1) tn+l = nT'(n) n

Donc up+1/un = 1/n, avec lim,_, 1o 1/n = 0. Le théoréme de d’Alembert
s’applique : comme (up+1/Up)n admet une limite strictement comprise entre
—1 et 1 lorsque n — 400, la série X, u, converge.



9 Séries

9.1

H42e b (1) 11 2 (n—1)!
= n :—'_i_i'_i_..._i_i'

Unp,

—1)
avec M =1

n: n

Donc u,, est la somme de % et de termes positifs. Dot u,, > % > 0 (pour
tout entier n > 1).
. L. . 1/ 1 _

Or on sait que la série de Riemann ) - (= > =5 avec a = 1 < 1) est une
série divergente. D’aprés le théoréme de comparaison des séries,

la série Yu, diverge.

9.2

| | — 2! — 2! | —3)!
424 =2) (n 2)'+ U+ +(n-3)! >0
n! n! n!

s —2)!
D’une part % = n(nl_l).

D’autre part, la somme 1!+ - - -+ (n — 3)! est constituée de n — 3 termes tous
inférieurs ou égaux a (n — 3)!. Donc

1!+-~'+(n—3)!<(n—3)><(n—3)! n—3

n! - n! n(n—1)(n—-2)

Un,

Par conséquent u, < n(nlil) + n(nfﬁ(:snim.

On connait des équivalents pour les fractions rationnelles en +00 :
1 1 n—3 n 1

- o~ — t ~N — — —
n(n—1) n? ¢ nn—1)(n—-2) n?® n?

> —nlz est une série de Riemann convergente. Elle est positive. Donc d’aprés le
PR L. L. 1 n—3
théoréme sur les séries équivalentes, les deux séries > =T ety =D (n=2)

convergent aussi. Donc leur somme ) n(nlil) + n(nfl) ?THQ) converge aussi.

Or u,, est positif pour tout n. Donc, d’aprés le théoréme de comparaison,
et la majoration de u, que l'on a faite ci-dessus,

>u,, converge.
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9.3

3n 2n+1
tn = <4n - 1>
1/

En vue d’utiliser la régle de Cauchy, on cherche la limite de u;/ " quand

n — —+oQ.
1/n 3n \2tw 94 1 ) 3n
= = — n
U dn—1 xp n 4n—1
3n

On connait les limites des fractions rationnelles en +o00 : limy,— 1 7,7 =
3n 3

hmn_>+oo in — 4
Et limy, 400 (24 1) =2.

Donc 1
lim 24+ —1]In 3n =2 ln§
n—+00 n 4n —1 4

lim ul/™ = exp 2hr1§ (3 26[0 1]
n—+oo 4 4 ’

1/n

Par application de la régle de Cauchy, comme u,  admet une limite stric-
tement inférieure & 1,

Donc

>u,, converge.
9.4

! X —1) % —2)x---x2x1
n_nx(n-1)x(n-2) o

Up =

nn NXNXNX-+XNXn

~
n facteurs égaux a n

La regle de d’Alembert fonctionne mais il y a plus simple. Je vais donner
deux solutions. En revanche, la régle de Cauchy semble moins évidente car
on maitrise mal (n!)'/™.

Par régle de d’Alembert

11



Pour tout n > 1,

Upy1r  (n+1)! 0" (n+1)! n' —(n+1) n

U (D al T pl (n4 1)ntl (n + 1)n+1

“ o () ool ()|

= oo [ ()] <o [ (1)

Or lorsque z — 0, In(1+2) ~ z; donc ici quand n — 400, In (1 4+ 1) ~ L.
Par conséquent nln(1 + 1) ~ 1; autrement dit

n

1
lim nln(l+—-)=1
n

n—-4oo

Donc limy, 400 €xp [—nln (1 + %)] = ¢! Comme —1 < e < 1, la

régle de d’Alembert s’applique :

>u,, converge.

Par théoréme de comparaison

On remarque que, pour n > 2 :
n n-—1 n—=k 2 1
Up = — X o0 X Xeeoe X —X —>0
n n n n n

uy, est le produit de 1/n, 2/n, et de termes de la forme (n — k)/n, 0 < k <

n — 2, qui sont inférieurs ou égaux & 1. Donc pour tout n > 2,
1 2 2

up < = x = =5
n n n

Or la série Y % est une série de Riemann convergente. Comme Y uy, est
une série & termes positifs, le théoréme de comparaison s’applique :

>u,, converge.

10
a>0,b>0,et (uy,), est la suite définie par
ugy, = aPbP si n est pair, c’est-a-dire n = 2p,
ugpr1 = aPTBP  sin impair, c'est-a-dire n = 2p + 1.

12



Y, est une série & termes positifs.

Reégle de d’Alembert
Il y a deux cas pour up+1/u, suivant la parité de n :

Up41 aPtipp

= =a cas n = 2
Ugp apbbp P
et T
Ugpro  aPTbHP
pte = =b casn=2p+1
U2p+1 aP+1opp

La suite (up41/un)n vaut alternativement a et b : donc elle n’a pas de limite,
4 moins que a = b.

Dans le cas o a = b, elle converge vers leur valeur commune. Alors
la régle de d’Alembert permet de conclure partiellement : u,, converge si
a=0b<1, et divergesia=>5b> 1.

Sia=>b=1,larégle de d’Alembert ne permet pas de répondre.

Au final, la régle de d’Alembert ne permet pas de répondre si a # b, et
ne donne qu’un réponse partielle si a = b.

Reégle de Cauchy

\n (a?bP)Y P = \/ab sin=2p
_ "
Un (ap+1b”)1/(2p+1) — a2 H DT = exp (21;%11 Ina+ 5%+ lnb) sin=2p+1
lim u;/(Qp) = lim Vab= Vab
p—+oo P p—+00
limy oo 57 = limp— 4o 2’;—:11 = lim;, .4~ p/(2p) = 1/2. Donc
1 1 Inb
lim Pt lna:ﬂ et lim P lnb:n—
p—+oo 2p + 1 2 p—+oo 2p 41 2
Donc

1 1 Inb
lim P Ina + P lnb:mzln\/ab
p—+oo 2p + 1 2p+1 2

13



y . P
oo et T O P 9p 11

p _ _
a+2p+llnb> —exp(ln\/c%> = Vab

1/n

Par conséquent, lorsque n — oo, uy/ " converge vers vab. La régle de
Cauchy permet de déduire que :

— si Vab < 1, ¢est-a-dire ab < 1, alors Yu,, converge;

— si Vab > 1, c’est-a-dire ab > 1, alors Yu,, diverge.

On a une réponse plus précise qu’avec la régle de d’Alembert : en effet,
le cas ab < 1 comprend le cas a = b < 1, et le cas ab > 1 comprend le cas
a = b > 1. Mais on ne peut toujours pas répondre si ab = 1 (qui comprend
lecasa=b=1.)

Nature de la série

D’aprés les résultats que 'on vient d’obtenir, Yu,, diverge si ab > 1 et
converge si ab < 1. Il reste & étudier le cas ab = 1.

On observe que si ab = 1, ug, = 1, avec lim, .1+ 1 # 0. Donc il existe
une suite extraite de la suite (uy,) (la suite (ug,)) qui ne converge pas vers
0. Donc la suite (u,) ne converge pas vers 0.

Or on sait que si une série converge, alors son terme général tend vers 0. Ici,
par contraposée, on déduit que >u,, diverge.

En conclusion, Yu, converge si et seulement si ab < 1.
Ezercice : calculer sa somme dans le cas ot elle converge.
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