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Un théoréme d’Arnol’d

Dans tout ce probleme, f : R/Z — R/Z est un difféomorphisme (au minimum C*) du cercle qui préserve
lorientation, c’est a dire tel que f'(x) > 0.

1. Le nombre de rotation (1h)

Soit p : R — R/Z la projection canonique. On admettra qu’il existe un difféomorphisme F' : R — R qui
satisfait fop=po F et F(z+ 1) = F(z) + 1. On dit que f possede un “relevé” F.

a. Démontrer que le relevé de f n’est pas unique.

T Louk n €7, F—l—nmtégaﬂe/mamtwnna&myé :me%etp(F(x)—l—n)zp(F(a:))IfOp(a:).

Soit dn(x) = % ou F™ désigne la composée.
b. Démontrer
(1) F'z+1)=F"(z)+1
(2) dn(z+1) = dn(z)
B)z<y<z+l = F'(z)< F'(y) < F*"(z)+1

(1) Fan necwvence. Initialisabion : pown n=0, F* est lidemtite ek zquation & dementren
ent Lo buvialite swivamte : z+1 = 2+ 1. Heredite : s F(z +1) = F(z) + 1 alow
F"tYz+1)=F(F"(z+1)) = F(F"(z) + 1) = F(F"(z)) + 1= F" () + 1.

(9) du(@+1) = (F'(@+1)— (@+1)/n=F"z)+1—z—1)/n=(F"(z) —2)/n = dn(z).

(3) Supposons z <y <az+1. Comme F el abrictement owinsamte (F/(x) = f(p(z)) > 0),
F™ enk abnictement croissambe eb dome F™(z) < F™(y) < F™"(x +1) = F™"(x) + 1.

c. Soit Mp = sup,cp dn(x) et myn = infzer dn(x). Démontrer que M, < 400, mp > —00 et Myp—my < 1/n.

%mgyrmﬁmwmbim/r\é)uodiqim,tewet}uedn,mt@efmée,dyncMn<+ooetmn>—oo.@3fsun
bout 2,y € R, demonbrons que |dn(x) — da(y)| < 1/n. Mobons u = dn(z) — da(y). I exciske &k € 2 tel

que z<y+k<z+l. dllsres dn(y+k) =dn(y) d’wrm?x) (3), Aot u=dn(z) —dn(y+k). ©; yt+k==x
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alorws w=0. Simon F(x) < F*(y+ k) < F'(2) + 1 daes (3) ek done u = F @I Wk tuthos

,Uéju;?fﬁ%<u<y+l€7ﬂ”peqxuimv’f\pic}ue—1/n<u<1/n.20’man—mn<1/n (mam@m&

mieus : My —mn < 1/n con le aup et Uim] aomt afteimks).

d. Démontrer que la suite u, = nM, est sous-additive (un+m < Un + Um). Démontrer que M, et m,
convergent et possedent la méme limite.

%umrjom,a que uy = sup, e (F™(z) — ) c\(bmmbemmxt

Fr™ () — 2 = FM(F™(2)) — F™(2) + F™(z) — & = F"(0) —v + F™(z) — a
ansec v=F"(z). Dome Yz € R, F"™™(2) — 2 < tn + Um . DONE Ungrm < Un + U .
@mmmwm wn, Do suite Un /1 comuenge. Done M, comuenge. (égaw
o mn esl completement snymébnique, mais motons quiomn sbliont wme aubre prewse avec ce
qui awit o) Comme M, —1/n <ma < Mo, la auite mn comvenge sgalement eb ponsede la méme

Cette limite est appelée le nombre de translation de F et noté 7(F).

WMOIUEWMMMWW mt%yvmmnan[uefubr

e. Démontrer que la classe de 7(F) modulo Z est indépendante du choix du relevé F de f.
MW@cW@b@MMdMT\Eﬂ@D&x»—)F)eﬁml—)F( —l—N(e@t%@andmA

QMe@aetAdn elbc. oannocien i F. cf@ﬂo’w/[\anw\mweVneN F"() F"(x )+nN( ubillise
F(z+k)=F(z)+k Vk € Z). Donc dn(x) = dn(z) + N. Domc 7(F) = 7(F) + N = 7(F) mod Z.

Cette classe est appelée nombre de rotation de f et est notée p(f).

f. Démontrer que le nombre de rotation est invariant par conjugaison de f par un difféomorphisme ¢ de
R/Z préservant 1’orientation, c’est & dire que p(¢o fo¢™') = p(f).

?o«k@mrwﬂewédeqﬁ :po®:¢op.(€’mtmdi%éwyvppuAmwdeRmR(d’a4mpedéﬂmt
deQénM@é).@ém@mbﬂoMque@oFoq)_lmtwnmegauéde(bofogb_l (oem’était/rmméc%mm

wmmﬁm«m)gmﬂggd, o lop=pod! MWMMWR@MM¢71

defmte/r\an@_l Done podoFod ! =gpopoFod ' =...=¢pofop top. gwmmte motons

F= @oFo@ladnetcﬁ%@@aﬁAch@MWWq> fxmt/[vju@dmfueet
mhmuee%e%tﬁo’wee.ﬂM>0teQz}ue

Ve € R, |®(z) —z| < M.
Puis dn(z) = (B0 Fod )" (z) —z)/n = (Do F" 0 d L(z) —2)/n = (& o F"(y) — ®(y))/n i Lon
m@hey:@fl(x).(ea/mmémtume&ﬁect&yndeRMR,QeMMmERtham@mecp\m
que le sup sun ye R On @0 F™(y) < M+ F(y) et @(y) > —M +y d'si (@0 F"(y) — &(y))/n <
(2M + F™(y) —y)/n < 2M/n + M, . De méme, (Po F"™(y) — ®(y))/n = —2M/n+ my,. On em deduit

quec/l\nl:andwm%@mm&nmxtump(f)

g. Supposons que Vz € R, |f(z) — (z + t)| < e. Démontrer que |p(f) —t| < e.
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Lemonce fmmw[umji de )’U.ﬁueuh il %J@uk line |F(z)—(z+1)| e. blos |[Frt (2) = (z+(n+1)t)| =

|[F(F™(x)) — (F™(z) +t) + F"(z) — (z + nt)| < €—|—|F"() (a:+nt)|etd0fr\z:/r\anrwammce
vn €N, |F"(z)— (z+nt)| < ne

dott |dn(z) —t] < e doll |T(F) -t <e
2. Fonctions analytiques du cercle (30mn)

On rappelle qu'une fonction d’une variable réelle est dite analytique quand elle posseéde un développement
en série entiere (DSE) au voisinage de tout point.

a. Soit g : R — R une fonction analytique et 1-périodique (g(x + 1) = g(z)). Démontrer que g possede un
prolongement analytique a une bande de la forme

B, ={z € C||Im(2)| < r}.

JbtwtxeRWMWWDz:B(x,Rz)ccmRz>0mtcRmde@aww
A'me/r\mtDwm&mmﬁe&wkmw%omduDSEdegmxatd’mwg
wimdemmDSEmDsza.Om/a’wmamﬁeqummﬂzm.?mx;éy.ﬁ

«NDy, # @ dlws D,NDyNR # @ done les DSE de g em z ek em y coimcidemt awn un imkervsalle
JMMW@TWWMWMEMWD N D,. binsi Lo
%@mahm\ dz%«mem(l UxeRD /[mnzeD Hﬂauaﬂeunmz@DSEdegmx,W
mﬂwndzﬁ()) Vomwﬂmmag%tw cp\aa[ueD domne aun Q.
Comme R/Z ent compact eb @ suvent el imvaniamt pan la bamalation 2 — 2+ 1, ce devnien
WﬁmmBr(MMwmammw,mmW

&R/ZMMWWCDzMWmGR&WmW-W
o

Soit O,(R/Z) l'ensemble des fonctions 1-périodiques analytiques de R dans R qui ont une extension
analytique a B,.

On note B, ensemble des g € O,(R/Z) dont le prolongement g & B, vérifie sup |g] < +o0.

b. Démontrer que O(R/Z) =, ., Bu.

E/r\rw&smﬁmnmxt%t/[\éﬂi@diw LGz 1) =g(z) + 1 (mg@gac'%thRmm
B, g quimcipe du priolengement amaliytique). ot g € 0, Gan compacite de B./Z, et comme
Bu C By et § conbimue, ele ent lovnée aun Bo, dome g € B, Réciproquement si Vu <7, g € Bu,
cela weuk dine que g a des qrolongements amalytiques (et bones) sur chague B, Jo dotwent
meaww.@mgamm&mgmwutau&:&.

On note F, I'ensemble des fonctions continues, 1-périodiques et dont le développement en série de
Fourier Y. ¢,e™2™™ vérifie 3A > 0 tel que Ym € Z, |cn| < Ae 2™,

c. Démontrer que B, C F,. Pour cela, étant donnée g € B,., on remarquera qu’il existe une fonction f holo-
morphe telle que §(z) = f(e*™*) (pas la peine de le justifier) et on en déduira que |em| < e 2™ ™ sup|g].
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Lauwrent .
Zanz"

mm@naen\tmlzlmmemLMfmtdé%hmz'A—{z|_2”<|z|<62”}.c}potofmborxmg()—
fle 12”) > an gi?mne (/mé*ue mervmallement mmenawnte dofnc o wricikd du dﬁueQaTvr\M
sénie de Founien -

Un = Cn

Git R €le™2™, 2. dllsrs o a E,A/méguy)tté de (eaucpvg

lan| < R" sup|f].

(Breuwve de Finsgalite do Cauchay - negandons Vintigale de chomim. 11 [ 1)~z aun e fond
duwmp@dewnbmeoletderwgynR.@'wwmwwan,d'mwﬂemt
maa'o’\ée/r\nannsupU\.) 8mg®WnJil:emdr\eRm}me2”Mn}va@we*%TALngO,et
em ubilisamt sup |f] = sup[g] on obtienkt

lan] < ™" sup [g].
d. Démontrer que 7 C Or(R/Z).
it g € Fr. J@me/b = 3 ¢,e™®™T, pomme mervmalement wwumﬁejr&e s R, Msbons
WEO.MMA&PT@/T\LDWROPO/TT\O’LP\%ZC ezzwnzdﬁ&mMCthWmE@memtmmW

i2 2 —2 2
B, amvec u < 1, can sup len€ ™| = |eale®™ ™" < Aem2Inle2mIne — 4yl gnsec o=

e W g, gDO/nLgGB Omm\zﬁutaﬂ}ecﬁaqumhwb

3. Linéarisation (1h30)

Soit t(z) = x + 0 et t(2) = z + 6. Le but de cette section est de démontrer le théoréme suivant :

Théoréme (Arnol’d). Soit 6 un nombre diophantien et r > 0. Alors il existe € tel que si f est un
difféomorphisme analytique du cercle préservant Uorientation, de nombre de rotation 6 et possédant un
prolongement f a By vérifiant |f( ) —#(2)] < €, alors f est analytiquement linéarisable : il existe un
difféomorphisme analytique du cercle ¢ préservant lorientation, tel que o fop™ ' =t.

Nous utiliserons pour cela la méthode KAM. Notons f(z) = = 4+ 0 + b(z), ¢(z) = = + a(z). L’équation
de linéarisation ¢ o f =t o ¢ s’écrit
z4+04+bx)+alz+0+bz)=x+60+a(x)
c’est & dire
a(z) — a(zx + 0 + b(z)) = b(x).
On la rempace par ’équation plus simple
(1) a(z) —alz+60)=b(z)+c

ou ¢ est une constante.

Dans la suite, f € B,.. On note _
N (f) = sup |f(2)]-

2E€B,

o}pote:cem’mt/r\abfqiuaxrur\anhmtb.l&mmb.

a. En utilisant les séries de Fourier, démontrer qu’il existe ¢ € R et a € O,(R/Z) tels que I’équation (1)
est satisfaite. La valeur de c est-elle unique ? La valeur de a est-elle unique ?
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Lequation en senies de Founien seonil, en motank a(z) = 3,0, axe™, elte. -
Vk£0, ar—e ™6, = by
do—do = bo+c
domt la solubion eat (notons que le denomimakeun 1-e2™ me »'ammule pas can 8 esl innabisnmel)

by
1— ei27‘rk9

Vk £0, G

~

¢ = —bo.
8mw®&ykcwwm4mawaowm%&é@nm%w.
mmma/[\/r\antiynt&mxd(? (R/Z). (ewvngmtdmf[\p\wrﬁyn,iﬁmt;e722etc>0teﬂ
1— ™) > CW = Domne (em ubilisant 2.)

Vk € Z*, [ax| < Ck™ bk < CN(b)k™ (e 2™m)IF.

que Vk € Z*,

Oma%m&eﬂg@n@em&wm&e%ﬂ%etm@memwBu/r\mmu<r.g)ma€(9r(R/Z).

b. Démontrer qu’il y a une unique solution (a, ¢) vérifiant fol a(z)dz = 0.

8mﬂ%etfo dx—aoatmaworueaomtﬁmw}uew\ab\zw%

Dans la suite (a,c) est la solution de ’équation (1) vérifiant fol a(r)dz = 0.

+oo _ |
Rappelons que V7 € N*, Vz €]0, 1], 2"n" 7 < M

n=1

c. Démontrer que pour tout 7’ < r,

et

ou C et 7 ne dépendent que de 6.

E?B‘\t ZGBT/.

(Z)' < Z ‘akei27rkzl — Z ‘ak|6727rk1m(z)‘
keZ* keZ*
Monimtemamt, e=27k tm(z) < ekl of ‘i'“/f‘m% (o maﬁmahm de |ax] A%eotuee doms o myr\mwe o
Qﬂ. CI.U%J:AG’TL a
Z)I < Z CNr(b)kT716727rr‘kl62ﬂk|r, _ QCNT(b) qu——l(ef%r(rfr’))\k\
kez* k>0
dot
2C (r —1)!
|CL(Z)| = (1 _ 67277(7*77"’))7'

ét2c (T—1)! me dﬁ/r\md. que de 0. La eunse eak mulﬁ@gue Jown a :comme a'(z) =3, cqn 2irk are’®™*?,
cenk & dine c?k = 2irkay, on ohbient

o/ (2)] < 4wCN,(b) D kT (e ™) Ikl
k>0
5
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d'ot
4 C 1!
‘CL(Z)| = (1 _ 67277(7'77‘/))7'4»1

N, (b).

Soient r3 < rp < rp <7
d. Démontrer que si rs < ra — Ny, (a) alors le domaine de définition de ¢! contient B, et que pour tout

z € By, |¢771(z) _Z‘ < Niy(a) et |¢71(Z)| <72

UQ o emcone ume evneun. doms [émencé &%autp)mf_\lmqb Yz)| <72 ek mom 97 (2)] <72
%W.Jomqm.qs ) = z+ia(z). Soit w € Bry. Domonbrons gque lequation é(2) = w, = € By,
WWWW.Q&MMM&@M:MMW
R={z+iy|-X<z<X, -Y<y<Y}
wecX>O(q1L'mgautwdnaw+m)atY<r2 (quion fera tendne wers 7). Soient Les
[%xynablom,af b 2)—w ek g(z) = 2 — w. ?mp,eﬁo*\ddunactamﬁﬂe fetgdx%enmizim
plus N, (a) et|g )| > Y = [Imw|. Dome pownvu que ¥ > Npy(a) + [Tmwl, alos [f = g > ||
MP@MC{&R @e%@M&meer(a)+|lmw|<mW
[Imw| < rs = r2 — Niy(a). Le theoreme de Rouche implique que f ek g onk le mame mombre
de nacimes, cesk & dine 1. Done Vequabion @(2) = w possede ume unigue solubion dams chague
rmctmngBeRad/mmmprQe @WQWWWAMWBTQ
Comme ¢~ (w) —w=2—¢(2) =a(2) ek 2 € Br,, om obbient |57 (w) — w| < Nry(a).
Emgm,gza )=z € By, donc [Imo(w)| < 72.

e. Démontrer que si de plus r2 + N, (b) < r1 alors
ofo

¢ '(2) = (2 + 0+ )| < Ny, ()N (D).

Vz € By, |¢

dbul’f\emd’érmwé - cekaik —c ek memn +ec.

c}polbm/bc}ue(gflMWmBrs.gm%etgmm&dé&mmmm
de C domc ¢ '(Bry) ek um ouvernk de C (eb imdus dams B,). dous avens dementné a la

L}uml‘imN&é&m&que%mtm%oﬁmde%ﬁl(Brs)wBrs.%mew

ik 2€ By ek u=¢"1(2) € By,, de a0nte que z=¢(u).
gwh@lmgmtm\pedgggofog_l(z):aof(u):oofmfmeueBTZ f %tQﬂMLAa%meet
|Tm f(u)] = | Im(w+ 0 +b(w))| < |Imu|+ Ne(b) < ra+ No(b) <71 < 7. Dome f(u) eat dams le domaime
dzdégumhyndeggclpot@mexn/rmmtqu’madémmb\é
|Imf(u)| < 7.
dbaimbenamt |¢ofod ™ (2)—(24+0—c)| = |po f(u)—(d(u)+0—c)| = |f(w)+a(f(u))— (u+a(u)+0—c)| =
|u+0+b(w)+a(f(uw)—(uta(u)+0—c)| = \E(u)+c+§(f(u))—a(u)} = |a(u) —a(u+0)+a(f(u)—a(u)| =

~ b(u) ~
[a(f(u)—a(u+06)| =|a (u+0+b(u)) — a(u+0)| </ @ (u+0-+v)dv < [b(u)] sup |@(u+0+v)| <
0 velo, b(u)]

N, ()N, (a) can e segment (compleme) [u+0,u+0+b(u)] est imcus dams By, d'apnes Qma%ae
[%ai&e amsamk.
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f. Quel est le nombre de rotation de ¢ o f o ¢ ? En déduire que |¢| < Ny, (a')N,(b).

@’o./r\néb o qumtwn l.g, Qmuéﬁa&té démonbnge em 3.e um/r&)\o[uz que lp(po fop™) —(6—c)| <
Nr, (@) (b). Daqnes o question 11, p(¢0 fod™") = p(f) = 0.

On va définir par récurrence des suite de fonctions fy(z) = = + 0 4 bn(x) et ¢ = & + an(z). On pose
fo=fet far1 =no fnod,t oll ¢p =1x+ an(x) et (an,cn) est la solution de
(2) an(z) — an(z+0) = bn(z) + cn

qui vérifie fol an = 0. On pose également

n

1+1/2"
5

g. Démontrer qu’il existe € > 0 tel que N, (bn) < £/2°" = Nognpry (bnt1) < /28D Pour cela on

posera 13 = pP3n+3, T2 = P3n+2, T1 = P3n+1, T = P3n €t on utilisera les inégalités démontrées, en prenant
bien soin de vérifier les hypotheses.

EWWM,WWMGMAQ :i&mwnq.uaitum@acteun(l+r)dwmoeﬂm
demontren quil ewiste € >0 tel que Ny, (ba) < /207" = Npy Ly (baga) < g/230FD0F0.

@’WM&MWMWQ’M&Wr:pgn,m&amd%&mm
%/.me. Fonons dome o = p3n.

Goit z € Bry. On o |Gnofrodn'(z) - (z+070n | = [Fas1(2) = (240 = ca)| = [Buri(2) — ca| dome
(bt 1(2)] < [bns1(2) = enl + leal < 20y (1) Ny (bn) powvou que les Rw&tkm auirsambes astemt
$en i[/]ie%’ :

(1) r3 <12 — Npy(an)

(9) 72+ Npg(bn) <71
c'mliddiﬂemnmwr\ﬂagwntﬂmmmﬁwnuaﬁam

(1) Noy(an) <r/2mt4

(9) Ny (bn) < /2373,
c,wm@nmnt,mmtﬁamgymﬁmdsz(a) deﬂaq,xmt&m3c,&xu%ﬁc}ue

(1) ONug(ba) /(1 = e27r0r2))7 < pjons

(2) Nog(bn) < r/25mt8.
o\/ba,lmjlmam,tmmmur\/r\quw Ny (b) < g/23(F0n alorws . condibion 2 e/atuéfu%&ée/r\o«m € Aug
%}L/wmvmm\li /r\ebl,t (J.mdé/r\e’ndamvmam,t de n) ek la condibon 1 .52cnit Ny, (bn) < (17672”T3/23n+3)7r/23"+4 ~
const, /23(T+1n quamd. n — 400 anvec const = 3(27) T r 2737 me dé/r\mulmnt que de 7 ek 7. Cotle
Bair\e, Nyg(bpt1) < 2N, (an,)N, gDM\c em ubillisamt Qo. fmago’\ab@/n de la qumbuyn 3.c,

Ny (bns1) < 20N (bn)? /(1 — e~ 2 (rory7H1,

2CNTO( n)/(l - 6727r('r0 7‘1))7'+1 g 1/23(74»1).
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On (1 — e~ 2mro=ry L (9p /23n+2)m+L J’.’) mounseau. il Au%di que & soik M%ummwmamt /r\ebdi

h. Démontrer que la suite ¢, o --- o ¢o converge dans B, ;.

(QW—M@L, AeU Q’WME que N, (bo) < 5).
B, avec v <1/2.
QR:efme\A que r/2 < pn. ?ml:
B = o 0do.
fllors B, (2) — D1 (2) = fn © Br_1(2) — Bp_1(2) = Gn 0 Dp_1(2) done
B0(2) = B 1(2)] = [an(@n-1()] < Ny ya(an) < r/27H4,
e que D, 1(2) soik clé?f\/m ek a./r\/r\anhawne & Bpy,i, aJuL}Jur;Q cab By (z) eak éguﬁemmnt dé&.mk

Notomns que Zr/23”+4 =r/14. ik v = r/2—r/14. imai, ai [Tm 2| < 7/, Lous fes B, (2) sonk

dé&m@etpanjfutegnva\ﬁexmi{%o’mMmb.

i. Conclure.
c@M%Qadeintwgpﬂemtmﬂe@mmmW&mdeWW

Wm.gmqw@%@mtmdi%?fé@mWMMWedeR.§mR,ma¢nofo

O = fop ek fror1(@) =240+ brii(x). gD’o./rmE/o la orumhzyn 3.8, oM a que NPS(n+1)(bn+l) <

5/23<T+1)<"+1). Em /rmntkw&m Frar1 fend umx@@hm\é/rr\yn,t wverw t:x—x+0 aun R Moaimkemnant

de{)nof:fn_Ho(I)nmdé&ﬂtmmm%d&a&mﬂtew@of:to@.@m Ddofod =t :
on a demonbné le Hheoreme d'dormeld.



