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Exercice 1.
2. ao(f) = 272/3; an(f) = 4/n? (faire deux intégrations par parties) ; b,(f) = —47” (idem).
3. En tout point x ¢ 27Z.

4. Comme f est C'! par morceaux, nous avons
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En faisant x = 0,
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Pour calculer I'autre somme, on évalue en x = .

5. Utiliser la formule de Parseval. On trouve

Pour la seconde somme, on écrit
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Donc
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On en conclut
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Exercice 2. On remarque que dans l'identité a démontrer, la série de Fourier ne comporte
que des terms “impairs”. D’ou I'idée de considérer une fonction impaire construite a partir
de cos. Considérons ainsi la fonction définie par f(t) = cos(t) pour 0 < t < 7 et prolongée
par imparité sur [—m,0] puis par 2-périodicité sur R. Cette fonction g étant impaire,
an(g) = 0 pour tout n. Puis on calcule

t=+m ™ n "
bulg) = 1 /t g(t)sin(nt) dt = 2 /O cos(t) sin(nt) di = 27(:(;2(_11)))
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On en déduit
8n

B w(4n? — 1)’
Comme sur l'intervalle 0 < ¢ < 7, la fonction g est de classe C*, la série de Fourier converge
et I'identité demandée s’ensuit.

ban(9) ban+1(g9) = 0.

Exercice 3. Non la fonction f n’est pas C'! par morceaux car

lim @ = +00
t—0t ¢

La série de Fourier converge sur R — 27Z.

Exercice 4. La fonction f est C! par morceaux (discontinue en les points de 27Z) et est
impaire. Il reste donc & calculer les b, (au moyen d’une intégration par parties). On trouve

(f) = s m >0

Donc Sf(t) = Zn21 Sh;l”t.

Soit 7, f la fonction définie par 7, f(t) = f(t 4+ a). Ainsi g(t) = 741f — 7—1f. On sait que
cn(Taf) = exp(ina) - ¢, (f) pour tout n € Z. En particulier,

cn(9) = en(T1f) = ea(T-1f) = exp(+in)en(f) — exp(—in)en(f) = 2isin(n) ca(f).

D’apres le calcul précédent,

Donc

. .
Sgty =3 Tlemt =5 2T cog(nt).

n
kezZ—{0} n>1

2. Nous avons tout d’abord

(1) f(l):ﬂ';lzzsinn7

puisque f est continue en 1 et de classe cl par morceaux. Ensuite, appliquons la formule
de Parseval a la série de Fourier de g. Nous avons
I 5 1 = 4sin’n
(o) dr = 5 ST

n>1

% 0 n2
Il reste a calculer I'intégrale. Pour cela, il faut expliciter g sur un intervalle de longueur
2m. On trouve
(t) = —1 sil<t<2m—1;
TI=\ —147 sizn—1<t<2m



On déduit que

2

Comparant a I'identité (1), on conclut que
. 2 .
sin“n w—1 sinn
D D Dl

n>1 n>1

27
lolf = 5 [ a0 dt = g (2etr— 1) = m = 1.

Exercice 5. L’hypothese implique la convergence en moyenne quadratique de la série de

Fourier de f et de f’. De plus, nous avons la relation
1
en(f) = —calf), Yn#0.

n
Par conséquent,

1
len(f)] = W’Cn(f/)’ <lea(f)] ¥n #0.
De plus
lco(f)] =0 < [enl(f)].
Nous déduisons alors de la formule de Parseval

1 2ﬂ 2 2 1 2
— dt = o < » ") dt.
3 [ 1HOF = Sl < S leul P = 5 [ 170

nel neZ

Il y a égalité si et seulement si toutes les inégalités sont des égalités (pourquoi? Les termes
des séries sont tous positifs). Donc |c,(f)|? = n? |c.(f)|? pour tout n # 0. Donc ¢, (f) =0
pour tout n # 0. Puisque f est C', sa série de Fourier converge uniformément vers f.
Donc f(t) = aexp(it) + bexp(—it). Réciproquement toute fonction de cette forme vérifie
bien le cas d’égalité.

Exercice 6. 1. Le théoreme de Parseval affirme la convergence de la série ) cn|?. Par
conséquent, son terme général tend vers 0, ce qui implique le résultat demandé.

2. En intégrant successivement par parties (récurrence sur k), on trouve

e (F) = L k)
o) = Gagpenl®)

3. Supposons f de classe C*. Donc f*¥) est continue 2r-périodique et sa série de Fourier
converge en moyenne quadratique, i.e., > . |cn(f (k))|2 converge. Donc son terme général

converge vers 0. Donc ¢, (f (k)) converge vers (. Par conséquent,

nfen(H)l = len (D) — 0.

4. (a) Sf(t) = X,cz cn€™ converge uniformément sur R puisque
M
= 1+4+n2

(pour une certaine constante M) qui est le terme général d’une série convergente.
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(b) La question précédente implique que S f converge vers une fonction continue (conver-
gene uniforme + terme général continu). Plus généralement, ’hypothese implique

M

k k

nc <
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pour une certaine constante M. Donc toutes les séries dérivées terme a terme de S f
convergent uniformément sur R et que S f définit une fonction C'* sur R.

(¢c) Comme Sf est une série trigonométrique convergeant uniformément, ses coefficients
de Fourier sont les coefficients de Fourier de f : ¢,(Sf) = ¢n(f) pour tout n € Z.

(d) On a vu que lapplication f — ]? = co(f) est injective sur l'espace des fonctions
continues 2m-périodiques. Donc Sf = f.

5. Une fonction f : R — C continue et 2m-périodique est de classe C*° si et seulement si
cn(f) = o(1/nF) pour tout k > 0.

Exercice 7.
2. On trouve a,(f) = % et by (f) =0 (f est paire). Donc
4(—1)n+1

n>0



