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Exercice 1. (extrait capes 2012) Etant donné une fonction f de variable réelle définie sur
un intervalle I d’intérieur non vide, on dit que f est uniformément continue sur I si :

Ve>0,3n>0,V(z,y)elxI : (t—yl<n = |flz) - fly) <e).

(1) Ecrire o Uaide de quantificateurs la proposition « f n’est pas uniformément continue sur
I ».

(2) On rappelle qu’une fonction est lipschitzienne sur I de rapport k (0w k est un réel stric-
tement positif) si :

Vig,y)eIxI « |[flz) = fWl<k-|z—yl
Montrer que toute fonction lipschitzienne sur I est uniformément continue sur 1.
(3) (a) Montrer que pour tous réels x ety on a : ||z| — |y|| < |z —yl.

(b) Montrer que la fonction définie sur R par f(x) = —— est uniformément continue

1+|z|
sur R.

(4) (a) Montrer que pour tous réels positifs x ety on a :
VItys<vz+yy et [Va— iyl <z -y

b) Montrer que la fonction g : x — +/x est uniformément continue sur R.
c) Montrer que la fonction g n’est pas lipschitzienne sur R.
+

(5) (a) En considérant les deux suites de réels (n)nen €t (Yn)nen définies pour tout entier
n par x, = Vn+1 et y, = /n, montrer que la fonction h : x +— 2% n’est pas
uniformément continue sur R.

(b) La fonction h est-elle lipschitzienne sur R ¢
(6) On considere les fonctions définies sur R, par hi(z) = sin(z?) et hy(x) = sin(/7)

(a) Esquisser lallure de la représentation graphique des fonctions hy et hy sur [10*, 10+
1]. Commentaire ¢

(b) Etudier la continuité uniforme de la fonction h,.

(c) Montrer que |hy(x) — ha(y)| < |Vx — /Y. he est-elle uniformément continue sur
R, ?

(7) Soit F' une application uniformément continue de R, dans R. On se propose de montrer
qu’il existe deux réels a et b tels que

VeeRy @ |F(z)] <ax+b.
(a) Justifier lexistence d’un réel ny > 0 tel que :
V(r,y) ERe xRy = (lz—yl<m = [F(x) - F(y)| <1).
(b) Soit xo € Ry et soit ng € N le plus petit entier tel que fL—g < m1. Justifier l’existence
de ng et exprimer ng en fonction de xq et 1.

()0 (2]

(c) Montrer que




(8)

(9)

(10)

(11)

(12)

(13)

(14)

(d) Conclure.
(a) Etudier la continuité uniforme sur R d’un polynome de degré supérieur ou égal a 2.
(b) La fonction exponentielle est-elle uniformément continue sur R ¢

Le théoréeme de Heine. Soit I = [a,b] (a < b) un segment de R. On se propose de
démontrer le théoréeme de Heine : « St une fonction G est continue sur I, alors elle
est uniformément continue sur I ». On suppose dans la suite que G est continue sur
I =[a,b] et que G n’est pas uniformément continue sur I.

(a) Justifier qu’il existe un réel € > 0 et deux suites (Tp)nen €t (Yn)nen d’éléments de I
tels que pour tout entiern >1 :

lzp —yn| < 1/n et |G(z,) — G(yn)| > e.

(b) Justifier qu’il existe deux sous-suites convergentes (To(n) )nen €t (Yo(n)Jnen d’€léments
de I telles que pour tout entier n > 1 :

[Ton) = Yoyl S 1/n et |G(Tom) — G(Yom))| > €.

M i = i .
(c) Montrer que n_l)I_lI_loo T (n) n—1>I—iI-loo Yo (n)

(d) Conclure.

Soit J un intervalle d’intérieur non vide. Une fonction G uniformément continue sur
tout intervalle [a,b] inclus dans J est-elle nécessairement uniformément continue sur J 2

En écrivant Ry = [0, 1] U [1, +00[, donnez une autre démonstration de l'uniforme conti-
nuité de g : x — J/x sur R,.

(a) Soit f : Ry — Ry continue, positive et telle que [ f(t)dt converge. Peut-on
affirmer que lim,_, o, f(z) =07

(b) Si f est de plus uniformément continue sur R, , montrer que lim,_, ., f(z) = 0.

Soit f € €(R) admettant des limites finies en ‘oo, montrer que f est uniformément
continue sur R.

Donner d’autres démonstration que celle proposée en (6-b) pour la non périodicité de

f(z) = sin(z?).
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Corrigé

(1) e >0, Vn >0, I(z,y) € I x I vérifiant |z —y| <net |f(zx) — f(y)| > e.

(2) Soit € > 0, si f est lipschitzienne sur I de rapport k& > 0 alors en posant n = ¢/k on
aura V(x,y) € I x I : |z —y| < nimplique |f(z) — f(y)| < k- |z —y| < ke/k =e. f est
donc bien uniformément continue sur /.

(3) (a) Soient z,y € R, par 'inégalité triangulaire |z| < |z — y| + |y| soit |z| — |y| < |z —y|.

Pour la seconde inégalité il suffit d’échanger les roles de z et y.

(b) Soient z,y € R, nous avons |f(z) — f(y)| = 1+1|I‘ — 1+1|y‘ (H}z")_('ﬂ‘y')

lly| = |=|] < |z —y| vu (3-a). f est donc lipschitzienne sur R donc (question (2))
uniformément continue sur R.

(4) (a) Soient x,y € R, on a l'inégalité évidente 0 < z +y = (Vr +9y)? < z+y+
27y = (V= + /y)*. La racine étant croissante sur Ry l'inégalité /z +y < /z +
V/y en découle. Pour la seconde, si > y la premiére inégalité assure que \/x =

VI—y+y < Vo—y+ysoit [V — Yl = Ve -y <Vr—y=/lz—yl Si

x < y on échange les roles de x et y.

(b) La seconde inégalité vue en (4-a) s’écrit |g(x) — g(y)| < |z — y|'/? (pour la culture,
on dit que g est 1/2-hslderienne sur R ). Soit ¢ > 0, posons = €2, alors |z —y| < n
implique |g(z) — g(y)| < |z —y|'/? = V€2 = e. g est bien uniformément continue sur
R,.

(c) Si g est lipschitzienne sur R alors il existe k& > 0 tel que |\/z — \/y| < k| —y| pour
tous x,y € R;. En particulier si z = 0 on aura 0 < ,/y < ky pour tout y > 0, soit
1/\/y < k pour tout y > 0, ce qui est absurde puisque limg, 1/,/y = +00. g n’est
donc pas lipschitzienne sur R

(5) (a) Si h est uniformément continue sur R alors il existe > 0 tel que |z —y| < n implique

— 1. — =Tpn —Yp =V — = —1— sl
|h(z) = h(y)| < 1. Or, |2y — yn| = 20 — Y n+ vn Vntltvn Q 0:1

existe donc ng tel que n > ng implique |x,, —y,| < 1. Mais une telle situation ne peut
se produire puisque f(z,) — f(y,) = 1 pour tout n € N. h n’est pas uniformément
continue sur R.

(b) h n’est pas lipschitzienne sur R vu les questions (5-a) et (2).

(6) (a) Lorsque z décrit [10%,10* + 1], /z il semble clairement que h; ne va pas
décrit approximativement [lintervalle étre uniformément continue sur R, au
[100, 100.005] alors que x? décrit Dinter- contraire de hy.
valle [10%,10* + 20001]. En particulier h,
va décrire sur l'intervalle de longueur 1,
[10%,10% 4 1] environ 20001/27 = 3180
oscillations (il y en a bien moins sur la
figure!) alors que sur ce méme intervalle
hy en décrira 0.005/27r ~ 8- 1074 11
semble donc que les oscillations de A,
s’accumulent au fur et & mesure que 'on
se rapproche de l'infini alors que celle
de hy se raréfient. Tout ceci est sans ri-
gueur mathématique mais traduit assez
précisément ce qu’il se passe,




(b)

(c)

(d)
(8) (a)

(b)
(9) (a)

(b)

Pour h; on raisonne comme dans la question (5-a) : les suites de terme général

Ty, = \/2nT +7/2 et y, = \/2n7 + 37/2 vérifient lim,,(x, — y,) = 0 et |hy(x,) —
hao(yn)| = 2. Comme dans (5-a), h; ne peut étre uniformément continue sur R,.

On a |ho(x) — he(y)] = |[siny/z — sinfyl = Q‘Sin (ﬁ%@) Ccos <ﬁ+\/y>‘

< 2 ‘sin (@)‘ < Wz — /y| < /|r—y| (on a successivement utilisé les in-

égalités : | cos(u)| < 1 puis |sin(u)| < |ul et enfin |\/z — /Y| < v/|z — y| démontrée
en (4-a)). hy est donc 1/2-hdlderienne sur R, ; comme g en (4-b) elle est donc uni-
formément continue sur R,.

Il est bien entendu plus simple (mais peut étre moins sportif) et plus raisonnable
d’appliquer le théoréme des accroissements finis & u — sin(u) sur I'intervalle [\/z, \/y].
C’est la définition de la continuité uniforme sur R, avec € = 1.

La suite de terme général xo/n > 0 tend vers 0; par définition de la limite, il existe
no > 0 tel que n > ng implique z¢/n < n;. La borne inférieure de ces ng répond a la
question (dans N toute par non vide et minorée admet un plus petit élément).

n > ng implique n > xo/n1, donc ng = E(zo/m) + 1 (E est la partie entiére).

(k+Dxo  kxo
no no

= % < p pour tout entier 0 < k < ng — 1, on peut

Comme ‘
no

écrire : |F(z0)| — |F(0)] < |F(xo) — F(0)] = ]ZZ‘;‘OIF(M) —F(’“—ﬂ <
no—1

no no —
k+1)z kx
e (22) - ()

< YR L=mno = E(xo/m) +1< 2 + 1.
m étant indépendant de 2o on a pour tout zo € Ry @ [F(xo)| < 72 + 14 |F(0)] :=
arg+ b. C.Q.F.D.
D’aprés la question (7), toute fonction f uniformément continue sur R, (donc sur
R4 ) vérifie f(z) = O(x) en 4+o00. Comme il est archi-classique quun polynome de
degré supérieur ou égal a 2 vérifie lim, ., | f(z)/x| = +o0, il n’existe pas de polynome
de degré supérieur ou égal & 2 uniformément continu sur R.

lim, o, ¥ /x| = 400, donc, comme pour la question précédente, la fonction exponen-
tielle ne peut étre uniformément continue sur R ?

Vu (1) :3de>0, V>0, 3(x,y) € I x I vérifiant |z —y| <net |f(z) — f(y)] > .
Avec n = 1/n ou n € N*, on obtient deux suites (Z,)nen €t (Yn)nen d’éléments de [
telles que pour tout entier n > 1: |z, —y,| < 1/n et |G(z,) — G(yn)| > €.

Par construction dans (9-a) les deux suites (2,)nen €t (Yn)nen sont dans I = [a, b
fermé borné donc compact. On peut donc extraire de la suite (x,),eny une sous-
suite (xw(n))neN convergente, disons vers x € I. Pour les mémes raisons, on extrait
aussi de la suite (Yy(n))nen une sous-suite (Yo(n))nen convergente vers y € I. La
sous-suite (xg(n))neN est encore convergente vers x comme sous-suite de la suite
convergente (Zy(m))nen. Ces deux sous-suites (2o () )nen €t (Yo(n))nen vérifient encore
les mémes relations que les suites (n)nen €t (Yn)nen @ |[Tom) — Yom)| < 1/0(n) <
I/n et |G(zom)) — G(Yom))| > € (car la croissance de o sur N* assure par une
récurrence élémentaire que o(n) > n pour tout n et donc 'inégalité 1/0(n) < 1/n...).
e On peut aussi observer qu'une double extraction est inutile : on vérifie facilement
que la convergence de (Zy(m))nen, I'inégalité |Tym) — Ypmy| < 1/¥0(n), (n € N*) et
lim,, ¢)(n) = +oo assurent la convergence de la suite (yy(n))nen vers la méme limite
que celle de (Zy(n))nen-



(10)

(11)

(12)

(13)
(14)

5

(c) Les relations lim, o To@m) = &, iy o0 Yon) = ¥ €t [Tom) — Yo(m)| < 1/n assurent
que T = .

(d) Onalim, o Tom) =« = liMy 400 Yo(n), G €tant continue en x on aura lim,,, oo G(Z4(n))

G(x) = limy 400 G(Yo(n)) ce qui est contraire aux inégalités |G(2o(m)) — G(Yo(m))| > €
obtenues en (9-b) : contradiction, G est bien uniformément continue sur [a, b].

C’est faux si J n’est pas fermé borné : par exemple si J = R, la fonction f(z) = e®
est continue sur R donc (théoréme de Heine), uniformément continue sur tout intervalle
[a, b] inclus dans R bien (8-b) quelle ne soit pas uniformément continue sur R.

Si J n’est pas R et n’est pas compact, il est trés facile de construire sur J une fonction
continue mais pas uniformément continue (prendre e” si J n’est pas majoré, e* s’il n’est
pas minoré et 1/z —a avec a € J \ J si J est borné).

g est continue sur R, = [0,1] U [1,4+o00[ donc (Heine) uniformément continue sur [0, 1].
Il reste & prouver que g est uniformément continue sur [1, +oo[ (I'uniforme continuité
survie & la réunion finie). Soient z,y > 1, les accroissements finis assurent que |g(x) —
g < 1g(Q)] - Jx —yl. Or ¢ > 1 implique 0 < ¢'(¢) = 1/2v2 < 1/2, on a donc
lg(z) — g(y)] < |x — y|/2 pour tous x,y > 1. g est lipschtzienne sur [1,+oo| et donc
uniformément continue sur [1, 4+o00].

(a) Si f € L'(R) on ne peut rien dire a Bien entendu, si f admet une limite en
priori sur ses limites en l'infini. Elle peut Iinfini, cette limite ne peut étre que nulle
trés bien étre positive et non bornée au puisque f est intégrable.
voisinage de linfini comme le suggére
I’exemple ci-contre ou le graphe de f est
formé de pics au sommets de plus en plus
hauts et a la base convenablement choisi
pour que leurs aires successives forment
une série convergente. Par exemple, ici on
a choisit des triangles centrés sur chaque
entier n > 1 de hauteur n et de largeur
1/n® afin que l'aire du n-iéme pics soit
1/2n? terme général d’une série conver-
gente.

(b) Supposons que lim ., f(x) # 0, alors il existe € > 0 et une suite (z,), strictement
croissante vers +oo vérifiant f(z,) > ¢ (quitte & changer f en —f) pour tout n.
D’autre part, f étant uniformément continue sur R, il existe n > 0 tel que |[z—y| <7
implique |f(z) — f(y)| < €/2. Ainsi, pour tout entier n : = € [z, — 1,2, + 7]
implique |f(z) — f(z,)| < €/2. Mais |f(z) — f(z,)] < &/2 implique & son tour
flzn) — f(z) <e/2ie. /2 < f(z,) —€/2 < f(x) pour tout = € [z, — N, z, + 7).
Pour tout entier n > 1 on aura donc f;n"jnn f(z)dz > ne > 0. Des inégalités qui

contredisent le critére de Cauchy puisque lim,, z,, = +oo et f € L'(R,). C.Q.F.D.

Voir votre manuel favori (attention aux raccords).

e f(zr) = 0 équivaut & z = +Vkn, k € Z. Si f est périodique soit T' > 0 sa période
(T est strictement positive car comme [ est continue 7" = 0 implique f = 0...) on a
f(T) = f(T+0) = f(0) = 0 : il existe donc ky € N* tel que T" = /kom. Observons
aussi que ni /7 ni V27 ne sont égaux a T car f(y/7 + V27) = —sin(2v/27) # 0.
On aura aussi f(T + /7)) = f(v/7) = 0 soit Vkor + /7 = Vkr ot k € Z, donc en



élevant au carré kg + 1 + 2v/ky = k : on a donc kg = ¢* avec ¢ € Q. Maintenant si
on fait f(T + v2r) = f(v/2r) = 0 il vient de la méme maniére 1 + 2v/2ky = k' soit
2k, = ¢, ¢ € Q. Mais les égalités 2k, = ¢ et ky = ¢* sont incompatibles car elles
assurent que /2 = p'/p € Q ce qui est notoirement faux.

o les zéros positifs de f sont zj, := Vi, k € N, et Pécart entre deux zéros successifs est
Tpyl — Ty = ﬁ; qui tends vers zéro (lorsque k tends vers l'infini) comme %; en
particulier, si f est T-périodique, le nombre de zéros de f dans l'intervalle de longueur
T : [Wkr,Vkr + T] tends vers I'infini avec k (utiliser I'équivalent ci-dessus qui nous dit

qu’il est de 'ordre de %E ou bien résoudre /mm < Vkm + 1...) mais tout cela est

absurde car si f est T-périodique son nombre de zéros dans [\/kz_w, \/k:_7r+T] est le méme
que dans [0, 7] et est donc fini : f n’est donc pas périodique. CQFD.

e Toute fonction périodique et continue sur R est uniformément continue sur R. La
fonction continue f(z) = sin(z?) n’est pas uniformément continue sur R (considérer
|f(zn) — f(xpi1)] o0t &, = v2n7...) elle ne peut donc étre périodique.

e On vérifie facilement que si f est une fonction dérivable T-périodique, alors f’ est
encore T-périodique. Supposons f(z) = sin(z?) T-périodique, alors f'(x) = 2z cos(z?) +
sin(2?) I'est aussi mais ceci est absurde car f'(v/2n7) = 2v/2n7 et f’ n’est donc pas
bornée sur R.
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