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1. LE THEOREME DE BOHR EN UNE VARIABLE

En 1914, G. H. Hardy présente aux Proceedings de la London Mathematical Society 1’étonnant
résultat suivant du mathématicien Harald Bohr':

Théoréme de Bohr [Bo] : Soit f(z) = Y oo oanz™ une série entiére de rayon de convergence
supérieur ou égal a 1 vérifiant

> apz™ < 1  pour tout z € D(0,1),
n=0

alors
Yo olanz™ <1 pour tout z € D(0,1/3).

( D(0,r) désigne le disque ouvert de centre 'origine et de rayon r > 0). En outre, la constante 1/3
est optimale.

En fait, Bohr ne prouve ce théoréme qu’avec la constante 1/6 et ’énoncé dans son état final
bénéficie des contributions successives de M. Riesz, I. Schur et F. W. Wiener et c’est celle de
Wiener? qui est présentée dans cet article. La constante optimale 1/3, associée au disque unité
dans C, est appelée rayon de Bohr ; il s’agit du rayon de Bohr en une dimension et nous verrons
dans la troisieme partie de cette note des extensions en dimensions supérieures de cette notion.

La démonstration repose sur les

Inégalités de Carathéodory : Sig(z) = > o7 an2" posséde un rayon de convergence supérieur
ou égal a 1 et si Re(g(z)) > 0, Vz € D(0,1), alors

Vn > 1, lan| < 2 Re(ao).

Preuve : Par convergence uniforme sur [0,27] de 3-¥°° a,r"e™, on a pour n € Net r € ]0,1[ :

_ 1
T 2mrn

27
(%) an, / g(re?®)e" ™0 dg
0

Date: February 2, 2004.

1A chacun son rayon !! On ne le confondra pas avec son frére, le célebre atomiste Niels Bohr, prix Nobel de
Physique et & qui I’on doit notamment la notion de rayon de Bohr d’un atome. Pour la petite histoire, Harald
Bohr (1887-1951) a aussi participé aux jeux olympiques de 1908 de Londres au sein de 1’équipe danoise de football,
médaille d’argent ; auteur d’un but en quarts de finale, il a également & son palmarés un historique 17 a 1 inscrit
au livre des records et établi aux dépens ... de ’équipe de France ! L’aura de son frére & quelque peu éclipsé la
qualité de ses travaux mathématiques et on pourra consulter Boas R.P. The football player and the infinite series.
(Notices. Amer. Math. Soc. 144(11), (1997), pp.1430-1435) pour une présentation de ce mathématicien et de ses
principaux résultats. En particulier, les lecteurs se rappelleront sa caractérisation (avec Mollerup) de la fonction
Gamma via la Log-convexité (voir A. Chambert-Loir & S. Fermigier Ezercices de mathématiques pour l’agrégation
: Analyse 2, Masson (1995), exercice 16-5, page 53.).

2Harald P. Boas and Dimitry Khavinson, Vita: Friedrich Wilhelm Wiener, Mathematical Intelligencer 22 (2000),
no.2, 73-75.
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et par suite, sin > 1:

1 2w . .
a, = / g(ret?)e "0 dg
0

2rn

27 .
_ 1 / (9(re®®) + g(rei®) e~ dg
0

2mrm

2m
_ / 2Re(g(re?))e="ds, VO<r<1, ()
0

2rrn

ot la seconde égalité résulte de la normale convergence de la série g(re?) = Y ., anr™e™ sur
[0,27] combinée & orthogonalité de la famille (¢i™),cz dans L2([0,2x]). La partie réelle de g
étant positive sur D(0,1), on a pour tout r € ]0,1] :

1 2m

n o 0 —ind
lanr™| < o7 J, 2|Re(g(re”))e |d6

1 27

_ i
=2 ), 2 Re(g(re”’))dd

1 2w .
IR
Re o /0 g(re*”)df
=2 §Re(a0) vu (*)
d’ou le résultat en faisant tendre r vers 1. O

On peut a présent conclure :
Preuve du théoréme de Bohr :
e Quitte & considérer e f & la place de f on peut supposer que f(0) = a9 > 0. Puisque
|2] <1 = |f(2)] < 1, la fonction g(z) = 1 — f(z) développable en serie entire sur le disque
unité vérifie
Re(g(z)) > 0 sur D(0,1)
et on peut lui appliquer les inégalités de Carathéodory :
VneN  : Ja,| < 2(1-aop),

soit, pour |z| < %

3 lanz"| < a0+22(1—a0)(%)" = 1.

n>0 n>1

o Il reste a établir que la constante 1/3 est optimale. Et pour cela, si 0 < a < 11l est bien connu

zZ—a
que la fonction f,(z) = s est une bijection développable en série entiére du disque unité sur

lui-méme et un petit calcul nous donne

fo(2) = —a+ ) (= —a)a"2" := Zanz ,
n>1 n>0
et
1—a? al?| 1
n = =1 < = .
Z|anz | =a+ a 1-—alz| 2 2a+1

n>0

Il ne reste plus qu’a faire tendre a vers 1 par valeurs inférieures pour s’assurer que la valeur 1/3
est bien optimale. O

2. VARIATIONS SUR LE THEOREME DE BOHR

Sous réserve d’hypothéses supplémentaires pour f on peut encore améliorer la constante 1/3.
Commencons par une version du théoréeme de Bohr ot ’hypothése ne porte que sur la partie réelle.
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o
Soit f(z) = E a,z" une série entiére de rayon de convergence supérieur ou égal

n=0

Théoréme® :
a 1 vérifiant

ap >0 et ‘?Re f(z)‘ <1 pour tout z € D(0,1),

S il(2) <
n=0

alors

Démonstration : Posons z = re®, 0 < r < 1, ap = an + ifp = lanle, n € N, ¢ = 0,

U =Re(f) et V=Sm(f),; onapour z € D(0,1) :
£ = 3 an® = Ulre®) + iV (rel)
n=0

D’apres les formules (&) :
1 2w . . 1 2 .
ant™ = (ap +ifn)r" = — U(re®®)e™™dg, n>1 et ag=ay=— Ul(re'®)de
™ Jo 27 0

soit, en multipliant ces égalités par p"e~ " pour tout n

1 2m ) 1 )
go |an|pn7~n — ; i U(re’e)(§ + glpnez(naen))de
- 1 2w . 1 B
=— [ Ure")(3 " cos(nf + €,) ) df
A (re )(2+T§1p cos(n +<—:))
. 2T
_ % i U(rei0) (% + Z p"sin(nd + en))dG

n>1
le terme de gauche étant réel ainsi que les intégrandes, la seconde intégrale est nécessairement

nulle : )
1 K
Slasler < 1 |
™ Jo

n>0

do

. 1
U(re’a)‘ ‘5 + Z p" cos(nb + €,)
n>1

U(rew)‘ /027r

. n n_L1__p : ;

mais 5 + Z p"cos(nf+ep) > - — Z pr=g- -, > 0 pour p < 1/3, ce qui permet d’enlever la
n>1 n>1

valeur absolue dans la derniére intégrale et, une intégration terme & terme (convergence normale)

ne faisant intervenir que le terme constant de la série, il reste :

Z|an|pnr"< max |U(rei9)|= max |§Re(f(z))| <1 VOo<r<l1 p<1/3.

do

1
< — max
T 0<0<2m

1
3 + 2 p" cos(nf + €,,)

N | =

~ 0<9<2 0<6<2r
n>0 == ==
On termine la démonstration en choisissant p = 1/3 et en faisant tendre r vers 1 par valeurs
inférieures. u
Remarques

e Quitte a faire une rotation, on retrouve le théoreme de Bohr.

o Il faut souligner la grande simplicité de cette démonstration qui peut tout a fait faire I’'objet
d’un probleme niveau bac+2. Plus subtil est I’endroit ou on utilise I’hypothese ag > 0 :
elle intervient au moment ol on écrit ap = ag = 5 (;2 "U(re®)dd égalité qui n’est rien
d’autre que la formule (&) pour n = 0 démontrée dans le premier paragraphe. Mais cette

formule n’est vraie en général que pour n > 1 saufsi ap € R ...

3M. Tomié¢ Sur un théoréme de Bohr, Math.Scand. 11 (1962) 103-106
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e Moyennant de légeres modifications, on peut montrer que la constante optimale est superieure
ou égale & 1/2 sous ’hypothese supplémentaire f(0) =0 :

Soit f(z) = Yoo, anz™ une série entiére de rayon de convergence supérieur ou égal a1
vérifiant ap >0 et |f(2)| < 1 V ze€ D(0,1), alors
o0

yolaml @
2 =T 2

n=1

e Il est facile de voir que ’on peut accroitre la constante optimale lorsqu’on considére des
séries particulieres. Plus précisément, lorsque le série vérifie :

a07é0
a;=0pour 0<i< N +1
any1 70

la constante optimale, supérieure ou égale & la premiere racine positive de 1’équation
2pVtt + p— 1 = 0, sera le terme général d’une suite croissante de limite 1 (dont les
deux premiers termes sont donnés par 1/3 et 1/2).

o Cette version du théoreme de Bohr peut sembler surprenante car seule une contrainte
sur la partie réelle permet de contréler toute la fonction sur le disque D(0,1/3) alors
qu’on sait par ailleurs qu’il existe un biholomorphisme (via le théoréme de Riemann) du
disque unité sur la bande Q := {—1 < Re(z) < 1}. Bien que f(D(0,1)) = Q on aura
toujours f(D(0,1/3)) € D(0,1) et méme f(D(0,1/3)) € D(0,1/2) puiqu’on peut imposer
f(0) =0, f'(0) > 0. Le lecteur intéressé pourra visualiser ces résultats & I’aide d’un logiciel
de mathématiques standard.

3. LE PASSAGE A PLUSIEURS VARIABLES

Au début du siecle, la théorie des fonctions de plusieurs variables complexes en était a ses
balbutiements et il a fallu attendre ces derniéres années, plus particulierement avec les travaux de
Boas®*, Khavinson® et Aizenberg® pour avoir des résultats qui étendent au cas de plusieurs variables
la notion de rayon de Bohr.

Le domaine de convergence d’une série entiére

En une ou plusieurs variables, les fonctions holomorphes sont les fonctions localement développables
en série entiere. Il est donc naturel de s’intéresser au domaine de convergence de ces séries
(par domaine de convergence, nous entendons 1’intérieur de l’ensemble des points ou la série
converge). Alors qu’en une variable, ces domaines sont des disques ouverts, on voit apparaitre en
plusieurs variables une classe plus riche d’objets géométriques ([Ranl], [Chab]). A titre d’exemple,
considérons les séries entieres :

+oo +oo k
S1(z,w) = Z 2 w" So(z,w) = Z 2Ryt S3(z,w) = Z ﬁzkwl
n>0 k=0 k,1>0
La premiére a pour domaine de convergence” le bidisque D1 = {(z,w) € C? : |z| < 1, |w| < 1},
la deuxieme admet Dy = {(z,w) € C* : |zw| < 1} pour domaine de convergence (non borné) et

la troisieme converge sur la bande verticale D3 = {| z |< 1, w € C} ; graphiquement :

4Boas R.P., Bohr’s power series theorem in several variables, J. Korean Math. Soc. 37(2), (2000), pp.321-337.

5Boas R.P. & Khavinson D. Bohr’s power series theorem in several variables, Proc. Amer. Math. Soc. 125(10),
(1997), pp.2975-2979

6 Multidimentional analogues of Bohr’s theorem on power series, Proc. Amer. Math. Soc., 128(2000), no. 4,
1147-1155 ainsi que An abstract approach to Borh’s phenomenon., Proc. Amer. Math. Soc. 128(2000), no. 9, pp.
2611-2619.

7On notera que S1 converge également sur la droite complexe {z = 0} adhérente au domaine de convergence,
d’ou1 ’importance de ne considérer que les points intérieurs.
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FIGURE 1. Les domaines de convergence de Sy, S2 et S3

1l n’est pas difficile de vérifier qu’en plusieurs variables (sans perdre de généralité, on se placera
dans le cas de deux variables (d = 2) et on centrera les séries en ’origine), le domaine de convergence
Q d’une série entiére vérifie toujours pour tout a = (a1, az) € Q la propriété suivante :

le bidisque Po) = {(21,22) € C* :| 21 |[<| a1 |, | 22 |<| @2 |} est aussi dans €.

Un domaine possédant cette propriété est appelé domaine de reinhardt complet. En une
variable, les domaines de Reinhardt complets coincident avec les disques et on sait que tout
disque est le domaine de convergence d’une série entiere. En plusieurs variables, il reste vrai
qu’une fonction holomorphe sur un domaine de Reinhardt complet s’y développe en série entiere
mais la situation se complique pour la réciproque : un domaine de Reinhardt complet n’est pas
forcément le domaine de convergence d’une série entiere. De fait, si (21,22) € C x C est un point
du domaine de convergence 2 d’une série & deux variables, on vérifie facilement que pour tout ¢ €
[0,1], wy = (Jz1|%|z2|* %, |21 7t|22|") est aussi dans Q. Autrement dit, toute fonction holomorphe
sur un domaine de Reinhardt complet 2 admet un développement en série entiére jusqu’a son
enveloppe logarithmiquement convexe A\(Q). Ainsi, les domaines de convergence possédent une
propriété géométrique supplémentaire (triviale en dimension 1) : ils sont logarithmiquement
convexes, i.e.

A(Q) == { (log |21],10g |22|), (21,22) € Q, z122 # 0} est une partie convexe de R?

En résumé, les domaines de convergence de séries entieres en plusieurs variables sont des domaines
de Reinhardt complets logarithmiquement convexes. Qutre les exemples de tels domaines vus
précédemment (FIG. 1), on peut encore bien entendu citer la boule B(0,1) = {(z,w) € C?
|2|? + |w|?> < 1} ; on notera cependant qu’il n’est pas facile de trouver une série dont elle sera le
rayon de convergence ([Ran2]). D’un autre coté, la réunion de deux bidisques est un domaine de
Reinhardt complet mais pas forcément logarithmiquement convexe :

|w]| 4 |w| )\(Q)

(In(R1);In(R2))
(In(r1);1n(r2))

72

° R m 2

FIGURE 2. Q = P(g1,gr2) U Py1,r2) : exemple d’'un domaine de Reinhardt complet
non logarithmiquement convexe

Le rayon de Bohr

Ainsi, par analogie avec le cas d’une variable, pour tout domaine de Reinhardt complet loga-
rithmiquement convexe 2 C C?, on définit son rayon de Bohr R(Q) comme le plus grand réel
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positif v tel que :

(‘ Zaaza < l,VzGQ) = < Z |aaz°‘| < l,Vzefyﬂ)
a€Nd aENd

avec les notations classiques pour d € N* : a = (a1, --,aq) € N, 2 = (21,---,24) € C,
la| =014+ ---+aq, 2%=2z{"---27° Avec cette définition le théoréme de Bohr en une variable
s’écrit tout simplement R(D(0,1)) = 1/3. La surprise est que le rayon de Bohr dépend du choix
initial de Q et parfois tend vers zéro avec la dimension d. C’est, par exemple, le cas pour le
polydisque Py := {z € C¢ : maxi<i<q|2| < 1}, Boas & Khavinson ayant montré :

1 Viogd
FSR(Pd)S2 Jd

alors que pour ’hypercone By = {z € C? : |z1| + -+ |24| < 1}, Khavinson a montré :

1 1
——= < R(By) < <.
33\/— = ( d) =3
Et pour la boule euclidienne : {z € C? : |21|2 + --- + |24]* < 1}, le rayon vaut 1/3.
Il n’est pas ici question de fournir une démonstration, le lecteur intéressé se référera aux articles
cités, pour la plupart d’un niveau assez accessible.

Pour terminer, on notera que la théorie des opérateurs offre un autre angle d’attaque pour
’étude du rayon de Bohr multidimensionnel. Cette approche a déja apporté® un certain nombre
de résultats intéressants qui feront ’objet d’un travail ultérieur.
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