Théorie de Galois
différentielle, multisommabilité
et phénomenes de Stokes

J. Cano
J.P. Ramis

Version préliminaire, a diffusion restreinte.



Table des matieres

1 Théorie de Galois Différentielle Classique 4
1.1 Rappels classiques . . . . . . . . ... ... L. 4
1.2 Rappels d’algebre différentielle. . . . . . . ... ... ... .. 5
1.3 Equations différentielles linéaires, systemes différentiels, con-

NEXIONS. . .« . v v ot e e e e e e e 7

1.4 Extensions de Picard-Vessiot. . . . . . . ... ... .. .... 14
1.4.1 Sur l'existence et I'unicité des extensions de Picard-

Vessiot. . . . . . . 16

1.5 Le groupe de Galois différentiel . . . . . . ... ... .. ... 26

1.5.1 Le groupe de Galois différentiel est algébrique . . . . . 27

1.5.2 Interprétation classique du groupe de Galois différentiel 32

1.6 Correspondance de Galois différentielle . . . . . . . . .. ... 36

1.7 Extensions de Liouville. . . . . . ... ... ... ... .... 41

1.7.1 La partie algébrique . . . .. .. ... ... ... ... 43

1.7.2 Extensions de Liouville et résolubilité . . . . . . .. .. 45

1.8  Quelques résultats sur les groupes linéaires algébriques. . . . . 47

1.8.1 Rappels de géométrie algébrique affine . . . . . . . .. 47

1.8.2  Groupes linéaires algébriques . . . . . . ... ... .. 51
1.8.3  Unicité de la structure du groupe algébrique affine du

groupe de Galois différentiel . . . . . . . .. ... ... 57

2 Le groupe de Galois formel. 60

2.1 La réduction formelle des
équations différentielles. . . . . . . . . . ... ... 60
2.1.1 L’anneau des opérateurs différentiels. . . . . . . . . .. 60
2.1.2  D-modules et connexions. . . . . ... ... ... ... 61
2.1.3 Le polygone de Newton. . . . . . ... ... ... ... 64
2.2 Le groupe de Galois formel . . . . . . ... ... 79
2.2.1 Le groupe de Galois de certaines extensions de type
Liouvillien . . . . . .. . .. ... ... 79
2.2.2  La surface de Riemann du logarithme . . . . . . . . .. 86



2.2.3 Certaines propriétés du produit tensoriel. . . . . . . . . 89
224 Les corps K, K, Kpg, f(, KF et IA{F,S. ...... 90
2.2.5 L’automorphisme de monodromie formelle. . . . . . . . 96
2.2.6 Le tore exponentiel. . . . . .. .. ... 101
2.3 Le groupe fondamental sauvage formel. . . . . . . . . ... .. 106
2.4 Invariantes formels. . . . . . . ... ... L. 107
2.4.1 Représentations du groupe fondamental sauvage formel. 113
3 Le corps des séries sommables. 117
3.1 Développements asymptotiques. . . . . . . . .. ... ... .. 117
3.1.1 Enoncé du théoréme sur 'existence du corps des séries
sommables. . . .. ... 120
3.2 Développements asymptotiques et équations différentielles linéaires. 121
321 123
3.2.2  Les solutions du systeme (SNF). . . .. ... ... ... 125
3.2.3 Les solutions du systeme (S). . . ... ... ... ... 132
3.2.4  Les solutions formelles du systeme (S). . . . ... ... 142
3.2.5 Le Halo Analytique. . . . .. ... ... ... ..... 144
3.2.6  Asymptoticité Gevrey. . . . ... ..o 145
3.2.7 Les séries k-sommables. . . . . . .. ... L. 149
3.2.8 Caractérisation géométrique de la sommabilité. . . . . 151
3.2.9 Les transformations de Borel-Laplace. . . . . . . ... 161
3.2.10 Les séries multisommables. . . . . . . .. ... .. ... 165
3.2.11 Le corps des séries multisommables. . . . . . . . .. .. 174
3.2.12 Multisommabilité des solutions formelles
d’équations différentielles linéaires. . . . . . . . . . .. 176

4 Générateurs topologiques du groupe de Galois différentiel. 179

4.1 Les multiplicateurs de Stokes. . . . . .. .. .. ... ... .. 179
41.1 Lecorps K4 . 179
4.2 Le théoreme de densité. . . . . . . . ... 184



Chapitre 1

Théorie de Galois Différentielle
Classique

1.1 Rappels classiques

Soient K un corps commutatif et f(X) un polynome sur K sans racine
multiple. Soit E un corps de rupture pour f(X) sur K, i.e. il existe des
éléments &, ..., &, dans E tels que B = K(&,...,&,) et f(X) =], (X —
&:). Le groupe de Galois du polynome f(X) sur le corps K, Galg(f), est
le groupe des isomorphismes du corps E qui laissent fixe tout élément de
K. Sio € Galg(f), on a f(o(&)) = o(f(&)) = 0,1 < i < n, donc la
restriction de ¢ & I'ensemble, & = {&;,...,&,}, des racines de f(X) dans F
est une permutation des racines de f(X). Soit Sg¢ le groupe des permutations
de 'ensemble &. Alors la restriction a & induit I’homomorphisme de groupes
Galg(f) — Sg. Cet homomorphisme est injectif car £ = K({1,...,&,). On
peut donc considérer Galg (f) un sous-groupe de Sg. Alors Galg(f) jouit les
propriétés suivantes :

(1) Soit a € E wvérifient o(a) = « pour tout o € Galg(f), alors a € K.

(2) Soit o € Sg. Alors o € Galg(f) si et seulement si pour tout polynome

P(Xy,...,X,) € K[Xy,...,X,] ona

P(Sl»--'afn) :Oép(a(fl)v“'?g(gn)) = 0.

La propriété (2) peut s’interpréter en disant que le groupe de Galois de f(X)
est formé par les permutations de ses racines qui sont ”indiscernables” de
I'identité au regard du corps de base K.

On montre (2). Soit ¢ : K[Xy,...,X,] — FE I’homomorphisme d’an-
neaux tel que ¢|x = Id|x et ¢(X;) = &, et soit p I'idéal premier Kerg,
alors ’homomorphisme ¢ induit un isomorphisme entre le corps E et le



corps de fractions de I'anneau integre K[X7,..., X,]/p. Soit 7 une permu-
tation de 'ensemble {1,...,n} telle que la permutation (&) = &) sa-
tisfait la propriété (2). On considere I'isomorphisme ¢ : K[Xq,...,X,] —
K[Xy,...,X,] défini par ¢|g = Id|x et ¥(X;) = X;(). Alors ¢(p) = p; en
effet, D(P)(Enr.. &) = P(o(&),...,0(£,)) done ¥(p) C 93 si (p) ctait
strictement contenu dans p on aurait une chaine infinie strictement crois-
sante d’idéaux p C ¢ ~(p) C ¥~ (v ~(p)) C ..., en contradiction avec la
noethérianité de K[Xj,...,X,]. Donc ¢ s’étend & un isomorphisme de E
dans E qui envoie &; sur &(;).

Exemple 1.1 Soit f(X) = X® — bX? 4+ ¢X — d € Q[X] sans racines sur
Q (en particulier, sans racine multiple). Notons &1, &, &3 les racines de f(X)
dans C, 0 = (& — &)(& — &)(& — &) et A = 6% (on rappelle que A =
—4b3d + b*c® + 18abc — 4c® — 27d* € Q). Si A a une racine carrée dans Q
(0 € Q), on considere le polynome R(X7, X, X3) = (X7 —X2)(Xo—X3)(X35—
Xp)—0 € Q[X1, Xo, X3]; si 7 est une permutation de trois éléments on a que
R(&1), &), &-(3)) est égal a zéro si et seulement si 7 est paire, donc le groupe
Galg(f) est contenu dans les permutations paires de trois éléments (en fait,
on a ’égalité puisque f n’a pas des racines dans Q, donc Galg(f) # {1}). Si A
n’a pas de racine carrée dans Q, alors Galg(f) est le groupe de permutations
de trois éléments (si Galg(f) est un sous-groupe propre alors il doit étre
contenu dans le sous-groupe des permutations paires, donc ¢ serait invariante
par Galg(f), et alors § € Q).

1.2 Rappels d’algebre différentielle.

Un anneau différentiel ordinaire est une paire (A4, J) ou A est un anneau
commutatif et ¢ est une dérivation sur A, c’est a dire, une application

0:A— A
satisfaisant

d(a+0b)=0d(a) +6(b), a,beA,
da-b)=a-06(b)+d(a)-b, a,be A.

Dans le cas ou A est un corps, on parlera de corps différentiel. L’ensemble
Const(A) ={a € A|d(a) =0}

est un sous-anneau (un sous-corps, si A est un corps) de A : le sous-anneau
des constantes.



Soient (A1, ;1) et (Ag,d2) deux anneaux différentiels ordinaires. Un mor-
phisme d’anneaux différentiels f : (A1, 1) — (Asz, d2) est un morphisme d’an-
neaux f : Ay — A qui satisfait f(d1(a)) = do(f(a)) pour tout élément de
I’anneau A si le morphisme f est injectif on dira que (As, dy) est une exten-
sion différentielle de (Ay,d1) via f. Soient f; : A — By et fo : A — By deux
extensions différentielles de A. On dit que ¢ : By — By est un A-morphisme
différentiel si il est un morphisme d’anneaux différentiels tel que ¢ o f1 = fs.

Dorénavant on omettra I'adjectif “ordinaire” pour les anneaux différentiels.
On notera par ¢ la dérivation de 'anneau différentiel quel qu’il soit, et
par a’,a”,...,a™ les éléments §(a),d(d(a)),...,6" (a), avec la convention
a=a% =§0(a).

Un idéal a d’'un anneau différentiel A, est dit idéal différentiel s’il est
stable par la dérivation, c’est a dire, si d(a) C a. Le noyau d’un morphisme
différentiel est un idéal différentiel. Si Ay est un sous-anneau (resp. un sous-
corps) de A tel que 0(Ay) C Ap on dira qu’il est un sous-anneau différentiel
(resp. sous-corps différentiel). Soit ¥ un sous-ensemble de A, on notera par
Ap{X} (resp. par Ag<¥>) le plus petit sous-anneau différentiel (resp. sous-
corps différentiel) de A qui contienne Ag et 'ensemble ¥ (Ap{%} existe tou-
jours; Ap<X> existe pourvu que A soit un corps).

Soit a C A un idéal différentiel de I’ anneau différentiel A. L’anneau A/a
est un anneau différentiel muni de la dérivation g définie par dp(amod a) =
d(a)moda. Si S C A est une partie multiplicative de A, on munit ’anneau
de fractions S~'A d’une structure différentielle par

5(a)'s—a~6(s)‘

52

5(%) =

a
S

Dans les deux cas, les applications naturelles, A — A/a et A — S71A, sont
différentielles.

Soient A C B et A C C deux extensions différentielles. L’anneau produit
tensoriel, B® ,C, est muni de la dérivation

5(2 bi®0i) = Z(d(bl)@)q + b$®5(01) ), b; € B, ¢c; € C.

Exercice 1.2 Soit A un anneau différentiel. On considere I’anneau des polynomes
A[X;;i € I] sur A en les indéterminées X;, i € I, ou I est un ensemble ar-
bitraire. Soit { P;(X)};c; une famille des polynémes de A[X;;¢ € I]. Montrer
qu’il existe une unique dérivation ¢ sur A[X;;i € I| qui étend la dérivation

de A et telle que 0(X;) = P(X), i€ I.

Soit A un anneau différentiel. On considere 'anneau des polynomes Aly; ;]
sur A en les indéterminées y; ;, lin, j € N. Il existe une dérivation unique
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§ sur Aly; ;] qui étend la dérivation de A et telle que 6(y; ;) = ¥i j+1. On ap-

pellera Aly; ;| l'anneau des polynémes différentiels sur A dans les indéterminées
différentielles yy, ..., yn, et il sera noté A{yi,...,y,}. Il satisfait la propriété

suivante : soit f : A — B un morphisme d’anneaux différentiels, soient

bi,...,b, des éléments de B ; alors il existe un unique morphisme d’anneaux

différentiels ® : A{y1,...,yn} — B tel que ®|4 = f et ®(y;0) = b; (donc

O(y; ;) = bgj)). Pour alléger la notation, on pose y; = y; o, et dans le cas d’'une

seule indéterminée différentielle y on pose A{y} = Afy, v/, v",...,y",.. ]

ot les éléments vy, y',y",...,y", ... sont des indéterminées sur A et on a

3(y) =y, o(y™) =y

1.3 Equations différentielles linéaires, systéemes
différentiels, connexions.

Soit (K, d) un corps différentiel. Un systéme différentiel d’ordre un et rang
n sur le corps différentiel K est donné par

ou A= (a;;) € Mat, ,(K) et yi,...,y, sont des indéterminées différentielles
sur K. On notera ce systeme par (A 4), ou bien par (A) s’il n’est pas nécessaire
de spécifier la matrice A. Soit K C F une extension différentielle d’anneaux.
L’ensemble des solutions du systeme différentiel (A) a valeurs dans F est
I’ensemble

n
Solp(A) ={f' = (fi,....fa) €F" | f{ = aijf;, 1lin}.

j=1
La somme de deux solutions est une solution, et le produit d’une solution
par une constante est une solution, donc Solg(A) est un module sur I'an-
neau Const(F'). Si F' est un corps, alors Solp(A) est un espace vectoriel sur
Const(F).

Si M = (m;;) est une matrice a coefficients dans un anneau différentiel

A, on note M" = (mj ;). On a

(M-NY=M-N+M-N'

Soit M € GL(n, A), le groupe des matrices carrées a coefficients en A et
inversibles dans A. En dérivant 1'égalité M - M~! = Id on obtient

(MY =—-M"1 M -M



Définition 1.3 Une matrice fondamentale pour le systéme (Aa) a coeffi-
cients dans F' est une matrice U € GL(n, F') telle que U' = A - U.

Lemme 1.4 Soient U,V € GL(n, F') matrices fondamentales pour le systéme
(A4). Alors, il existe une unique matrice C' € GL(n, Const(F)), telle que

U=VvV-C.
Preuve. En dérivant V1 - U on obtient
VY. U+v?t U=~V AV.VIU+VT A.U=0.
Alors C =V~ U € GL(n, Const(F)). 1

Proposition 1.5 Soit F' un corps. Le Const(F') espace vectoriel Solg(A) est
de dimension au plus n.

Preuve. Supposons qu'on a n + 1 solutions ff,..., ff,; € F™ linéairement
indépendants sur Const(F"). On considere les matrices

U=[flei i) V= fol.

On va montrer que U et V' sont matrices fondamentales pour (A). Comme
les colonnes de U et V sont des solutions, ona U' = A-Uet V' =A-V. 1l
faut montrer U,V € GL(n, F'). Comme F est un corps il suffit de montrer
que leur déterminants sont différents de zéro. Supposons det(U) = 0. Alors
il existe A = (Aq,...,\,) € F™, X\ # 0, tel que UN = 0. On choisit A de tel
sorte qu’il soit minimal en le nombre des composantes différentes de zéro. Il
existe une composante A\ # 0. On divise par \g, et on peut supposer que
A, = 1. En dérivant 'égalité UN* = 0 on obtient

0=UN+UN"=AUN +UN' =UN".

Le nombre des composantes différentes de zéro de X est plus petit que celui
de A. Par la minimalité de A, on a X' = 0. Alors f{,..., f! sont linéairement
dépendantes sur Const(F'), ce qui contredit notre hypothese. De la méme
fagon on montre det(V') # 0.

Par le lemme précédent il existe une matrice des constantes C' telle que
U=V-C.Alors f!,, dépend linéairement fi,..., f sur Const(F). 1

Dans I'exemple suivante on montre que ’hypothese sur F' d’étre un corps
dans la proposition précédente ne peut pas étre remplacé par celle d’étre
un anneau integre. Elle pourra étre remplace par celle d’étre un anneau
différentiel simple, notion qu’on introduira plus tard.



Exercice 1.6 Soit K = C[[X]][X '] 'anneau des séries formelles méromorphes
avec la dérivation usuelle §(X™) = mX™ 1. On considere le systeme différentiel
de rang un
y = X2y

Montrer, en utilisant 'ordre d’une série, que aucune série y(X) € K vérifie
y'(X) = X 2y(X). On considere 'anneau des polynomes Kw,t] avec la
dérivation w’ = X 2w et t' = X~?t. Montrer que Const(K[w,t]) = C. Pour-
tant, w et t sont deux solutions linéairement indépendants sur C. On remar-
que que w/t est une constante dans le corps K (w,t). I

Une équation différentielle linéaire d’ordre n sur K est une expression
P(y) =0 (1.1)
ou P(y) est un polynome différentiel dans la variable différentielle y :
Ply)=ap-y+a -y + - +a1-y" V+y™,  aqeK

Soit K C F une extension différentielle d’anneaux. L’ensemble des solutions
de l’équation différentielle (P(y) = 0) dans F' est I’ensemble

Solp(P)={veEF|ag-v+ar v+ 4 ap_y - 0"V 40 =0}
Cet ensemble a une structure de module sur 'anneau Const(F).

On associe classiquement, a 1’équation P(y) = 0, le systeme différentiel
de rang n,

Y'=Ap-Y,
ou la matrice Ap est donnée par
0 1 0 0
0 0 r .- 0
Ap = e ) (1.2)
0 0 0o .- 1
—Gp —a1 —az - —0p—1

L’application
SOlF(P) — SOIF(AAP)

v o= (0,0, .., D)

(1.3)

est un isomorphisme de Const(F')-modules. Donc, dans le cas ou F' est un
corps, d’apres la proposition 1.5, la dimension du Solg(P) sur Const(F) est
au plus n.

Dans l’exemple suivante on montre que Const(F) peut étre plus grand
que Const(K), et donc la dimension de Solp(P) sur Const(K) peut étre plus
grand que n.



Exemple 1.7 On considére le corps différentiel K = C[[X]] [X!] avec la
dérivation usuelle, 6(X™) = mX™ . Soit K[w] 'anneau des polynomes sur
K en l'indéterminée w avec la dérivation §(w) = 0. Soit L son corps de
fractions : L = K(w). On a que Const(K) = C et que Const(L) = C(w). On
considere 'équation différentielle P(z) = 2’ — z = 0. Nous avons Sol;(P) =
{AMw) - exp(X) | A(w) € C(w)}. Cet espace est de dimension 1 sur Const(L)
et de dimension infinie sur Const(X). I

Soit (Aa) le systeme différentiel Y’ = A -Y d’ordre un et rang n sur le
corps différentiel K.

Soit @ € GL(n, K) une matrice inversible, on considere les indéterminées
différentielles z,..., 2z, sur K, reliées aux indéterminées yi,...,y, par les
relations Z = (21,...,2,) = Q- (y1,...,yn)" = QY. Alors le systeme (A) se
transforme dans le systeme (Agy)

Z'=Q - Y+QY =Q Y+Q AY=(Q-Q'+Q-A-Q7)Z=%42Z,

ol on note
U=Q-Q'+Q-A-Q".
L’application
SOlF(A) — SOIF(AQA)
f = Q ' f7
est un isomorphisme de Const(F')-modules. On a ainsi une action & gauche
du groupe GL(n, K) sur I'ensemble des systemes différentiels sur K. Deux
systemes différentiels (A4) et (Apg) seront dits équivalents relativement au
corps de base K, s’ils appartiennent a la méme orbite, ¢’est-a-dire, s’il existe
une matrice Q € GL(n, K) tel que B = %A.

Le lemme suivante, dite du vecteur cyclique, montre 1’équivalence entre
les notions de systeme différentiel d’ordre un et rang n avec celle d’équation
différentielle linéaire d’ordre n sur un corps différentiel K de caractéristique
zéro avec d’éléments non constantes. Il y a plusieurs preuves de cette lemme,
cette que on présente ici est empruntée de [2] (voir aussi [5]).

Lemme 1.8 (Vecteur cyclique) Supposons que le corps K est de caracté-
ristique zéro et Const(K) # K. Etant donné un systéme différentiel (A 4)
d’ordre un et de rang n sur K, il existe au moins une matrice inversible
Q € GL(n, K) telle que le systeme différentiel (Aq,) est un systéme associé
a une équation différentielle linéaire d’ordre n sur K.

Preuve. 1l s’agit de trouver une matrice inversible @) sur K telle que la matrice
Q-Q'+Q-A-Q7!
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soit de la forme 1.2. Si on cherche

€1
Q = ) e; € Kn?
eTL
il suffit que 'on ait ;1 = €’;+e;A pour 1jn—1 et que les éléments e, ..., e,

soient K-linéairement indépendants. Notons par X I'opérateur sur K™ défini
par X(e) = ¢’ +eA. 1l s’agit de trouver un vecteur e € K™ tel que les vecteurs
e, X(e),X%(e),..., X" (e) soient K-linéairement indépendants. Soit t € K
tel que ¢’ # 0. On considere I'opérateur X, Xy(e) = £3(e). Pour a € K et
e € K™ on a que
. t
Yi(ae) = p(a)e + aXi(e), ou pla) = ya'. (1.4)
Pour tout vecteur e € K" et m € N, le sous-espace vectoriel de K" engendré
par les vecteurs e, X(e), ..., X" (e) est égal a celui engendré par les vecteurs
e,Y¢(e),X2(e),..., X7 (e) car on a les égalités suivantes
N i1
Si(e) = (5) Sie)+ Y N Y(e),  NEK, 2<i<m.
j=1
Soit m le plus grand entier tel qu’il existe un vecteur e pour lequel les vecteurs
e, Si(e), X2(e), ..., 57 (e) soient lindairement indépendants. Si m < n, il
existe un vecteur f linéairement indépendant des vecteurs e, 3;(e), X2 (e), . . .,
Y7 (e). Pour A € Q C K et k € N on note vy, = e + MFf. De I’équation
(1.4) et du fait que u;(t*) = kt* on déduit les égalités suivantes

Uxg = € + )\tkf
Si(oak) = Bile) + XF(S(f) + kf)
SHuak) = XE(e) + MF(Z(f) + 2k (f) + K2 f)
SPoak) = TP(e) + MEER() + - (RS (f) -+ ET).
Comme les vecteurs v j, X¢(Ua k), - - - » 2p (U k) sont linéairement dépendants,

leur produit extérieur z) j est nul. On a que

m—+1

Nk = Z )\ltZk . u)i(k;),
=0

ou les vecteurs w;(k) ne dépendent pas de A. Comme z,; = 0 pour tout
A € Q, on a que w;(k) =0 pour 0im + 1 et k € N. En particulier

wl(k):ij-ij:O, k € N.
j=0
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Comme le vecteur w; ; ne dépend que de e et f, alors w; ; = 0 pour 0jm. En
particulier
wim =eASi(e) A AZ]He) A f =0,

ce qui est absurde, donc m = n. 1

On a ainsi vu que chaque orbite pour I'action de GL(n, K) sur I'ensemble
des systemes différentiels sur K d’ordre un et de rang n contient au moins
un systeme associé a une équation différentielle d’ordre n.

Définition 1.9 Soit E un anneau différentiel et W un E-module. Une con-
nexion sur W est la donnée d’une application linéaire V : W — W wvérifiant
la regle de Leibniz

V(aw) = d'w + aV(w), a€E,weW.
On dira que w € W est une section horizontale pour la connexion V si
V(w) = 0.

Soient W un E-module libre de dimension fini et V une connexion sur
W. Soit w = {wy,...,w,} une E-base de W, alors il existe des éléments
a;; € E, 1i, jn, tels que pour tout j on a V(w;) = — > | a; jw; (on écrira
cette relation V(wy,...,w,) = —(w1,...,wy,) - A, ou A = (a;;)). Si v =
Y Ajwj,  Aj € E, on a que

V(v) = Y (Nw4AV(w))) = Y (Nw=A; > aijwi) = > (Ne=>_ N )wy,
j=1 j=1 i=1 k=1 j=1
(1.5)
ou bien matriciellement,
Al A} Al
v((wla"'awn) ):<w17"'7wn)' —A- )
An AL An

donc I'élément v est une section horizontale pour la connexion V si et seule-
ment si (A1,...,\,)" est une solution du systeme différentiel (Ay) :

Y/:AK ou A:(am) lin -
15

an

Etant donnée une matrice A € Mat,, ,(K) et une base w de W, on peut
définir une connexion sur W suivant I’équation 1.5. Pour chaque base w de
W on a donc une application surjective

U, : { connexions } — { systemes différentiels }
V = (Aa), V(wy,...,w,)=—(wy,...,w,)- A.

12



Siv ={v1,...,v,} est une autre base de W et (vy,...,v,) = (wy,...,w,): P,
avec P € GL(n, K), on a que

V(vi, ... v,) = (wy,... ,wn)(P'—A-P) = (vg,... ,vn)-(P_l-P’—P_l-A-P).
Posons @ = P71, comme (Q7') =-Q'-Q -Q ' ona
Vv, ... vn) = —(v1,...,05) - (Q' Q! ~|—Q-A-Q*1) = —(v1,...,0,) - A,

Le systeme W, (V) est ainsi le transformé du systeme ¥,,(V) par la matrice
Q, ou v - Q = w. Les systemes ¥, (V) et ¥, (V) appartiennent a une méme
orbite de I'ensemble des systémes sous I’action du groupe GL(n, K).

On dit que deux connexions V, V' : W — W sont linéairement équivalents
s’il existe un isomorphisme de K-espaces vectoriels o : W — W vérifiant
V'oo=00V.

Soit K un corps différentiel. On a une bijection entre les classes d’équi-
valence linéaire de connexions sur le K-espace vectoriel W (dimyg W = n)
et les orbites sous l'action du groupe GL(n, K) de I'ensemble des systemes
différentiels d’ordre un et de rang n.

Si K C F est une extension d’anneaux différentiels, et V est une connex-
ion sur le K-espace vectoriel W, on définit naturellement une connexion V
sur le F-module W ® . F' par

VW@ F — W& ,.F
waf — V(w)ef+waf

Exercice 1.10 Vérifier que V est bien défini et que c’est une connexion.
Soit w = {wy, ..., w,} est une base de W. Montrer que {w;®1}, 1 <i <mn,
est une base du F-module W ® ,F. Sion a V(w;) =—>_" | a; jw; alors

wj®1 Za” w;®1).

Etant donnée une base w de W, on a un isomorphisme de Const(F)-
modules entre Uespace des sections horizontales pour V dans W ® K et
Solp (¥, (V)). Si v est une autre K-base de W, avec v - @ = w, on a le
diagramme commutatif suivant

{ vecteurs horizontaux pour V} —  Sol (¥, (V))
)\1wl++)\n'wn ()\1,...,)\n)t

N !
SolL (¥, (V))

Q- (A,

dans lequel toutes les fleches sont des isomorphismes.
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1.4 Extensions de Picard-Vessiot.

Soit (K, ) un corps différentiel a corps de constantes algébriquement clos
et de caractéristique zéro. Soit (A) le systeme différentiel Y = A-Y d’ordre
un et rang n sur K.

Définition 1.11 (Extensions de Picard-Vessiot de corps. Définition classique)
On dira que [’extension de corps différentiels K C L est une extension de
Picard-Vessiot de corps associée au systeme Y' = A-Y si les trois propriétés

suivantes sont satisfaites :

(i). 1l existe une matrice U = (u; ;) € GL(n, L) vérifient U' = A - U.

(ii). On a L = K(u;;), c’est a dire L est le plus petit sous corps de L qui
contient K et les éléments u;;, 1 < 1,5 <n.

(iii). On a Const(K) = Const(L).

Remarque 1.12 Dans la section 1.4.1.4 on montrera que la condition Const(K') =
Const(L) peut étre remplace par la condition suivante : (iii)’ le corps L est

le plus petit sous corps différentiel de L vérifiant les propriétés (i) et (ii) de

la définition précédente. Si L vérifie (i), (ii) et (iii), il est facile montrer que

L vérifie (iii)’. En effet, si V = (v; ;) est une autre matrice fondamental dans

L, d’apres le lemme 1.4 il existe une matrice C' € GL(n, Const(L)) telle que
U=V -C. Comme Const(L) = Const(K) on a K(v; ;) = K(u; ;) = L. Donc

tout sous corps de L contenant une matrice fondamental est égal a L.

Exemple 1.13 Soit K = C{X}[X '] le corps différentiel des séries méro-
morphes convergentes a ’origine de C avec la dérivation usuelle. On considere
le systeme différentiel (A) d’ordre un et rang deux

X2 0
— .
Y= ( 0 —2X? ) v

On considere anneau des polynomes K[z, w] avec la dérivation qui étend

celle de K et vérifient 2/ = —X 2z et w' = —2X 2w. Cette dérivation
. . : 0
s’étend sur le corps de fractions K(z,w). La matrice U = g w est

une matrice fondamental pour le systeme différentiel. Alors le corps K(z,w)
vérifie les propriétés (i) et (ii) de la définition ci-dessus, mais il ne vérifie pas
la troisieme condition car 1’élément 22 /w est une constante qui n’appartient
pas a K. En fait, la matrice ( S
dans le corps K(z). On va montrer que Const(K(z)) = Const(K) = C. Donc

0 . .
2 est aussi une matrice fondamental
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K C K(z) est une extension de Picard-Vessiot de corps associée au systéme
différentiel (A). Soit p(2) = ap + a1z + - - - + a,2" € K[z]. On note

P(z) = ay+aiz+---+a,z",
9p(2)

5 = a;+2a9z - +naz"" L.
z
On a alors o p(2)  op(2)

/ / / p z p

= —_— X

p(2) =0 (z) + 2= = p(z) = X

Sip(z)) =0,onaa =0eta; = —jX%a; pour 1 < j < n. L’équation
différentiel ' = —X "2y n’a que la solution nulle dans K (si la série a € K

est non nulle et d’ordre v, alors la série a’ est d’ordre > v — 1, et la série
—X2q est d’ordre v—2). Alors ag € Const(K) = Ceta; =0pourl < j < n.
Soient p(z), ¢(z) € K|[z] premiers entre eux et tels que (p(z)/q(z))/ = 0. Ceci

entraine que
() - x 222Dy ) = p(a) (g () — x 2285,

Comme K|z| est un domaine de factorisation unique, il existe a € K tel
que aq(z) = ¢(z) — X~ 2zaq . Soit q(2) = Y7027 On a alors b =
ab; + jX ?b;. En ralsonnant sur 'ordre de b;, on montre que b; = 0 pour
1 < j <m. Donc p(z)/q(z) € Const(K]|z]) = C. I

Définition 1.14 (Anneau différentiel simple) On dira que un anneau
différentiel E est simple si les seuls idéals différentiel de E sont (0) et E.

Définition 1.15 (Extensions de Picard-Vessiot d’anneaux) On dira que
l’extension d’anneaux différentiels K C E est une extension de Picard-Vessiot
d’anneaux associée au systeme Y' = A-Y si les trois propriétés suivantes
sont satisfaites :

(i). 1l existe une matrice U = (u; ;) € GL(n, E) vérifient U' = A-U.
(ii). On a E = Klu;, ﬁw)], c’est a dire E est la sous algébre de E qui
contient K, les éléments u; ;, 1 <1i,j <n, et 1/det(U).

(iii). L’anneau E est un anneau différentiel simple.

Remarque 1.16 L’anneau F = Ku; est un anneau différentiel. En

1
J7 det(D) ]
effet, on a

n

I —

ui,j = E CLN’U/jJ GE,
=1

(detl(U)>, - _(g%)ﬁw) €E.
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On remarque que si K C F est une extension de Picard-Vessiot d’anneaux
(resp. de corps) associée au systeme (A,), elle est aussi une extension de
Picard-Vessiot d’anneaux (resp. de corps) associée a tout systeme différentiel
dans la méme orbite de (A 4) sous l'action du groupe GL(n, K). En effet, soit
U = (u;;) une matrice fondamental & coefficients dans F. Soit () € GL(n, K).
La matrice QU € Mat,, ,(L) est une matrice fondamentale pour le systéme

(AQA). OIl a

K[QU,1/det(QU)] = KI[U,1/det(U)],
KQU) = K(U).

Définition 1.17 Soit V une connexion sur un K-espace vectoriel W de di-
mension fini. Soit w = (wy,...,w,) une base de W. Soit A la matrice a co-
efficients dans K tel que V(w) = —(w) - A. Soit (A,) le systeme différentiel
Y' = AY. On dira que l'extension K C F est de Picard-Vessiot d’anneaux
(resp. de corps) associée a la connexion V si K C F est une extension de
Picard-Vessiot d’anneauzx (resp. de corps) associée au systéme différentiel
(A4). D’apres la remarque précédente, cette notion ne dépend pas du choiz
de la base de W.

Soit P(y) = 0 une équation différentielle linéaire d’ordre n sur K. Soit
(Aa,) le systeme différentiel associé o P(y) = 0. On dira que [’extension
K C F est de Picard-Vessiot d’anneaux (resp. de corps) associée a l’équation
P(y) =0 si K C F est une extension de Picard-Vessiot d’anneauz (resp. de
corps) associée au systéme différentiel (Aa,).

1.4.1 Sur ’existence et ’unicité des extensions de Picard-
Vessiot.

1.4.1.1 Propriétés des anneaux différentiels simples

Lemme 1.18 Soit R un anneau différentiel qui contient Q. Si a est un idéal
différentiel de R, alors lidéal rad(a) = {a € R | In,a™ € a} est un idéal
différentiel.

Preuve.Soient a € R et n € N tels que a™ € a. En dérivant et puis, en divisant
par n, on obtient " !a’ € a. Soit 1 < k < n—1. Supposons a” *(a’)?**~1 € a.
En dérivant, on obtient que (n —k)a™*=1(a’)?* + (2k — 1)a"*(a’)?*2a" € a.
On multiplie cette expression par @’ et on obtient que (n—k)a™*~1(a")?**! €
a, donc a"~**+(¢")2+10)=1 ¢ q. On applique n — 1 fois le résultat précédent
et on obtient que (a')?*"! € a. 1
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Lemme 1.19 Soit R un anneau différentiel simple contenant Q. Alors R
est un domaine d’intégrité et son corps de fractions a le méme ensemble de
constantes que R.

Preuve. L’idéal {0} est un idéal différentiel et par le lemme précédent rad({0})
aussi. Comme R est simple et 1 ¢ rad({0}), on arad({0}) = {0}. Soit a € R,
I'ensemble a = {b € R | In,a™b = 0} est un idéal différentiel (si a™b = 0 alors
na"ta'b + a™’ = 0 et en multipliant par a on a a"™'¥ = 0). Comme a ne
peut pas étre égal & R (R n’a pas d’éléments nilpotents), on a a = {0}, donc
R est un domaine d’intégrité. Soit ¢ une constante du corps de fractions de
R. L’ensemble {a € R | ac € R} est un idéal différentiel de R différent de
I'idéal zéro, donc égal a R et c € R. 1

Lemme 1.20 Soit K un corps différentiel de caractéristique zéro a corps
de constantes C' algébriquement clos. Soit K C E une extension d’anneaux
différentiels telle que E soit une K-algebre de type fini et E soit un anneau
différentiel simple. Alors l'anneau des constantes de E est C. Si L est le
corps de fractions de E (E est un domaine d’intégrité par le lemme 1.19), le
corps des constantes de L est C'.

Preuve. Par le lemme 1.19, Const(E) = Const(L), donc Const(F) est un
corps. Soit a € Const(F). Il suffit de montrer que a est algébrique sur K.
En effet, soit f(X) = X™ + A\, 1 X™ ! + -+ + )\ son polynéme minimal ;
en dérivant I’égalité f(a) = 0 on obtient N, ;a™ ' + .-+ + X\, = 0, donc
A, =0, c’est a dire, a est algébrique sur les constantes de K, et comme C' est
algébriquement clos, a € C.

On montre que a est algébrique sur K. D’abord, on donne une preuve
en utilisant un peut de géométrie algébrique, puis on traduit cette preuve en
termes algébriques élémentaires.

Ona E = Klz1,...,2m, OU 21,...,2m € E et K[z1,...,2y] est le plus
petit sous-anneau de E que contient K et les éléments 21, ..., z,. On peut
considérer E' comme 'anneau des fonctions polynomiales d'un sous-ensemble
algébrique Z de K™. Alors, I'image par a de Z est, soit un sous-ensemble
fini de la droite K, soit la droite entiere sauf un nombre fini de points. Pour
r € Q on a que a + r est inversible dans Const(E), donc dans E. Alors,
I'image de Z par a ne contient pas Q C K, donc cette image est un nombre
fini des points Ay, - -+, As € K. Alors P(X) = [['_;(X — ;) s’annule en a.

Voici la méme preuve en termes algébriques. Supposons que a n’est pas
algébrique sur K. Soit L le corps de fractions de F (F est un domaine

d’intégrité par le lemme 1.19). Soit {x1, ..., x,} une base de transcendance de
Lsur K telleque x;y =aetx; € Epouri=1,...,r. Soit B = Klz1,...,zp]
Alors z; est algébrique sur K(z1,...,z,). Il existe f; € Kzy,...,z,] tel que
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z; soit entier sur K[zy,..., %, f—lj] Soit f = f1-+ fm,alors B = E[%] est entier
sur A = Klxy, ..., z,, %] Pour r € Q on a que a+r = x;+r € A est inversible
dans Const(F), donc dans B. Si y € A est inversible dans B, alors y est in-
versible dans A. En effet, soit z € B tel que yz = 1. Soient aq,...,a,_1 € A
tels que 2" + ap_12"" 1 + -+ 4+ ag = 0. On multiplie cette égalité par y"*

et on obtient z € A. Alors z; + r est inversible dans K|[zy,...,z,, %], donc
x1 + r est un facteur de f dans 'anneau des polynémes Klz1, ..., .|, mais
f ne peut pas avoir qu'un nombre fini de tels facteurs. 1

Corollaire 1.21 Soit K un corps différentiel de caractéristique zéro a corps
de constantes algébriquement clos. Soit K C FE une extension de Picard-
Vessiot d’anneauz associée au systéme différentiel (A). Alors

Const(K) = Const(E).
Soit V = (v; ;) € GL(n, E) vérifient V' = AV. Alors
E = Klv;;,1/ det(V)].
Preuve. Soit U = (u; ;) € GL(n, E) vérifient U’ = AU et
E = Klu;;,1/ det(U)].

Alors E est une K-algebre de type fini et un anneau différentiel simple, donc
Const(K) = Const(FE). Il existe une matrice C' € GL(n, Const(FE)) telle que
U =VC. Comme Const(E) = Const(K), on a

E = Klu;;,1/det(U)] = K[v;;,1/det(V)]. s

1.4.1.2 Existence des extensions de Picard-Vessiot

Soit K un corps différentiel a corps de constantes algébriquement clos et
de caractéristique zéro. Soit (A) le systeme différentiel Y’ = AY d’ordre un
et rang n sur K.

Lemme 1.22 Soit K C R une extension de Picard-Vessiot d’anneauzr as-
sociée au systeme (A). Alors le corps de fractions L de R est une extension
de Picard-Vessiot de corps associée a (A).

Preuve. Par le lemme 1.19 'anneau R est un domaine d’intégrité. Soit L son
corps de fractions. Soit U = (u;;) une matrice fondamentale a coefficients
dans R. On a R = KJu; ;,1/det(U)], alors L = K(u; ;). L’anneau R est une
K-algebre de type fini. D’apres le lemme 1.20 on a Const(K) = Const(R) =
Const(L). [
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Théoréme 1.23 [l existe une extension K C R de Picard-Vessiot d’anneauz
associée au systeme (A). Le corps de fractions L de E est une extension de
Picard-Vessiot de corps associée a (A).

Preuve. Soit A = (a;;). On considere 'anneau de polynémes K[X; ;1 <
i,7 < n] avec la dérivation qui étend celle de K et qui vérifie

n

X;j = Zai,ka,j, 1 S Z,j S n.
k=1

Cette dérivation c’étend sur son corps de fractions K(X; ;). Le polynome
det(X; ;) est non nul. On considere 'anneau différentiel

1

T =K[X,,, det(Xi,j)} C K(Xi;).

Soit 3 I'ensemble des idéaux différentiels de 7" différentes de T'. L’idéal (0) €
Y. Etant donnée une chaine {a;}ies totalement ordonnée des éléments de
¥, son réunion |J;.;a; € X. D’apres le lemme de Zorn, il existe un idéal
différentiel maximal a différent de 7. L’anneau R = T/a est un anneau
différentiel simple. Si on écrit )_(i,j =X;;+a,ona

. 1

R=K[X,;, ——]
s det(Xi,j)]

Finalement on a (X; ;) = A(X;;). Ceci montre que R est une extension de
Picard-Vessiot d’anneaux associée au systeme différentiel (A,). D’apres le
lemme précédente, le corps de fractions L de R est une extension de Picard-

Vessiot de (A). [

1.4.1.3 Unicité des extension Picard-Vessiot

Soit K un corps différentiel a corps de constantes algébriquement clos et
de caractéristique zéro. Soit (A) le systeme différentiel Y’ = AY d’ordre un
et rang n sur K.

Théoreme 1.24 Soient K C Ry et K C Ry deux extensions de Picard-
Vessiot d’anneaux associées au systéme (A). Alors il existe un isomorphisme
d’anneauz différentiels o : Ry — Ry tel que o(k) =k si k € K.

Preuve. On suit la preuve présentée dans [12]. On considere I’anneau différentiel
T = Ry ® Ry. Comme K est un corps, on peut considere R; et Ry comme
K espaces vectoriels no nulles, donc T # 0. Alors il existe un idéal différentiel
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maximal a de T différent de T. Soit T = T/a. Donc T est un anneau
différentiel simple. On considere les homomorphismes différentiels

ji: R — T, ji(r)=rel+a,
ja: Ry — T, ja(ry) = lors +a.

Comme 1®1 + a # 0, les homomorphismes j; et j, sont non nuls. Les an-
neaux différentiels R; et Ry sont simples, Ker(j;) et Ker(j2) sont des idéaux
différentiels, j; et jo ne sont pas nulles, alors j; et jo sont homomorphismes
différentiels injectifs. En particulier, K C T.
Soient U = (u; ;) et V = (v; ;) matrices fondamentales pour (A) a coeffi-
cients dans R; et Ry respectivement. On a
1 1

Rl = K[U@j, W], R2 = K[Um‘, W]

On note ai,j = ui,j®1 +a, 171'7]‘ = 1®Ui,j + a, U= (ui,j) et V= <@i,j)‘ Alors

]

_ 1 1
T'=K 71‘ B 72' j o ) =
(s Vs 3ot (T) Tot (V)

Donc 7T est une K algebre de type fini et un anneau différentiel simple, alors

Const(7") = Const(K). On a

i(Ry) = K[ai,j,@]g,
jo(Ry) = K[@,j,ﬁ(‘—/)]gf

Les matrices U et V sont matrices fondamentales pour (A) & coefficients
dans T'. Alors il existe une matrice C' € GL(n, Const(T)) tel que U =V - C.
Comme Const(T) C K, on a j;(R1) = j2(R,). Comme j; et j, sont injectifs,
ils sont isomorphismes différentiels avec leurs images j;(R1) et ja2(R2). Alors

4y ' o ji est un isomorphisme différentiel qui laisse fixes les éléments de K. 1

Théoréme 1.25 Soient K C L, et K C Ly deuxr extensions de Picard-
Vessiot de corps associées au systeme (A). Alors il existe un isomorphisme
de corps différentiels o : Ly — Ly tel que o(k) =k si k € K.

Preuve. Soient K C R lextension de Picard-Vessiot d’anneaux construite
dans le théoreme 1.23 et L son corps de fractions.

Soit K C M une extension de Picard-Vessiot de corps associée au systeme
(A). On va montrer qu’il existe un isomorphisme différentiel entre L et M
qui laisse fixes les éléments de K.
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Soient U = (u;;) et V = (v;;) matrices fondamentales pour (A) a
coefficients dans R et M respectivement. On a R = Klu;;,1/det(U)] et
M = K(U@j).

On considere T' = R® ;M. Comme K est un corps, R et M sont K
espaces vectoriels no nulles, alors T' # 0. L’homomorphisme M > m
lem € T injecte M dans T'. On a

1

W@l]. (16)

R® M = M[ui,j@l,
Ainsi T" est une M-algebre de type fini. Soit a un idéal différentiel maxi-
male de T différent de T'. Soit T' = T'/a. On considere les homomorphismes
différentiels

j1<7’) =rel + a,

jl R —
— J2(m) = lam + a.

T?
J2 M T,
Comme R est anneau différentiel simple et M est un corps différentiel, j; et
j2 sont homomorphismes différentiels injectifs. Ils sont donc isomorphismes
avec leurs images. En particulier M C T. D’apres 1'égalité (1.6) 1'algebre
T est un M-algebre de type fini. Par ailleurs 7 est un anneau différentiel
simple. D’apres le lemme 1.20 on a Const(7) = Const(M). Comme K C M
est une extension de Picard-Vessiot de corps, on a Const(K) = Const(M).
Alors Const(T) = Const(K).
On note ﬁi,j = U@j@l + a, 'l_}i,j = 1®Ui,j + a, U = ('L_LZ'J‘) et V = ('l_JZ'J). Alors

U et V sont matrices fonda}nentales a goefﬁgients dans T'. Alors il existe une
matrice C' € GL(n, Const(T")) tel que U =V - C. On a

Ji(R) = Kluy, ﬁ(m],

Jo(M) = K(vij).

Comme Const(T) C K et U =V -C on a ji(R) C jo(M). Alors on peut
considérer I’homomorphisme différentiel ¢ = j,'oj; : R — M. Onao(k) =k
si k € K. En particulier ¢ est non nulle. Alors o est un homomorphisme
différentiel injectif car R est simple. Alors o s’étend sur le corps de fractions
L de R. Finalement, la matrice (o(u;;)) est une matrice fondamental pour
(A) car o laisse fixes les éléments de K. Alors il existe une matrice C' €
Const(M)) tel que (o(u; ;) =V - C (en fait, cette matrice C' est la méme que
celle de I'équation U = V - (). Comme Const(K) = Const(M), on a donc
o(U-C7') = V. Ceci entraine que (L) = K(o(u;;)) = K(v;;) = M. Donc
o est un isomorphisme différentiel entre L et M. 1
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Corollaire 1.26 Soit K C M une extension de Picard-Vessiot de corps as-
sociée su systéme différentiel (A). Soit V = (v;;) une matrice fondamental
pour (A) a coefficients dans M. On désigne

1

R(M) = Klvi;, W]-

Alors R(M) ne dépend pas du choix de la matrice fondamentale V' et K C
R(M) est une extension de Picard-Vessiot d’anneauz associée au (A). En
particulier, R(M) est un anneau différentiel simple.

Preuve. Soit W = (w; ;) autre matrice fondamentale pour (A) a coefficients
dans E. Il existe une matrice C' € GL(n,Const(M)) tel que V. = WC.
Comme Const(M) = Const(K) on a

1 1

Kw, , W} = Klvi, W] = R(M).

Soit K C R l'extension de Picard-Vessiot d’anneaux construite dans le
théoreme 1.23 et L son corps de fractions. On a

1
R = Klu; j, ——=].
g det(U )]
Par le théoreme précédente il existe 0 : L — M un K-isomorphisme différentiel.
Alors (o(u;,;)) est une matrice fondamental pour (A) a coefficients dans E.
Donc

1
= Klo(u; ;), —————] = R(M).
0<R> [O’(U J) det(U(U))] R( )
Alors R et R(M) sont K-isomorphes différentiablement, en particulier R(M)
est un anneau différentiel simple. 1

1.4.1.4 Caractérisations des extensions de Picard-Vessiot
Proposition 1.27 Soit K C M une extension différentiel de corps. Le con-
ditions suivantes sont équivalentes.

(1) L’extension K C M est une extension de Picard-Vessiot de corps as-
sociée a (A).

(2) L’extension K C M wérifie les propriétés (i) et (ii) de la définition
d’extension de Picard-Vessiot de corps, et la propriété :

(i1i)" Le corps M est le plus petite sous corps de M vérifient (i) et (ii).
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Preuve. Le sens (1)=-(2). Si (v;,;) et (w; ;) sont deux matrices fondamentales
a coefficients dans M, il existe une matrice de constantes inversible C' vérifiant
(vij) = (wi;)C, donc K (v;;) = K (wi;).

Le sens (2)=-(1). D’apres les propriétés (i) et (ii) il existe une matrice
fondamentale V' = (v;;) pour (A) a coefficients dans M telle que M =
K (v;;). On considere 'anneau différentiel R = K[v; j, #(V)]

Soit K C R = Klu, ;, ﬁ(U)] I'extension de Picard-Vessiot construite dans
le théoreme d’existence. Soit L = K(u; ;) son corps de fractions. Soit T =
R® M, a un idéal différentiel maximale de T différent de T, et T = T'/a.
Alors T est une M-algebre de type fini et un anneau différentiel simple.
Donc Const(T) = Const(M). On considere les homomorphismes différentiels
injectifs j, : R — T, j1(r) = r@l +a, et jo : M — T, jo(m) = lem + a.
Soit U = (ji(uij)) et V = (ja(vi;)). On a U = AU et V' = AV. Les
matrices U et V sont inversibles. Alors il existe C' € GL(n, Const(T)) tel que
U = VC. Comme Const(T) = Const(M) on a j;(R) C jo(M). On considere
I’homomorphisme différentiel injectif o = j, ' o j; : R — M. Il s’étend sur le
corps de fractions L de R, o : L — M. Alors le sous corps o(L) de M vérifie
les propriétés (i) et (ii). Par la minimalité de M, on a o(L) = M. Donc L et
M sont corps différentiels K-isomorphes. Alors

Const(M) = Const(L) = Const(K). s

Proposition 1.28 Soit K C E une extension différentiel d’anneauz. Le con-
ditions suivantes sont équivalentes.

(1) L’extension K C E est une extension de Picard-Vessiot d’anneaux as-
sociée a (A). C’est a dire vérifie les propriétés suivantes
(i). Il existe une matrice U = (u; ;) € GL(n, E) vérifient U' = A - U.
(ii). On a E = Klu;;, m], c’est a dire E est la sous algébre de E
qui contient K, les éléments u; ;, 1 <i,j <mn, et 1/det(U).

(iii). L’anneau E est un anneau différentiel simple.

(2) L’extension K C E wvérifie les propriétés (i) et (iii) de la définition
d’extension de Picard-Vessiot d’anneauz et la propriété : (ii)” E est le
plus petite sous K-algébre de E vérifient (i) et (iii).

Preuve. L'implication (1)=-(2) est une conséquence du corollaire 1.21. Sup-
posons que lextension K C T vérifie (2). Alors E est un anneau différentiel
simple qui contient un corps de caractéristique zéro, donc il contient Q.
D’apres le lemme 1.19 'anneau E est un domaine d’intégrité et Const(FE) =
Const(M), ou M est le corps de fractions de E. Soit V = (v; ;) € GL(n, E)
une matrice fondamentale pour (A). L’élément det(V') est inversible dans
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E. En effet, on a (detV) = AdetV, avec A = trace(A) € K. Donc, l'idéal
(detV') est un idéal différentiel non nul de E. Alors 1 € (detV'). Soit K C
R = Klu;;, ﬁ] I'extension de Picard-Vessiot d’anneaux construite dans
le théoreme d’existence. Soient ' = R®@ M, a, T = T/a, j1 : R — T,
jo: M — T, U et V comme dans la preuve de la proposition précédente.La
M-algebre T est de type fini, et elle est une algebre différentielle simple.
Donc, on a

Const(T') = Const(M) = Const(E).

Les homomorphismes différentiels j; et jo sont injectifs. Il existe une matrice
C € GL(n, Const(T)) telle que U = VC. Alors j;(R) C j2(E). L’homomor-
phisme différentiel ¢ = j; ' o), : R — E est injectif et laisse fixes les éléments
de K. Alors o(R) vérifie les propriétés (i) et (iii). Par minimalité E = o(R),
donc F vérifie (ii). I

Exercice 1.29 Soit K = C{X}[X '] le corps de séries méromorphes con-
vergentes a 'origine de C avec la dérivation usuelle. On consideére le systeme

(A) , .
()= ("% o) (1)

Soit A les germes de fonctions holomorphes dans un voisinage pointé
de lorigine de C. Avec la dérivation complexe A est un anneau différentiel
integre. Soit H son corps de fractions. Le corps de constantes de H est C.

Soit 9(X) = > _,5n, an X" € K. Soit p(z) le germe de fonction qui en-
voie un nombre complexe x de module suffisamment petit sur la somme
> nsn, @x" € C. L'application K 3 ¢(X) — ¢(z) € H est un homo-
morphisme différentiel injectif. Alors K C H est une extension de corps

exp(g?)/@ exp(EQ/-T) ) € GL(2,H) est une
matrice fondamentale de solutions.

On considere le corps

différentiels. La matrice

L = K(exp(—3/x),exp(—2/x)) C H.

Alors L est une extension de Picard-Vessiot de corps associé a (A). On va
construire une autre extension de Picard-Vessiot en suivant la construction
algébrique décrite dans la preuve de l'existence des extension de Picard-
Vessiot.

On considere 'anneau de polynomes K[X; 1, X1 2, Xa1, Xa2] avec la déri-
vation qui étend celle de K et vérifient

X, = 3X 72X, X{,=0, X}, =0, X5,= 2X Xy,
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Cette dérivation s’étend sur le corps de fractions K (X1, X9, Xo1, Xo2) =

. X1 Xip

K(X). L t X = ’ ’
(X). La matrice (X2,1 X
le systeme différentiel (A). Soit D = det(X) = X;1X02 — X12X51. On

considere le sous anneau

) est une matrice fondamentale pour

1
T=K[X11,X12 X271, X2, 5] C K(X).

Le déterminant de X est est inversible dans 7', alors X est une matrice
fondamentale dans T. On a que T' est isomorphe différentiablement a la K-
algebre

T=K[X11,X12,X01,X02,Z]/(ZD — 1),

ounZ'=——-5X"2%Z.

On va nous aider des solutions géométriques pour trouver un idéal différentiel
maximale de 7. Les solutions “géométriques” z;1(z) = exp(—3/x), x12(x) =
Ta1(x) = 0, z22(z) = exp(—2/x) et z(z) = exp(b/z) vérifient les relations
algébriques z1 1 (7)?—x29(x)3 = 0, 292(2)%2(2)*—1 = 0, 211 (7)°2(x)3—1 = 0,
et z19(z) = z91(x) = 0. On considere alors I'idéal

a=(ZD—1,X7, — X35, X5,2> = 1, X0, 2% =1, X1, X5,) € K[X, Z].

Ceci est un idéal différentiel car (X7, — X3,) = 6X*(X7, — X3,) € q,
(DZ —1) =0, (X3,2*=1) =0, (X},2° - 1) =0, X{, = X3, =0.

On considérer la K-algebre différentiel R = K[X, Z]/a. Maintenant on
va montrer que R est une K-algebre différentiel simple. On a I'isomorphisme
différentiel

R=K[X,Z]Ja=K[V,W,Z]/(VWZ -1,V - W3 W52% —1,V°Z% - 1).
On vérifie facilement
(VWZ -1, V2=-W> W°Z? —1,V°Z% - 1) = (V - W*'Z W°Z* - 1).

Soit @ le sous-ensemble de N? formé par les paires (4, k) tels que 0 < j < 4
ou bien 0 < k£ < 1. Ceci entraine que tout élément de R a une écriture unique
sous la forme

r= Z a; WIZF aj € K.
(i,7)€Q
Alors on a
r = Z (ag-’k + (25 — 5k)X_2aj,k)WjZk.
(i,)€Q
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[’équation différentiel 4/ = c¢X ~2y avec ¢ € C n’a pas des solutions non nulles
dans K pourvu ¢ = 0 (utiliser un argument sur I'ordre de la série solution).
On remarque que si (j,k) € @, alors 2j — 5k # 0. En particulier, I'anneau
des constantes de R est C. Soit b un idéal différentiel de R différent de zéro.
Soit r € b. Supposons que dans ’écriture unique de r il y a exactement m
termes différents de zéro. Alors dans I’écriture de 7’ il y a au plus m termes
différents de zéro. Soit aj, kW7 Z* un de les termes différents de zéro de
I'écriture de r, tel que (jo, ko) # (0,0). Alors I’élément
s = L(GL;-O’/,CO + (2jo — Bko) X o, )r — 1" € b
Qo ko

a au plus m—1 termes différents de zéro dans son écriture unique. On prendre
r € b, r # 0, avec la propriété suivante : tout élément différent de zéro de b a
dans son écriture unique un nombre de termes différents de zéro plus grande
ou égal que celui de r. Alors s = 0. Ceci entraine que pour tout coefficient
a; 1, dans I’écriture unique de r on a

/
() = (200 = o - 500 — k) X225
jo ko Ao ko

Si (4, k), (Jo, ko) € Q on a 2(j — jo) — 5(k — ko) # 0, sauf si (4,5) = (o, jo)-
Alors on a a; ; = 0 pour (i,j) # (io,jo). Donc r = aj, kW Z* € b. Mais
(Wiozke W5272 — 1) = (1), et alors b = (1). Donc R est une K-algebre
différentiel simple. L’extension K C R est une extension de Picard-Vessiot
d’anneaux associé a (A). Si L est le corps de fractions de R, alors K C L est

une extension de Picard-Vessiot d’anneaux de (A).
On a construit ainsi L et £ deux extensions de Picard-Vessiot associées
a (A). Si le corps de base K aurait était K = C[[X]][X '], on aurait pu
effectuer la seconde construction sans aucune modification. Mais on n’airait
pas pu faire la premier construction car on n’a pas un inclusion C[[X]][X '] C
‘H. Un des but du chapitre III sera développer une théorie qui permettra
faire une construction ““géométrique” des extension de Picard-Vessiot pour

un sous corps K4 C C[[X]][X 1.

1.5 Le groupe de Galois différentiel
Soit (K, d) un corps différentiel de caractéristique zéro a corps de con-

stantes C' algébriquement clos.

Définition 1.30 Soit K C F' une extension différentielle d’anneauz. Le
groupe de Galois de F' sur K est le groupe formé par les K -automorphismes
différentiels de F'. On le notera Galg (F).
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Soit (A) le systeme différentiel Y/ = AY, on A € Mat,,«,(K). Soit K C
L une extension de Picard-Vessiot de corps associée au systeme (A). Soit
f= (fl,.. fn)t € Sol (A), et 0 € Galg(L). On désigne o(f) le vecteur

(( ()) On a

(o(f) =a(f) = a(Af) = Aa(f),

donc o(f) € Solp(A). Si A € C, on a og(Af) = Ao(f), car C C K. Alors o
induit un automorphisme du C-espace vectoriel Solz(A). On a le morphisme
de groupes

Galg(L) — Aute(Sol (A))

7 = ISol,(a)

(1.7)

Remarque 1.31 (1). L’homomorphisme (1.7) est injectif. En effet, si V =
(v; ;) est une matrice fondamentale pour (A) dans L, on a L = K(v; ;). Donc,
o € Galg(L) est déterminé par les éléments o (v, ;).

(2). On a Galg(R(L)) = Galg(L), ot R(L) = K[V, (detV)~']. En effet,
soit ¢ € Galg(L), on a o(R(L)) € R(L). D’aprés la partie (1) de cette
remarque, l'application Galg(L) 3 0 — olrr) € Galg (R(L)) est injectif.
Soit 7 € Galg (R(L)). D’apres le corollaire 1.26, 'anneau R(L) est un anneau
différentiel simple. Alors Ker(7) = {0}, donc I'isomorphisme 7 s’étend en un
K-isomorphisme différentiel du corps de fractions de R(L), qui est L.

Sot B = {vy,...,v,} une base du C-espace vectoriel Sol(A). On a v; =
(V1y. -, 0n )" € L™ Soit V la matrice formée par les colonnes vy, ..., v,.
Soit 7 € AutC(SolL(A)). La matrice de 7 par rapport a la base B est la
matrice (c;;), ot T(v;) = > 1", ¢ijv;, ¢y € C.Ona (V) =V - (¢y). On a

I’isomorphisme de groupes

Autc<SOIL(A)) = GL(TL, C)

T = (¢ ), ou (¢j)=V-"1-7(V). (1.8)

La composition des homomorphismes (1.7) et (1.8) donne I’homomorphisme
injectif de groupes

(1.9)

1.5.1 Le groupe de Galois différentiel est algébrique

Dans cette sous-section on va montrer que I'image de ’homomorphisme (1.9)
est un groupe linéaire algébrique. On va suivre la preuve donnée par A.M.H.
Levelt [6].
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Soit K C L une extension de Picard-Vessiot de corps associé au systeme
différentiel (A) : Y’ = AY. Soit V' = (v;;) une matrice fondamentale pour
(A). On pose R = K[v; j,1/det(V)] C L. On considere le produit tensoriel
L® . R, et les K-homomorphismes différentiels

ip: L — L® R tir: L — L® R
Il — Izl r — ler

On considere les matrices Vi, = iy (V), Vg = ig(V). Les matrices Vi, et Vg
sont matrices fondamentales pour (A) a coefficients dans L ® ,-R. Soit

Z = (zi,j) = VLil . VR.

D’apres le lemme 1.4, on a Z € GL(n, Const(L ® 4R)).

Soit S la sous-algebre de L ® R engendrée par les éléments de C' (i.e.
ir(c) =ig(c), c € C), les coefficients z; ; de la matrice Z et I'élément 1/ det Z.
On note

S=C[Z,1/detZ) C L® ,.R.

Les éléments de S sont des constantes de L ® R. L’application L x S —
L ® ;R qui envoie (I, s) — [ - s est une application bilinéaire. Il existe donc
un homomorphisme de C-espaces vectoriels

O:L®.S — LR
Zli@)si — lesz

On consideére les homomorphismes injectifs de C-espaces vectoriels

Jjs:S — L®,S jo:L — L®S
s +— 1®s, I — I®lg, lg=1z1€ S

Les homomorphismes j; et jg sont différentiels. On considere les matrices
WL = ]L(V) et Zg = ]5(2) On a @(WL) = VL et @(Zs) = Z. Alors

OWyL - Zs) =V, - Z = Vg (1.10)

Proposition 1.32 (a). L’homomorphisme © est un isomorphisme différentiel
de L-algebres.

(b). On a une bijection entre l’ensemble Home (S, C') des homomorphismes de
C'-algébres entre S et C, et I’ensemble Homdifx (R, L) des K-homomorphismes
différentiels entre R et L :



Preuve. 11 est évidente que © est un homomorphisme de L-algebres. L’homo-
morphisme © est différentiel, car on a

O((izs)) =0('ss +12s') =O('es) =1'"-s=(L-s).

Montrons que O est injectif. Il suffit de prouver que si 7 = Zle l;2s; € Ker®
avec [y ---lp # 0 alors les éléments sq, ..., s, sont linéairement dépendants
sur C. Si k = 1, alors [y s; = 0, donc s; = %(ll s1) = 0.8k > 1,0n a

que Zle l;s; =0, dou s1 + Zf:z ll—; s; = 0, et en dérivant on obtient que

/ !/
Zf:z (ll—1> ®s; € Ker®. S’il existe j tel que (;—i) # 0, par hypothese de

récurrence on a que Ss, ..., S, sont linéairement dépendants sur C. Alors
/
(f—) = 0 pour ¢ = 2,...,n, donc l; = ¢l avec ¢; € C. Par suite 7 =
1

LYY cms;, et @(%7‘) =% ¢ -s; = 0. Donc Ker® = {0}.
Montrons la surjectivité de ©. Si on considere L ® , IR comme L-algebre,
on a
L® KR = L[l@’l}i,j, det(l@@i’j)il] = L[VR, 1/d€t VR]

L’image de © est une L-algebre. D’apres I’équation (1.10), I'image de ©
contient les éléments de la matrice Vi. D’autre part, la matrice Z est in-
versible dans S. On a Z~! = V' -V, done ©(Z5') = V' - Vy. Alors
ozt Wit =Vyt -V, -Vt = Vil En particulier, det V' appartient a
I'image de ©. Donc, © est surjectif.

Partie (b). Soit a : S — C' un morphisme de C-algebres. On considere
(Id - &) ’homomorphisme différentiel de C-algebres L ® S — L qui envoie
los sur [ - as). Soit & la composition des homomorphismes différentiels

a: R % Lok S Le.s o (111)
r o—  ler l®s = als).

L’homomorphisme & est un K-homomorphisme différentiel. D’apres I'équa-
tion (1.10), on a ©~ (V) = W - Zs. Alors

a(V) = (Id- ) (Wy, - Zs) = V - a(2). (1.12)

Ceci montre que 'application « +— @& est injective, car 0 € Homdifx (R, L) est
déterminé par la matrice o(V).

Montrons que 'application a — & est surjective. Soit o € Homdifi (R, L).
On considere I’homomorphisme différentiel

(Id-o): L@, R — L
lor w— 1-o(r).
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On a (Id - 0)(S) C Const(L) = C, car S est formé des constantes et (Id - o)
est un homomorphisme différentiel. Soit « la restriction de (Id - o) sur S.
Alors a« € Home (S, C). On a

a(Z)=1d-o)(V; - VR) =V a(V).
Alors (V) =V -a(Z) =VV1e(V)=0o(V). Donc a@ = o. [
Remarque 1.33 Soit @ € Hom¢(S,C). Soit & défini comme ci-dessus. Le

diagramme suivante est commutatif :

Lo R < Le.S

(Id-&)l lad-a)
L = L

En effet. Les morphismes qui apparaissent dans le diagramme sont tous mor-
phismes de L-algebres. On a aussi

L® CS = L[l@zm, 1/det(Zs)]

Alors il suffit de montrer la commutativité pour les coefficients 1oz, ; de la
matrice Zg. On a

(Id-a)(Vy - VR) =V (Id-a)(Ve) =V - &(V) = a(2),

ou la premiere égalité est une conséquence du fait que (Id - @) est un mor-
phisme de L-algebres, et la seconde égalité est une conséquence du 1’équation (1.12).
On a donc

(Id- &) 0 O(Zs) = a(Z) = (Id - a)(Zs). »

Lemme 1.34 On consideére l’algébre CX; ;| des polynomes sur C' en les vari-
ables X; ;, 11, jn, et ’lhomomorphisme de C-algebres

v C[XZ’J] — S,
ot V(X; ;) =2, V(c) =1ec=cel, ce C. Alors U est non nul, et on a la
bijection
Hom¢(S,C) — V(Ker¥) C GL(n,C)
a — af2),
ou V(Ker¥V) = {(¢;;) € GL(n,C) | f(cij) = 0,Vf(X;;) € KerU}. En

particulier, l'sous-ensemble {a(Z) | a € Home(S,C)} est un sous-ensemble

algébrique de GL(n,C).
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Preuve. Soit a = Ker¥. On a que U(det(X;;)) = detZ est un élément
inversible dans S, donc det(X; ;) & rad(a) et application ¥ est non nulle.
L’ensemble {(det(X;;))™, m € N} est une partie multiplicative de 'anneau
C[Xi;]/a. On note (C[X;;]/a)4x, ) Vanneau des fractions par rapport a

cette partie multiplicative. On a I'isomorphisme de C-algebres induit par ¥

VOl @i,y = 9 (1.13)
Xm—l—a = Zi-
Soit o : S — C un C-homomorphisme. On pose a(z; ;) = ¢; ;. L’homomor-
phisme a o ¥ envoie X;; sur ¢;;, et ao ¥(c) = ¢, si ¢ € C. Soit f € a,
I'évaluation de f au point (¢; ;) est précisément f(c; ;) = ao U(f) = 0. De
plus det(¢; ;) # 0, car 1 = a((det Z)(det Z)~1) = det(¢; j)r((det Z)~1). Done,
on a montré que I'application de I’énoncé, o — «(V), est bien définie. Elle
est injective, car un morphisme de C-algebres entre S et C' est completement
déterminé par les valeurs «(z; ;). Montrons la surjectivité : soit (¢;;) €
GL(n, C) telle que
fleij) =0, V f(Xi;) €a,

alors ’homomorphisme de C-algebres C[X; ;| — C, X, ; — ¢, j, se factorise a

travers (C[X;;]/a)gx, y» c'est a dire qu’il existe un homomorphisme de C-
2,7

algebres a1 S — C' tel que a(z; ;) = ¢ j. 1

Théoreme 1.35 Soit K un corps différentiel a corps de constantes C' algé-
briqguement clos et de caractéristique zéro. Soit (A) : Y' = AY un systéme
différentiel d’ordre un et rang n sur K. Soit K C L une extension de Picard—
Vessiot de corps associé a (A). Soit V€ GL(n, L) une matrice fondamentale
pour (A). Alors, l'image de I’homomorphisme de groupes injectif

pv : Galg(L) — GL(n,C)
o — V%1.0(V)

est un sous-groupe algébrique de GL(n,C'). Plus précisément, c’est [’ensemble
de zéros des polynomes qui appartiennent au noyau du homomorphisme de
C-algebres

ot R=K[V,1/det V] C L, et (z;) est la matrice (z; ;) = (v; ;1) (1ov; ;).

Preuve. D’apres le corollaire 1.26, 'anneau différentiel R est simple. Soit
o € Homdfi (R, L). Le noyau de o est un idéal différentiel propre de R, car
on a (1) = 1. Le seul idéal différentiel propre de R est {0}, donc o est un
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homomorphisme différentiel injectif. Puisque L est un corps, o s’étend en
un K-homomorphisme différentiel entre le corps de fractions de R et L. Le
corps de fractions de R est L. Alors o s’étend sur un élément de Galg(L).
L’application de restriction

GalK(L = HomdifK(R, L)
o O"R

est une bijection. Alors, le théoréme est une conséquence de la partie (b) de
la proposition 1.32 et du lemme 1.34. 1

Remarque 1.36 On donne une structure de groupe algébrique a Galg (L)
via la représentation py. Cette structure est clairement indépendante de la
matrice fondamentale V' choisie. On verra plus tard, que L étant fixé, cette
structure est aussi indépendante du systeme différentiel (A).

1.5.2 Interprétation classique du groupe de Galois différentiel

Dans la théorie de Galois algébrique, le groupe de Galois d’un polynome
est formé par les permutations de ses racines qui sont “indiscernables de
I'identité au regard du corps de base” (voir la section 1.1). Dans le cas
différentiel, on substitue le groupes des automorphismes de 1’espace vec-
toriel des solutions d'un systeme au groupe des permutations des racines
d’un polynome, et le groupe de Galois différentiel est formé par les auto-
morphismes “indiscernables de l'identité au regard du corps de base” (voir
le théoreme suivante pour un énoncé précis).

Soit K un corps différentiel a corps de constantes C' algébriquement clos
et de caractéristique zéro. Soit (A) : Y' = AY un systeme différentiel d’ordre
un et rang n sur K. Soit K C L une extension de Picard-Vessiot de corps
associée a (A).

Soit (¢; ;) € Maty,x,(C). On considere ’homomorphisme d’anneaux

k — k, keKk (1.14)
Xij = Doy XisCsj-

Si f(Xi;) € K[X;;], on désigne par f((Xi;) - (ci;)) Uélément ¢, y(F(Xi;)).
Si (¢;,;) est une matrice inversible, alors ¢y, ;) est un isomorphisme, en fait,
ey = Dlew -

Soient f(X;,;) € K[X;;] et U= (u;;) € Mat,»,(L), on désigne par f(U)
le valeur f(u;;) € L.
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Lemme 1.37 Soit 7 € Autc(Sol (A)). Soit V € GL(n, L) une matrice
fondamentale pour (A). Soit (¢;;) = V=1 - 7(V). Les propriétés suivantes
sont équivalentes :

(1) Pour toute matrice fondamentale U € GL(n, L), et pour tout polynéme
f(Xi,j) S K[Xi,j]; on a

fU) =0« f(r(U)) =0.
(2) Pour tout polynome f(X.;) € K[Xi;], on a
F(V) =0« f(r(V)) =0.
(3) Pour tout polynome f(X,;) € K[X.;], on a
fV) =0 f(V-(ay) =0

Preuve. Le sens (1) entraine (2) est trivial. L’équivalence entre (2) et (3) est
évidente. Montrons (2) entraine (1). Soit U € GL(n, L) une matrice fonda-
mentale pour (A). Alors U =V - (d; ), ou (d; ;) € GL(n,C). On a 7(U) =
T(V) . (dz,g) Soit f(Xz,j) S K[Xz’j] On considere g(XzJ) = gb(db,])(f(XZ,j))
Alors

et

Donc
fU)=0<g(V)=0%g(r(V)) =0« f(r(U)) = 0.1

Théoréme 1.38 Soit 7 € Autc(Sol,(A)). Alors

(I) On a 7 € Galg(L) si et seulement si T vérifie la propriété (1) de
l’énoncé du lemme précédent.

(1I) Soit V' € GL(n,C) une matrice fondamentale pour (A). Soit (¢; ;) =
V=L.7(V). Alors, la matrice (c; ;) appartient d l'image de Uapplication
pv : Galg (L) — GL(n,C) si et seulement si la matrice (c; ;) vérifie la
propriété (3) du lemme précédent.

Preuve. D’apres le lemme précédent, il suffit de montrer (II). Soit V' = (v; ;).
On a L = K(v;;). On considere 'homomorphisme d’anneaux ¢ : K[X; ;] —
L, tel que, ¥(k) =k, k € K, et (X, ;) = v, 1 <i,7 <n.On munit K[X, ]

de la dérivation qui étend celle de K, et telle que Xi, = > a;:X;;, ou
A = (ai;). On vérifie facilement que les homomorphismes 9 et ¢, ) sont
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des homomorphismes différentiels. Soit p 'idéal différentiel Kery. Puisque L
est un corps, p est un idéal premier. Le polynome det(X; ;) € p, car det V' #
0. Alors, S = {det(X;;)™ +p | m > 0} est une partie multiplicative de
I'anneau différentiel K[X;;]/p. On désigne par (K[Xi,j}/p)dct(Xm) I'anneau
de fractions de K[X; ;]/p par rapport a S. L’homomorphisme 1 factorise via
un homomorphisme différentiel

P (K[Xi51/P)aerx,,) — L

L’homomorphisme ¢ est injectif, et son image c’est I'anneau R = K[v; ;,1/ det V].
Alors v induit le isomorphisme différentiel de K-algebres

’QE : (K[Xivj]/p)det(Xi,j) S R= K[’U@j, 1/ det V}

D’apres la remarque 1.31, on a Galg(R) = Galg(L). Supposons que la ma-
trice (¢;;) € GL(n,C) vérifie la propriété (3) du lemme précédent. Soit
f(Xi,j) S K[XZ‘J], on a

fXij)epe f(V)=0s f(V - (c;) =06 e (f(Xij) €p.

Alors, il existe un homomorphisme différentiel (E(Cm) tel que le diagramme
suivante soit commutatif :

(]_S(C.

i)
(KXl Pasce,y — EXG/Plaac,)
T ' (1.15)
e g)
K[Xil — KXi5]

L’homomorphisme é(%) induit un homomorphisme différentiel de K-algebres
o: R — R, tel que (V) =V - (c;;). Alors, o est surjectif. Puisque R est
un anneau différentiel simple et o(1) = 1, on a que o est injectif. Alors
o € Galg (L) = Galg(R). Donc, la matrice (¢; ;) appartient a I'image de py .
Réciproquement, supposons qu’il existe o € Galg (L), tel que (¢;;) =
pv(c) = V~1o(V). Alors, o induit un isomorphisme différentiel o : (K[X;,]/p)
(K[Xiﬁj]/p)det(xi,j)v tel que le diagramme (1.15) soit commutatif. Ceci entraine

f(Xij) € p = O, ) (f(Xij) €p.

En raisonnant sur o~ € Galg (L), on a

f(XiJ) eEp<— ¢(CZ])(f(X27]) cp.

det(Xi’j) -

Alors,
fV)=0& f(Xij) €p & b, ) (f(Xij) €p & f(V - (cij) =014
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Remarque 1.39 Dans cette remarque on donne une autre preuve du fait
que le sous-groupe py (Galg (L)) € GL(n,C) est algébrique.

D’apres la preuve du théoreme précédent, il existe un idéal p C K[X ],
tel que, si (¢; ;) € GL(n,C), on a
(cij) € Im(py) & {Vf(Xiy) € K[Xy;], f(Xiy) epe f((Xiy)-(ciy)) €p}
Il suffit de montrer que le sous-ensemble A C GL(n,C) des matrices (c¢; ;)
telles que

Vi(Xiy) € K[Xigl, f(Xiy) €p= f((Xig)-(cij)) €p (1.16)
est un ensemble algébrique. En effet, le morphisme GL(n,C) 3 (¢j) —
(cij)~t € GL(n,C) est algébrique, donc A~! serait un ensemble algébrique.
On a Im(py) = AN A"

Soit { f1(Xij), ..., fi(Xi;)} un systeme de générateurs d I'idéal p. Puisque
P(c;.;) est un morphisme d’anneaux, la propriété (1.16) est satisfaite si et
seulement si

Grei ) (fs(Xig) = fs((Xij) - (cij) €p, 1< s< 1L (1.17)

Soit d le maximum des degrés des f3(X;;), 1 < s <. Soit K[X; ;]4 'ensem-
ble des polynomes de KX, ;| de degré plus petite ou égal a d. Alors K[X ;]
est un K-espace vectoriel de dimension fini, et p N K[X; ;] est un sous-
espace vectoriel. Soit {g1(Xi;),...,q:(Xi;)} une K-base de K[X, |4, tel
que {g1(Xi,),...,9-(X;;)} soit une K-base de p N K[X;;]4. Le degré de
G(er) (f(X;7) est plus petit ou égal & celui de f(X; ;). Ona ¢, ) (K[X;;la) C
K[X; j]a. Alors, il existe des polynomes A, v (X; ;) € K[X; ], tels que

gn((Xig) - (cig)) = D Anw(cig)gnw (Xij).

La propriété (1.17) est satisfaite si et seulement si
)\h,h’(ci,j) = 07 1 S h S r, r—+ 1 S h, S t. (118)
Soit {kg}sep une base du C-espace vectoriel K. Soit A(X; ;) € K[X;,]. On a

MXig) = kahs(Xij), ol As(Xyy) € CIXiy)-
pBeB

Soit (¢; ;) € GL(n,C), on a
Meij) =04 As(ci;) =0, VB eB.
Alors, la propriété (1.16) est satisfaite si et seulement si
Mwplcij) =0, 1<h<r, r+1<h' <t peB.

Dong, le sous-ensemble Tm(py) est un sous-ensemble algébrique. 1
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1.6 Correspondance de Galois différentielle

Soit K un corps différentiel a corps de constantes C' algébriquement clos
et de caractéristique zéro. Soit (A) le systeme différentiel Y’ = AY, ou
A € Mat,y,(K). Soit K C L une extension de Picard-Vessiot de corps
associée au systeme (A). Soit V' € GL(n, C) une matrice fondamentale pour
le systeme (A).

Soit F' un sous-corps différentiel intermédiaire de 'extension K C L, c’est
a dire, K C F' C L. Soit

GF = {0 € Galg(L) | 0(a) =a, Yac F}.

Alors G*' est un sous-groupe de Galg (L). Réciproquement, soit H un sous-
groupe de Galg (L), on définit

L= {leL|o(l)=1 VoeGalg(L)}.
Alors L est un corps différentiel intermédiaire de I’extension K C L.

Proposition 1.40 Soit F' un sous-corps différentiel intermédiaire de [’exten-

sion K C L. Alors le sous-groupe G est un sous-groupe algébrique de

Preuve. Comme K C L est de Picard-Vessiot, alors I’extension différentielle
F C L est de Picard-Vessiot associée au méme systeme différentiel (A).
La matrice V' est aussi une matrice fondamentale pour le systeme (A) sur
F. D’aprés les définitions, on a Galp(L) = GF. D’apres le théoreme 1.35,
pv (Galp(L)) est un sous-ensemble algébrique. I

Proposition 1.41 On a LS« () = [

Preuve. Soit z € L& (1) ¢’est & dire, pour tout o € Galg (L) on a o(z) = z.
On considere 'anneau R = R(L) défini dans le corollaire 1.26. Soit z = ¢
avec a,b € R. Alors, pour tout o € Galg(L) on a bo(a) — ac(b) = 0. Soit
w = bea —avb € L® ;R. Soit (Id-0) : L® R — L I'homomorphisme
différentiel défini dans la preuve de la proposition 1.32. On a (Id-o)(w) = 0,
pour tout o € Galg(L).

Soit @ € Home(S,C). Soit & le K-isomorphisme associé a « dans la
proposition 1.32. D’apres la remarque 1.33, le diagramme suivant est com-
mutatif )

Lo RS LeS

(ma)l l(ldwy)
L = L
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Soit O Hw) = Y l;®s; ol Iy, ..., I, sont linéairement indépendants sur

C.On a

0=(Id-&)(w) = (Id- ) o O (w) = > I~ afs).

i=1
Donc a(s;) = 0 pour tout v € Home (S, C'). Par la proposition 2.53 (page 89),
I’algebre S est une algebre réduite de type fini. Comme C' est un corps de car-
actéristique zéro, pour tout élément non nul s € S il existe a € Hom¢ (S, C)
avec a(s) # 0. Donc s; = --- = s, = 0 et w = 0. Ceci entraine que z € K. En
effet, soit (r;);er une base du K-espace vectoriel R, a = > kyr; et b= h;r;
avec k;, h; € K; on a

0=awb—bea =Y (kh; — k;hi)rior,

igel

donc, pour tous 4, 7, on a k;h; = k;h;. Donc
hja = Z hjkﬂ“i = Z kjhﬂ"i = kjb,

et z=a/be K. I

Corollaire 1.42 Soit F' un sous-corps différentiel intermédiaire de [’exten-
sion K C L. On a Galg(L) C Galg(L) et

LGaIF (L) — F

Preuve. L’extension F' C L est de Picard-Vessiot associée au méme systeme
que l'extension K C L. On déduit le résultat de la proposition précédente. »

Alors I'application F' +— G¥ est une application injective entre les corps

différentiels intermédiaires de ’extension K C L et les sous-groupes algébriques
de Galg(L).

Proposition 1.43 Soient H un sous-groupe de Galg(L) et F' = L. On
désigne par H ’adhérence de Zariski de H. Alors

GF =H.

Preuve. 11 est clair que H C G¥. Comme G est fermé pour la topologie de
Zariski (proposition 1.40) on a H C G¥. Supposons qu'il existe ¢ € GF, tel
que ¢ € H. On va arriver & une contradiction.

Soit E(X;;) un polynéme sur C' (ou sur L) en les variables X; ;, avec
1<i,5<n,et B=(b;) € Mat, (L), on désigne par E(B) I'évaluation de
E(X; ;) dans B, c’est-a-dire, E(b; j) € C.Sio € Galg (L) on désigne par o(B)
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la matrice (o(b;;)). Soit V' = (v;;) € GL(n,C) une matrice fondamentale
pour (A). On note

E(0) = E(pv(0)) = E(V™" - a(V)).
Comme & ¢ H, il existe S(X; ;) € C[X,] tel que
S(o) =0 pour tout o de H et, S(&) # 0
On considere le polynome
D(Xij) =S(V7" (Xi ) € L[Xy,).

On a D(a(V)) = S(V7'o(V)) = S(o) = 0, pour ¢ € H. On a D(£(V)) =
S(€) # 0. Soit X le sous-ensemble de L[X; ;] formé par les polynomes E(X; ;)
qui satisfont les deux propriétés suivantes :

(P.1) E(a(V)) =0 pour tout o de H.
(P.2) Il existe 7 € GT tel que E(7(V)) # 0.

L’ensemble ¥ n’est pas vide, car D(X, ;) € X.
Soient v € Galg(L) et E(X;;) € L[X;;]. On désigne par E7(X;;) le
polynéme que on obtient en applicant v aux coefficients de E(X; ;). On a

Y(E(0(V))) = E"(yo(V)), 7,0 € Galg(L).

Soit v € H. Si E(X,;) vérifie la propriété (P.1), alors E7(X, ;) vérifie la
propriété (P.1). En effet, 0 € H, on a

EY(o(V)) =v(E(y"o(V))) = +(0) =0.

Soit E(X;;) € F[X;,], alors E(X;;) € . En effet, si 7 € G¥, on a
E7(X;;) = E(X,;). Supposons que E(X, ;) vérifie la propriété (P.1). En
particuliere (Id € GalK( ), on a E(V) = 0. Soit 7 € G¥, on a

E(r(V))=7(E" (V) =r(E(V)) =0.

Donc E(X; ;) ne vérifie pas la propriété (P.2). En particuliere, le polynéme
nul n’appartient pas a 2.

Soit E(X; ;) € ¥ avec le plus petit nombre de monémes possible. On peut
supposer que le coefficient d'un monéme de E(X; ;) est égal a 1. Puisque
E(Xi’j) g F[XZ‘J‘], il existe v € H, tel que E(XZ,]) — E’Y(XZ‘J') 7& 0. Le
polynéme E(X, ;) — EV(X, ;) vérifie la propriété (P.1), et il a un nombre de
monomes plus petit que celui de E(X, ;). Donc, il ne vérifie pas la propriété
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(P.2), c’est a dire, pour tout 7 € G¥, on a E(1(V) — E7(7(V)) = 0. 1l existe
a € L, tel que, le polynome

P(X,;) = B(X;) —a( B(Xi;) — E"(Xi;)),

ait un nombre de mondémes plus petit que celui de E(X;;). Par ailleurs,
P(X;;) € X, qui est en contradiction avec la minimalité de E(X; ;). Finale-
ment H = GF. I

Comme corollaire, on a que, si H est un sous-groupe algébrique de Galg (L)

et =L alors H= H = G¥. On a ainsi prouvé le théoréme suivant

Théoreme 1.44 L’application

sous-corps différentiels . sous-groupes algébriques
intermédiaires de K C L de Galg (L)

F — GF,
(1.19)

est une bijection.

Corollaire 1.45 Soit H un sous-groupe de G = Galg(L). Alors H est
Zariski dense dans G si et seulement si le corps L des éléments fizes par
les éléments de H est K.

Preuve. On pose F = L. D’aprés la proposition 1.43, on a G = H. D’aprés
la bijection du théoreme, H = G si et seulement si F' = K. 1

Proposition 1.46 Soient I et Iy deux corps différentiels intermédiaires de
Pextension de Picard-Vessiot de corps K C L associée au systéme (A). Soit
T Fy — Fy un K-isomorphisme différentiel, alors il existe o € Galg (L) tel
que olp = T.

Preyve. L’extension différentielle I} C L est de Picard-Vessiot associée au
méme systeéme (A). Soit L la réunion disjointe des ensembles Fy et L\ 7(F}).
Soit ¢ : L — L la bijection donné par ¢(f) = 7(f), si f € Fy, et o(I) =1, si
l € L\ 7(Fy). On munit L de I'structure de corps différentiel via la bijection
w. La structure de corps différentiel de F} est compatible avec celui de L, cest
A dire, l'extension F; C L est une extension différentielle de corps. De plus,
F} C L est une extension de Picard-Vessiot de corps associée au systeme (A).
D’apres le théoreme sur 1'unicité des extensions de Picard-Vessiot de corps, il
existe un F-isomorphisme différentiel 5 : L — L. Alors, o = poo : L — Lest
un isomorphisme différentiel. Si f € Fy, on a o(f) = wa(f) = o(f) = 7(f).
Donc, ojp, = 7. 1
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Lemme 1.47 Soit F' un corps différentiel intermédiaire de l’extension de
Picard-Vessiot K C L. Soit H = G¥. On considére

H, = {o€Galg(L)| o 'Ho = H},
Hy, = {o¢€ Galg(L)|o(F)=F}.

Alors on a
(i). Hy = H,.
(ii). H; est un sous-groupe algébrique de Galy(L).

Preuve. (i) D’aprés le corollaire 1.42, on a F' = LY. Par suite,

c'HoCHeVreH o'roc HevVre HVIEF, o 'ro(l) =1 <

evVre HVIeF, to(l)=0(l) &VleF, o(l) ¢ F < o(F) CF.
Alors, HC o 'Ho < ocHo ' CH < o' (F)C F.Ona
o€ H <o 'Ho CH, H§071H0<:>0(F)§F, ail(F)§F<:>a€H2.

(ii) Soit 7 € H, on considere les applications ¥, : Galg (L) — Galg(L),
V. (0) =070, et ®,(0) = oro~!. Les applications ¥, et @, sont continues
pour la topologie de Zariski dans Galg (L). D’apres la proposition 1.40, H est
fermé pour la topologie de Zariski, alors W_1(H) N ®-'(H) est aussi fermé.
On a

Hy = () (v7'(H) N @7 (H)).

TeH

Donc H; est fermé. 1

Définition 1.48 Soit E2 C F' une extension des corps différentiels. On dira
que F est normal sur E si pour tout élément | € F, | ¢ E il existe un
E-automorphisme différentiel o de F' tel que o(l) # 1.

Théoreme 1.49 La correspondance du théoréme 1.44 induit la bijection
sutvante

sous-corps différentiels intermé- _, | sous-groupes algébriques
diaires de K C L et normaux sur K et normauz de Galg (L)

F — GF,
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Preuve. Soit F' un sous-corps intermédiaire de ’extension différentielle K C
L, normal sur K. Soient H; et Hy comme dans le lemme précédent. Soit
l e L.Sil ¢ F, comme l'extension F' C L est de Picard-Vessiot, d’apres la
proposition 1.41, il existe o € Galp(L) C Hs, tel que o(l) # 1. Sil € Fetl &
K, comme F est normal sur K, il existe 7 un K-automorphisme différentiel de
F tel que 7(I) # I. D’apres la proposition 1.46, il existe o € Galg (L), tel que
olrp = 7. Donc, on a L2 = K. Comme H, est un sous-groupe algébrique de
Galg (L), d’apres la correspondance de Galois, on a Hy = Galg(L). Comme
H, = H,, le sous-groupe H = G¥ est normal. Réciproquement, soit H un
sous-groupe normal et algébrique de Galg(L). D’apres la correspondance de
Galois, il existe un sous-corps différentiel F, tel que H = G¥. Comme H est
normal, on a Hy = H; = Galg(L). Sil € F, 1 ¢ K, il existe 0 € Galg(L) tel
que o(l) # 1. Comme o(F) = F, on a que F' est normal sur K. I

Remarque 1.50 Soit H est un sous-groupe normal de Galg (L), pas néces-
sairement algébrique. Alors, le corps différentiel ¥ = L est normal sur
K. En effet, le corps L est normal sur K, donc il suffit de prouver que si
o € Galg(L), alors o(F) C F. Soient | € F et 7 € H. 1l existe 1y € H,
tel que 70 = om, car H est normal. On a 7o(l) = on(l) = o(l), donc
o(lye L =F.

D’apres la proposition 1.46, 'application

est surjective. Son noyau est G = Galp(L). On a donc I'isomorphisme de

groupes

Galp(L) — Galg (F)a

1.7 Extensions de Liouville.

Définition 1.51 Soit E C F une extension de corps différentiels. On dira
que [’extension E C F' est de type Liouvillien sl existe une tour de corps
différentiels E = Ey C Fy C ... C E,, = F telle que pour tout indice i =
1,...,m on ait E; = E;_1<t;> ou [’élément t; satisfait ['une des propriétés
sutvantes :

(1) t, e By,

(2)

c B,
t !
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On dira que l'extension est de type Liouvillien généralisé si on permet aussi
la propriété

(3) ti algébrique sur E;_;.

Remarque 1.52 Une extension £ C F' est de type Liouvillien si et seule-
ment s’il existe un tour de corps différentiels £ = My C M; C--- C M, = F,
tel que pour indice t = 1,...,s, ona M; = M;_1(z;,w;), ou z; et w; sont deux
solutions différents d’une équation différentielle linéaire de premiere ordre sur
M; 1

vy +a;y =b;, a;,b; € M;_.

En effet, si 'élément ¢; € F; vérifiet, = b; € F;_1, on pose z; = t; et w; = t;+1,
et on a F; = F,_1(z;,w;). Si t; vérifie t/t; = a; € F;_1, on pose z; = t; et
w; = 0, qui sont solutions de 'équation ¢y’ — a;y = 0. Réciproquement, soient
z et w deux solutions différentes de ’équation v’ +ay = b, ot a,b € E. Alors
v = z — w est une solution non nulle de I'équation homogene y' + ay = 0.
On a (z/v) =b/v € E(v). Soit ty =v et ty = z/v. On a que E C E(t,ty) =
E(z,w) est une extension de type Liouvillien.

Exemples 1.53 (1). Soit £ C F une extension de corps différentiels de
caractéristique zéro. Soit t € F tel que t' € E et que 'élément t' n’est
pas la dérivée d’'un élément de E. Alors ¢ est transcendant sur F, et le
corps E(t) est différentiel avec le méme corps de constantes que E. De plus,
I'extension 2 C E(t) est de Picard-Vessiot associée a 1’équation différentielle
T %/y’ = 0, et le groupe de Galois Galg(FE(t)) est isomorphe au groupe
additif (Const(E),+). En effet, si ¢ était algébrique sur E, soit f(X) =
X™ 4 1 X™ 1+ -+ 4 q son polyndome minimal, on aurait

0=(f(t)" = (mt' +al,_)t" "+ + (art’ +ap),

et par suite mt’' 4+ a/,_, = 0. Ainsi I'élément ¢’ serait la dérivée de I’élément

_Wlam_l € FE, en contradiction avec 'hypothese sur . Comme ¢’ € F on a que

E<t>=E(t,t,t", ...) = E(t), donc E(t) est un corps différentiel. Si f(t) €
Elt] est tel que ( f(t) )/ = 0, le méme raisonnement que ci-dessus montre que

f(t) € Const(E). Donc Const(E|[t]) = Const(FE). Soit ¢ = % une constante

de E(t), avec f(t), g(t) € E[t]. On montre par récurrence sur le degré de g que
c € Const(E). Si le degré de g est zéro, alors ¢ € Const(E][t]) = Const(E).
Soit d > 0 le degré de g. Quitte a multiplier numérateur et dénominateur de

¢ par un élément non nul de E, on peut supposer que le coefficient du terme
de plus haut degré de g(t) est 1. Comme ¢ =0, on a ¢ = % = ggg;, On

applique I'hypothese de récurrence, car le degré de (g(t))" est plus petit que
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d. Alors Const(E) = Const(E(t)). Donc, uy = 1 et uy = t sont deux solutions
linéairement indépendantes de 1’équation différentielle linéaire 3" — %y’ = 0.
Donc l'extension £ C E(t) est de Picard-Vessiot. Si ¢ € Galg(E(t)) on
ao(u) =1 = u et (a(uz))/ = o(uy) = o(t') = t/, car t' € E. Alors
(us — a(ug))/ = 0, donc o(uy) = ug + ¢ ou ¢ € Const(E). Réciproquement,
si ¢ € Const(E), 'endomorphisme de E[t] qui laisse fixe tout élément de E
et qui envoie t sur t + ¢ est un isomorphisme différentiel, donc il s’étend a
E(t). Alors, le groupe Galg(E(t)) est formé, via I'application (1.9), par les
matrices de la forme

1 ¢
( 01 ) : ¢ € Const(F).

Donc Galg(E(t)) = (Const(E), +).

(2). Soit £ C F une extension de corps différentiels. Soient a € E et
0 # u € F tels que v/ — au = 0. Supposons que Const(E<u>) = Const(E).
Alors, T'extension £ C E<u> est de Picard-Vessiot associée a I'équation
différentielle y' — ay = 0. Le groupe Galg(E<u>) est un sous-groupe du
groupe multiplicatif

GL(1, Const(E)) = Const(E)*.

Comme Galg(F<u>) est un sous-groupe algébrique, ou bien Galg(EF<u>) =
Const(E)*, ou bien Galg(FE<u>) est un sous-groupe fini de Const(F)*. Dans
le dernier cas, Galg(E'<u>) doit étre un groupe cyclique, donc Galg(E<u>) =

{o,0% ...,0™ = 1}. Si o(u) = cu, comme ¢™ = 1, on a que ¢ = 1,
donc o(u™) = o(u)™ = ™u™ = u™, alors u™ est fixé par les éléments
de Galg(E<u>), donc u™ € E. I

1.7.1 La partie algébrique

Lemme 1.54 (i). Soit E C F une extension de corps différentiels. Soit
a € F algébrique sur E. Le corps E(a) est un corps différentiel.

(ii). Soient E C F et E C M deux extensions algébriques et différentielles

de corps. Soit 7 : F — M un E-homomorphisme de corps. Alors, T est
un homomorphisme différentiel.

Preuve. On montre d’abord la seconde partie. Soient a € F et f(X) =
X"+ a, 1 X"t 4+ .-+ + ay € E[X] son polynome minimal sur E. On a
f(a) =0et f(r(a)) = 0. En dérivant ceux égalités on obtient

g L@y - _LE@)
Ty )=o) (1.20)
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ot f(X)=al, ; X" '+ +af. Alors

) = —r ( Ja) ) _ SO (g

ax (@) ox(7(a))

Ceci montre que 7 est différentiel. La premiere partie du lemme est une
conséquence de ’équation (1.20), car o’ € E(a). I

Lemme 1.55 Soit E C F = E(vq,...,v) une extension de corps, F fini-
ment engendré sur E. Soit M un sous-corps intérmediare de [’extension £ C
F. Alors M est finiment engendré sur E.

Preuve. Supposons d’abord que M est algébrique sur E. Soit x4, ...,x; une
base de transcendance de F' sur E. Le degré d = [F : E(xy,...,x;)] est
fini. Soient my,...,m, € M linéairement indépendants sur FE, alors il sont

linéairement indépendants sur E(xy,...,z;). Donc [M : E] < d, et M est fin-
iment engendré sur . Dans le cas général, soit T une base de transcendance
de M sur E. Alors M est finiment engendré sur E(T"), donc sur E. [

Proposition 1.56 Soit K C L une extension de Picard-Vessiot a corps des
constantes algébriquement clos et de caractéristique zéro. Soit K le corps des
éléments de L algébriques sur K. Soit GV la composante connexe de lidentité
du groupe algébrique Galgk (L). Alors

K=1L1%
i.e. K est le corps des éléments fixés par les éléments de G°. De plus, l'ex-

tension K C K est de type fini.

Preuve. D’apres le lemme 1.65, G° est un sous-groupe normal et algébrique de
Galg(L). L’indice [Galg (L) : G°] = m est fini. Soient oy, ..., 0, € Galg(L),
tels que

Galg(L)/G" = {01G°, ..., 0,G"}.

Soit o € Galg(L), on a
{1G°,...,0,G°} = {001G°, ... 00,G"}.
Soit F = LY. D’apres la correspondance de Galois différentiel, on a GO =
Galk (L) Soit a € F, on considere le polynome f,(X) = [, (X —o4(a)).
€

Les éléments de Galy (L) laissent fixes les coefficients de f,(X), done f,(X)
K[X]. On a f,(a) =0. Donc F C K.
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Soit @ € K. Soit f(X) son polyndome minimal sur F. Soit T' = {ay, ..., a;}
les racines de f(X) dans L. D’apres le lemme 1.54, le corps M = F(ay ..., a;)
est différentiel. Si o € Galg (L), alors o(T) = T, donc o(M) = M. Alors
I’extension M est normal sur F', car 'extension F' C L est de Picard-Vessiot,
donc normal. Soit H = Galp(L)™. D’aprés la remarque 1.50, on a

~ GalF(L) . G_O

Le groupe Galp(M) est fini car il est contenu dans le groupe des permutations
de {aq,...,as}. Le groupe H est un sous-groupe normal linéaire et algébrique
de G°, et G° est un groupe linéaire algébrique connexe. Par le lemme 1.66
onaque H=G° donc M =F,a € F, et F =K. Dapres le lemme 1.55,
I'extension K C K est de type fini. 1

1.7.2 Extensions de Liouville et résolubilité

Proposition 1.57 Soit E C F une extension de corps différentiels telle que
F est normal sur E, F = E<vq,...,v,>, et pour tout o € Galg(F) il existe
des constantes \7; € Const(F') tels que

o(vi) = AJvi + M) i+ AU, i =1, m (1.21)

(3

Alors, Uextension EE C F est de type Liouvillien.

Preuve. On procede par récurrence sur m. Si m = 0 on a que £ = F,
donc elle est de type Liouvillien. Si m > 0 on divise les égalités (1.21) par
0(Vm) = A7, 1 Um, on dérive, et on obtient les égalités

VAN )‘fz Ui \1 )\Zm—l Um—1\/ .
U((a))—%(a)‘i“i‘m( Um), 2—1,...m—1.
Notons K = E<(:—;)/, cee (”;”—*1)/>. D’apres les égalités ci-dessus on a que,

pour tout o € Galg(F), o(K) C K. Comme F est normal sur E, K est nor-
mal sur E. Par hypothese de récurrence I'extension £ C K est de type Liou-
villien. D’apres les égalités (1.21), on a que, pour tout o € Galg(F), o(v,,) =

A7, mUm, donc pour tout o € Galg(F), on a o (%) = Lﬁ Comme F' est
U

normal sur £/, -= € F C K, donc 'extension K C K<wv,,> est de type Liou-

Um,
/
villien. Comme (%) € K, 'extension K<uv,,> C K<v,><% . . ., 6 2==L>
Um Um Um

est de type Liouvillien. Donc, I'extension E C F' est aussi de type Liouvillien.
1
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Théoreme 1.58 Soit K C L une extension de Picard-Vessiot a corps des
constantes algébriquement clos et de caractéristique zéro. Soit G° la com-
posante connexe de l'identité du groupe Galg(L). Alors
— Si le groupe G° est résoluble, 'extension K C L est de type Liouvillien
généralisé.
— Si’l existe une extension de type Liouvillien généralisé K C F telle que
L C F et Const(F) = Const(K), alors G° est résoluble.

Preuve. Supposons que G soit résoluble. D’aprés la proposition 1.56, 1'ex-
tension K C L& est algébrique de type fini, donc elle est de type Li-
ouvillien généralisé. L'extension LE" C L est de Picard-Vessiot et GO =
Gal, o (L). D’apres le théoreme 1.76, il existe une base vy, ..., v, des solu-
tions du systeme (A), telle que, pour tout o € Gal, o (L), on ait

o(v;) = A7 05+ + AT v, 7, € Const(K), j=1,...,n.
On pose v; = (V14y .., Un )" € L™ Sion ordonne les éléments v; ; par l'ordre

lexicographique dans les sous-indices (i, j), I'hypothese de la proposition 1.57
est satisfaite, donc Pextension LE” C L est de type Liouvillien. Donc exten-
sion K C L est de type Liouvillien généralisé.

On va montrer la seconde partie du théoreme par récurrence sur la longueur
de la tour K = Fy C F} C ... C F,, = F qui définit 'extension de type Li-
ouvillien généralisé K C F. Si m = 0 clest trivial. Soit K le corps des
éléments de L qui sont algébriques sur K. D’apres la proposition 1.56, on a
K = L% donc Galgz (L) = G°. Soit F; = F;_1<t;>, pour i = 1,...,m. La
tour K C K<t;> C ... C K<tq,...,t,> = F définit I'extension de type
Liouvillien généralisé K C F. Donc, on peut supposer que K = K et que le
groupe Galg (L) est connexe.

Soit V' = (v;;) € GL(n, L) une matrice fondamentale pour le systeme
(A). Puisque Const(F') = Const(K), 'extension K<t;> C L<t;> est de
Picard-Vessiot associée au méme systeme (A), et V € GL(n, L<t;>) est
encore une matrice fondamentale pour (A). Pout tout o € Galg 4~ (L<t;>)
on a que o(L) C L. On considére I'homomorphisme de groupes injectif

GalK<tl>(L<t1>) — GalK(L)

o — ol

Via la représentation py, I'’homomorphisme ci-dessus est 'inclusion, donc il
est un homomorphisme de groupes algébriques.

Soit H = Galg<,~(L<t1>). On peut considérer H C Galg(L). Le sous-
groupe H est un sous-groupe algébrique linéaire de Galg (L). Comme la tour
K<ti>=F, CF, C...CF, = F est de longueur m — 1, par hypothese de
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récurrence, la composante connexe de l'identité H° de H est résoluble. On
a L7 = LN K<t;>. En effet, si 0 € Galgs,(L<t;>), il est évident que
0|rnk<t;> = Id. Sia € L\ (LNK<t;>), puisque 'extension K <t;> C L<t;>
est normale, il existe o € H, tel que o(a) # a.

Supposons que t; est algébrique sur K. Alors K <t;> est algébrique sur
K (voir le lemme 1.54). Par hypothése K = K, donc L N K<t;> = K.
D’apres la correspondance de Galois différentiel, on a H = Galg(L). Donc
Galg (L) = G = HY est résoluble.

Supposons que t| € K, ou bien % € K. D’apres les exemples 1.53, on
a que lextension K C K<t;> est de Picard-Vessiot et Galy (K <t;>) est
commutatif. Donc, 'extension K C K <t;> N L est normale par le théoreme
1.49 appliqué a 'extension de Picard-Vessiot K C K<t;>. D’apres le méme
théoreme appliqué a l'extension K C L, H est un sous-groupe normal de
Galg (L). Alors, le groupe algébrique linéaire et connexe Galg (L) a un sous-
groupe H qui est algébrique, normal, et tel que le groupe

M = GalK(L N K<t1>)
H

est commutatif, et la composante connexe de I'identité H° de H est résoluble.
D’apres le lemme 1.75, le groupe Galg (L) est résoluble. 1

Remarque 1.59 En particuliere on a montré que la composante connexe de
identité G° de Galg (L) est résoluble si et seulement si 'extension K C L
est de type Liouvillien généralisé. Mais ce dernier énoncé est, a priori, plus
faible que celui du théoréme. Dans la pratique, si on montre que le groupe G°
n’est pas résoluble, d’apres le théoreme, on pourra pas exprimer les solutions
du systeme (A) dans une extension Liouvillien généralisé de K.

1.8 Quelques résultats sur les groupes linéaires
algébriques.
Nous rappelons ici quelques définitions et résultats concernant la géométrie

algébrique affine et les groupes algébriques linéaires. Pour une introduction
dans ce sujet nous renvoyons aux ouvrages [1, Hum, 16].

1.8.1 Rappels de géométrie algébrique affine

Soit C' un corps algébriquement clos. Un polynome F € C[Xq,..., X,,]
induit une fonction, dite polynomiale, F' : C™ — (', que par abus de no-
tations on désigne avec le méme nom. Soit J = {F, | o € A} une famille
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de fonctions polynomiales sur C™. L’ensemble V' (J) des zéros de J est le
sous-ensemble de C™ formé par les ¢ € C™ tels que F,(c) = 0, pour tout
a € A

Un sous-ensemble V' C C™ est dite algébrique s’il existe une famille de
fonctions polynomiales J, tel que V = V'(J). La topologie de Zariski de C™
est la topologie pour laquelle les ensembles fermes sont les sous-ensembles
algébriques de C™.

Soit V' C C™ un sous-ensemble de C™. On désigne par I(V) I'ensem-
ble des polynomes F(X) € C[X;...,X,,] tels que F(¢) = 0, pour tout
¢ € V. L’ensemble I(V) est un idéal radical de C[X; ..., X,,]. D'apres le
théoremes des zéros (Nullstellensatz), les applications V — I(V) et J
V' (J), sont bijections, I'une inverse de ’autre, entre l’ensemble de sous-
ensembles algébriques de C™ et celui de idéaux radicaux de C[X; ..., X,,].
En particulier, si m est un idéal maximale, V' (m) est un point.

Soit T" un espace topologique. On dit que T est irréductible si T' n’est pas
I'union de deux fermes propres de T'. Soit S C T, alors S est irréductible si et
seulement si son adhérence S est irréductible. Une composante irréductible
d’un espace topologique T', est un sous-espace irréductible maximale de T’
(qui est nécessairement fermé). Par le lemme de Zorn, un espace topologique
peut s’écrire comme 'union de ses composantes irréductibles. Si ¢ : T — T”
est une application continue et 7" irréductible, alors ¢(7') est irréductible.

La noethérianité de C[ X7, ..., X,,] entraine tout sous-ensemble algébrique
de C'™, avec la topologie de Zariski, a un nombre fini de composantes irréductibles.

Un sous-ensemble algébrique V' C C™ est irréductible si et seulement si
I'idéal I(V') est premier.

Soient V' C C™ et W C C™ sous-ensembles algébriques. Le sous-ensemble
V x W C C™™ est un sous-ensemble algébrique de C™*™. Si V et W sont
irréductibles, alors V' x W est irréductible (avec la topologie de Zariski hérité
de C™t™).

Soit V' € C™ un sous-ensemble algébrique. Une fonction F : V —
C' est dite polynomiale sl existe un polynome F(X) € C[X;...,X,,] tel
que F(c) = F(c), pour tout ¢ € V. Les fonctions polynomiales sur V
formaient une C-algebre qu’on désigne par C[V] et qui est isomorphe a
ClX1,..., Xw]/I(V). Alors C[V] est une C-algebre de type fini et réduite
(n’a pas des éléments nilpotents, car I(V') est un idéal radical). Si V' est un
sous-ensemble algébrique irréductible, C[V] est un domaine d’intégrité, car
I(V) est un idéal premier. Dans ce cas, on désigne par C(V) le corps de
fractions de C[V].

Soit V' un sous-ensemble algébrique irréductible. On définit la dimension
de V comme le degré de transcendance du corps C(V') sur C' (c’est le nombre
maximum de fonctions polynomiales sur V' algébriquement indépendants sur
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(). Si W C V est un ensemble algébrique irréductible et différent a V', alors
la dimension de W est strictement plus petite que celui de V. Par suite, si
Wy, n € N, est une famille de sous-ensembles algébrique irréductibles tels
que W, C W,.1, n € N, alors il existe k tel que Wy, = W,,, pour n > k.

Soit A une C-algebre de type fini et réduite. Il existe m € N et un
sous-ensemble algébrique V' C C™ tel que A = C[V] (plus précisément,
A et C[V] sont C-algebres isomorphes). En effet, on a A = Clay, ..., an)].
L’homomorphisme de C-algebres ¢ : C[Xy,..., X,,] — A qui envoi X; sur q;
est surjectif. Soit a = Kerp. On a A = C[X]/a. L’idéal a est radical, car A
est réduite. D’apres le théoreme des zéros IV (a) = a. Alors A = C[V (a)].

Soient V- C C™ et W C C"™ deux sous-ensembles algébriques. Un mor-
phisme de sous-ensembles algébriques est une application ¢ : V. — W, p(c) =
(p1(€), .., n(c)), telle que chaque fonction ¢; : V' — C est une fonction
polynomiale sur V. Le morphisme ¢ est continue pour la topologie de Zariski.
Le morphisme ¢ induit le morphisme de C-algebres ¢* : C[W]| — C[V] donné
par ¢(G) = G o . Réciproquement, soit f : C[W] — C[V] un morphisme
de C-algebres, alors il existe un morphisme de sous-ensembles algébriques
p:V — W tel que p* = f. En effet, si Y; est l'i-eme projection de C™, alors
ClW] =C[Y1,...,Y,]/b. Soit ¢; = ¢*(Yi + b). Alors ¢ = (¢1,...,¢n).

Soit V' C C™ un sous-ensemble algébrique. Soit f € C[V]. On désigne
par V; Pensemble {c € V' | f(c) # 0}. L’ensemble V; est un ouvert de V. On
consideére l'injection j : V; — C™*! donné par j(c) = (¢,1/f(c)). On identifie
V; avec son image par I'application j. Alors V; C C™*! est un sous-ensemble
algébrique de C™*1. Si f # 0, 'ensemble S = {f™ | n > 0} est une partie
multiplicative de C[V]. On désigne par C[V]; anneau de fractions S~'C[V].
Ona C[Vy| = C[V]s. Eneffet, si I(V) = {Qa(X1, ..., Xm) | @ € A}, alors V;
est ’ensemble de zéros de { f (X1, ..., X;n)Y —1}U{Qu (X1, ..., Xin) | o € A}
Une fonction algébrique sur V; est une fonction G : Vy — C, tel qu'il existe

un polynome G(X1, ..., X,,,Y), vérifiant G(c) = G(cy,...,cm, 1/f(c)), pour
¢ € V;. On a un morphisme de C-algebres ¢ : C[V]y — C[Vy], donné par
U(g/f*)(c) = g(c)/f*(c), c € V. Le morphisme ¢ est surjectif. Il est aussi
injectif, car f*'(f*2g1 — f*'g2) = 0 entraine f*(c)gi(c) = f*'(c)ga(c), c € V.
Alors v est un isomorphisme.

Soit h : V. — W un morphisme de sous-ensembles algébriques tel que
h(V') soit dense dans W. L’homomorphisme h* : C[W]| — C[V] est injectif,
car si une application continue s’annule sur un ensemble dense, elle est nulle.

On dit que h est fini si C[V] est entier sur C[W] (via h*).

Lemme 1.60 Soith :V — W un morphisme fini de sous-ensembles algébriques
sur un corps C' algébriquement clos. Alors :

(). L’application h est surjective.
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(i)). Si V et W sont irréductibles, et si Z C 'V est un fermé propre de V,
alors h(Z) est un fermé propre de W.

Preuve. (i). Soient C[V] et C[W] les anneaux de coordonnées de V et W
respectivement. Puisque C[V] est une C[W]-algebre finiment engendrée et
entiere, C[V] est un C[W]-module de type fini. Soient y € W, et m, 'idéal
maximal de C[W] des fonctions qui s’annulent en y. D’apres le lemme suiv-
ante, I'idéal a = h*(m,)C[V] est un idéal propre de C[V], donc il existe
un idéal maximal m, de C[V] contenant a. Alors m, N C[W] = m, car m,
est maximal. D’apres le théoreme des zéros, m, est I'idéal des fonctions qui
s’annulent en un point x € V. Donc h(z) = y.

(ii). Soit I C C[V]l'idéal associé a Z. Il suffit montrer que INC[W] # (0).
Soit a € I, a # 0. Alors a™ + b,_1a™ ' + --- + by = 0. On peut supposer que
bo # 0 car C[V] est integre. Alors by € aC[V]|NC[W] C I N C[W]. I

Lemme 1.61 Soit A C B une extension d’anneauz telle que B soit un A-
module de type fini. Si a est un idéal de A tel que a # A alors aB # B.

Preuve. Supposons aB = B. Soit my, ..., mg une systeme de générateurs du
A-module B, on a m; = Y \;;m;, avec \;; € a. Soit u = det((\;;) — 1)
ou I est la matrice identité de rang s, on a que uB = 0 (car si H est la
matrice adjointe de la matrice ((\;;) —I) on a que H - ((N\;;) — 1) = pd, et
((Nij) —I)-(mq,...,ms)" =0). Alors y=0car 1 € B.Onaque up=1+)\,
avec A € a, donc 1 € a. 1

Lemme 1.62 Soit C' un corps algébriquement clos. Soit h : V. — W un
morphisme de sous-ensembles algébriques, tel que h(V') soit dense dans W.
Alors h(V') contient un ouvert non vide de W. Supposons de plus que h
soit injectif, alors il existe f € C[W] tel que la restriction de h a 'ouvert
Vi =V \{f =0} hyv, : Vi — Wy soit un morphisme fini. Donc, si Vet W
sont irréductibles, le corps C(V) est algébrique sur C(W).

Preuve. On peut supposer que V et W sont des variétés irréductibles. L’ho-
momorphisme de C-algebres injectif h* : C[W] — C[V] s’étend en mor-
phisme de corps h* : C(W) — C(V). On considere h* comme 'inclusion.
C[V] est une C-algebre de type fini, on pose C[V] = Clz1,...,2,]. Soit
Uy, ...,u, € C[V] une base de transcendance de C(V') sur C'(W). Alors
x; est un élément algébrique sur C(W)(uy,...,u,), donc z; est algébrique
sur C[Wllw,...,u.]. Il existe f; € C[W][uy,...,u,] tel que x; est entier
sur C[W][us, ... ,up, 1/ f;]. Soit f = fi--- fim, alors C[V]; est entier sur
CW]lu,...,up, 1/ f]. Alors hly, = hgohy, ot hy : Vi — W x A"\ {f = 0} et
hy est la projection W x A™\ {f = 0} — W. L’application h; est surjective
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car elle est finie. Soit f = Y a,u®, alors I'image de hy est 'ouvert non vide
U={ceW|3a, ay(c) # 0}, car C est un corps infini. Donc U est contenu
dans I'image de h. De plus, si 7 > 1 et y € U, le cardinal de hy*(y) est infini.
Dong, si h est bijective, on a r = 0, donc C(V) est algébrique sur C(W).

1.8.2 Groupes linéaires algébriques

Soit C' un corps, on désigne par GL(n,C) I’ensemble des matrices non
singulieres de rang n sur C'. On considere GL(n, C') comme un sous-ensemble
de C™**1 via Dapplication

GL(n,C) — (O™t

A=(ai;) — (Gij, z7)-

Alors, GL(n, C') est le sous-ensemble algébrique de C™**1 donné par les zéros
du polynome Z det(X; ;) —1,ou X;;, 1 <1i,j <n, et Z sont des coordonnées
sur C"**1. Une application polynomiale sur GL(n,C) est une application
f : GL(n,C) — C telle quil existe un polynéome F(X;;, Z) sur C en les
indéterminées X;; et Z, avec f(A) = F(a; , (det A)~') pour toute matrice
A € GL(n, ().

Définition 1.63 Soit G un sous-groupe de GL(n,C). On dit que G est un
groupe algébrique linéaire si G est un sous-ensemble fermé, pour la topolo-
gie de Zariski, de GL(n,C), plus précisément s’il existe un ensemble I des
polynomes sur C' dans les indéterminées X; ;, 1 < 1,5 < n, tel que

G = V(1) = {(a;) € GL(n,C) | f(a;) =0, ¥f € I}.

Si Gi C GL(n,C) et Go C GL(m,C) sont deux groupes algébriques
linéaires, un morphisme de groupes algébriques linéaires est une applica-
tion & : Gy — Gy telle que € est un morphisme de groupes et de variétés
affines, c’est-a-dire, & = (&1,...,&n) ot chaque & est la restriction sur Gy
d’une application polynomiale sur GL(n,C).

Soit G un groupe. Un groupe algébrique affine sur C' est un homomor-
phisme de groupes injectif p : G — GL(n,C) tel que l'image Im(p) de p soit
un groupe algébrique linéaire. On considere sur G la topologie induite par [’ap-
plication p et la topologie de Zariski de GL(n,C'). Soient p; : G; — GL(n,C)
et py : Gy — GL(m,C) deuz groupes algébriques affines. Un morphisme de
groupes algébriques affines est un morphisme de groupes £ : G1 — G5 tel qu’il
existe un morphisme de groupes algébriques linéaires & : Im(p;) — Im(ps)
avec Epy = pok’. Soit p 1 G — GL(n,C) un groupe algébrique affine, une
structure de groupe algébrique affine sur G est la classe d’équivalence de p
a isomorphisme pres.
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Exemple 1.64 Les sous-groupes
SL(n,C) = {(a;;) € GL(n,C) | det(a;;) = 1},
T(n,C) = {(aij) € GL(n,C) |a;; =0,sii>j},

sont linéaires algébriques. Le groupe formé par les matrices de GL(n,C) de
la forme

1 0
0 01, E=1letceC,
c 1

O Mm O

est aussi linéaire algébrique. 1

Soit B € GL(n,C'). Les applications de GL(n,C) dans GL(n,C), A —
AYVA— A B A—- B- A A— A-B-A'et A— B-A- B! sont
des applications algébriques, donc elles sont continues, et leurs inverses sont
continues, elles sont donc des homéomorphismes.

Soit G un groupe linéaire algébrique. Soit Id la matrice identité de G. Il
existe une seule composante irréductible de G qui contient la matrice identité.
En effet, soient 17, ..., T, les composantes irréductibles de G que contient Id.
Le sous-ensemble algébrique 77 x - - - x T est irréductible. On considere I'appli-
cation ¢ : T} x- - -xTy — G donnée par le produit des matrices. La application
@ est continue, donc son image 77 --- T, est un ensemble irréductible de G
que contient Id. On a T; C T --- T, alors T; = Tt ---T,, pour j = 1,...,s.
Donc s = 1. On désigne par G° la seule composante irréductible de G' qui
contient Id et elle est dite la composante connexe de I'identité de G.

Lemme 1.65 Soit G un groupe algébrique affine. Soit G° la composante
conneze de l'identité de G. Alors Le groupe G° est un sous-groupe algébrique
affine, normal dans G, et Uindice |G : G°] de G° dans G est fini. Les com-
posantes conneres de G sont les classes G/G°, en particulier G° est une
composante conneze de G.

Preuve. L'image de G° par ’homéomorphisme A — A~! de G est une com-
posante irréductible de G' qui contient l'identité, donc (G°)~! = G°. Soit
B € GY l'image de G° par 'homéomorphisme A — A - B est une com-
posante irréductible de G' qui contient I'identité, donc G°-G° = G°, alors G°
est un sous-groupe de G. Le groupe G est fermé pour la topologie de Zariski,
car c’est une composante irréductible, donc G° est un sous-groupe linéaire
algébrique. Soit B € G, 'image de G° par 'homéomorphisme A — B~!-A-B
est aussi irréductible, donc G° = B~ . G° - B. Puisque l'image de G° par
I’homéomorphisme A — B- A est une composante irréductible de GG, I’ensem-
ble B - GY est une composante irréductible de G. Puisque le nombre des
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composantes connexes de G est fini, I'indice de G° dans G est fini. Alors les
composantes irréductibles de G sont disjoints et en nombre fini, donc elles
sont aussi les composantes connexes de G. 1

Lemme 1.66 Soit G un groupe algébrique affine connexe. Soit H un sous-

groupe algébrique de G tel que le nombre de classes a droite de G sur H soit
fini. Alors H =G.

Preuve. Soient A, - H, ..., A, - H les classes a droite de G sur H. Comme H
est fermé on a que A;- H est fermé (c’est 'image de H par ’homéomorphisme
X — A;-X). Comme G=J" A -Het A;- HNA;- H=10sii# j, donc
A; - H est fermé et ouvert. Comme G est connexe, m = 1. 1

Lemme 1.67 Soit G un groupe algébrique affine, sotent U,V C G des ou-
verts denses dans G. Alors U -V = (G.

Preuve. Le sous-ensemble U™' = {27! | x € U} est un ouvert dense dans
G car I'application z — 27! est un homéomorphisme de G. Si x € G, alors
x-U™! est aussi un ouvert dense de G, donc 2-U*NV # (), doncx € U-V a

Lemme 1.68 Soient (iun groupe algébrique affine et H un sous-groupe de
G. Alors, ladhérence H de H est un sous-groupe de G. Si H contient un
owvert de H alors H = H.

—1 .. _ ,
Preuve. On a que H = = H~! car 'application z — 2~ ! est un homéomor-

phisme. L’application y +— zy est un homéomorphisme de G. Soit x € H,
alorse-H=2-H=H.Siy€ HonaH-y=H -yC H,donc H-H=H.
Si H contient un ouvert U dense dans H, on a U-U C H, et d’apres le lemme
précédent U - U = H. 1

Proposition 1.69 Soit ¢ : G — G’ un morphisme de groupes algébriques
affines. Alors :

(). L’image de ¢ est un sous-groupe algébrique affine de G'.

(ii). Soit G° la composante conneze de lidentité de G. Alors la composante
conneze de lidentité de Tm(¢) est ¢(GP).

Preuve. La partie (i) est une conséquence des lemmes 1.62 et 1.68. D’apres le
lemme 1.65, G est un sous-groupe algébrique affine, donc ¢(G®) est aussi un
sous-groupe algébrique affine et connexe, donc ¢(G") C ¢(G)°. Le nombre
de classes a droite de ¢(G)° sur ¢(GP) est fini car [G : G°] est fini. D’apres
le lemme 1.66 on a ¢(G®) = ¢(G)°. I
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1.8.2.1 Groupes résolubles.

Definitions 1.70 Soit G' un groupe. On dira que G est résoluble s’il existe
une chaine de sous-groupes G = G° D Gy D ... D G,,, = {1} tels que pour
touti =0,...,m—1 le groupe G;11 est normal dans G; et le groupe G;/G ;11
est commutatif.

Soit G un groupe, le commutateur |G,G] de G est le sous-groupe de G
engendré par les éléments aba='b~!, a,b € G.

La série dérivée de G est la série GO O GM D ... ou GO = G et
GUHD = [GD GW], et sa longueur est le plus petit entier m tel que G™ =

{1}.

Lemme 1.71 Le groupe G est résoluble si et seulement si la série dérivée
de G a longueur finie.

Preuve. Le commutateur H d'un groupe G est le plus petit sous-groupe
normal de G tel que le groupe G/H est commutatif. Si G est résoluble, on a
par récurrence que G; O G, donc G™ = {1}. 1

Corollaire 1.72 Un sous-groupe d’un groupe résoluble est résoluble et ['im-
age d’un groupe résoluble par un homomorphisme est un groupe résoluble.

Proposition 1.73 Soit G un groupe linéaire algébrique. Soit (X;, fi)ier une
famille de sous-ensembles algébrique irréductibles avec les morphismes de
sous-ensembles algébriques f; : X; — G. Supposons que la matrice identité
Id € Y; = fi(X;), pour i € I. Soit H le plus petit sous-groupe algébrique
linéaire de G contenant tous f;(X;). Alors H est connexe. De plus, il existe
(i1,...,15) € I® et des signes e € {+1, =1}, tels que H =Y --- Y.

Preuve. On élargit I'ensemble I tel sorte que I'ensemble Y; ™! se trouve parmi
les Y;. Pour a = (i1,...,is) € I® on désigne par Y/, I'image de I'application
Xi X x X, 3 (x1,...,25) — f(z1)--- f(zs) € G. L’ensemble Y, est
irréductible, donc I'est aussi son adhérence Y (a). On a Y (a)-Y (b) C Y (a,b).
En effet, si € Y(a), on a z - Y(b) C Y(a,b), donc z - Y (b) = x- Yy C
Y (a,b). Alors Yia) - }7(1,) C Y(a,b). Soit y € 17(;,). Ona Yy -y C }7(a7b), donc
Y)Y C Yiap), alors Y(a) - Y(b) C Y(a,b). Soit a tel que la dimension de
57(a) soit maximale. Soit b € I¥, on a }7(a) - Y(a) . Y(a,b)v alors Y(a) = Y(a,b),
pour tout b. En particulier, }7(a) . )7@ - }7(a) et VL. Y(a) - }7(a). Alors )7(a)

(a)
c’est un sous-group, donc H = Y/(,). Puisque Y{,) est 'image d’un morphisme

de sous-ensembles algébriques, Y{,) contient un ouvert dense de Y(a). D’apres
le lemme 1.68, Y(,) = Y(4) = H. Alors H est irréductible, en particulier est
connexe. 1
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Proposition 1.74 Soit G un groupe linéaire algébrique. Soit G° la com-
posante conneze de l'identité. Le commutateur [G°, G°] de G° est un sous-
groupe algébrique et connezre de G.

Preuve. Soit x € G, on consideére le morphisme de sous-ensembles algébriques
fo: G° — G, f.(y) = zyz~ty~'. Soit H le plus petit sous-groupe algébrique
de G contenant f,(G°) =Y,, pour tout x € G°.On a [G°,G°] C H. D’apres

la proposition précédente H est connexe et il existe x1,...,x,, ; € {1, —1},
tels que H = Y --- Ve, donc H C [G° G°]. Alors [G°,G°] = H est un
sous-groupe algébrique et connexe de G. 1

Lemme 1.75 Soit G un groupe algébrique affine connexe. Soit H un sous-
groupe algébrique et normal de G tel que le groupe G/H soit commutatif.
Soit H° la composante connexe de lidentité de H. Si H® est résoluble, alors
G est résoluble.

Preuve. Comme G /H est commutatif on a [G, G] € H. Comme GV =[G, G|
est connexe car G est connexe, on a que G C H?, donc G™ C (HO)(m_l).l

Théoréme 1.76 (Lie-Kolchin) Soit C' un corps algébriquement clos. Soit
G C GL(n,C) un groupe linéaire algébrique connexe et résoluble. Alors, il
existe une base vy, ..., v, du C-espace vectoriel C™ telle que pour tout A de
G on ait

Ayz :)\17121—{—"‘4-)\1"1'2@-, )\i,j € C, 9, = 1,...,71.
(Par v on note ici des vecteurs colonnes).

Preuve. On suit la preuve présentée dans [4].

(1). S’il existe un sous-espace vectoriel V' de C™ tel que G(V) C V (i.e.
pour tout A € G on a A(V) C V), on considere une base wy,...,w, de C"
telle que wy, ..., w, soit une base de V. Soit B la matrice (w, ..., w,), alors
I'endomorphisme de GL(n,C) qui envoie chaque matrice X sur la matrice
B71. X . B est algébrique. Les éléments de I'image de G par cette application

sont de la forme

( A ) . A€ GL(s,C), pa € GL(n —s,0).
0 pa

Les applications A — A4 et A — 4 sont algébriques. Donc, I'image de G
par ces applications est un groupe linéaire algébrique connexe et résoluble.
Comme 0 < s < n, par hypothese de récurrence, il existe des matrices
B, € GL(s,C) et By € GL(n — s,C), telles que, pour toute matrice A de G,
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les matrices By \uB; et B; 1114 By soient de la forme triangulaire supérieure.
Alors,siD =B ( L(})l 122 ), pour toute matrice A de G, la matrice D™'AD
est triangulaire supérieure. Ainsi, on peut supposer qu’il n'y a pas de sous-
espaces vectoriels propres invariants par G.

(2). On procede par récurrence sur la longueur m de la série dérivée de
G.Sim =0onaG = {1}, et le théoreme est trivial. Soit m > 0. D’apres
la proposition 1.74, le groupe G = [G,G] est connexe. Le groupe G
est résoluble et sa série dérivée est de longueur m — 1. Par hypothese de
récurrence, on peut supposer que l’assertion du théoréme est vraie pour GV,
Il existe 0 # v € C™, tel que pour tout A € G, on ait Av = ¢4 - v, ol
ca €C.

(3). Soit W' le sous-espace vectoriel de C™ engendré par

Wo={veC"|VAecGY ey, €C, Av=ca,-v}.

Par I'étape précédente Wy # {0}. On a que G(W,) C W. En effet, si B € G,
veWyet Ae GW, il existe A1 € GW telle que AB = BA; (le sous-groupe
GW est normal dans G) donc

ABv = BAjv = Bca, -V = ca, - By,

donc Bv € Wy. Alors, G(W,) C Wy et par Iétape (1) on a que Wy = C™,
donc il existe une base vy, ...,v, de C" avec v, € Wj,.

(4). Les éléments de G commutent avec les éléments de G. En effet,
soit Ae GW et B € G. Sive W, onaque

B_IABQ = B_ch,By : BQ = CABy " U

Comme B7'AB est déterminée par les valeurs B'ABuv;, i = 1,...,n et
I'ensemble {ca, | v € Wy} est fini (c’est I'ensemble des valeurs propres de
A), alors I'ensemble { B"'AB | B € G} est fini. Donc, 'image de I’application
qui envoie X € G sur X 1AX € G doit étre un sous-ensemble connexe d’un
ensemble fini, donc X 1AX = A pour tout X € G.

(5). Les matrices de G sont scalaires. En effet, soit A € G(V). Puisque le
corps C' est algébriquement clos, il existe ¢ € C et 0 # v tels que Av = ¢ - v.
On considere W, = {v € C" | Av = c¢-v}. Soit B € G et v € W, comme
BA = AB on a que ABv = BAv = ¢- By, donc Bv € W, et G(W,) C W..
Par Iétape (1) on a que W.=C" donc A=c-L

(6). Si A € G = [G,G] on a que det A = 1. Comme A = ¢l, on a
¢ = 1. Donc G est fini. Par la proposition 1.74, GV est connexe. Donc
GW = {1}, et G est commutatif.
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(7). Soit A € G. Comme le corps C est algébriquement clos, il existe
0#£veC"etce C, tels que Av = ¢-v. On considere 'espace vectoriel
W, de 'étape (5). Comme G est commutatif on a que G(W.) C W, donc
W, = C", donc A = c-1 qui est triangulaire. 1

1.8.3 Unicité de la structure du groupe algébrique affine
du groupe de Galois différentiel

Soit K C L une extension de Picard-Vessiot de corps associée au systeme
(A). On a muni Galg(L) d’'une structure de groupe algébrique affine qui
dépend “a priori” de (A). On va montrer que cette structure est (L étant
fixé) indépendante du systeme différentiel (A).

Lemme 1.77 Soit K un corps différentiel a corps de constantes C' algébrique-
ment clos et de caractéristique zéro. Soient Ay et Ag deux systemes d’équa-
tions différentielles sur K. Soit K C L une extension de Picard-Vessiot
de corps associée au systeme Ay et aussi au systeme Ap. Soient U et V
deur matrices fondamentales pour Ay et Ap respectivement. Soient py :
Galg (L) — GL(n,C) et py : Galg(L) — GL(m,C) les représentations
de Galg (L) associées. Alors les structures py et py de groupes algébriques
affines sur Galg (L) sont isomorphes.

Preuve. 1l faut montrer qu’il existe un isomorphisme de groupes algébriques
linéaires € : Im(py) — Im(py) tel que € o py = py. On désigne par (A||B)la

matrice ( 0 g ) . On considere le systeme d’équations différentielles sur K

Acap)- On a que K C L est une extension Picard-Vessiot associée a A g
car (U||V) est une matrice fondamentale. On considere pvy @ Galg (L) —

GL(n+m, C) lareprésentation associée. L’application onp(UlHV) Im(pwvy) —

o X 0 . . o
Im(py) est application o v )™ X qui est un morphisme bijectif de
groupes algébriques linéaires. D’apres la prosposition suivante, cette mor-
phisme est un isomorphisme. 1

Proposition 1.78 Soient G et Gy deux groupes algébriques linéaires sur
un corps C' algébriquement clos et de caractéristique zéro. Soit ¢ : Gy —
Gy un morphisme de groupes algébriques linéaires bijectif. Alors ¢ est un
1somorphisme de groupes algébriques linéaires.

Remarque 1.79 Cette proposition est une conséquence du théoreme prin-
cipal de Zariski (voir (3.20) dans [Mum]). On en donne ici une preuve.
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Lemme 1.80 Soit G un groupe linéaire algébrique. Alors G est une variété
algébrique affine non singuliere. Si G est connexe l'anneau C|G| de coor-
donnes sur G est régulier.

Preuve. Soit e l'identité de G et ¢ € G. L’application x +— zg est un iso-
morphisme de variétés algébriques affines. Alors le point e est singulier en
G si et seulement si le point g est singulier. D’apres 'existence de points
réguliers dans toute variété affine algébrique, on a que tous les point de G
sont réguliers. 1

Proposition 1.81 Soit h: X — Y un morphisme injectif de variétés affines
irréductibles (sur un corps C' algébriquement clos et de caractéristique zéro)
tel que h(X) soit dense dans Y. Alors C(X) = C(Y), c’est-a-dire que h est
un morphisme birationnel.

Preuve. D’apres la proposition 1.62, C'(X) est algébrique sur C(Y). Soient
feC(X)etp(T) =T"+ 37 a;T" son polynéme minimal. Supposons que
n > 2. Soient g € CY] et I € C[X] tels que a; € CY]y), f € C[X]g).
On considere I'extension entiere C[Y ], C C[Y](y[f]. Soient k un corps de
caractéristique zéro, et Q(T) = T™ + Z;:Ol b;T; un polynome sur k. On a
que si Q(T) = (T — a)", a € k alors n"by — b,_; = 0. Soit d = a,_; —n"ay €
ClY](g)- On a d # 0, car on est en caractéristique zéro. Soit D(d) I’ensemble
des idéaux maximaux de C[Y] qui ne contiennent pas 1'élément d. Soit
m € D(d). Il existe au moins deux idéaux maximaux différents m; et my de
ClY]pf] tels que m; NC[Y], = m, j = 1,2. En effet, soit ¢ : C[Y]y) —
CY])/m = C l'homomorphisme naturel. Soit P? = T" + Y ¢(a;)T" €
C[T]. On a ¢(d) # 0, donc P?(T) a deux racines dans C, soient a; et ap.
Soit C[Y]g[T] 'anneau des polynomes sur C[Y ], en la variable T. On a
ClY)glf] = CIY]([T]/P(T); pour ceci il suffit de montrer que, si Q(T') =
R(T)P(T) et Q(T) € C[Y]y[T], alors R(T) € C[Y]y[T), et ceci se déduit
du fait que P(T) est unitaire. Soit 1; : C[Y]»[T] — C I'homomorphisme
qui étend ¢ et qui envoie T" sur «;, 7 = 1,2. Alors 1); se factorise a travers
7 : ClY](glf] = C ot 7;(f) = ;. L'idéal m; = Ker(r;) satisfait la propriété
demandée. Soient Y,, W, et X les variétés affines irréductibles associées
a C[Y]), ClY]glf] et C[X]g respectivement. Soient Xy Lw S Y,
les morphismes associés aux inclusions. L’ensemble ¢)(X,;) est dense dans
W (car ¢* est I'inclusion), alors il existe un ouvert dense U C W tel que
U C Im(¢). Soit Z le fermé propre W \ U. D’apreés le lemme 1.60, ¢(Z2)
est un fermé propre de Y, donc ¢~'¢(Z) est un fermé propre de W, car ¢
est surjectif. Soit m € D(d) N (¢(Xy) \ ¢(Z)). D’apres ce qui précede, il
existe my, my € W, my # my, ¢(my) = p(my) = m. Alors my, my ¢ Z, donc
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my, my € Im(v)), et il existe ny,m2 € Xy tels que ¥(n;) = m;, j = 1,2, donc
m # ne et ¢1(n;) = m. Puisque ¢t est la restriction de h & Xy on a une
contradiction avec l'injectivité de h. 1

Proposition 1.82 Soit h: X — Y un morphisme bijectif de variétés affines
wrréductibles sur un corps C algébriquement clos et de caractéristique zéro.
Supposons que Y est régulier. Alors il existe f € C[Y] tel que la restriction
de h a Xy, Wx, : Xy — Yy soit un isomorphisme de variétés affines.

Preuve. D’apres le lemme 1.62, il existe f € C[Y] tel que h‘ x; : Xy — Yy soit
fini. D’apres la proposition précédente on a C'(X) = C(Y). On a Y} régulier
car Y est régulier, donc I'anneau C[Y]s) est intégralement clos. L’extension
ClY]p C C[X](y est entiere et C[X]p C C(Y), alors C[Y]s) = C[X](p). @

Preuve de la proposition 1.78. Soit ¢ : G; — G5 un morphisme bijectif de
groupes algébriques linéaires. Il faut montrer que ¢~! est un morphisme de
variétés affines. Pour cela il suffit de montrer que, pour tout y € Gs, il existe
un ouvert W, y € W C G5 tel que qb’l‘w soit un morphisme de variétés.
Soient GY et GY les composantes connexes de I'identité de Gy et G respec-
tivement. D’apres la proposition 1.69, on a ¢(GY) = GY. Si ¢go : GY — GY
était un isomorphisme de groupes algébriques, pour tout = € G 'applica-
tion @ly.qo 1 2+ GY — (") - GY serait la composition des isomorphismes de
variétés affines

y = xy — ¢lxy) — oa)o(zy) = o(y).

Alors on peut supposer que (G et GGo sont connexes, donc des variétés affines
irréductibles. Par le lemme 1.80 et la proposition 1.82; il existe f € C[Gs]
tel que si U = Gi \{f =0} et W = Go \ {f = 0} alors ¢y : U — W est
un isomorphisme de variétés affines. Ainsi U et W sont des ouverts denses
dans G et G respectivement. Soit x € U, alors ¢ : z - U — ¢(x™!) - W est

la composition des isomorphismes de variétés affines x - U — U LW -
d(x~1) - W. D’apres le lemme 1.67 on a W - W = Gy, donc ¢ : G; — Gy est

un isomorphisme de groupes algébriques. 1
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Chapitre 2

Le groupe de Galois formel.

2.1 La réduction formelle des
équations différentielles.

2.1.1 L’anneau des opérateurs différentiels.

Le corps Ky : On désigne par K le corps différentiel C[[X]][X '] des
séries formelles méromorphes a une indéterminée sur C muni de la dérivation ax
Soit v un entier positif; le polynme Y — X est irréductible sur 'anneau de
polynmes K[Y], alors K, = K[Y]/(Y”—X) est un corps. On désigne par X/*
Iélément Ymod (Y —X), alors K, = K[XY] et {1, X" ... (XY")"1}est

une K-base de K,,. La dérivation (fl—X se prolonge d’une seule maniere en une

dérivation sur K, dd (XYY) = 1/v XY/*X~1. Si v/ = hv il existe un homo-

morphisme injectif de corps différentiels K, — K, tel que X'V — (X1 ”/)

On définit le corps différentiel K. comme la limite inductif du systeme in-
ductif formé par les corps K, et les morphismes K, — K, siv divise V. On
a Koo =, K,.Si F € K, il existe des éléments umques Fy, ... F,, 1 € K

tels que F = Fy + PLXYY + - 4+ B, (X)L SiFy = 57,0, ak+%X’“,
on représente F' par la série Zal/,,X /v Avec cette représentation on a
L ap XP) =3 Layy, X0

On désigne par Dy la C-algebre associative engendrée comme C-espace
vectoriel par tout les mots qu’on peut écrire avec la lettre 0 et les éléments
g € Km, modulo toutes les relations qui se déduisent par associativité des
relations

d .
0g = g0 + —= J g€ K

dX’

ainsi que des relations exprimant la loi d’anneau dans K. Pour tout élément
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P € Dy , il existe une écriture unique
Koo
m
_ J 2
P = E a; &, avec a; € K.

Jj=0

Par exemple, on obtient par récurrence la formule de Leibniz :

IX"=X"0+Y aX FoF ¢ eC. (2.1)
k=1
L’anneau non commutatif Dy est appelé l'anneau des opérateurs différen-
tiels & coefficients dans K. On note par Dy, (resp. Dy) le sous-anneau
de Df(oo formé par les éléments sous la forme Zajﬁj avec a; € KV (resp.
a; € f()
Si P =3 1"a;07, avec a,, # 0, on dit que m est le degré de P.

Lemme 2.1 (Division euclidienne) On désigne par D 'anneau Dy ou
bien Dy . Sotent P et () enD. Il existe S et R uniques vérifiant P = QS—i—R
avec le degre de R plus petit que le celui Q. De mme, il existe S’ et R vérifiant
P =50Q+ R avec le degré de R’ plus petit que celui de Q.

Preuve. On montre 'existence par récurrence sur le degré de P. On pose
P=%",a0"¢et Q=73 " ,b0 avecm =deg Pet n=deg Q. Sim<n
on pose S = 0 et R = P. Supposons que m > n. Par la formule de Leibniz
on a que le degré de T'= P — Q“’” 0™~ ™ est plus petit que m. Donc, il existe
Siet RtelsqueT = QS+ R et deg Ry < n. Alors S = 51 + a’"ﬁm "et R
satisfont les propriétés demandées. L unicité se déduit du fait que deg(PQ)

deg P + deg Q. 1

2.1.2 D-modules et connexions.

On désigne par L le corps K. ou bien le corps f(l,, et par Dy, 'anneau
d’opérateurs différentiels correspondant.

Lemme 2.2 Soit M un Dr-module a gauche. Supposons que M est un L-
espace vectoriel de dimension fini. Alors Uapplication linéaire V : M — M
donnée par V(m) = 0m est une connexion sur M.

Réciproquement, soit (M, V) un vectoriel a connexions sur L. Alors l'ap-
plication Dy, x M — M donnée par

(Z a;0,m) Z a;V’ (m

fournit une structure de Dy -module a gauche sur M.
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Preuve. On déduit la premiere partie du fait que si f € L et m € M alors
V(fm)=0fm = fom+ -$m = fV(m) + f'm.

Pour la seconde partie il faut montrer que P(@m) = (PQ)m pour tout
P, Q) € Dy, et m € M. Par linéarité et récurrence sur le degré de P, on peut
supposer que P = ad et (Q = b0*, a,b € L, et alors I'égalité est évidente.

Définition 2.3 Soient (M;,V;) et (Ms,Vs) deuzx vectoriels a4 connezions
sur L. Soit ¢ : My — My un morphisme de L-espaces vectoriels. On dit que
¢ est un morphisme de vectoriels a connexions si on a que Vo = ¢ V.

Remarque 2.4 L’application ¢ : M; — Mj est un morphisme de vectoriels
a connexions si et seulement si ¢ est un morphisme de D-modules a gauche.

Définition 2.5 Soient (M, V1) et (Msy, V) deux vectoriels a connexions
sur L. On muni l’espace vectoriel Homyp (My, M) de la connexion V :

V(p)m = Vi(p(m)) — ¢(Vi(m)), ¢ € Homp (M, Ms).
St My =1L et V,y, = (fl—X, on obtient ainsi la connezion duale Vi de V;.

Remarque 2.6 (i). Les section horizontales de V sont les morphismes de
vectoriels a connexions entre (M, V) et (Ma, V).

(ii). Si e = {e1,...,e,} est une base de M; et A = (a;;) est la matrice de
V. par rapport a e (i.e. Vi(e;) = — >, a;;€;), alors la matrice de V7 par
rapport & la base duale de e est la matrice —A".

Lemme 2.7 Soit (M,V) un vectoriel a connexion sur L. Soit e € M un
vecteur cyclique de M (i.e. {e,V(e),..., V" (e)} est une L-base de M ).
Sotent ag, . ..,a,_1 € L tels que

age + a1 V(e) + ...+ a, V" (e) + V"(e) = 0.

On considere P = Z;:Ol a;0" + 0" € Dy, lidéal & gauche DiP, et le Dy -
module a gauche Dy, /Dy P. Alors ’homomorphisme de L-espaces vectoriels

(b M — DL/DLP

défini par ¢(Vi(e)) = d'mod DrP, 0 < i < n — 1, est un isomorphisme de
Dy -modules a gauche, donc de vectoriels a connexions .
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Preuve. Par 'algorithme de division dans Dj on a que Dp/DpP est un
L-espace vectoriel avec {1,0,...,0" '} comme base. Alors ¢ est un iso-
morphisme d’espaces vectoriels. Pour montrer que ¢ est un isomorphisme
de Dy-modules il suffit de montrer que ¢V = 0¢. Ceci est vrai car on a
oV (Vi(e)) = 0¢(Vi(e), 0 < i < n — 1, et 'applications ¢V — ¢ est L-

linéaire. 1

Remarque 2.8 Soit P = Z;‘l:o ajaj € Dr. Soit L C F une extension de
corps différentiels. On considere sur F' la structure de Dy-module a gauche

donnée par (> b.0F)f = Zbkél;{c Soit ¢ : D /D P — F un morphisme

de Dr-modules a gauche. Alors ¢(1) est une solution dans F' de I’équation
différentielle linéaire Zaj% = 0. En effet, on a que P¢(1) = ¢(P) = 0.

Réciproquement, si f € F est une solution de aj% = 0, alors I'applica-

tion ¢ : Dy, /D, P — F donnée par

k
d
¢ _bed*mod DL P) =) bdeJ;
est un morphisme de D;-modules & gauche. Alors on a une bijection
HOIIlDL (DL/DLP, F) = SOIF(P)

On considere sur le F-espace vectoriel Homy (D /Dy P, F) la connexion V,
o1 V(¢)(Q) = d(i—X(¢(Q)) — $(0Q). Alors I’ensemble des sections horizontales
de V est Homp, (D1, /DL P, F'). On considere la connexion Vj sur le F-espace

vectoriel
F®LHOIHL(DL/DLP, L)

donné par Vy(fep) = 3—)’2®¢ + f@0*(¢), ou 0* est la connexion duale de 0.
On a l'isomorphisme de vectoriels a connexions sur F'

Hom (D /DP,F) ~ F® ,(D/DP)".

Donc, on a une bijection entre les sections horizontales de F' ® (D /D P)*
et les solutions de P dans le corps F'.

La matrice de la connexion 0* par rapport a la base duale de {1,0, ..., 971}
est la matrice

0 1 0 0
0 0 1 0
Ap =
0 0 0 1
—a —e1 —az |, Zan-1



Donc le vectoriel a connexion (D, /D P)" est associé au systeme d’équations

g—}; =ApY,Y = (y1,...,yn)"; et celui-ci est associé a I’équation différentielle
dn

linéaire 7 a;g%% = 0.
2.1.3 Le polygone de Newton.

Soit P = " a0 € Dp_, avec a; = », o, X". Soit (u,v) € R?, on
note T,y = {(v,v) € R* | &/ < u, v/ > v}. On considére Iensemble
M(P) ={(i,r —1i) | a;, # 0}. Le polygone de Newton N(P) associé a P est
I’enveloppe convexe de ’ensemble U(W) eM(P) T(uv)-

Remarque 2.9 Si on pose ordx(a;) = min{r | a;, # 0}, alors N(P) est
I’enveloppe convexe de ’ensemble U?:o T (i ord(as)—i)-

Notation 2.10 Soient vp € R, 0 < po < 1 < -+ < ppy 1y € Q, et
hi,...,h, € N* =N\ {0}. On désigne par

N{wo; (o, ho), (p1, ha), - oo, (pers ) }

I'enveloppe convexe de l'ensemble |J._, Z(y; ), OU les points (u;,v;) sont
définis comme suit : (ug, vo) = (0,v0), (Wit1,vit1) = (s, v;) + (hy, pih;). On
appelle pentes de ’ensemble ainsi décrit les valeurs po, ..., u, € Q.

Remarque 2.11 (i). Soit P un opérateur différentiel non nul, alors il existe
Vo, oy - - - My Doy -, By tels que

N<P) = N{UO; (:uO; h0)7 (Mhhl)v R (Nr; hr>}

Alors deg(P) = ho+hy + -+ h,.
(ii). Soient pp < pg < +++ < py et py < py < --- < pl,. Supposons que

NA{wos (o, ho), (pa, ), -y (s )} = Nt (g, ho), (14, 1), - (e e}
alors r =1/, vg = v}, u; = i, et h; = h; pour 0 <i <r.
Définition 2.12 (La fonction d’appui) Soit
N = N{wo; (1o, ho), (p1, ha), - (e B )}
On définit la fonction d’appui

wt,N) = inf{fv—tu]| (u,v) € N}, t>0,
w(t,N) = w(,N), t<0.

Si P € Dy _, on pose w(t,P) = w(t,N(P)). $i P = > ja;0", on a que
w(t, P) = inf{ordx(a;) —i(t+1) |0 <i<n}, sit > 0.
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Soient N = N{wvo; (po, ho), (11, k1), - ., (jur, hy)}, et les points (u;, v;)
définies comme ci-dessus. On a w(0, N) = vy, w(t, N) = v;41 — tuqq si
i <t < gy, 0 < i < r (on pose 41 = oo). Alors la fonction d’ap-
pui est continue, linéaire par morceaux, et les points de discontinuité de sa
dérivée sont les pentes de N. On peut reconstruire N a partir de sa fonction
d’appui : Solent uj < p) < ... < pul, les points de discontinuité de la dérivée
de w(t, N). On pose

Y ~
vy = w(0,N).

On vérifie facilement que N = N{vj; (116, hG)s - - - (s M) }-
Lemme 2.13 Soient
Ny = N{vo; (1o, ho), - - (ks )},
Ny = N{wos (o, ho)s - - (g o) }-
On considere l’ensemble
Ni+ No={(u+u,v+") | (u,v) € Ny, (u',v') € No}.
Alors il existe \y < --- < Xg et lq,...,ly € N* tels que

Ny + Ny = N{vg + vy; (A1, 1), - o, (A, 1)},

ot {1, At = {0y UG, i}, et = Z h; + Z h;. De
W=

Hi=Ai
plus on a que
u)(t, N1 + NQ) = w(t, Nl) + w(t, Ng)

Preuve. L’ensemble N + Ny est convexe car ¢’est la somme de deux convexes.
Alors il est 'enveloppe convexe de U” ’T(u#u;,ww;), ou les points (u;,v;)
et (u;,vg) sont les points associés a N7 et Ny respectivement avec la nota-
tion 2.10 ci-dessus. Alors il existe v(, A1,..., As, 1 ..., 15 tels que Ny + Ny =
NA{vg; (A, ), -, (A, L) }. D’apres la définition de w(t, N) on a w(t, Ny +
Ny) = w(t, N1) + w(t, N3). Ceci donne les valeurs des [; en vertu de la recon-
struction de N a partir de sa fonction d’appui. 1

Lemme 2.14 Soient P,Q € Di; . On a
w(t, PQ) = w(t, P) + w(t, Q).
Alors N(PQ) = N(P) + N(Q).
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Preuve. On montre d’abord que
wlt, PQ) = wit, P) + w(t, Q). (2.2)

Par récurrence sur 7, on montre facilement que w(t,adbd’) = w(t,ad’) +
w(t, b)) avec a,b € K. Si P = S0 ja;0" et Q = S b0 on a PQ =
> ai0'b;07, alors si t > 0 on a que w(t, PQ) = inf{w(t, a;0") + w(t, b;0") |
i,7} > inf{w(t,a;0") | i} + inf{w(t,b;07) | j} = w(t, P) + w(t, Q).

Soit p > 0. Soit (w,d) € R x N, on pose

Mg = X9, ota=w+du+1).

On remarque que w(p, M,q) = w, et deg(My,q)) = d. On définit I'ordre
(w,d) < (W',d') st w < w' ou bien w = w' et d > d'. D’apres la formule de
Leibniz, si a;, 3 € C on a alors

M, a)BM w4y = aBMwiw drary + Z Yew,any M ary- (2.3)
(-’ drd') < (w d")

Soit wy = w(p, P), il existe ,(P) = ZZIZOZO YaM(wy,q), va € C tels que
w(p, P=Qu(P)) > w(u, P).
On écrit Q,(Q) = Zjé:o YaMwy.a)- D’apres la formule de Leibniz on a
Q.(P),(Q) = 7d07&6M(w0+w6,d0+d6) + Z Ywdry M army-
(wo+wy,do+dfy) < (w”,d")

Done (i, Qu(PIO(Q)) = (it 2u(P)) + w( mu, 2(Q). On pose P —
P—Q,(P)et Q1 =Q —Q,(Q), alors PQ = PiQ1 + PiQ,(Q) + Qu.(P)Q1 +
Q,(P)Q,(Q). En utilisant 'inégalité 2.2, on a w(p, PQ — Q,(P)Q,(Q)) =
wlp, PLQ1 + P12, (Q) + Q,(P)Q1) > wy + wy, donc

w(p, PQ) = w(p, ,(P)(Q)) = wlp, P) + w(p, Q).

Par le lemme 2.13 on a que w(t, N(P)+ N(Q)) = w(t, N(P)) +w(t, N(Q)) =
w(t,P) + w(t,Q) = w(t, PQ) = w(t, N(PQ)), donc les ensembles N(P) +
N(Q) et N(PQ) sont des polygones qui ont la mme fonction d’appui, par
suite N(P) + N(Q) = N(PQ). I

Lemme 2.15 Soit P € Dy de pentes po < pn < -+ < fi,. Supposons que
r > 1, et soit s un entier avec 0 < s < r—1. Il existe alors Q) et R (resp. Q'
et R') uniques dans Dy vérifiant les conditions suivantes :
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(i). P=QR (resp. P=RQ'), Q,R,Q,R € Dy .
(ii). Les pentes de Q (resp. Q') sont po,..., s, et celles de R (resp. R')

SONTE [hgt1y- -y -
(iii). Ona R=14r(X)0+ - +ru(X)0™ (resp. Q' =14+ q(X)0+---+
Qm’am/)'

Preuve. On regarde seulement le cas P = QR, la décomposition P = R'Q)’
étant analogue. Soit N(P) = N{vo; (ko, ho), - - -, (t4r, hr) }. On considere

Nl = N{UO;(M(),h()),...7(M5,h5)},
N2 = N{O;(:U’S+17h8+1)7"'7(,uT7hT>}'

D’apres le lemme 2.13 on a N(P) = N; + N,. On désigne par %Z I’ensemble
des rationnels a/v avec a € Z. On pose 4; = N; N (N x 17Z), i = 1,2, et
B = N(P)N (N x 1Z). Choisissons y €|ps, fts+1[, en particulier on a p > 0.
On considere le changement linéaire de coordonnées dans R?, (u,v) = (w, d)
ot w=wv—puetd=uv Sipp €Ronawp+p)=wp +wp)et
d(p +p') = d(p) + d(p'). Pour (w,d) avec d € N on note M, = X*0%,
ot @ = w + d(p + 1), c’est-a-dire, w(y, M) = w. On considere dans
R? V'ordre lexicographique suivant les coordonnées (w,—d). On a alors les
propriétés suivantes :

P1 Le nombre des points de B, A; ou A, qui sont inférieurs & un point donné
est fini. On peut numéroter A;, Ay et B respectivement en suivant

l'ordre défini. Soient (w, d) les coordonnées du point minimum de A;.
Le point minimum de Ay est (0, 0).

P2 Soient (wy,d;y) € Ay, (wa,d2) € Ag, et (w,d) € B tels que

(wl, dl) + (wg, dg) S (w, d)

Alors (wy,dy) < (w,d) et (wz,ds) < (w —w,d — d). Ceci se déduit du
fait suivant : si (w,d;) € Ay alors d; = d, et si (0,dy) € Ay alors dy = 0.

P3 Soit (w,d) € B.Sid < d, alors (w,d) € A;. Sid > d, alors (w—w,d—d) €

A,. Ceci provient du fait que (w,d) € B et que Ny + Ny = N(P).
Soient 7' un opérateur différentiel, p € N(T) et (w',d") = (w(p),d(p)).
Pour tout (w,d) < (w',d’) il existe un unique ¢(,,qy € C tels que, si

Tﬁ(w’7d’) e Z t(w,d)M(w,d) (2‘4)
(w,d)<(w’,d")

on a w(p, T — T="4)) > w' ou bien w(p, T — T ) = ' et deg(T —
T="4)) < d'. Les coefficients t(w,a) sont indépendants de (w’,d’). On écrit
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donc T = Z(w,d)eN(T) t(w,dyMw,q) si pour tout (w', d’) on a I'égalité 2.4, et on
note Coeff(y ) (T") = t(w,q)- On pose
w',d) __
7! ) = Z t(w,d)M(w,d)-
(w,d)<(w’,d")

On écrit P = ) p(w,d)Mw,q)- Cherchons @ et R vérifiant les propriétés
(i), (ii), et (iii) de I’énoncé. On pose

Q= Z QuwdMw,a et R= Z T (w,d) M (w,d)-

On considere les propriétés suivantes
T1 Si (w,d) € Ay alors qa) = 0. Si (w,d) ¢ Ay alors 7,4 = 0.
T2 On a ry,o =0siw>0,et rgp = 1.
T3 On a pw,a = Coefl, ¢ (QR) pour tout (w,d).
Les propriétés (i), (ii), et (iii) de 1’énoncé sont équivalentes aux propriétés
T1, T2 et T3. En effet, supposons que 'on ait T1, T2 et T3. La propriété
T1 entrane que Q, R € D et que N(Q) € Ny et N(R) C N,. La propriété
T2 plus le fait que N(R) C N, entranent la propriété (iii) de I’énoncé. La
propiété T3 entrane que P = QQR. D’apres le lemme 2.13, les pentes de P
sont la réunion des pentes de @ et des pentes de R. Puisque N(R) C N et
(0,0) € N(R) (propriété T2) les pentes de N(R) sont plus grandes que s,
alors ce sont pigi1, ..., -, et donc celles de N(Q) (d’apres le lemme 2.13)
sont f, ..., ps. Réciproquement, supposons que 'on ait (i), (ii) et (iii). Le
fait que P = QR entrane T3 et N(P) = N(Q) + N(R). Alors (ii) et (iii)
entranent que N(R) = Ny, et donc N(Q) = N;. On a T1 car Q, R € Dy, .
La propriété (iii) entrane T2.

D’apres la formule de Leibniz 2.3, la propriété P2 et la propriété T1 on
a

Coeff(wﬂd) (QR) = Coeﬁ(w,d) (QS(w,d)RS(wfw,dfd) )
On pose

Q=D = gy Mgy + QY

RS (w—w,d—d)

= Tw-wd-dMu-wia+ R0,

D’apres la formule de Leibniz, la propriété P1 et le fait que ro = 1 on a
Coeff(5 (QR) = qa, etsi(w,d)> (@,d) alors ]
Coeff,)(QR) = Guud) + dtw.d)"(w—w.d_d) + Coeffya) (Q=H R=(wmd=d),

Alors, (T1, T2 et T3) est équivalent a (T1, T2 et T’3), ou
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T3

Pod = Gwad, etsi(w,d)>(w,d) alors
Pwd) = qwd) T G(w,d)" (w—w,d—d) + Coeff(md)(Q<(w’d)R<(w_w’d_d)).

Pour monter 'existence et 'unicité de @) et R il suffit de montrer ’existence
et I'unicité de coefficients qqu,q) et 7(w,q) vérifiant T1, T2 et T*3. Si (w,d) <

(w,d), le coefficient g, q) vérifie T1 si et seulement si q(,q) = 0. Si (w,d) <
(0,0), 7(w,a vérifie T1 si et seulement si 7(,q4 = 0. Par T3 on a g4 =

P(a,a) et par T2, 7o) = 1. Le point (w,d) est un point extrémal de N(P),
donc pz 4 # 0, donc gz 4 # 0. Soit (w,d) > (w,d). Par hypotheses de
récurrence, les valeurs g a4y et 7, _ga—g) ont été fixées de maniere unique
pour (w',d') < (w,d) vérifiant les propriétés T1, T2, et T°3. Si (w,d) & B,

on pose qu.d = 0 et ry_gzq4-g = 0. La proprié¢té T3 est vérifiée car par

hypothese de récurrence N(Qf(w’d)) C A C N et N(R<(“’*@’d*d)) C Ay, C
N3, donc N(Q<(wd) g=(w=d=d)) ¢ Ny 4+ N, N (N x 1Z). Les propriétés T1
et T2 sont vérifiées trivialement. Supposons que (w,d) € B. Si d < d, alors

(w,d) € Ay et (w—w,d—d) & As, donc
Tw—wd-d = 0, par T1
Qwd) = Dlwd) — Coeff(wjd)(Q<(“”d)R<(w_u_”d_J)), par T’3.
Sid>d, ona(wd) &N et (w—w,d—d) € Ay, on pose
Guwa = 0, parTl
1 i}

Fw—i,d—d) = — (Pawsa) — Coeff(y q) (Q= I R=w=2d=d))) "par T3
@,d

Donc q(y,a) €t 7w_g,q—q) existent et sont uniques vérifiant les propriétés T1,
T2 et T’3. 1

Lemme 2.16 Soient P, et Py deux opérateurs non nuls de Dky sans aucune
pente en commun. Supposons qu’il existe M, N € Dy~ vérifiant :

(i). Ou bien PLM = NPy, ou bien MP;, = NP,.
(ii). Ou bien deg(M) < deg(Py), ou bien deg(N) < deg(P).
Alors M = N = 0.

Preuve. Supposons que deg(M) < deg(Ps). Si M # 0ona N (M) = N{vo; (o, ho), - - -, (its, hs) }-
On pose N(P2) = N{wo; (Mo, lo), - - - (A, 1) }. D’apres les lemmes 2.13 et 2.14
on a

{>\07"'7)\7‘}g{:u07"'7,u8}7
lod 41 <hgt-+hy
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donc deg(P) = lg+---+ 1, < hg+---+ hs < deg(M), en contradiction avec
I'hypothese. Alors M = 0, et ceci entrane que N = 0, car Dy est integre.

Lemme 2.17 Soit D = Dy ou bien D = Dy, . Soit P = QR = R'Q" € D.
Supposons que Ny = N(Q) = N(Q'), No = N(R) = N(R'), et que Ny et Ny
n’ont pas de pentes en commun. Alors on a des isomorphismes de D-modules

¢ gaucheD/DP ~D/DQE@ D/DR, P/DQ ~ D/DQ', et D/DR ~ D/DR'.

Preuve. On considere les suites exactes suivantes de D-modules a gauche :

0—D/PQ > D/PP 4 D/DR — 0
0—D/DR' Y D/DP “ D/DQY — 0

ou AM(Hmod DQ) = HRmod DP, N(HmodDR') = HQ'mod DP, et p et 1/
sont définies par passage au quotient. On montre que le morphisme p o \
est un isomorphisme de D-modules & gauche : si po N(HmodDR') = 0, il
existe H' € D tel que HQ' = H'R. Par division euclidienne H = H R’ + H,
avec deg(H,) < deg(R') = deg(R). Donc HyQ' = (H' — H1Q)R. D’apres
le lemme 2.16 on a Hy = 0, et alors p o X est injectif. Mais o A\ est un
morphisme de K, (ou bien KX,) espaces vectoriels entre espaces qui ont la
mme dimension deg(R) = deg(R’). Alors po X est aussi surjectif, donc un
isomorphisme de D-modules. Un raisonnement similaire montre que p' o A
est un isomorphisme. Alors les suites exactes ci-dessus sont scindées, car
N ()7t releve et M(p/'A)~! releve 1/, ce qui achéve la démonstration. 1

Lemme 2.18 Soient P,Q € D (D = Dy_ ou bien D = KV) sans aucune
pente en commun. Alors

Homyp (D/DP,D/DQ) = {0}.

Preuve. Soit 1 un homomorphisme de D-modules a gauche entre D/DP et
D/DQ. Soit H € D tel que (1lmod DP) = Hmod D). On a PY(lmod DP) =
¥(0) = 0. Il existe donc H' tel que PH = H'Q). Par division euclidienne on a
H = H,Q+ H,, avec deg(Hs) < deg(Q). Alors PHy = (H'— PH;)Q. D’apres
le lemme précédent on a Hy = 0, et donc Hmod D) = 0. 1

Remarque 2.19 Soit P € Dy , et N(P) = N{vo; (o, ho), - - -, (i1, he) }.
On a deg(P) = > 7o hi, et deg(P) = dimy (D/DP). Alors ), h; est un
invariant du module D/DP. Dans le théoréeme suivant on montre que le
polygone N(P) apres translation verticale est un invariant de D/DP.

Théoréme 2.20 Soit (M, V) une connexion sur K, (resp. sur K,).
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(i). Soient e € M un vecteur cyclique de M et aq, ..., am_1 € K, (resp.
€ K ) tels que

ap+a1Ve+ -+ a1V e+ Ve = 0.

On considére P = Z;”;Ol a;0'+0™. Alors le polygone N(P) est indépen-
dant du vecteur cyclique e. On dit que N(P) est le polygone de Newton
de (M, V).

(ii). On a une décomposition M = @;_, M; dans laquelle les M; n’ont
qu’une pente, ces pentes étant deux o deux distinctes. Si M = @Z:l M!
est une autre décomposition satisfaisant les mmes propriétés, on a
t =s, et aprés une permutation convenable M; = M.

Preuve. D’apres le lemme 2.7 on a l'isomorphisme de D-modules a gauche
§: M ~D/DP. Soient py < py < --- < p, les pentes de P. Alors N(P) =
NA{wo; (o, ho)s - - -, (itr, hy) }. En appliquant successivement les lemmes 2.15
et 2.17 on obtient une décomposition P = Py P; - - - P, telle que chaque P; n’a
que la pente p;, avec un isomorphisme de D-modules a gauche

¢:D/DP ~ ép/ppi.
=0

On considere l'isomorphisme de D-modules ¢ = ¢€. Soit f € M un autre
vecteur cyclique, soit @) 'opérateur différentiel associé a f, et £ : M ~ D/DQ
I’isomorphisme associé. On considére une décomposition @ = Qg --- Qs tel
que @; n’a qu'une seule pente p}, et py < --- < pi. Par application suc-
cessive des lemmes 2.15 et 2.17 on obtient un isomorphisme de D-modules
¢ : D/DQ ~ P;_,D/DQ;. Soit ¢ = @¢'. Pour chaque couple (i,7) on con-
sidere le morphisme de D-modules 7(; ;) = prj¢¢_1‘p/ppi :D/DP, — D/DQ;,
ou pr; est la projection @ D/DQ; — D/DQ;. On a g0¢_1‘p/'ppi =D Tli.j)-
Pour chaque 4, 1 <7 <, il existe j;, 1 < j; < s, tel que 7;;,) # 0 car ¢ et ¢
sont des isomorphismes. D’apres le lemme 2.18 on a y; = 1}, et 75 = 0 si
J # Ji- Alors 7(; j,) est injectif car cpqS*l‘D/DPZ. = T4,j)- On a

dimf(u ('D/'DP,) =h; < h;‘ = dimf(y (D/DQh)

On a donc finalement {0, . .., ptr } C {p1g; - - -, i} et hy < B En particulier,
r < s. Par un raisonnement symetrique on obtient r = s, p; = i et h; = hl,
pour 1 < i < r. D’prés la remarque 2.19 on a N(P;) = N{v;; (i, hi)}
et N(Qi) = N{wi; (1, hi)}. Done N(P) et N(Qo) + -+ N(Q,) = N(Q)
co'mcident modulo une translation verticale. Les opérateurs P et () sont
“unitaires”, donc le point (deg P, —deg P), est un sommet de N(P) et de
N(Q). Donc N(P) = N(Q). Le seconde partie du théoréeme se montre par
un raisonnement analogue. I
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Définition 2.21 On dit que la connezion (M, V) est singuliere réguliére si
son polygone de Newton n’a que la pente nulle.

Lemme 2.22 Soit P = Z?:o a;0" € Dy, avec une seule pente p > 0. Sup-
posons que N(P) = NA{0; (u,h)}. On écrit

h
P e X0

=0

ot w(p, Q) >0, Nij € C, Xooy # 0, et Mppatp) # 0. On appelle polynme
déterminant de P le polynme

h
O(Z) =Y Njasw 2.

J=0

Si a € K, on désigne par P* lopérateur Z?:o a;(0 — a)'. On pose a =
—BX =W+ guec 3 € C. Alors

h
P = ZCjJ(l_,_u)Xj(lJr’u)aj + Q/, (.U(/L, q’) > 0, (25)
7=0

o

h
O(Z+B) = ¢jaemZ
=0

En particulier deg(P) = deg(P®). Si 3 était une racine du polynme déterminante,
on aurait deux possibilités :

(i). N(P%) a deuzx ou plusieurs pentes.
(ii). N(P*) n’a qu’un seule pente yi'. Dans ce cas on a que P* € Dy | et

que

!/

psv—

Vdeg(P) .

Preuve. On écrit My, q) = X9%, avec w(p, M) = w. Etant donné que
@w>0,ona

BM a0y M ary = BB My daray + @, w(p, Q) > w+w', deg(Q) < d+d'.
Soit B € C et a = —BX D alors
L/
M=) (k) B*Mj—r + Q. w(p, Q) >0, et deg(Q) < j.

k=0
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Alors 'égalité 2.5 est établie si P est sous la forme P = Ozj,j(lﬂ)Xj(H“)@j—l—Q
avec w(p, Q) > 0. Le cas général s’en déduit par linéarité.

Supposons que 3 est une racine du polynme déterminant de P. D’apres
légalité 2.5 on a N(P%*) C N(P), (h,uh) € N(P%), et le point (0,0) &
N(P%). Supposons que N(P%) n’a qu'une seule pente v/, alors le seul point de
la droite (u, pu) qui appartient a N (P*) est le point (h, uh), donc ®(Z4 ) =
Zh, cest a dire, ®(Z) = (Z — )", donc o j(144) # 0 pour tout 0 < j < h.
On pose p = p/q avec p et ¢ premiers entre eux. Alors X9 e Dy , donc
q divise v, et alors P* € Dy . Ceci entrane que y’ est plus petit ou égal a la
pente du segment qui joint les points (0,1/v) et (h, uh). I

On désigne par L le corps K, ou bien le corps K. Soient M et N deux
Dr-modules a gauche. L’espace vectoriel M ® ;N est muni d’une structure
de Dy-module a gauche par d(men) = Omen + meon. Ainsi, si F est un
Dy-module, ¢; € Homp(M, F') et ¢po € Homp(N, F), I'application ¢1@¢s est
aussi un homomorphisme de D-modules.

Lemme 2.23 On désigne par L le corps K, ou bien le corps Ko, et par D
I’anneau Dy,. Soient « € L, P =5 a;0' € D, et P* =Y a;(0— )" € D. On
a un isomorphisme de D-modules a gauche
D/DP* ~D/D(0 - «a)® ;D/DP.

Preuve. On considere ’homomorphisme de D-modules a gauche ¢ : D —
D/D(0 — ) ® ;D/DP donné par ¢(Q) = Q(ex1), ot e = lmod D(J — «) et
1= 1modDP. On a

(0 —a)(exl) = 0dexl + exdl — aexl

= (0 —a)edl + ewdl = exdl.

Alors, si Q@ € D on a Q*(e»1) = ex@1. Ceci montre que ¢(P*) = 0, et que
Y est surjectif. Alors ¢ se factorise au travers de ¢ : D/DP* — D/D(J —
a) ® ; D/DP. L’application 1 est un homomorphisme de L-espaces vectoriels

de mme dimension deg(P), donc 1 est une bijection et un isomorphisme de
D-modules. 1

Corollaire 2.24 Soient o, 3 € L. Alors
D/D(D - a)® ,D/D( — 3) ~D/D — (a+ ).

Proposition 2.25 On désigne par L le corps K, ou bien le corps Km, et
par D l'anneau Dy,. Soient o, 3 € L. Les D-modules E, = D/D(0 — «) et
Esz =D/D(0 — [3) sont isomorphes si et seulement si

1da

a_ﬁgélog(L):{ad_X|a€Laa7é0}'
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Preuve. Soit ¢ : £, — Ejz un morphisme de D-modules non nul. Soit
¢(1modD(0 — @) ) = Hmod D(9 — f3).

Par division euclidienne on peut supposer que deg(H) < deg(d — 3) =
c’est a dire H € L. Alors il existe T € D

(0—a)H =T(0-p),

car (0 — )iy = 0. Ceci entrane deg(7T") = 0, donc T € L. Alors(0 — a)H =
Ho+ 42 —aH =T9—TB, done T = H dr _ = (a—B)H et a—f € ().
B).

v dx
Réciproquement, soit a — 3 € jog(L). Soit H € L tel que ﬁ = H(a —

Alors le morphisme de D-modules
Y (QmodD(9 — a)) = QHmod D(d — 3)

est un isomorphisme. 1
Lemme 2.26 On a

Sig(K,) = 1ZX7'+ K7

Og(Koo) = QX'+ KZ7L
ot K21 ={> - aX e Ky} et K>27' = K2'nK,.
Preuve. Voir lemme 2.60 et remarque 2.61 page 92. 1

Proposition 2.27 Soient o, 3 € L tels que

a—ﬁ%f(g_lz{z a, X" € Ky}

r>—1
Soient M et N deux vectoriels a connexion singuliere réguliére. Alors
Homp(E, ® M, Ez® N) = {0}.

Preuve. On a M ~D/DP et N ~ D/DQ avec P et () ayant une seule pente
nulle. On fait le produit tensoriel par E_,, et on est ramené a montrer que I'es-
pace Homp(M, E, ® N) est nul, ot v = f—a = cX 11 + Do (1) ¢ X7,
avec ¢ # 0 et u > 0. On vérifie facilement que ()7 n’a qu’une seule pente .
La proposition se déduit des lemmes 2.18 et 2.23. I
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Théoreme 2.28 Soit M une connexion sur K. Il existe une décomposition

M = P(E.® M), (2.6)

fini

otia € Ko, By = Dy /Dg. (0—a), etles M, sont des connexions singulicre
réquliere sur K. Si on suppose que les o sont distincts module Kg_l, la
décomposition est unique.

Preuve. On montre d’abord l'existence. Soit N une connexion sur Ko, on
pose I(N) = (d,v, 1) ot d est le rang de N (la dimension de N comme K-
espace vectoriel), 1 est la plus grande pente du polygone de Newton de N, et
v est le plus petit entier pour lequel il existe P € K, avec N ~ Dy /DKOOP'
On a que I(N) € N* x N* x Q(z0). On pose

(d' V) < (d,v,p)

si (d',v/, 1) est plus petit que (d,v, u — i) pour l'ordre lexicographique. Il
est clair que dans N* x N* x (> il n’existe pas de chane infinie decroisante
pour la relation <.

Si I(N) = (d,v,0) alors N est une connexion réguliere, et N = N est la
décomposition demandée. 11 suffit de montrer la propriété (x) suivante : Soit
(d, v, u) avec p > 0, si, pour les connexions N avec I(N) < (d, v, p), il existe
une décomposition du type 2.6, alors il existe une décomposition pour une
connexion M avec I[(M) = (d,v, u). En effet, supposons que la propriété (x)
est vraie et qu’il existe une connexion M pour laquelle il n’existe pas une
décomposition du type 2.6; on a I(M) = (dy, 11, 1) avec > 0; d’apres
la propriété (x), il existe une connexion M, avec (M) < I(M), pour
laquelle il n’existe pas une telle décomposition. On applique successivement
ce raisonnement et on obtient une chane infinie décroissante pour l'ordre <,
ce qui est absurde. Montrons maintenant la propriété (). Si le polygone de
Newton de M a plusieurs pentes, d’apres le théoreme 2.20, M = @i M;, avec
t > 2, donc le rang de M; est plus petit que celui de M et donc I(M;) <
I(M). Alors chaque connexion M; admet une décomposition du type 2.6,
donc M admet aussi une telle décomposition. Soit M une connexion avec
une seule pente ji, > 0. On a I(M) = (d, v, p). Alors il existe P € K, telle
que M ~ DKOO/DKOOP' D’apres le théoreme 2.20, le polygone de Newton
de M est celui de P. Soient [ une racine du polynme déterminant de P, et
a = —FBX -0+ D’apres le lemme 2.22, on a deux possibilités : ou bien P®
a plusieurs pentes, et dans ce cas D/DP* ~ @ M;, avec le rang de M; plus
petit que celui de M ; ou bien P® n’a qu’une seule pente et I(D/DP*) =
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(d,v, 1), avec (d,v, ') < I(M). Alors D/DP* admet une décomposition du
type 2.6. D’apres le lemme 2.23 on a

M =D/D(d + a)® ;_D/DP".

Le fait que le produit tensoriel commutent avec la somme directe et le
lemme 2.24 achevent la démonstration de ’existence. Pour montrer 'unicité,
on utilise un raisonnement analogue a celui que nous avons fait dans le
théoreme 2.20, en appliquant la proposition 2.27. 1

Théoréme 2.29 Soit (M,V) une connezion singuliére réquliére sur K,.
Alors il existe une base de M dans laquelle la matrice de la connexion est de
la forme

1
}C’, C € Mat,, ,(C).
Preuve. On a M ~ Dy /Dy P, ol
P =ag(X)+a(X)0+ -+ a,1(X)0" " + 0" € Dy,

n’a que la pente nulle. Donc ordx(a;) > 7 —mn, 0 < i <n — 1. On consideére
la base {1, X0, X20?,..., X""19""'}. La matrice de (M, V) dans cette base
est de la forme

1
AX) = S {do + XA + XAy 4}, Ay € Maty, 0 (C).

On peut supposer que la matrice Ag satisfait la propriété suivante : si \ et
i sont des valeurs propres distincts de Ay, alors A — u & }/Z. En effet, on
considere le systeme d’équations différentielles

dY
— = AX)Y.
dX (X)
Aprés un changement de variable Y = GZ avec G € Mat,, ,,(C) on peut sup-
Al .
poser que Ay = OO X,, ) , ou la matrice Aj, n’a qu'une seule valeur propre
0

A, et la matrice Aj n’a pas A comme valeur propre. Apres le changement de

variable i1 .
0
Y = ( 0 Id ) Z, ke ;Z,

/
on obtient le systeme g—)z( = %{BojLXl/”Bﬁ-- -+ }Z avec By = ( BE)O B?,, ),
0

ou B = Aj—kld et Bj = A{j. Ainsi on peut supposer que les valeurs propres
A1, ..., As de Ag sont telles que

0<RO\) <1lfy, 1<j<s.
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Ceci entrane 'hypothese faite ci-dessus sur la matrice Ag. On considere, sur

le systeme g}; = A(X)Y, le changement de variable

Y = ({d+ X""Q)Z, Q€ Mat,,,(C), 1> 1.

On obtient le systeme d’équations

dZ
X X

ouBj=A;si0<j<[—1et

{Bo + XYB +--.}Z,

l
By = A1+ AoQr — Q1A — ;Qz-
Pour vérifier ceci, on a utilisé la formule
(Id+Xl/VQ)—1 — Id _Xl/yQ+X2l/uQ2 4.

D’apres 'hypothese faite sur Ay, il existe une matrice Q; tel que B; = 0. En
effet, considérons ’endomorphisme C-linéaire ¢ : Mat,, ,,(C) — Mat,, ,(C),
oup(H)=AH —HAy—Il/vH.Si p(H)=0o0na

(Ag— (A +1/v)Id)’H = H(Ay — Md) A€ C, jeN.

D’apres les hypotheses faites sur Ay, si A est une valeur propre de Ag, alors
A+1/v ne est pas. Ainsi, si A est une valeur propre de Ag, Ag—(A+1/v)Id est
une matrice non singuliére, donc Ker(H) 2 Ker((Ag — Ald)7). Ceci entrane
que H = 0. Alors ¢ est injectif, donc surjectif. On détermine ainsi les matrices
Q;, pour [ > 1. Le changement de variable

Y =[]ad+2"Q)z
I=1
transforme alors le systeme g}g = A(X)Y en le systeme g}; = +AZ. I

Théoréme 2.30 On considére le systéme d’équations différentielles linéaires

aY h

A)

= A(X)-Y, A(X) € Mat,,n(K,), et Y =
Yn

Alors il existe une matrice non-singuliére

P(X) € GL,(K,)
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telle que apres le changement de variable

Y =P(X)-Z (2.7)
le systéme (A,) s’écrive
dZ
NF — =M(X)-Z
(SNF) &~ M)
ot la matrice M(X) est diagonale par blocs
MUX)l 0o ... 0

0 : :

0 ... 0 |MX)
et chaque sous-matrice M;(X) est de la forme

M(X) = M(X) L, +

avec
(). La matrice I,,, est la matrice identité de rang n;.
(ii). C; € Maty,xn,(C), i=1,...,1.

(iii). Ou bien A\;(X) =0, ou bien

N;
)\Z<X) :Z)\i,kXiuk7 1< v <o < Un;, Vi € Q? )\i,k € C7 )\’i,N,' 7é0

k=1

Preuve. On considére la connexion V : (K,)" — (Ku)" donnée par V(V) =
dY _ A(X)Y,Y = (y1,...,yn)". La matrice de V dans la base {ey, ..., e,},
e; =(0,...,0,1,0...,0), est la matrice A(X). On considere la décomposition

l
(Koo)" ~ P Es@ M,
i=1

ol \; € K et M; est une connexion singuliere réguliere pour ¢ = 1,...,[. Par

la proposition 2.25 on peut supposer que les \; sont comme dans I’énoncé du
théoreme. On considere une K. -base B; = {fi1, -, fin;} de M; dans laque-

lle la matrice de V soit %Ci, Ci € Maty, »,,(C). Alors 1oB; = {1 fi1,...,1&fin,}
est une base de F_, ®M; dans laquelle la matrice de V est \;(X)1I,, + %C’i
car on a que

V(lef) = 0sf +1eV(f) = —N(X)(1af) + 1aV(f).
Ainsi B = B, U---U B; est une K-base de (f(oo)", dans laquelle la matrice

de V est sous la forme décrite dans ’énoncé du théoréme. 1
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2.2 Le groupe de Galois formel

On considere le systeme d’équations différentielles
" dY A

(A) X =AY, A€ Matu(K), et Y = (g,

On s’intéresse au groupe de Galois différentiel du systeme (A) sur le corps
K. Pour ceci on va construire une extension de Picard—Vessiot K C K(A)
associée au systeme (A). D’apres le théoreme 2.30, il existe v € N et une

~

matrice P € GL,(K,) telle que la matrice PH est une matrice fondamentale
de solutions de (A) pourvu que la matrice H soit une matrice fondamentale
de solutions du systeme (SNF) décrit dans 1’énoncé du théoreme 2.30. Le
systeme (SNF') est définie sur le corps K de germes de fonctions méromorphes
a l'origine de C. Donc, on peut trouver un systeme fondamental de solutions
dans le corps M, de germes de fonctions méromorphes définies sur la sur-
face de Riemman du logarithme (voir la sous-section 2.2.2). En fait, il suffit
d’ajouter a K des éléments du type z® avec a € C, logZ, exp (A(x)) ou
les A(z) sont des polynmes en 271/, On désigne par K le corps différentiel
ainsi obtenu. On a donc K C K C MOO. Alors les éléments de la matrice
PH appartiennent a I'anneau différentiel K @ K. Cet anneau est un do-
maine d’intégrité. En utilisant les résultats de la section 2.2.1, on montre
que le corps des constantes du corps de fractions de K& K est le corps
C. Donc, il existe une extension de Picard—Vessiot de (A) contenue dans le
corps de fractions de K® K. Ala fin du chapitre on décrira des générateurs
topologiques du groupe de Galois de cette extension : la monodromie formelle
et le tore exponentiel.

2.2.1 Le groupe de Galois de certaines extensions de
type Liouvillien

Soit (L, §) un corps différentiel et f un élément non nul de L. On note
par Opg(f) 1'élément ETf, et par dog(L) 'ensemble des éléments d0j,q(f) avec
f e L*=L\{0}. On remarque que

510g(f g) = 510g(f) +510g<g)7 fag € L*a (28)
dog(1/f) = —dg(f), feL"

L’ensemble d,4(L) a une structure de Z-module.

Proposition 2.31 Soit (L,0) un corps de caractéristique zéro. Soit L C M
une extension différentielle, avec le mme corps des constantes, et telle que
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M = L<fi,..., fm>, avec §(fi) = fl = a;fi, ova; € L pouri =1,...,m.
Alors, on a l’égalité

LN 5log(M) = 6log<L) —+ Zal 4+t Zam.

Preuve (M. Singer). L’inclusion D est claire par les égalités (2.8). On montre
I'inclusion en sens contraire. Le corps M est le corps des fractions de I’anneau

L{fi,..., fm]. Il existe une L-base du L-espace vectoriel L[fy,..., f,] formée
par des monmes {u;}ier, u; = fit--- fom. Soit g € M tel que ¢’ = dg avec

d e L. Car g € M, il existe des éléments a;,b; € L* tels que
g(z bjUj) = Z a; Uj.
j€els i€l
On a dpg(a;u;) € L et diog(gbju;) € L. Comme {u;} est une L-base on a

ks Lv g ]uj gL’ \V/Z,Zle_[l, v])]/GIZa Z#Zla j?é.],
Qi Ut gbj/U,j/

En vertu du lemme qui suit, il existe ¢ € I et j € I tels que gbju; = ha;u;
avec h € L*. Donc
U; hai

dog(9) = 5log(;) + 5log(7) € Olog(L) + Zay + - - - + Zay,. 1
j j

Lemme 2.32 Soit L C M une extension de corps différentiels avec le mme
corps de constantes. Soient my,...,my € M* = M\ {0}, tels que

§log(mi) e L, 1<i1<N,

Alors
N
i=1

Preuve. Par récurrence sur N. Si N = 1, c’est trivial. Supposons que 1’énoncé
est vrai pour £ < N. Soit vazl m; = 0. On divise cette expression par
my, ensuite on dérive ’égalité obtenue, et on obtient Z’fiQ a; =0, ou a; =
(mi/mq)’. On a deg(ew) € L et oyfo; & L, si 1 < i,j < N eti # j.
D’aprés 'hypothese de récurrence, on a (m;/my) = 0, pour 2 < i < N,
donc m;/my € Const(M) = Const(L), ce qui est en contradiction avec les
hypotheses faites sur les éléments m;. 1
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Lemme 2.33 Soit (L,0) un anneau différentiel. On considere l'anneau de
polynmes A = L[Xy, ..., Xy, Z]. Soient ay, ..., am,b € L. Alors, il existe une
dérivation 6 sur A telle que 0|, =9, 6(X;) = a;X;, 1 <i<m, et 6(Z) =b.
En particulier, st L est un domaine d’intégrité, la dérivation 5 s'étend au
corps de fractions de A.

Preuve. On considere 'anneau B de polynmes différentiels en les variables
Yi,..., Y, et W,

B = L{Sflv cee 7Ym> W} = LD/;J,.W Wj]lgigm, JEN,

muni de la dérivation 4 telle que §(Y;;) = Yi 1 et 6(W;) = W,,1. Soit [
I'idéal différentiel de B engendré par les éléments Y;; — a;Y;o, 1 <7 < m,
et W1 — b. Alors, 'idéal I est engendré (algébriquement) par des éléments
Y;j — ¢j, avec ¢; € L[Yig,. ., Yo, Wol, 1 < i < m, et W; — b9, j > 1.
Donc I N L[Y1,. .., Ymo, Wo] = {0}, et ceci entrane que 'homomorphisme
d’anneaux

LIX1, ... X, Z) — L{Y3, ... Yo, W/T

est un isomorphisme. On muni 'anneau L[ X1, ..., X,,, Z] de la dérivation 0
via l'isomorphisme ci-dessus. 1

Remarque 2.34 L’anneau des constantes de L(Xy, ..., X,,, Z) peut tre plus
grand que celui de L. Par exemple, si ay = 3ay, alors X} /X, est une nouvelle
constante.

Lemme 2.35 Soit L un corps différentiel, soient aq, ..., a,,b € L. On con-
sidére l'anneau de polynmes L[X1, ..., X, Z] avec la dérivation § telle que
5(X;) = a;X; et 6(Z) = b. Soit ¢ : L — M un homomorphisme de corps
différentiels. Soient g1,...,gm,h € M tels que g. = o(a;)g; et ' = o(b).
Alors il existe un unique homomorphisme d’anneaux différentiels

U LIXy,. . X, Z) — M

tel que ¥, =0, ¥(X;) = g;, 1 <i < m et V(Z) = h. Si 'homomorphisme
U est injectif, alors il s’étend en un isomorphisme différentiel

U L(Xy,..., X, Z) = o(L) (g1, s Gms h).

Preuve. On reprend les notations du lemme précédent. D’apres les propriétés
d’un l'anneau de polynmes différentiels, il existe un homomorphisme ¢ :
L{Vi, ... .Y, W} — M tel que ¢t = 0, ¢(X;) = gi, et (W) = h. Il est clair
que le noyau de ¢ contient I'idéal I défini dans le lemme précédent. Alors,
I'homomorphisme différentiel ¥ se factorise a travers L[Xy,..., X, Z]. 1
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Corollaire 2.36 On pose C = Const(L(Xl, . ,Xm,Z)). On a lisomor-
phisme de groupes

GalL(L(Xl, R ) mox (C )
o — (( )SS ,0(2) = Z).

Lemme 2.37 Soit L C M une extension de corps différentiels avec le mme
corps C' des constantes supposé algébriquement clos et de caractéristique zéro.
Soit f € M tel que M = L(f) et f' = af avec a € L. Les énoncés suivantes
sont équivalents :

(i). L’homomorphisme de groupes

GalL(M

est un isomorphisme.
(ii). L’élément f est transcendant sur L.

(iii). Le Z-sous-module
Z-aC L/6y(L), a=amodd,,(L),

est libre de rang 1.

De plus, si les propriétés ci-dessus ne sont pas satisfaites, alors il existe un
entier m tel que f™ € L et le groupe Galy (M) est finie et cyclique.

Preuve. L’équivalence entre (i) et (ii) a été montrée dans ’exemple 1.53 (page
42). Dans le mme exemple on voit que, si la propriété (ii) n’est pas satisfaite,
alors il existe un entier m tel que f™ € L, donc m - a = Siog(f™) € log(L).
Réciproquement, si ma € do5(L) avec m € N, il existe h € L* tel que b’ =
mah, donc (f™/h)" = 0, et il existe une constante ¢ € Const(L) = Const(M)
tel que f™ =ch € L. 1

Lemme 2.38 Soit L C M une extension de corps différentiels. Soit C =
Const(L) un corps algébriguement clos et de caractéristique zéro. Soit a € L
tel que

ago(L)={f"1feL}
Soit g € M tel que ¢' = a. Alors (i) l’élément g est transcendant sur L, (ii)
le corps des constantes de L(g) est C, (iii) ’homomorphisme

Galy(L(g)) — (C,+)
o — o(g)—g

est un isomorphisme, et (iv) on a LN 615( L(g) ) = diog(L).
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Preuve. Les trois premieres assertions ont été montrées dans I'exemple 1.53
(page 42). Soit b € L N diog(L(g)), on considere f € L(g) tel que f' =bf. On
pose f = (lo+-++1g")/(to+ - +ts9°) avec I;, t; € L. Du fait que f’ = bf,
g =a€ L,be L,et gest transcendant sur L on déduit que l}.ts— 1t = blxts,
donc b = (510g(i—’:) € dog(L). I

Lemme 2.39 Soit L C M une extension de Picard-Vessiot associée au
systeme d’équations différentielles

vi=ay, 1<i<m, a; €L,

avec corps des constantes C algébriquement clos et de caractéristique zéro.
Soient g1,...,9m € M tels que g, = a;g;, 1 < i <m, et M = L(g1,...,Gm)-
Les énoncés suivants sont équivalentes :

(). L’homomorphisme injectif de groupes algébriques

Gal,M — (C*)™

_ _ 2.9
o — (g7'0(91), s gm'o(gm)) (29)
est un isomorphisme.
(i)). La partie {g1,...,gm} est algébriquement indépendante sur L, c’est-a-
dire, I’homomorphisme d’anneauz
LXy,...,.Xn] =M (2.10)
qui envoie X; sur g; est injectif, ou L[ X, ..., X,,] est Uanneau de polyn-

mes sur L en les variables Xq, ..., X,,.

(iii). Le Z-sous-module
Z-ay+-+7Z-ayn C L/Oiy(L), @ = a;modd;,(L),
est libre de rang m, c’est-a-dire, I’homomorphisme

Z™ — LJ014(L)
(/\1, ey )\m) — Z/\ZC_LZ

est injectif.

Preuve. Par récurrence sur m. Le cas m = 1, est le lemme 2.37. Supposons
que le résultat est vrai pour m — 1. On pose Ly,—1 = L(g1, -+, Gm-1)-
(i)=-(iii). Comme I'homomorphisme 2.9 est surjectif, I’'homomorphisme
Galp(L,,—1) — (C*)™ ! donné par o (U(gi)/gi)1<i§m—1 est aussi sur-
jectif, c’est donc un isomorphisme. D’apres I'hypothése de récurrence, le
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sous-module Zay + -+ + Zay,—1 C L/6og(L) est libre de rang m — 1. Si
le sous-module Za, + --- 4+ Za,, n’était pas libre de rang m, on aurait
(A1, .., Am) € ZM avec A, # 0 tel que Y 1", Na; € de(L). D’apres la
proposition 2.31, on aurait A\,,a., € Oiog(Lm—1), donc Galy, ,(L,,) serait fini
d’apres le lemme 2.37, ce qui serait en contradiction avec la surjectivité de
I’application 2.9.

(ili)=-(ii). Comme Zay +- - - +Zay, est libre de rang m, d’apres ’hypothese
de récurrence, la partie {g1, ..., gm_1} est algébriquement indépendante sur
L. Si{g,...,9m} était une partie algébriquement dépendante sur L, alors
gm serait algébrique sur L,,_1, et d’apres le lemme 2.37 il existerait un entier
k € N tel que

kay, € dog(Lim—1) VL =Zay + - - + Zap—1 + 010 (L),

ce qui serait en contradiction avec I'hypothese (iii).

(ii)=-(i). D’apres les lemmes 2.33 et 2.35, 'homomorphisme 2.10 est un
homomorphisme d’anneaux différentiels, si 'on consideére sur L[Xj, ..., X,,]
la dérivation telle que X! = a;X;. Alors les corps différentiels L( X, ..., X,,)
et M sont isomorphes. Donc la propriété (i) est satisfaite d’apres le corol-
laire 2.36. 1

Corollaire 2.40 Soit (L, ) un corps différentiel a corps des constantes algé-
briguement clos et de caractéristique zéro. Soient aq, . .., a,, € L tels que le Z-
module Zay + - - -+ Zam, C L/6,4(L) soit libre de rang m. Soit L(Xq, ..., X,)
le corps de fractions rationnelles sur L en les variables X, ..., X,, muni de
la dérivation 6, ot S‘L =6, 0(X;) = a; X;, 1 <i < m. Alors

Const(L(Xl, . ,Xm)) = Const(L).

Preuve. Soit M une extension de Picard-Vessiot associée au systeme d’équa-
tions différentielles y! = a;;, 1 < i < m. D’apres le lemme précédente, les
corps différentiels L(Xj, ..., X,,) et M sont isomorphes. 1

Proposition 2.41 Soit L C M une extension de Picard—Vessiot a corps C
des constantes algébriquement clos associée au systeme d’équations différentielles
vi=a;y;, 1 <i<m, 2z =0b (i.e. 2/ = (V//b)z' =0). Soient g1, ..., gm,h € M
tels que g; = a;9;,, 1 < i < m, et K =b. Alors les énoncés suivants sont
équivalents :

(). L’homomorphisme injectif de groupes algébriques

Gal,(M) — (C*)™ x (C,+),
o — (gfla(gl), . ,g,}la(gm% a(h) — h)

est un isomorphisme.
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(ii). L’homomorphisme d’anneaux
LIXy,.... X, Z] - M (2.11)
qui envoie X; sur g; et Z sur h est injectif.
(iii). Le Z-sous—module
Ly + - - + Lty C L8 105(L)
est libre de rang m, et
bgo(L)={f"|feL}

Preuve. (1)=-(iil). D’apres le lemme précédent, le Z-sous-module Zay+- - -+dy,
est libre de rang m. D’apres la correspondance Galois, h & L, car il existe
o€ Gal,(M) tel que o(h) #h. Si f € M et f' =0, alors f — h € Const(L),
alors f ¢ L. Donc b & §(L).

(iii)=(ii). D’apres le lemme précédent, ’ensemble {g1, . .., g, } est algébri-
quement indépendant sur L. Si {g1,...,gm,h} n'était pas algébriquement
indépendant sur L, alors {¢1, ..., g } ne serait pas algébriquement indépendant

sur L<h>, et d’apres le lemme précédent, le Z-sous—module
Zay + -+ + Zay, € L<h>/0ps(L<h>)

ne serait pas libre de rang m. Alors il existerait (A1,...,\,) € Z™ tel que
Aar + - 4 Ay, € Slog(L<h>). D’apres le lemme 2.38, djog(L<h>) N L =
dog(L), car b & §(L). Alors Zay + - - - + Zdy, C L/d0g(L) ne serait pas libre
de rang m.

(ii)=(i). On considere I'anneau de polynmes L[X1,..., X,,, Z] muni de
la dérivation & telle que 5‘L =6, 0(X;) = a;X; et 6(Z) = b. D’apres le
lemme 2.35, '’homomorphisme 2.11 et un morphisme d’anneaux différentiels,
qui est injectif par hypothese, donc il s’étend sur en un isomorphisme différentiel
entre L(X,..., X, Z) et M. On obtient I'assertion (i) par le corollaire 2.36.

'

Corollaire 2.42 Soit (L,6) un corps différentiel a corps de constantes C
algébriquement clos et de caractéristique zéro. Soient ay,...,am,b € L tels
que le Z-module

Zay + -+ Zay, € L/610y(L), @ = a; mod djp4(L),

soit libre de rang m, et que b & 6(L). On considére les corps des fonctions
rationnelles L(X1, ..., X, Z) sur L en les variables X, ..., X, Z muni de

la dérivation 6 tel que 1 =4, 6(X;) = a; X; el 5(Z) =b. Alors
Const( L(Xi,...,Xm, Z)) = Const(L).
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En particulier, L(X,... X, Z) est une extension de Picard— Vessiot de L
associée au systeme d’équations différentielles y' = a;y;, 1 <i<m, 2/ =b.

Preuve. Soit L C M une extension Picard—Vessiot associée au systeme d’équations
différentielles ci-dessus. D’apres la proposition précédente, les corps différentiels
L(Xy,..., X, Z) et M sont isomorphes. 1

2.2.2 La surface de Riemann du logarithme

On considere 'espace

C=R x[0,00]
avec la topologie produit. L’application
7:C — C

0,r) — re?

est continue. Soit M le faisceau des fonctions méromorphes sur C. Si U est
un ouvert de C, I'ensemble I'(U, M) des sections de M au dessus de U est
par définition la C-algebre des fonctions méromorphes sur U. On construit
un faisceau M sur C de la fagon suivante :

On pose S = 771(0) = R x {0}. Soit W C C un ouvert. Par

définition F' € I'(W, M), si F' est une fonction
F:(C\S)n W\ pol(F)) — C

ol pol(F) C (C\S)NW est un ensemble discret dans (C\ S)NW,
et F' vérifie la propriété suivante : Pour tout élément (0,r) € W
avec 1 # 0, il existe un ouvert U

O.r)eUCWNn{(a,)eC|I>0,0—T<a<b+}
et une fonction méromorphe f € I'(7(U), M) telle que
F(Z)=fomn(z), Vel T#(6,r).

Deux fonctions F' et G sont considérése comme égales si elles
co’'mcident en dehors de 1’ensemble pol(F') U pol(G).

Exemple 2.43 La fonction

Lg: C\S — C
0,r) — Inr+if

appartient a F(@, Mv) Si A € C on désigne par * application 7 — exp(ALg7).
Alors #* € T(C, M). 1
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Notation 2.44 Si & = (6,r) € C, on pose || = r et arg & = 6.
L’application de ramification : Soit oo > 0, on considere '’homéomorphisme
Po: C— Coupy(l,r)=(ab,r*)sir >0, et p,(0,0) = (af,0). Pour chaque
ouvert U C (E, on a l'isomorphisme de C-algebres

po : DU, M) — T(pa(U), M),

ott po(F)(7) = F((pa) "' () = F(P1/a(7)).
L’application de translation : Soit a € R, on considere I'homéomorphisme
7,:C— Cou7,(0,7) = (0 +a,r). On a I'isomorphisme de C-algebres

T.: T(U,M) — T(T.(U), M),
ot To(F) (&) = F(T (7)) = F(T.o(3)).

«

Remarque 2.45 La fibre M; du faisceau M au point & = (0,7) avec r > 0

s'identifie & M, ol & = re ; si r = 0, Mj est la limite inductive du systéme

{F(V(O{, ﬁv R)7 M)}a<0<[3;R>O ou
V(ie,;R) ={z €C|z=|z|e", 0<|z| <R, a<~vy<f3} (2.12)

2.2.2.1 Le faisceau .//\/lv sur S.

Soit Z un sous-ensemble de @, on désigne par F(Z , M )la limite inductive

du systeme . B
{T'(U, M) | U est un ouvert de C, Z C U},

avec les morphismes de restriction. Ainsi un représentant d’un élément I €
F( Z,M) est donné par un ouvert U contenant Z et une fonction F €
F(U,M); si G € F(V,M) est un autre représentant de F', alors il ex-
iste un ouvert W, Z CW C UNYV tel que F‘W = G‘W, ou F‘W est 'image

de F par lapplication de restriction F(U, /\/l) — F(W, M ) En particulier,
I’application B -
ICS, I~—T(I,M)

est un faisceau sur S que I'on désigne aussi par M S
Soit I un intervalle de S et F' € F(I , M ) Soient F' et GG deux représentants

de F' qui appartiennent a F(VV, M ) ol
W ={ieC|argi€la,b, 0<|Z| <R}, ICW.

D’apres le théoreme sur les zéros des fonctions holomorphes on a

F(z)=G(z), &€ W\ (SUpsI(F)Updl(G)).
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Dans ce cas, on dit que F' est une fonction définie sur W et on pose F'(7) =

Soient J C I C §, et F' € F([,Mv), alors on note F‘J I'image de F' par
I’application de restriction F(I,MV) — F(J,MV). Si J est un point a, on
pose F|, € F({a},//\/lv) a la place de F)(q}.

Remarque 2.46 On construit de fagon analogue le faisceau O sur C et sur
S, a partir du faisceau O des fonctions holomorphes sur C.

Lemme 2.47 On désigne par F ou bien le faisceau O ou bien le faisceau
M. Soit I = la,b] C S et F € F(I F). Soit o = b — a. Supposons que la
restriction F‘b de F' en b est égale a la restriction de T, F en b. Alors il existe

une fonction G € F(g,}") telle que la restriction G‘I de G en I est égale a
F et telle que G =T1,G.

Prewve. 11 existe U =]a —e,b+¢[x[0,e[C C et F € I'(U,F) un représentant
de F. Soient W, =|a—e, a+¢[x[0, e[ et W}, =]b—e, b+¢[x]0, £[. Par hypothese
et d’apres le théoréme sur les zéros on a ’TQ(F‘ w,) = F" w,- On pose G(Z) =
FO,r)ysiz=(@,r)et0<r<e 0 =0+ka, k€Zetl cR. I

Corollaire 2.48 Si a = 27, alors il existe R > 0 et une fonction g holo-
morphe si F = O (resp. méromorphe si F = ./\/l) sur le disque épointé
{r € C|0< |z| < R} telle que G = gom.

Définition 2.49 Soient U un ouvert de C et F € F(U, Mv), on définit (é—i
comme la seule fonction de F(U,/\/l) qui satisfait la propriété suivante : si
W CUetfeT(r(W),M) sont tels que F(i) = fom(z), T €W, alors
%—i(m) gf om(z), Te€W.

On remarque que pour tout ensemble 7, la C-algebre F(z, M ) est un corps
d

différentiel avec la dérivation AP
Définition 2.50 (L’application de monodromie) On désigne par Mo
le corps différentiel F(S, /\/l) On appelle application de monodromie l'appli-

cation T_op : My — M et on la note par

—~

m: Mag — Mo

Exemple 2.51 On a que m(Lg)
Lg(0,7) + 2mi, donc m(Lg) = 2
reC.

(( r)) =Lg(0+2m,r) =i0 +2mi + Inr =
mi + Lg. De mme, on a m(3) = e ?™z?,
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Proposition 2.52 L’application de monodromie m est un automorphisme
différentiel de M.

Preuve. En général on a

d ; dF
L (T(F)) = e T, (55,
dx( ( )) ‘ ( dx )
donc, si a = —2m, 7_5, est un isomorphisme différentiel. 1

2.2.2.2 Lescorps K C K, C K, C Mvoo.

On désigne par K le corps différentiel de germes de fonctions méromorphes
a l'origine de C muni de la dérivation % Un élément de K est représenté
par un couple (u, f) ou f est une fonction méromorphe sur un ouvert U con-
tenant I'origine. Deux couples (U, f) et (V, g) représentent le mme élément de
K si et seulement sl existe un ouvert W, 0 € W C UNV tel que f‘W = gw-.
On considere ’'homomorphisme injectif de corps différentiels

K C Mg,

défini comme suit : soit (u, f) un représentant d’un élément de K, on peut
supposer que le seul ple de f est l'origine. L’image de (u, f) par I'application
K C M, est la fonction (6,7) — f(re®), (6,r) € x=1(U)\ S.

Soit v € N, on considere la fonction v e /T/l/oo, on désigne par K, le
plus petit sous—corps différentiel de M, qui contient K et 'élément 7'/*.
On considere le corps différentiel Ko, = |-, K,.

2.2.3 Certaines propriétés du produit tensoriel.

Proposition 2.53 Soient A C B et A C C' deux extensions de corps. Alors :

(). Sil’extension A C B est algébrique et séparable, et A est algébriquement
clos dans C' (i.e. tout élément de C algébrique sur A appartient a A),
alors l'algebre B® ,C' est un corps.

(ii). Soit B purement transcendent sur A, et (b;)icr une base de trans-
cendance de B sur A. Alors, l'algébre B® ,C' est integre et son corps
de fractions Q) est purement transcendent sur C' et une base de transcen-
dance de lextension C' C Q) est (1ab;);er. Si, de plus, A est algébriquement
clos dans C', alors B est algébriqguement clos dans Q).

(iii). Si l’extension A C B est séparable et A est algébriquement clos dans
C, alors l'algebre B® ,C est integre.
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(iv). Supposons que l'extension A C B est séparable. Soit E une A-algébre
intégre. Alors Ualgébre B® ,E est réduite (i.e. n’a pas d’éléments nilpo-
tentes non nuls).

Preuve. On donne ici les preuves de (i), (iii) et (iv). Pour (ii) et des énoncés
plus généraux voir [Jac| ch.8.18.

Pour montrer (i) il suffit de considérer les cas ou 'extension A C B est
de degré fini. On suppose donc que B = A[X]/(p(X))A[X], o p(X) est un
polynme irréductible et séparable sur A. Alors B® ,C' ~ C[X]/(p(X)C[X].
Soit P(X) = P(X) - p(X) avec p;(X) € C[X]. Soit C" un corps de rup-
ture de p(X) sur C. Soient Ay,..., A\, € C' les racines de p(X), alors les
coefficients de p;(X), 1 <1 < r, appartiennent au corps A[Aq, ..., \,] qui est
algébrique sur A. Donc les coefficients des polynmes p;(X) sont algébriques
sur A, alors p;(X) € A[X], et r = 1. Donc p(X) est irréductible sur C et
'algebre B® ,C est un corps. Montrons la partie (iii) : soit (b;);c; une base
de transcendance de B sur A. On note A(br) = A(b;, i € I). Alors

B® 4,C =B® 4, Ar® ,C.

D’apres la partie (ii), A(b;) ® 4,C est un domaine d’intégrité et A(b;) est
algébriquement clos dans le corps de fractions @ de A(b;) ® ,C. Comme B
est algébrique et séparable sur A, d’apreés la partie (i), B® A(bI)Q est un
corps. L’algebre B® ,C est integre, car B® ,C C B® A(b,)Q'

Montrons la partie (iv) : soit (b;);e; une base de transcendance de B
sur A. Alors B® 4E = B® ,,,A(br)® ,E. L'algebre A(b;) ® ,E est integre
d’apres (ii). Alors il suffit de considérer le cas ou B est algébrique et fini sur
A. Donc, B = A[X]/(f) et B® ,F ~ E[X]/(f)E[X], qui est réduit car f se

décompose en facteurs linéaires dans un corps qui contient FE. 1

Remarque 2.54 Si B et C' sont des A-algebres commutatives et unitaires
on a B® ,C # 0. En particulier, si B est un corps I’homomorphisme B —
B® ,C, b bel est injectif.

2.2.4 Les corps K, Kp, K, K, KF et KFS

On a défini précédemment K comme le corps de germes de fonctions méro-
morphes & Uorigine, et K comme le corps C[[X]] [X~!] des séries de Laurent
formelles bornées a gauche sur C en la variable X. L’inclusion différentielle
K C K est définie comme suit : Un élément de K est donné par un ou-
vert U de C contenant l'origine et par une fonction méromorphe f sur
U; on peut supposer que l'origine est le seul ple de f et que U est con-
nexe. Soit v un cercle centré a l'origine et contenu dans U. On associé a f
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la série J(f) = >_,cz @ X" OU @, = 271” ., anﬂ dz. Cette construction est
indépendante du représentant (U, f) et du cercle . L’application f +— J(F)
donne une injection de corps différentiels K C K. L’image de K par cette ap-
plication est formée par les séries convergentes, c’est-a-dire, les séries Y a, X"
pour lesquelles il existe des constantes ¢ > 0 et R > 0 telles que |a,| < cR",
n e Z.

La proposition suivante est une conséquence du théoreme de Puiseux, on

ne donne pas ici sa démonstration.

Proposition 2.55 Le corps K est algébriquement clos dans le corps K,
¢’est-a-dire, que, st H(Y) est un polynme sur K en la variable Y, et f € K
est tel que H(f) =0, alors f € K.

Corollaire 2.56 Soient L et M des corps, K C L C K, et K C M C Mvoo
Alors l'anneau
L® M

est intégre, on désigne par Q(L ® M) son corps de fractions.
Corollaire 2.57 Soit v € N. On consideére l’élément v e /\A/l/oo, et le corps
K, = K(&'") C M. Soit L un corps K C L C K. On note

L,=L® K, etly=L® K.

On désigne par X'V 1’élément 103", Alors L, = L[X'"], et Loy sont des
corps. De plus {1, X'/r (X1V/v)2 (Xl/”)”jl} est une L-base de L,. Tout
élément de L, a une écriture unique Y7~ fi(X'/*), avec f; € L. On peut
représenter les éléments de L, comme des séries Ziz” i X", c; € C, et dans
cette représentation on a (?—X(Z Xy =3 Lo X5

Notation 2.58 Doré¢navant on emploiera la notation du corollaire précédent.
En particulier, K,=K® Ko, Ko=K® Koo

On a une unique valuation v : K — Z telle que v(Y. . a,X") = m
si @, # 0. On étend v a K, de la facons sulvante 1sig € K il existe des
¢léments uniques fi € K tels que g = Yoo ' £, X1 On pose alors v(g) =
mlnogzgy_l{v(fz) + y}. Ainsi v : Kl, — VZ est une valuation. Les valuations
correspondantes sont compatibles pour les différents v, donc on obtient une

valuation v : Ko, — Q. Soit r € R on note
K7 = {feK.|o(f)>r},
KZ = {feKolv(f) =1},
et pout tout sous-corps M de K., on pose

M>"=MNKZ, et M2 = MNKZ.
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Lemme 2.59 Soit L un corps différentiel, K C L C K. Si on consideére L
comme Z-module, on a les décompositions :

L, = X'Cx7IPLt v>1,

L. = X'(|JCcx7])Prz

v>1
Preuve. On a X 'C[X+] C L car K C L. 1

Lemme 2.60 Soit L un corps différentiel, K C L C K. Soit § la dérivation
induite sur Loo = L ® Ko. On a

! <C[ TN G1g(Ly) = (1z)-x7', v=>1
Uc 1) NOg(Loc) = Q- X7

N

)

Supposons que L>~ C 8,,,(L), alors

Og(Ly) = (fz)-X'@@PL;', v>1,

Oiog(Loc) = Q- X'EPLL.
Prewve. Si f = a,X" + § avec § € L2 et a, # 0, alors (510g(f) —rX 141
avec h € L7 1. I

Remarque 2.61 On désigne par L un des corps suivants : K, K,, Ko, K,
K, K. Alors L>—1 C (510g( ). En effet, soit f = Z arX’" € L. On
pose ff = 7‘> 1 r+1
exp([ f) = S LIE

Lemme 2.62 On a

X! ¢ 5(kM) = {5(f) | IS f(oo}

Preuve. Soit f =Y a, X", alors §(f) = >_ra, X"'. Si on avait 6(f) = X,
on aurait 0 - ag = 1, ce qui est absurde. I

Notation 2.63 Soit v € N\ {0}, on note

r>—1

() f- '

E, = iV"Clx""|CK,C My, v>1
E = U Eu g -//\-/lvooa

v>1

d
E, = {—q|quV}::z~—1-EV,

E = { |q€E}—x_1 E.
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Lemme 2.64 Soit L un corps différentiel tel que K C L C K. Les homo-
morphismes de Z-modules suivants sont injectifs :

E, D (C/(A2)) — Lu/dug(Ls),
El@ (C/Q) — Loo/élog(-[/oo)?
les applications étant données par

(q, 4 mod %Z) —  leg+ X" mod b,,(L,),
(q,ﬁ mod Q) —  1og+ X' mod 10g( L)

Preuve. C’est une conséquence du lemme 2.60. I
Soit a = {ayq, ..., } € C, on note
K<a%> = K<z®,...,29"> C M.

On considere le Z-sous-module de C/Z
Fla)=Z-ch+---Z -0, CC/Z, & =a;modZ.

Soit Q(a) le Z-sous-module de torsion de F(«). Comme Z est un domaine
d’intégrité principal, il existe des éléments [y, ..., 5, € C tels que

F(o) =2 - P s P Qla). (2.13)

Le Z-module Q(a) est de type fini car il est un sous-module d’un Z-module
de type fini. Soient gy, ..., s € C/Z un systeme de Z-générateurs de Q(«).
On pose §; = p;/q; mod Z avec p;, q; € Z et (p;,q;) = 1. Si 1 est le plus petit
commun multiple de ¢y, ...,qs on a Q(«) = (VLOZ)/Z Donc

Flao)=2Z-5 .. Pz 5.PZ (£ modz).

K<i®> = K<ih, . . .  i% /> = K, <@ . i >
En effet, 5;mod Z € F(«a), donc il existe A, A1, ..., Ay € Z, tels que f; =
Ao + Arag + -+ Ay Done 7% = 3o (gen)M ... (gom)An ¢ K<3%> d’oll
K,,<i%, ..., 7% > C K<%%>; Iinclusion inverse se montre de facon ana-
logue.
On considere 'anneau différentiel

On a

K@  K<i% Lgi>.

D’apres le corollaire 2.56 cet anneau est integre, on note Q(K ® K<z Lgi>)
son corps de fractions. On considere f(<1®:i°‘1, oo ez 1eLgr> le plus
petit sous-corps différentiel de Q(_f( ® K <2% LgZ>) contenant K et les
éléments 1oz, ..., 1oz, 1elLgr.
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Lemme 2.65 On a
K<1ez™, ... 10i%" leLgi> = Q(K ® K <i% Lgi>)

Preuve. 11 suffit de montrer que tout élément de la forme 1ot avec t €
K<z* Lgx> appartient a K<lez®,..., lez*", loLgx>. On pose

p(E, ..., 7 Lg#)

= :
g(@or, ... Fom, Lgi)

ou p et ¢ sont des polynmes sur K ; alors

p(1lez™ ... 1oz 1elgt)
]
g1z, ... 1oz, 1elgl)

1ot =

Avec la notation précédente on a

K<1ei™,...,10i% leLgi> = K<leoi™,... lei’ 1ei'/", 1eLgi>
= K, <lei™, ... 10’ 1sLgi>.

Notation 2.66 si 3 € C, on pose

XP = 17,
LgX = lelgt.

Théoréme 2.67 Soit « = {ay,...,a,} C C. Il existe By,...,05, € C et
vy € N* tels que le Z-module

Fla)=Z-a,+++Z-a,, CC/Z, & =a;modZ

admet la décomposition

Fla)=2-6 - Pz 5 P Z(L mod 7).

Soit L un corps différentiel intermédiaire de l’extension K C K. Ona
(i).

L<X%> = L<X™ ... Xom>=1[, <X XP>
L<X® .. . X% LgX>=L,,<X% ... X LgX>.

(ii). Le corps des constantes de L<X* Lg X> est C, et les extensions L C
L<X*> et L C L<X* Lg X> sont des extensions de Picard—Vessiot.
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(iii). Les homomorphismes suivants de groupes algébriques sont des isomor-
phismes :

Galy, (L<X*>) — (C)"
(O’(Xﬁl) J(XBT))
XP1L T XPr

1

g

Galp,, (L<X® LgX>) — (C)" x(C,+)

o(XB o (X Br
o — gi_;l”,..., ) o(LgX) — LgX ),

ou L<X* LgX>=L< X, ... X% LgX>.

Preuve. Il ne reste a montrer que les parties (ii) et (iii). D’apres la décomposition
de F(a) en somme directe, le Z-module

2G4+ 5, CC/ET), B = Aimod (A7)
est libre de rang r. D’apres le lemme 2.64, le Z-sous-module
Z- (/1 X 'mod dlog(Lyy)) + -+ Z - (8, X 'mod dog(Luy)) C Lugy/btog(Luy)
est libre de rang r. D’apres le lemme 2.62 on a
Xt =0(LgX) & (L,,).

Alors la partie (ii) est une conséquence du corollaire 2.42, et la partie (iii) de
la proposition 2.41. 1

Théoréme 2.68 Soit o = {ay,...,a,} € C. On considére le Z-module
Fola)=Z -+ +Z a,, CC/Q, &= amod Q.

Le Z-module Fyp(a) est sans torsion, donc il existe By, ..., [0, € C tels que

Roe) =75 D D2

Alors on a les mmes énoncés (i), (ii) et (iii) que dans le théoréme précédent
en substituent Lo, a L et L,,.

Preuve. Elle est analogue a celle du théoreme précédente.

Lemme 2.69 Soient « ={ay,...,a,} CCetd ={o],...,a,,} CC, tels
que, les Z-modules F(a) C F(o/) C C/Z. Alors K<i®> C K< >.
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Preuve. 11 existe \;, € Z tels que

/

o = Ajo + Z%‘,ka;ﬁ, l<j<m,
1

donc
m/
79 = v [ [(@%) N € K<i¥'>.u
k=1
On considere le systeme inductif (K<z®, LgZ>, o = {ay,...,a,} € C),

otta < o si F(a) C F(a'), et les morphismes K <3, Lgi> — K <&, Lgi>
sont les morphismes d’inclusion. On définit

Kp = th<x ,Lgz> = U K<z, Lga> CMOO,
aCC

Kp, = th<ac > = UK<I >C Mo

aCC

Si L est un corps différentiel intermédiaire de ’extension K C K, on désigne
par Lp le corps de fractions de L ® K, et par Lg, les corps de fractions
de L ® K, Dans cette notation le “/” provient du mot Fuchs et le “s”
du mot semisimple.

Remarque 2.70 D’apres le lemme 2.65, le corps Lgg (resp. Lp) est le plus

petit sous-corps différentiel de Q(K ® K/\/l ) qui contient L et les éléments
X* = 1e3*, X € C (resp. I'élément LgX = 1oLg?).

2.2.5 L’automorphisme de monodromie formelle.

On considere Panneau différentiel K ® K./\/l Cet anneau est integre car
K est algébriquement clos dans K. On considére le morphisme d’anneaux
différentiels

— ~ —

m:K® My — K@ My
fog — fem(g)
Le morphisme de monodromie m est un isomorphisme différentiel, donc le
morphisme Id@m ™" est I'inverse de 17, donc 7 est un isomorphisme différentiel.
Alors i s’étend & Q(K ® K/\/l ) (Corps de fractions de K ® My). L'iso-

morphisme différentiel m : @(K ® K./\/l ) — Q(K ® K./\/l ) est appelé 'au-
tomorphisme de monodromie formelle.
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Exemple 2.71 On a m(X") = lem(i/) = e XV, Si f € Ky =
K® Ko € K® My, on peut représenter f par la série Zkz” ap X",

2nik

alors m(f) = > are™ X*7.

Lemme 2.72 Soient v € N*, et L un corps intermédiaire de [’extension
K C K. Alors, Uestension L C L, = L ® I est algébrique et le groupe de
Galois Galp(L,) est le groupe cyclique engendré par mr,, l'automorphisme
de monodromie formelle restreint a L, .

GalL(Ll,) = {Id, mLy, ceey (m‘LV)u—l}

Preuve. D’apres le corollaire 2.57 on a L, = L[X'/¥]. L’élément X'/¥ satisfait
I’équation algébrique Y” — X = 0, donc 'extension L C L, est algébrique
de degré plus petit ou égal & v. On a 1y, € Galr(L,), donc {(m\Ly)k | k €
N} C Galy(L,). Ceci termine la démonstration car m*(X/") # m* (X1/Y),
sSi0<k<k <v-—1. 1

Corollaire 2.73 Les corps intermédiaires de [’extension L C L, sont les
corps L, ou V' est un diviseur de v.

Preuve. C’est une conséquence inmédiate de la correspondance de Galois
algébrique. 1

Corollaire 2.74 Soit { € Lo, = L ® K tel que
m(§) = <.
Alors € € L.

Preuve. C’est une conséquence de la correspondance de Galois et du fait que

L=, L. 1

Corollaire 2.75 Soit p,, le groupe multiplicatif des racines v-iemes de ['unité
dans C. On a lisomorphisme de groupes algébriques

Galy(L,) —
o — X%O(Xl/”).

Théoréme 2.76 Soit o = {ay,...,a,} € C. On considére le Z- module
Flo)=Z- a1+ -+ ay, a; = ajmod Z. Soient py,...,0 € C et 1y € N*

tels que
Fl)=Z-5 .. Pz 5.PZ (+mod 7).
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Soit L un corps différentiel intermédiaire de 'extension K C K. On note
L<X%> = L< X ..., X> et L<XY LgX>=L<X, ... X LgX>.
L’homomorphisme de groupes algébriques suivant est un isomorphisme :

Galp(L<X® LgX>) — g x (C) x (C,+)

o(X1/v o(XPB o(XPB
o = ( g(Xl/VOO)7 ()?{,811)7"'7 ()?(ﬁll)aa(LgX)_LgX)

Preuve. D’apres le lemme 2.69 on a L,, € L<X*>. L’extension L C L, est
de Picard— Vessiot. Alors on a la suite exacte

{1} — Galg, L<X* LgX> — Gal,L<X® LgX> — GalyL,, — {1}

ou la fleche Gal,L<X* LgX> — Gal;L,, est le morphisme de restriction
qui est surjectif en vertu de la proposition 1.46. On montre que cette suite
est scindée. Pour ceci on construit une section de I’homomorphisme de re-
striction. D’apres le théoreme 2.67, il existe ¢ € Galg, L<X* LgX> tel
que

Y(XPR) = e XP 1 <E<vy

Y(LgX) = LgX — 2mi.

Alors I'application
s:GalpL,, — GalpL<X* LgX>
. k . k
(m\Luo) = (wom‘L<Xa,LgX>) , 0<k<wuy-1,

est un homomorphisme de groupes car

(w © m\L<Xa,LgX> )VU = Id‘L<XQ,LgX>'

Ainsi s est une section de I'application restriction, car 1(X/*) = X/*_(On
remarque que la section s dépend de la base {f3,..., .} choisie). Donc la
suite exacte ci-dessus est scindée, et on a l'isomorphisme (non canonique) de
groupes algébriques :
®: Galy, L<X* LgX> x Gal,L,, = Gal,L<X® LgX>
(7, (#1,,)*) = To (Yo o yalgxs)

Le sous-groupes s(GalLLl,O) et Galy, L<X* LgX> commutent; en effet, si
7 € Galy, L<X* LgX>, avec 7(X%) = ;X% et 7(LgX) = LgX + con a

YT (XP) = XP = T1ym (X)),
Ymr(LgX) = LgX +c¢ = mym(LgX),
2mi
YT (X)) = e XY = rhm (X100,
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Alors le produit semi-direct ci-dessus est en fait un produit direct de groupes.

Finalement, si 0 € Gal, L<X®, LgX >, il existe k tel que o(X /") = e X1/,
alors

(o) = (L, ),

ot 7 = 0o (Y ya LgX>)_k‘ On a 7(X%) = o(XP), 1 < j < r,
7(LgX) = o(LgX) et o(X'/*) = m(X/™). Alors I'homomorphisme donné
dans ’énoncé de ce théoreme est la composition de I'isomorphisme &1 et
des isomorphismes donnés dans le théoreme 2.67 et le corollaire 2.75, ce qui

démontre le résultat. 1
Théoréme 2.77 Soit @ = {ay,...,an} C C. Soit L un corps intermédiaire
de l’extension K C K. Soit £ € L<X, ..., X LgX> tel que

m(&) = ¢.
Alors € € L.

Preuve. On a myj; v Lgx> € Galp L< X, LgX>. Soit H le sous-groupe
H = {(m\KXa,LgD)’f |k € Z} C Gal,L<X* LgX>.

L’image du groupe H par I'isomorphisme donné dans le théoreme 2.76 est le
sous-groupe

27mik

T ={(e P2k P2k pomi) | k€ Z} C p, X (C) x (C,+).

Les propositions qui suivent montrent que 7' est Zariski dense, donc par la
proposition 1.43 et par la correspondance de Galois, le corps des élément
fixés par H est L. 1

Corollaire 2.78 Soit £ € Kp tel que m(€) = £, alors € € K.
Proposition 2.79 Soient {(1,...,5.} C C tels que le Z-module
Z-p+ - +Z-3.CCJZ, b;=F;modZ,

soit libre de rang r. Alors le sous-groupe T de (C*)" engendré par l’élément
(ePr2mi . P2 est Zariski dense.

Preuve. Soit f =" ijljl -+-YJ* un polynme qui s’annule sur 7. Soit y; la

j-ieme projection de (C*)". Chaque x; est un caractere sur le groupe (C*)".
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Si(ji,.--50r) # (715 -+, 7r), les caracteres x7 -+« xr et X7 -+ - X7 sur T sont
différents ; en effet, s’ils étaient égaux on aurait

627ri((j1 _’Yl)ﬁl+"'+(jr_7r)ﬂr — 1’

en contradiction avec le fait que (Zf) + --- + Zf,) N Z = {0}. D’apes le
lemme d’indépendance des caracteres sur un groupe on a f; = 0 pour tout

l:(jl,...,jr),doncfzo_ 1

Lemme 2.80 Soient (31,...,03, comme dans le lemme précédent. Soit T' le
271 . .

sous-groupe de p, x (C*)" engendré par Uélément (e v ,eP?m . efr2mi),

Alors T est Zariski dense dans p, x (C*)".

Preuve. Soit f(Yp,Y1,...,Y;) € C[Yy,...,Y;] un polynme qui s’annule sur 7.
On écrit f =) fi(Yo) - Y{" - -Y7. On considere le sous-groupe

Ty = {(, M2 kB2 | ke vz} C T

Le polynme f(1,Y3,...,Y,) s’annule sur Ty. D’aprés le lemme précédent on
a f;(1) = 0, pour tout j. Soit 0 < ¢ < v, on considere

T, = (e%Tiq, eI P2y LTy C T
On considere la projection pr: p, x (C*)" — (C*)". Alors pr(T;) = t'pr(Tp),

out = (eM? .. ef?™) et pr(Ty) est homéomorphe a pr(Tp), en particulier
il est Zariski dense dans (C*)". Finalement f; (e+") =0, donc f s’annule sur

o X (C*)". 1

Proposition 2.81 Soient f3,...,0, € C tels que le Z-module 7B + -+
7.5, C C/Z soit libre de rang r. Soit T' le sous-groupe du groupe

p X (C7)" > (C, +)

engendré par [’élément

2mi

&= (67,€ﬁ12m, e ,eBTQ’”,a), a # 0.
Alors T est Zariski dense.

Preuve. Soit T' 1'adhérence de T'. D’apres le lemme 1.68, T" est un sous-groupe
fermé, donc algébrique. On a £ = & - &,, ou

27

£ = (eT,e[m”,...,eﬁTQ“i,O),
§u = (1,...,1,&).
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L’élément ¢ est semisimple et &, est unipotent. Alors & € TetéeT
(voir le théoréme 15.3 du [Hum]). Donc &, & € T pour tout m € Z. Soit
fYo,Y1,... . Y., W) € C[Yy, ..., Y,, W] un polynme qui s’annule sur T, donc
il s’annule sur 7', en particulier sur les éléments &™ - £u ,m,m’ € Z. On
éerit f = Z;:o fi(Yo,...,Y,) - Wi. Pour tout m € Z le polynme g(W) =

f(emim7em512”, o emﬁf%i, W) s’annule sur m’ - a pour tout m’ € Z, donc
g(W) = 0. Alors fj(e@, emAImi - emPr2m) = ) pour 0 < j < Netm € Z.

D’apres le lemme 2.80 ona f; =0, 0 < j < N, donc f = 0. 1

2.2.6 Le tore exponentiel.

On reprend les notations précédentes, en particulier

El, — i*l/l/(c[j,*l/l/] g KV g j\—\/l/oo, = N*,
E = U El/ - Mvoo7

v>1

E, = { \qEEV}—x -E,, veNT

E = {£|qu}:5:— .E.

Soit ¢ € E, on désigne par e? 1’élément du corps /qoo donné par la fonction
T — exp(q ( )). Soit q = {ql,...,qm} C E, on désigne par K<e9> le plus
petit sous-corps différentiel de /\/loo contenant K et {e?, ..., e }. Soient a =
{ar, ..., ap} € C, et Lun corps différentiel intermédiaire de I'extension K C
K. On désigne par K <X, e LgX> le plus petit sous-corps différentiel du
corps Q(K @ K./\/loo) contenant L, {X*, ..., X%} 1zLgZ, et les éléments
lee? ... 1ei™.

Le lemme suivant sera utile pour montrer que le corps des constantes de
L< X% e LgX> est C.

Lemme 2.82 Soit o = {a,...,an}. Ona
Koo [ 00y Koo<X* LgX>) = (Z-n 4+ Z -0+ Q) - X "EP K"
Preuve. On montre d’abord que

X' (Ka<X™>).

D’apres le théoreme 2.68, le corps des constantes de Ko<X @ LgX> est
C. Supposons qu’il existe f € K, <X*> tel que X! = 0(f). On aurait
alors f = LgX + ¢, avec ¢ € C car §(f — LgX) = 0, donc K <X*> =

101



Koo<X® LgX>. D’aprés le théoreme 2.68, la projection (C*)” x (C,+) —
(C*)" serait un isomorphisme, ce qui est absurde. Alors X ! & §( K <X*>),
et d’apres le lemme 2.38 on a

K <X*> ﬂ 610g(f(oo<XO‘, LgX>) = 510g(f(oo<Xa>).
D’apres la proposition 2.31 on a
Koo [ V010 (Ko< X>) = (Zay + - + Zovy ) - X'+ Giog(Ko).
La preuve est achevée en utilisant le lemme 2.60 et la remarque 2.61. 1
Corollaire 2.83 Soit L un corps différentiel intermédiaire de ['extension
K CK. Soita={aq,...,a,} CC. On a
(E'EPC- X)) (0iog(Loo<X® LgX>) = (Zovy + -+ Loy, + Q) - X .

Preuve. L’inclusion C est une conséquence du lemme car L, <X, LgX> C
Ko< X% LgX>. L’inclusion en sens contraire est évidente. 1
Soit L un corps différentiel intermédiaire de 'extension K C K. On note

Lp=|]JL<X" LgX>

aCC

Corollaire 2.84 On a

(E'EPC-X")()6uwy(Lp) =C- X",

Preuve. C’est une conséquence du corollaire précédent. 1

Notation 2.85 Soit g = {q1,...,¢n} € E. On considere les Z-modules

d d G
EQq =2-“L4+... 4z cp
dx dx

Remarque 2.86 (i). Les applications E — E’ et E, — E', données par la

dérivation q — % sont des isomorphismes de Z-modules.

(ii). Les Z-modules E (q) et E'(q) sont sans torsion, donc il existe une Z-base

{p1,...,p:} de E(q). D’apres la remarque précédente {%, o %’Z

Z-base de E'(q).

} est une

Lemme 2.87 Soientqr = {q1,...,¢n} etqa = {p1,...,pm } tels que E(q:) C
E(q2). Soit L un corps différentiel intermédiaire de l'extension K C K. Alors

Lp<e™> C Lp<e®>.
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Preuve. 11 suffit de montrer que e% € Lp<e®> 1 < j < m. Par hypothese
il existe A\ € Z tels que ¢; = > Ajxpx. Alors

el = H (ePe)Nik € Lp<e®™>.
1<k<m/’

Théoréme 2.88 Soient « = {aq,...,a} CCetq={q1,...,qn} C E.
Soit {p1,...,pr} une base du Z-module E(q). Soit L un corps différentiel
intermédiaire de 'extension K C K. Alors :

(). Loo<e®,...,em> = L <eP' ... ePr>.

(ii). L’extension Loo<X* LgX> C Lo<X® e LgX> est de Picard—Vessiot,

en particulier, le corps des constantes de L,.<X®,e% LgX> est C.

(iii). On a lisomorphisme de groupes algébriques :

Gal, yoLgxs (Loo<X® el LgX>) — ((C:)’“) -

o ( T e

Preuve. La partie (i) est un conséquence du lemme 2.87. L’homomorphisme
de Z-modules

Z5 = Loo<X% LgX>/00g(Loc<X® LgX>)
Moo d) = M9 e X 92 mod Gy (Lo < X, Lg X >)

est injectif car E'(q) N dlog(Loo<X*, LgX>) = 0, en vertu du corollaire 2.83.
D’apres le corollaire 2.40, le corps des constantes de L,,<X%, e% LgX> est
le corps des constantes de L,,<X“, LgX>. Donc le corps des constantes de
Loo< X%, e, LgX> est C, d’apres le théoreme 2.67. Alors I'extension

Lo<X® LgX>C Lo<X® e LgX>

est de Picard—Vessiot associée au systeme d’équations différentielles y; =

(31‘2' yi, 1 < i < m. Lisomorphisme de la partie (iii) est une conséquence du
lemme 2.39. 1

Théoréme 2.89 Soient q = {q1,...,¢n} C E et {p1,...,p-} une base du
Z-module E(q). Soit L un corps différentiel K C L C K. Alors

(i). Lp<e®,...,et> = Lp<el ... ePr>.
(ii). L’extension Ly C Lrp<e%> est de Picard— Vessiot.
(iii). On a un isomorphisme de groupes algébriques

GalLF(LF<eq1,...,qu>) — (C*)
o — (ePo(er),....ePra(er)).
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Preuve. Elle est analogue a celle du théoreme précédent. 1
Soit q = {q1,...,qn} C E. On consideére le groupe de caracteres

E(q) = {x: E(q) — C* | x est un homomorphisme de groupes}.
Soit {p1,...,pr} une Z-base de E(q), on a I'isomorphisme de groupes

\Ij{m,---,pr}:E(q) = (c)r
X = (x(em), . ox(ern)).
On munit E(q) d’une structure de groupe algébrique via l'isomorphisme
Ui ,.p}- Cette structure est indépendante de la base {pi,...,p,} choisie.

En effet, si {l1,...,[,} est une autre Z-base de E(q) on a l; = > \; ;pj, avec
Aij € Z; alors

_ A1 A
Uy 30 \D{pll,...,pr}(al’ Ce Q) = ( H gt ,H ;" )
J J

Donc ¥, {’pll pyy €St un isomorphisme de groupes algébriques.

Théoreme 2.90 Sous les hypotheses et notations du théoréme précédent,
on a les isomorphismes de groupes algébriques :
Gal (Loo<X,e?,LgX>) — E(q)
GalLF(LF<eq>) — E(q) o
o — x, xl(e) =73 Vg€ E(q)

}O\I/

A

Loo<Xe,Lgx>

Preuve. C’est une conséquence des théoremes 2.88, 2.89 et de I'isomorphisme
Yipr,opr}- '

On considere I'ensemble des parties finies ¢ = {q1,...,¢n} C E; on
munit cet ensemble de lordre q; < g9 si E(q;) C E(qq2); cet ordre est
inductif. Pour chaque partie q on considere le corps différentiel K p<e>, et
pour toute paire de parties q; < g2 on considere ’lhomomorphisme d’inclusion
Kp<et> C Kp<e®>. Ceci constitue un systeme inductif. On désigne par

K =limKp<e™> =| JKp<e'> C M.
a q

Soit L un corps différentiel, K C L C K , on désigne par L le corps de
fractions de I'’anneau différentiel L ® K :

L=QL®  K)

Par une preuve analogue a celle du lemme 2.65, on montre que L est le plus
petit sous-corps différentiel de @(f( ® Moo) qui contient L, les éléments
1ozt avec A € C, 1oLg, et 1eed avec q € E.

D’apres le théoreme 2.88, C est le corps des constantes de L.
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Définition 2.91 (Groupe pro-algébrique) On dit qu’un groupe G est un

groupe pro-algébrique s’il est la limite projective de groupes algébriques G, les

morphismes 1, + Gj — G étant des morphismes de groupes algébriques.

Soient G = llm G et G = lim G, deuz groupes pro-algébriques. Un mor-
jeJ teT

phisme de groupes ® : G — G est dit un morphisme de groupes pro-

algébriques si pour tout t € T il existe j € J et un morphisme de groupes
algébriques ¢ = G; — G tels que ¢vp; = Y, ®. En particulier, si G' est un
groupe algébrique, il est pro-algébrique, et un morphisme ® : G — G’ est un
morphisme de groupes pro-algébriques si ® se factorise a travers un homo-
morphisme de groupes algébriques ¢ : G; — G'.

Définition 2.92 (Le pro-tore exponentiel) On considére le groupe de ca-
racteres

T.={x:E — C"|x est un homomorphisme de groupes}.

Soit ¢ = {q1,...,qn} C E, on dit que q est stable par la monodromie si
on aq = {m(q),...,m(qn)}. Le Z-module E est la limite inductive du
systéme de réseau { E(q), q une partie fini de E stable par la monodromie}.
Alors T, est la limite projective des groupes
T. =lim E(q),
q

ot les q sont les parties finis de E stables par la monodromie. Donc T, est
un groupe pro-algébrique, il est appelé le pro-tore exponentiel.

Remarque 2.93 Soit L un corps différentiel K C L C K. On a un isomor-
phisme de groupes

Galy, (L) — limGaly, (Lp<e'>)

q
T = (T‘LF<eq>)q'

En effet, pour toute partie finie ¢ C E, 'extension Lr C Lp<e9> est de

Picard—Vessiot, alors 71 ,~ € GalLF(LF<eq>), donc I'application ci-

dessus est bien définie. Il est évidement injectif car L = J g Lr<ed>. Tl est

surjectif : si (75) € limGaly, (Lp<e?>) on définit le morphisme différentiel

q
7: L — L donné par 7(§) = 74(§) si £ € Lr<e?>. Ainsi Galy, (L) est un

groupe pro-algébrique.
Théoreme 2.94 On a [isomorphisme de groupes pro-algébriques

Tr:Galp, (L) — T.
T = X, xl(qg =eo(e?), g€ E.
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Preuve. C’est une conséquence des définitions et du théoreme 2.90. 1
Soit L un corps différentiel, K C L C K. On considére I’homomorphisme
injectif de groupes
7:T. — Gal(L)
Y = (o) ().

Lemme 2.95 L%mage du pro-tore exponentiel dans Galp(L) est un sous-
groupe normal.

Preuve. Soit o € Gal,(L) et 7 € Galy, (L). Car les corps des constantes
de L est C on a que o(X*) = ¢y X?, avec ¢y, € C pour tout A € C, et que
o(LgX) = LgX + ¢ avec ¢ € C. Alors ot 1(X?*) = X* pour A € C, et
oro !} (LgX) = LgX, donc o1t € Galy, (L). I

2.3 Le groupe fondamental sauvage formel.

Soit L un corps différentiel intermédiaire de I'extension K C K.
On désigne par (7p) le groupe multiplicatif libre engendré par la lettre 4.
On considere 'homomorphisme injectif de groupes

(%) — Galg(L)
’AVO — m‘[ﬂ

ou m est 'automorphisme de monodromie formelle. Cette application est bien
définie car m(L) = L et 1 fixe les éléments de L. L’homomorphisme ci-dessus
2nik

est injectif car X1/* € L pour tout v € N* et on a que m*(X/¥) =™ XV,
On considere I'action a gauche du groupe () sur T, :

(’AyO)XTe — T,
(Go:x) — Fox.  (Aox)(q) = x(m™(q)).

L’action ayant été ainsi définie on a 7' (J0x) = 7L, si 7 = 75 '(x). On
désigne par
Te A (’3/0)

le produit semi-direct de groupes associé a cette action. Les éléments de T, x
(%0) sont les paires (x,4%), et laloi de groupe est donné par (1, 48*) (x2, 48*) =
(Xl(%“xg), Atk ) Le groupe T, x(79) est appelé groupe fondamental sauvage

formel. On a un homomorphisme injectif de groupes

iy :Tox () — Galy(L)
(6A) — Tk, =T ().
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Théoreme 2.96 Soit & € L tel que

m(§) = &
7(§) ¢ V1€ pp(T.) = Galp, (L).

Alors & € L.

Preuve. 1l existe ¢ = {q1,...,qn} € FE tel que £ € Lp<e>. On montre
d’abord que I’application de restriction

Galp, (L) — Galp, (Lp<e®>)
est surjective. Pour cela il suffit de montrer que I'application
T — E(q)

est surjective. Soit x € E(q). Soit ¥ I'ensemble des paires (M, $) ott M est un
Z-sous-module de E contenant E(q) et ¢ : M — C* est un homomorphisme
de Z-modules tel que ¢‘E(q) = x. On considere lordre (M, ¢1) < (Ma, ¢o)
si My C My et ¢2‘ M, = ¢1. L'ordre < est inductif, il existe donc un élément
maximal (My, ¢p) dans 3. Si My # E il existe p € E\ My. On considere I'idéal
I'={XNeZ| p € My}, alors I = Xy - Z. On construit ¢ : Zp + My — C*
de la fagon suivante : (i) si Ag = 0, ¢(Ap + mg) = ¢(m), m € M. (ii) si
Ao # 0, o(Ap+m) = po(m) + A/ Ao do(Aop), m € My. Ainsi ¢ est bien définie
(si my+Mp =ma+ Agp on a Ay — Ay = Aoh, et ¢o(my) — po(ma) = hoo(Aop)
). Donc (Mo, ¢o) < (Zp + My, ¢), ce qui contradit la maximalité. On étend
x & E. Alors £ est invariante par les éléments de Gal LF(LF<eq>). Donc
¢ € Ly car 'extension Ly C Lp<e9> est de Picard—Vessiot. Donc il existe
a={a1,...,an}t CCtels que £ € L<X“ LgX>. D’apres le théoreme 2.77
onaqueée€ L. 1

2.4 Invariantes formels.

Soit L un corps différentiel intermédiaire de 'extension K C K.

Théoreme 2.97 Soit (A) le systeme d’équations différentielles linéaires
dY .

Alors il existe une extension de Picard—Vessiot K(A) associée a (A) tel que

K C K(A)C K =limK<X®, e LgX>.

a7q
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Preuve. D’apres la section précédente, le corps des constantes de K est C, il
suffit donc de trouver un systéme fondamental de solutions de (A) dans K.
D’apres le théoreme 2.30 il existe une matrice

P(X) € GLy(Kx)
telle que, aprés le changement de variable Y = P(X)Z, le systeme (A)
s’écrive
dZ

(SNF) T = MX)-Z

ou la matrice M (X) est diagonale par blocs

M(X) = diag[M, (X),. .., My(X)]

et chaque sous-matrice M;(X) est de la forme

1

avec q;(X) € E" et C; € Mat,, ,,(C).
Si C' € Mat,, ,,(C) on désigne par Z¢ une matrice non-singuli¢re ayant ses
coefficients dans le corps Kp = lim K<z, Lgi>, telle que

(On se reportera a la sous-section 3.2.2 pour I'existence de ces matrices.) Soit
Qi(Z) € E tel que % = ¢;(Z), 1 <i <. On considere les matrices

¢ = diag[z™,..., 59 € GL,(KF),
9@ = diagle®@1d,,,,...,e%1d, ] € GL,(K).

Alors la matrice H (%) = ¢ - 9@ € GL,(K) est une matrice fondamentale
pour le systeme (SNF) et la matrice

F(X)=P(X) 3% e%® e GL,(K)
est une matrice fondamentale de solutions du systeme (A) 1
Remarque 2.98 Avec la notation précédente on a 7¢e?@) = @@ zC.
Lemme 2.99 Soient
(X)) = ¥(X)- te(j)v
Fy(X) = Wy(X)- e,
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deux matrices fondamentales dans K pour le systeme (A) vérifiant

U(X) € GL, (KF), k=12
eQr(@)  — dlag[ (~)’ L..e Ak n(fE)] k= 1 9.

?

Alors il eziste une matrice C' € GL,(C) telle que :
(i). On a F5(X) = F(X)-C.
(ii). On a ¥y(X) =V (X)-C.
(iii). Ona C™1-Q,-C = Qy. En particulier, il existe une permutation o € S,
telle que Ay j = Ny 55y, 1 < j < n.

Preuve. Les matrices F, Fy € GLn(K ) sont deux matrices fondamentales du

systeme (A), alors %(F{l - ) = 0. Donc C = F; ' - Fy € GL,(C) car le
corps de constantes de K est C. On a

Q@ . . e 2@ — Y (X) - Uy(X) € GL, (K ). (2.14)
Sl C = (Ci,j)lgi,jgna I’élément (Z,j) de la matrice \I/;l(X) . \IIQ(X) est
Gyt @@ e Kpo 1< j<n.

Compte tenu du théoréme 2.89, si e*® € Ky et A(Z) € E, alors A(Z) = 0.
Donc

Cij §£ 0= Alﬂ(i’) = Ag’j(j?), 1< Z,j <n.
Ceci entrane que e@1@Ce@2@) = | et que O7' - Q1(%) - C = Q(F). On
a (ii) par 'équation 2.14. Le polynmes caractéristiques de Q1(Z) et Q2(Z)
co’,lncident; on a la seconde partie de (iii) car @)1 et Q2 sont des matrices
diagonales. 1

Corollaire 2.100 Soit F(X) = ¥(X) - eQ@) un systeme fondamental de
solutions de (A) avec

U(X) € GL,(Kp),

Q@) = disglu(@),.... M), Ay(@) € .

Soit m 'automorphisme de monodromie formelle. Alors il existe une matrice

M e GL,(C) telle que

M(F(X)) = F(X) M
M) = WX N
Q@) = M7Q@) - M



~

Preuve. On a m € Galg(K), alors m(F (X)) est une autre solution fonda-

~

mentale de (A). [
Définition 2.101 Une matrice F(X) = ¥(X) - e9® fondamentale pour le

systeme (A) est dite sous forme d’Hukuhara Turrittin si ¥(X) € GL, (K r)
et Q(z) = diag[A1(Z),...,A(n(Z)] avec A;(Z) € E pour 1 < j < n. On

dit que F(X) est sous forme d’Hukuhara—Turrittin précisé si, de plus, on a

~

U(X) = H(X)-&" avec H(X) € GL,(K) et L € Mat,,,(C).

Lemme 2.102 1[I existe une matrice fondamentale F(X) pour le systéme
(A) sous forme d’Hukuhara—Turrittin précisé.

Preuve. D’apres la démonstration du théoreme 2.97, il existe une matrice
fondamentale X i
F(X)=P(X)-5°.e8@,
avec P(X) € GL,(KL), C € Mat,,(C). On pose ¥(X) = P(X)-z°. D’aprés
le corollaire 2.100 il existe une matrice M € GL,(C) telle que m(F) = F- M.
Soit L € Mat,, ,(C) telle que
e271'iL _ M
On pose H(X) = ¥(X) -7 € GL,(Kp). Il est clair que
m(FL) = 7F . ML = 2milgL,

Donc m(z*) = e~2mL . 77X D’apres le corollaire 2.100, on a 7 (¥) = ¥ - M,
et donc

~

m(H) = m(0) - m(i ) =0 M- 2 571 = .

Ainsi les coefficients de la matrice H(X) sont invariants par la monodromie
formelle. D’apres le théoreme 2.77, on a

H(X) € GL,(K).

Alors F(X) = H(X)- &% - e?® est sous forme d’Hukuhara-Turrittin précisé.
I

2.4.0.1 Les couples formels.

Remarque 2.103 Soit F(X) = H(X)#"e?® une matrice fondamentale de

~

(A) sous forme d’Hukuhara-Turrittin précisé. On a

m(F)=F-M, avec M = >l

En effet, d’apres le corollaire 2.100 on a m(HZ") = m(H) -m(z") = HZ" M.
Onam(H) = H, car H € GL,(K). Alors m(zl) =zt - M = L . ¢*™iL,
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Définition 2.104 Un couple formel de rang n est un élément (M,Q) ou
M € GL,(C) et

Q = diag[A(F),...,Au(7)], A;(F)€E, 1<j<n,

vérifiant les propriétés suivantes :
(i). La matrice Q est invariante par l’automorphisme de monodromie formelle
a permutation pres, c’est-a-dire qu’il existe une permutation o € S,
telle que m(A;(Z)) = Ao(jy(2), 1 < j < n.
(ii). On am(Q)=M""-Q- M.
On dit que deux couples formels (Ml,Ql) et <M27Q2) sont équivalents s’il
existe une matrice C € GL,(C) telle que

Ml = C_lMQC et Ql = C_lQQC.

Soit F(X) = ¥(X)e? une matrice fondamentale pour le systéme (A). On
associe au systeme (A) la classe d’équivalence du couple formel (M ,Q), ou
m(F(x)) = F(X)-M. La classe d’équivalence de (M, Q) est indépendante de
la matrice fondamentale F'(X) choisie. En effet, si Fy, = W5Q92 est une autre
matrice fondamentale de (M ) sous forme d’Hukuhara-Turrittin, d’apres le
lemme 2.99 il existe C € GL,(C), telle que ¥y = ¥C et Qy = C7'QC.
D’aprés le corollaire 2.100 on a (W) = WyMy = WOM, et m(¥) = WA,
m(Wy) = m(TC) = WMC. Alors My, = C~'MC, car U est une matrice non-
singuliere. Donc, les couples (M ,Q) et (]\ng, (Q)2) sont équivalents.

Lemme 2.105 Soient (Al) et (AQ) respectivement des systemes d’équations
différentielles g—;/( =AY et g—}; =AY avec Ay, Ay € Matn,n(f(). Supposons
que (Ay) et (Ay) sont des systemes équivalentes sur le corps K, c’est-a-dire
qu’il existe une matrice P € GL,(K) telle que Ay = PilAlP—Pflg—;. Alors
(A1) et (Ag) ont la mme classe d’équivalence de couples formels associée.

Preuve. Soit Fy = U,e92 une matrice fondamentale pour (Ag) sous la forme
de Hukuhara—Turrittin . La matrice F; = P - I, est une matrice fondamen-
tale pour (A,). Soit My € GL,(C) telle que m(Fy) = FyM,. D’aprés le corol-
laire 2.100 on a 1 (Uy) = Wy M,. Alors 1i(PW¥y) = 1i(P) - 1i(Vy) = P- Uy My.
D’aprés le mme corollaire on a m(F;) = F,M,. Alors la classe de (MQ, Q)
est la classe de couples formels associée a (A;). I

Lemme 2.106 Soient (A;) et (Ay) respectivement les systémes d’équations
différentielles g—;/( =AY et g—}; =AY avec Ay, Ay € Mat,, ,(K). Supposons

que (Ay) et (Ay) ont la mme classe d’équivalence de couple formelle associée.

A A

Alors (Ay) et (Ay) sont des systemes différentielles linéaires équivalentes sur

A~

le corps K.
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Preuve. Soit F; = W;e% une solution fondamentale pour (A;) sous forme
d’Hukuhara—Turrittin, j = 1,2. Par hypothese il existe C' € GL,(C) tel que
M, = C7'MyC et Q = C71Q,C. On considere

= [L,C = 0,90 = U,0C %20 = U,Ce?!.

Alors F3 est une matrice fondamentale pour (AQ) Soit Uy = Wse(C, alors

(\113) = \IJQMQC = \I’QCC 1M2C = \Ingl Soit L € Matnn((C) tel que
2L — NIy Alors Uy -7 L et Uy-3- appartlennent 4 GL, (K p). Pour j = 1,3
on a m(V; -7t = U;Me 2" L = W77, Alors ¥, € GL,(K), pour
j=1,3.0na

Fy = (U375 (W27 g5~ Fike = PEy,

ot P = (0,7 F) (W32 ") € GL,(K). Alors Ay = P"' AP — P~ lg; et les

systemes (A;) et (Ay) sont équivalents sur le corps K. I

Lemme 2.107 Soit (M, Q) un couple formel de rang n. Il existe un systéme
d’équations différentielles (A) sur K telle que la classe d’équivalence de
(M, Q) est la classe de couples formels associée o (A). Plus précisément,
si L € Mat,,,(C) est telle que e?ril — M alors la matrice 7%e® est une
matrice fondamentale d’un systeme d’équations différentielles sur K.

Preuve. On pose F = z%e?. On a

dF L de

={= e ol
dz { dzr T
Ona%%—iL-%—x-i_LeGLn(Kp).D’autre part
Lo dQ L . - d@Q ~ L
= i 2 - M- )
m(:i+m 1 z ) j—l—z <dx) T
L A dQ o s L d
==+ i:LMM’l—QMM’I:E’L =+t 4@ it
z dz T dz
Donc £ + 7% . 99 . 571 € GL,(K). '

Les trois lemmes précédents entranent le théoreme suivant :

Théoréme 2.108 [l existe une bijection entre [’ensemble des connexions sur
K" et l’ensemble des classes d’équivalence de couples formels de rang n.

112



2.4.1 Représentations du groupe fondamental sauvage
formel.

Soit q C E stable par I'isomorphisme de monodromie m, alors m(E(q)) =
E(q). Donc le groupe (o) agit (algébriquement) a gauche sur le groupe
algébrique E(q) : Si x € E(q) on a que (ox)(q) = x(m~'(9)), ¢ € E(q).

Définition 2.109 Une représentation du groupe T'. X (7o) de rang n est un
morphisme de groupes ¥ : T, x (%) — GL,(C) tel que le morphisme T, —
GL,(C) soit un morphisme de groupes pro-algébriques. Deuz représentations
Y et Y sont équivalentes s’il existe un isomorphisme linéaire h de C™ tel que

b(g) = h™ o /(g) o h, pour tout g € T, x (3o).

Soit (A) un systeme d’équations différentielles linéaires sur K , on désigne
par K (A) I'unique extension de Picard—Vessiot associée a (A) contenue dans
le corps K. Soit V(X) = ¢(X) - e2@® une matrice fondamentale pour (A)
sous forme d’Hukuhara—Turrittin. On désigne par Pa,vy la composition des

morphismes de groupes
T, % (30) 2 Galp(K) — Galg (K(A)) — GL,(C), (2.15)

ou la fleche du milieu est 'homomorphisme de restriction, et la fleche de
droite est 0 — V~1.o(V). L’application P(A),vy est une représentation de T, X

(’?0) En eﬁeta sl Q(‘%) = dlag[‘]l(‘%)v s aqn(‘%)] il existe g ? {q17 s an} g

E avec m > n, stable par la monodromie, tel que K(A) C Kp<e?>.

Alors le morphisme Gal g (K) — GL,(C) se factorise a travers le mor-
F

phisme Gal gz (Kp<et>) — GL,(C), donné par 7 — e @@ . 7(eQ@),
F

Soit {p1,...,pr} une base du Z—r{lodule E(q). On pose q; = D> 1o NjkPrs

avec \j, € Z. Soit T € GalKF(KF<eq>) tel que 7(eP*) = cpePr, ¢ € C

1<k <r, alors

e @@ . 7(e9@) = diag| H czl’k, e H cZ"’“]

1<k<r 1<k<r

Alors, d’apres le théoreme 2.89, I'application 7 +— e~ @@ .7(¢?®)) est un mor-
phisme de groupes algébriques. Ceci montre que P(A,vy est une représentation,

~

qui est appelée représentation de monodromie formelle sauvage de (A) rela-
tivement a la base V(Z). On a

~

pavy(o) = M, m(V = V.M,
pany(x) = diaglx(ai(2)),. .., x(a(Z))], x € T..
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Lemme 2.110 Soit (M, Q) un couple formel de rang n. Alors il existe une
représentation py; o) du groupe T'e x (A) dans GL,(C) telle que py gy (%0) =

M et p(M,Q)(X) - dlag[X(q1>7 te 7X(qn)] st Q - diag[QlJ cee 7qn] De plUS,
(M7, Q1) et (Ma, Q) sont deux couples formels équivalents si et seulement si
Pi1,01) € Pit,qq) SOTE deux représentations équivalentes.

.

Preuve. On définit p; o) (X, Ak) = C,\ - M*, o
Cy = x(Q) = diag[x(q1), .- -, x(qn)].

Du fait que 11(Q) = M~'QM on obtient que Cs,,, = MC, M. Ceci entrane
que Py ) est un homomorphisme de groupes. On montre comme ci-dessus
que T, > x — x(Q) € GL,(C) est un morphisme de groupes pro-algébriques.
Donc, Pirq) €st une représentation. Pour la seconde partie il suffit de re-
marquer qu'’il existe une matrice C' € GL,(C) telle que M, = CMC et
Q, = C71Q,C si et seulement si Pin.Q) = Cilp(MQVQQ)C’. 1

Lemme 2.111 Soient q = {q1,...,qn} C E, et p : E(q) — C* un mor-
phisme de groupes algébriques. Alors il existe p € E(q) tel que p(x) = x(p),
pour tout x € E(q).

Preuve. Sit: C* — C* est un homomorphisme de groupes algébriques alors
il existe m € Z tel que t(z) = 2. En effet, ’homomorphisme des anneaux
de coordonnées t* : C[T,T~'] — C[T,T~'] doit tre tel que t*(T) ait un in-
verse dans C[T, T, alors t*(T) = aT™, a € C. Par suite t(1) = al™, et
donc a = 1, car t(1) = 1. Ainsi, si p : (C*)” — C* est un homomorphisme
de groupes algébriques, il existe (ny,...,n,) € Z" tels que p(ay,...,a,) =
at - a’. Soit {pi,...,p,} une Z-base de E(q). L’application 1 : E(q) >
X — (X(pl), . ,X(p,«)) € (C*)" est un isomorphisme de groupes algébriques.
Soit p : E(q) — C* un homomorphisme de groupes algébriques. Alors p =
pY~ ! est aussi un homomorphisme de groupes algébriques, donc p(ay, . .., a,) =
aqll1 eayT, et p(X) = X(pl)nl T X(pr)nr = X(nlpl +e +nrpr)7 pout tout x.u

Proposition 2.112 Soient q = {qi,...,qn} € E et p : E(q) — GL,(C)
un homomorphisme de groupes algébriques. Alors il existe une matrice C' €

GL,(C) telle que
C™p(x) - C €D(n,C), Vx € E(q),

ot D(n, C) désigne le sous-groupe de GL,,(C) formé des matrices diagonales.
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Preuve. Un morphisme de groupes algébriques préserve la décomposition en
partie semi-simple et unipotente (voir [Hum]|, théoreme 15.3). Les éléments
de E(q) sont semi-simples car on a un isomorphisme de groupes algébriques
E(q) ~ (C*)". On sait aussi que E(q) est commutatif. Donc p( E(q)) est
un ensemble de matrices semi-simples qui commutent entre elles. D’apres la
proposition 15.4 de [Hum], le sous-groupe p(E(q)) est diagonalizable. 1

Lemme 2.113 Soit p : E(q) — GL,(C) un homomorphisme de groupes
algébriques. Alors il existe une matrice C € GL,(C) et des éléments ty, ... t,
dans E(q) tels que

p(x) = C"-diag[x(t1),...,x(t.)] - C, x € E(q).

Preuve. D’apres la proposition précédente, il existe C' € GL,(C) tel que
Iapplication p : E(q) — D(n,C), p(x) = Cp(x)C~" soit un homomorphisme
de groupes algébriques. Le lemme se déduit alors du lemme 2.111 et du fait
que les projections (C*)" — C* sont des morphismes de groupes algébriques.
|

Proposition 2.114 [] existe une bijection entre [’ensemble de classes d’équi-
valence de couples formels de rang n et l’ensemble de classes d’équivalence
des représentations du groupe fondamental sauvage formel dans GL,(C).

Preuve. Le lemme 2.110 décrit ’application entre les deux ensembles et mon-
tre qu’elle est injective. On va montrer la surjectivité. Soit p : T, X (J9) —
GL,(C) une représentation. Par définition d’une représentation du groupe
fondamental sauvage formel, la composition T, — T, X (¥) 2 GL,(C) est
un morphisme de groupes pro-algébriques, donc il existe q = {q1,...,qn} C
E, stable par automorphisme de monodromie tel que p, : E(q) > x —
p(x) € GL,(C) soit un morphisme de groupes algébriques. D’apres le lemme
précédent, il existe un matrice C' € GL,(C) et des éléments t1,...,t, € E(q)
tels que
pa(x) = C~" - diag[x(t1), ... x(t)] - C.

Soit p la représentation équivalente & p donnée par p = C - p- C~L. Alors, si
x € Te, on a p(x) = diag[x(t1),...,x(ts)]. On pose @ = diag[ty,...,t,] et
M = p(%). On a

~

M-x(@Q) = p((1,9%)(x:30)) = 8((ox:50)) = F0x(Q)- M = x(m™H(Q)) - M.
Si M = (mi)1<ij<n, Péquation précédente entrane que

mm X(t]) = Xm_l(tl) mm-, VX - Te, 1 S Z,] S n. (216)
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Dans la preuve du théoreme 2.96 on a montré que I'application T, — E(q)
est surjective. Ceci entrane que, si p # ¢ € E, alors il existe y € T, tel
que x(p) # x(¢). L’équation 2.16 entrane que m;;t; = m='(¢;)m;; pour
1 <i,j<mn,donc M -Q = m=(Q) - M. Ainsi {t1,...,tn} est stable par
I’automorphisme de monodromie, (M ,@) est un couple formel, et la repré-
sen-tation p est la représentation associée a (M ,@) dans le lemme 2.110.
1

La proposition précédente et le théoreme 2.108 montrent le théoreme
suivant :

Théoreme 2.115 [l existe une bijection entre l’ensemble des classes d’i-
somorphisme de connexions sur K™ et l’ensemble de classes d’équivalence

de représentations du groupe fondamental sauvage formel T, x (§0) dans
GL,(C).

Remarque 2.116 Cette correspondance satisfait des propriétés naturelles

de telle sorte qu’elle peut tre interprétée comme une équivalence de catégories
entre la catégorie des connexions formelles méromorphes et celle des représentations
linéaires finies du groupe fondamental sauvage. Ceci permet de relier le point

de vue adopté ici et le point de vue Tannakien [7].
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Chapitre 3

Le corps des séries sommables.

3.1 Développements asymptotiques.

On considere 'anneau des séries de Puiseux formelles

o0

U Xl/q

Soient I =|a, b|C Set Fe F(I,@). Soit U un ouvert connexe de C con-

tenant I, et F € T (U, 0] ) un représentant de F'. On dit que F admet un
développement asymptotique sur |a, b[ dans C[[X]]*, §'il existe ¢ > 1 et une

série formelle F(X) = Zai/qX 1 ¢ C[[X]]* telle que pour tout intervalle
i=0

fermé J C I et R > 0 satisfaisant J x [0, R] C U, et pour tout nombre

rationnel > 0 il existe une constante C,(.J, R) telle que

F(E) = > ayy- 39 < C.(JR)-|E", Vie Jx]0,R]. (3.1)

i/q<r

On remarque qu’il suffit de vérifier la condition pour les rationnels = n/q
avec n € N*. N

On désigne par I'(Ja, b, A) le sous-ensemble de I'(]a, b[, O) formé par les
fonctions admettant un développement asymptotique sur ]a, b[ dans C[[X]]*.

Lemme 3.1 Soit F € I'(Ja,b[,A) asymptote sur ]a,b| a la série F(X) =
St aigX 1. Soit o € Q, a > 0. Alors la fonction po(F) € T'(Ja-a, a-b[, A)
est asymptote d la série po(F) = 3272, g X1,

117



Preuve. Soient av-a < a' <b <a-bet R>0.517 € [d,0]x]0, R] on a que

ouJ = [d/a, b /al. I

Corollaire 3.2 Soient F € I'(]a, b[,@) et F(X) = 3%, CifgX". Alors
F est asymptote o F sur |a,b] si et seulement si p1/q(F) est asymptote a
Yoo Cisg X' surla/q,b/ql. (On se reportera a la sous-section 2.2.2 pour la
définition de l'application de ramification p,, ).

On montre de facon analogue le lemme suivant :

Lemme 3.3 Soit F' € I'(Ja,b[,A) asymptote sur ]a,b| a la série F(X) =
> an/qX”/q. Soit € R. Alors la fonction TyF translatée de F par 0
(voir la sous section 2.2.2 pour la définition) est asymptote sur]a + 60,b+ 0]
a la série

F(Xe ) = Z an/qefi%X"/q.
n=0

Lemme 3.4 Soient ' € I'(]a, b[,@) et F =3 c, X" Soient I,..., I
des intervalles ouverts de longueur plus petite (plus petit voulant dire ici
strictement plus petit) que 2w tels que |a, b= UF_,I;. Soit F' un représentant
de F sur un ouvert conneze U de C. Soit fi la seule fonction sur w(U N
{I;x]0,¢[}) telle que

fion(z) = F (%), 7€ I;x]0,¢[.

Alors F' est asymptote a F sur la,b[ si et seulement si toute fonction f; est
asymptote (au sens classique de Poincaré, voir [19]) a F sur tout sous-secteur
7(UN{J;x]0,e[}) ot les J; sont des intervalles ouverts de I; tels que leurs
adhérences soient contenues dans I;.

Preuve. C’est évidente. 1

L’opérateur X (?—X est une dérivation sur C[[X]]*. On considere aussi la
dérivation % sur F(U, O ) Les propriétés élémentaires des développements
asymptotiques (voir [19], ch. IT) et le lemme précédent permettent de montrer
la proposition suivante :
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Proposition 3.5 Soient F,G € F(]a,b[,A), F et G asymptotes, respective-
ment, a F' et G surla,b[. On a :
). Si F =G alors F = G.
). Si A, pueC, alors \F + uG est asymptote sur ]a,b[ & \F + uG.
i). La fonction F - G est asymptote sur]a,b[ a F-G.
(iv). La fonction T - %—5 est asymptote sur]a,b[ a Xg—f;.
)
)

. Si F(0) # 0, alors 1/F est asymptote sur |a,b[ d 1/F.

(vi). Soient Fy,...,F, € F(]a,b[,A), telles que F; est asymptote sur l’in-
tervalle )a,b| o la série F,. Soit ®(x,yi,...,y,) une fonction holo-
morphe au voisinage de (0,a1,...,a,) € CP* ot a; = F;(0). Alors

O(z, Fy,..., F,) est asymptote sur]a,b] a la série ®(X, ... JF).
On définit ["application de Taylor :
J:T(Ja,0[,A) — C[[X]]",

par J(F) = 13’, si F' est asymptote a F sur la, b[. La proposition précédente
montre que l'application de Taylor J est un homomorphisme d’algebres
différentielles. On étend J aux anneaux différentiels

J:T(Ja, b, A)[z7'] — C((X))" = C[IX]][X].
Définition 3.6 On désigne par A le faisceau sur S tel que si I =la, b]
alors F(I,.,Z() = F(I,A) ; on désigne par X[i_l] le faisceau sur S tel que
T(I,A[z7") = T(I,A)["]. Soit 6 € S, les fibres respectives des faisceaus
A et A[iY] en 0 sont notées F({Q},.Z) et F({Q},Z[i‘l]) ; sont des C-
algébres différentielles pour la dérivation & - % La fibre T ({6}, ﬂ[ifl]) est
ausst une C-algebre différentielle pour la dérivation ch On définit U'applica-
tion de Taylor B
J:T({0}, Alz7"]) — C((X))",

qui est un homomorphisme d’anneaux différentiels.

Lemme 3.7 Soit F' € F(I, .Z) asymptote sur I a la série formelle

1=0

Supposons qu’il existe une fonction holomorphe g sur le disque {x € C | |z| <
R} telle que
F(z) =gomn(z).

Alors la série F' est convergente et la fonction g est sa somme.
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Preuve. Si g(z) = > biz’, |z| < R; comme F' = gom on a que F est
asymptote & Y~ b; X*. D’apreés 'unicité du développement asymptotique on
a le résultat. 1

Lemme 3.8 On consideére lintervalle I = [a,b] avec b = a+ 27?%, p,q € N*,

et =b—a. Soit F' € F(I,Av) telle que la fibre Fl de F' au point b soit
égale a ’];(F)‘b, ot T, est lopérateur de translation par o (voir la sous section
2.2.2 pour la définition). Alors F' est asymptote sur I a une série

i a; Xi/p’
i=0

ot la série Y ° a; X" est convergente.

Preuve. D’apres le lemme (3.1), on peut supposer que p = 1. D’apres le lemme
(2.47), on peut supposer que g = 1 et qu’il existe une fonction holomorphe g
sur le disque épointé de rayon R telle que ' = g o 7. Le fait que la fonction
F est asymptote sur S dans C[[X]|* entraine que la fonction g est continue
a l'origine, donc holomorphe a l'origine. On peut alors appliquer le lemme
précédent. 1

3.1.1 Enoncé du théoreme sur I’existence du corps des
séries sommables.

Le principal but de ce chapitre est de montrer le théoreme suivant :

Théoréme 3.9 Soient

K=C{X}X"] et Ko=[JC[X" X

stension K C Ko, est une extension de corps différentiels pour la dérivation
.l existe un sous-corps différentiel IC

Le
d—
dx

K CK C K,
et une famille d’opérateurs {S7, Sitacs

St K —T({d}, Alz7Y), S7:K—T({d}, Az7Y),

qui satisfont les propriétés suivantes :
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(S1). Si F € K alors
SH(F)=8;(F)=Fa deS,
ot F est le germe d’une fonction méromorphe a lorigine définie par la

série convergente F'.

(S2). Les applications S§ et S; sont des homomorphismes différentiels in-
jectifs.
(S3). Pour toute séric F € K etd e S on a

JoSHF)=JoS8S;(F)=F.

(S4). Pour toute série F € K il existe un ensemble E(ﬁ) C S tel que :

(). L’ensemble {d(mod27) | d € X(F)} est fini.

(ii). Soient FeK,d,dy €S tels que dy < do et ]dl,dg[ﬂE(F) =0,
alors il existe B
F e T([dy, do], Alz7])
telle que
S;ii—l (p> = F‘d17
Si(F)=8,(F) = Fa, deld,dyf,

~

Su(F) = Fla,.

(S5). Si F € Ko, est solution formelle d’une équation différentielle linéaire

d"F d"F .
an(X)m + an(X)dX"* + -+ ag(X)F =0,
avec a;(X) € K, 0 <1i <mn, alors

Fek,

et les fonctions ST (F) et S7(F) sont aussi des solutions de I’équation
différentielle.

3.2 Développements asymptotiques et équa-
tions différentielles linéaires.

Pour éviter des ambigu’ités on fixe les conventions suivantes : Un inter-
valle de S est un ensemble connexe (que 1’on ne supposera pas nécessairement

ouvert ou fermé) ; 'expression plus petit (resp. plus grand) veut dire stricte-
ment plus petit (resp. strictement plus grand).
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Théoréme 3.10 (Borel-Ritt) Soit I un intervalle de S. L application de
Taylor

r(1,4) - clx)’
est surjective.
Preuve. En vertu du lemme (3.1) il suffit de montrer que I'image de 1’appli-

cation de Taylor contient C[[X]]. D’apres le lemme (3.3) on peut supposer
que I =]—0,0[. Soit F' =" ja,X"; on considere la série

Z a0, (2)T", (3.2)

ou a, () = 1—exp( 1/9) w = 1/ ]ay| si a, # 0, et b, =0 si a, = 0. Le
fait que |1 —expz| < |z| si la partie réelle de z est négative, entrane que la
série ci-dessus est majorée par la série 1+ ) ]:Z|”_%. Donc la série (3.2)
représente une fonction F' € F(I , (’N)) qui est asymptote sur I a la série F.o

Définition 3.11 Soit I un intervalle ouvert de g, on pose
[(I,A<°) ={F €T (I,A) | J(F) =0} = KerJ.

Soit ./Zlfo le faisceau sur g, tel que pour tout intervalle ouvert I de S on ait
F(I, A<0) = F(I, A<O). Le faisceau A<V est appelé le faisceau des fonctions
plates.

Remarque 3.12 Une fonction F' € F(I , JZ<0) si et seulement si pour tout
intervalle fermé I’ C I et tout € > 0 tel que F' soit définie sur I'x]0, ], et
tout rationnel positif 7 il existe une constante C(y ...y telle que

|F(7)] < C([@a;r) |:Z‘|T, T E ]/X]O,E-:].
Exemple 3.13 Si a > 0 la fonction F(Z) = exp(—2%) € I'(]5Z, |, A<0)

Définition 3.14 Soit k > 0, on désigne parF(I, Agfk) l’ensemble des fonc-

tions F € F(I,.Z) telles que pour tout intervalle fermé I' C I il existe
e > 0 et il existe des constantes C(I'), B(I') > 0 telles que : F' est défini sur
I' x [0,¢] et

|F(7)] < O(I') exp <_B(I/)> . & eI'x]0,e].

"
On désigne par . A<k e faisceau sur S tel que sur les intervalles ouverts I de
S on ait F( I, As- k) = ( I,As™ k) Le faisceau ASF egt appelé le faisceau

des fonctions exponentz’ellement plates d’ordre plus petit ou égal a k.
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Remarque 3.15 (i). Les ensembles F(I,.Z(<O) et F(I,jlvg_k) sont stables
par la dérivation i% En effet, pour chaque intervalle fermé I’ C I il existe
a > 0 tel que si @ € I'x]0,&] alors le cercle { € C | |n(@) — 7(%)| = a |Z|}
est contenu dans /x]0,e]. On termine en utilisant la formule de Cauchy sur

ce cercle. N
(ii). Si I est un intervalle de S on a

D(I,AS™h) CT(1,AS™M) CT(1,A°), si0<k <k

(iii). Les ensembles F(I,.Z<O) et F([,ﬂg_k) sont des idéaux de I'anneau
F(I,;([éé_l]). Ceci provient du fait que, si F' € F(I,;([i:_l]), alors il existe
N € N, tel que, pour tout intervalle fermé J C [ et € > 0, il existe une
constante M. > 0, telle que |F(z)| < My |2| ™, & € Jx]0,e].

(iv). Pour tout A € C on a #Lgz & T'(1, A[z71]).

3.2.1

L’étude des solutions formelles des équations différentielles repose sur les
deux théoremes suivants.

Théoreme 3.16 On considére le systeme d’équations différentielles suivant

m+14Yi =
dx

x Ty, yn), 1=1,...,n, (3.3)
ot les fonctions ®; sont analytiques au voisinage de l'origine de C"*1, et
m est un entier. Soit V' un secteur ayant l’origine comme sommet, et d’ou-
verture plus petite que 7-. Soit F(X) € (C[[X])" une solution formelle de
léquation différentielle ci-dessus. Alors il existe € > 0 et des fonctions analy-
tiques y1(x), ..., yn(x) sur VN {z | |z| < e} telles que g = (y1(x), ..., yn(x))
est une solution de ’équation différentielle et est asymptote a F surV.

Pour une Preuve compléte voir [14].

Remarque 3.17 (i). Par ramification le théoréme reste vrai si 'ouverture de
V' est plus petite que qlm et si la solution formelle appartient a ((C[[X /4] )n

(ii). Si le systeme d’équations différentielles (3.3) est linéaire, pour toute
solution formelle méromorphe F' € (CIX]I[X1)" et tout secteur V' d’ou-
verture suffisamment petite, il existe une solution analytique y sur V et
asymptote a FsurV (pour un certain entier m, la fonction g est asymp-
tote & X™F sur V).

On réécerit ici le théoreme 2.30 :
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Théoreme 3.18 On considere le systeme d’équations différentielles linéaires

Y1
Y
(8) —x =AX)-Y, A(X)e Mat,xn (C{X} [X']), et YV =
Yn
Alors il existe une matrice non-singuliére
) € GL, U (X V) [(x71)
telle qu’aprées le changement de variable
Y=PX)-Z (3.4)
le systéme (S) s’écrive
dZz
NF =M(X)-Z
(SNF) = M(X)-
ot la matrice M(X) est diagonale par blocs
M(X) ] 0O ... 0
0 : .
M(X) = . . . = diag[M;(X), ..., M;(X)]
0 ... 0 | My(X)

et chaque sous-matrice M;(X) est de la forme

Ci
Mi(X) = X(X) - In, + -
X
avec
(). La matrice I,,, est la matrice identité de rang n;.

(ii). C; € Matn,xn,(C), i =1,...,1.
(iii). Owu bien N\i(X) =0, ou bien

N;
Ai(X) = ZAz’,kX_Vk7 l<un <---<vwn, eQ, \ipeC, \n, #0.
k=1

Remarque 3.19 Les matrices A(X) et M(X) sont a coefficients dans le
corps différentiel K = C{X}[X']. Soit K C L une extension d’anneaux
différentiels, et soit une matrice P € Mat, ,(L) de déterminant inversible
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dans L. Le changement de variable Y = P - Z transforme le systeme (S) en le
systeme (SNF) si et seulement si la matrice P satisfait le systeme d’équations
différentielles linéaires & n? indéterminées

dP

— =AX)-P—-P-M(X). )

T = AX) (X). (35)
Remarque 3.20 Soit [ C S un intervalle non-vide. On a les inclusions

d’anneaux différentiels
K=C{X} XY —T(I,Alz7") - T(1,0).

Les anneaux différentiels K et F(I , (5) ont le méme corps des constantes. De
plus, étant donné le systeme d’équations différentielles linéaires (S), il existe
dans F(I , 6) une matrice fondamentale de solutions de (S). 1

Soit FI(X) = (Fl(X), . ,Fn(X)) € (C[[X"Y9)])" une solution formelle
de (S). D’apres le théoreme (3.16), si I C S est un intervalle d’ouverture
suffisamment petite (il suffit qu’elle soit plus petite que 7/gm ot m + 1 est
Pordre du pole de la matrice A(X)), il existe F = (F},..., F,) € (T'(I, fT) )"
qui est une solution de (S) asymptote a Ia (X) sur I. Supposons que G €
(T(1, .,Z() )" soit une autre solution de (S) asymptote & Fsur I. Alors F — G
est une solution de (S) asymptote & 0 sur I, donc c’est une solution plate
de (S). On est donc ramené a ’étude des solutions plates du systeme (S).
Celle-ci se fait a 'aide des solutions du systeme (SNF).

3.2.2 Les solutions du systéeme (SNF).
Soit J,,,(A) € Mat,, ,,(C) la matrice

A0 0 ... 0

1 X 0 0

J.) =1 0 :
0

On définit la matrice

[ i 0 0T
Lgi i 0 0
i’Jm()\) = %j)\(Lgi)Q iAng 0
: : 0
L (mil)!j/\(Lgiyn_1 (mig)le(Lg‘%)m_Q i i



On a d—( I N) = 1 7, (X) -2/, On dit que J est sous la forme de Jordan,

s’il existe Aq, ..., )\ € C et my,...,mg; € N* tels que J soit la matrice
diagonale par blocs diag[Jpm, (A1), - - -, Jm.(As)]. Dans ce cas on définit 77 =
diag[z7/m ) §Ims ()] On vérifie facilement que %(i") = 277, Soient

C e Matnm(C), et P € GL,(C) tels que J = P~ *CP soit sous la forme
de Jordan. On définit 2¢ = Pz’ P~!. Cette définition est indépendante du
choix des matrices P et J car c¢’est la seule matrice & coefficients dans K r
qui satisfasse les propriétés suivantes :

d

d—(:z«C) = pIptpy/pt = <3¢
Z

et la valeur de ¢ au point = (0,1) € C est la matrice identité. Il est facile

de vérifier que m(3/mN) = 2 mNgIn(N) = FInNe2min(N) - ceci entrane
que si J est sous la forme de Jordan alors m(z’) = ¥zl = 7/¢¥mi/,
Alors si C = PJP7!, on a m(z%) = Pe*™/ P=1pg/ Pl = e2™C5C et aussi

m(z¢) = Pi/ P71 Pe* i p~1 = jCe2miC,

On considere le systeme (SNF) du théoreme (3.18).

Soient P; € GL,,,(C), i = 1,...,1, des matrices telles que, pour chaque
17, la matrice J; = Pl-_lCZ-PZ- soit sous forme de Jordan. Pour ¢ = 1,...,1,
soit Vj(Z) = 27i. Pour chaque indice i = 1,...,[, on définit A;(Z) = 0 si
/\1<X> = O, et

AE =Y P ) £0
k=1
Soit
1) = P-U(E). 39

ou P = diag[P, ..., P] et

U(z) = diag [exp (A1(2)) - Vi(Z), ..., exp (Ay(2)) - Vi(T)] -

Alors la matrice H(Z) € Mat,,«,,(K) est une matrice fondamentale de solu-
tions du systeme d’ equations différentielles linéaires (SNF).

On désigne par Hu ) (2), Hu) (7). - Han) (8), Ho (7). Hon (7),
H(l (@), H(l n)(Z) les colonnes de la matrice H(Z). On numérote aussi
{Um( )}15611&5% les colonnes de la matrice U(Z).
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Lemme 3.21 Soient P € GL,(C) et I un intervalle de S. On a

Fe( (LAET)) = P-Fe(r(LAz"))",
Fe(r ( ) = pre(r(rA)
Fe(r(1LA)" = P-Fe(r(1,A))",
Fe(( A<’“)> = PFe(F(I,NS"“)>, k>0

Preuve. Les implications dans le sens “=-" sont évidentes car on a
1P ol < [IP[]-[[ol], veC™
Pour le sens contraire, il suffit d’appliquer le sens direct & la matrice P~1.

Lemme 3.22 Avec les notations précédentes, si I est un intervalle de S on
a, pour tout 1 <i <1

VI<j<n HiE) e (T(1A))" = exp (Mi(7) € D(1,A%).

Sik>0,o0na

—

VI<j<n Hy@) e (D(LA)) = exp (A7) € D(1,A5F).

Preuve. En vertu du lemme précédent et de I’équation (3.6), on peut rem-
placer H; ;(Z) par U, ;(Z) dans I'’énoncé du lemme. Ceci entraine ce lemme,

car si I est un intervalle borné de §, e Cetm e N, il existe N € N et
e > 0 tels que

Y < |an(Le)™| < 27N, |@| <e, arg(z) €l
Remarque 3.23 Soit # = (6,r) € C. Soit ¢ un indice tel que \;(X) % 0. On

a

N
~ gl

‘exp (Al(f)ﬂ = exp ( r~ = . cog ( arg(—A\; ;) — 0(v; — 1))) .

On pose 7; = vy, — 1 et w; = arg(—\; n, ). Soient

dffm:——l—;—i—mg m e Z. (3.7)
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On a cos ((arg(—X;n,) —0(vy, — 1)) <0, si et seulement sil existe m € Z tel
que 0 €]d3'y,,, d35,, 1] Soit I un intervalle de S. Supposons que
1 ¢ U 1dim, Al (38)
meZ
alors on a exp (A;(7)) € T(I,AS77) et exp (Ai(7)) & T(1,AS7%) si k >

7;. Par contre, si la propriété (3.8) n’est pas satisfaite, alors exp (Az(i’)) ¢
I(I,A%) et exp (Ai(Z)) ¢ T'(1, .A)

Lemme 3.24 On garde les notations précédentes. Pour chaque i = 1,...,1
et j =1,...,n;, on se donne un scalaire ¢;; € C. Soit ¢ le vecteur colonne
(¢ij) i=1..... € C" On considére
j=1,..., ng
F= Y ¢, Hj;#=H@#-é
i=1,..., l
=1,..., n

Soit I un intervalle de S.
(i). On a
Fe (r(1,A%))

si et seulement si, pour tout couple d’indices (i, j) tel que ¢; ; # 0, on a

)\7«(X) 7é 07 et I g U ]dit2m7 d'itQm—&-l['

MEZL

(ii). Soit k> 0. On a
Fe (r(1,A5"))

si et seulement si, pour tout couple d’indices (i,7) tel que ¢;; # 0, on a

MN(X)£0, 7>k, et I C | J]d%,, diy, .l

meZ

(iii). F € (F(I .Z))n si et seulement si, pour tout couple d’indices (i, )
tel que ¢;; # 0, on a H” € (F(I,.Z))n. On a le méme énoncé si on
remplace A par Az,

(iv). Si F € <F(I,A)) , alors il existe G € (F(iﬂ))n solution du
systeme (SNF), telle que F' — G|; <F(I,¢Z<O)>n. On a le méme

énoncé si on remplace A par A[z7Y).
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Preuve. D’apres le lemme (3.21) et 'égalité (3.6), on peut remplacer, dans
les parties (i),(ii) et (iii), H;;(Z) par U, ;(Z) dans la définition de F'. Soit
Ciojo 7 0, on pose 7/ = min{j” | ¢, j» # 0}. Comme la matrice U(Z) est

triangulaire inférieure, le coefficient (ig, j') du vecteur

F=Y ¢ Uyld)
i

est de la forme ¢, exp (Ay(Z))@". Donc, si F € (F(I,j@)) , alors
exp (A, (2)) € T(I, ,Zlv<0), et d’apres la remarque 3.23, on a \; (X) #
0 et la propriété (3.8) est bien satisfaite. Si F' € (I’(],.ZS*’“)) , alors
exp (A, (2)) € F(I,.,Zlvgfk), donc la propriété (3.8) est satisfaite et on a
Tis > k. Les réciproques des parties (i) et (ii) sont évidentes, car les coef-
ficients de U; ; sont de la forme exp (A;(z)) 2#(LgZ)™. Pour la partie (iii),
soit F' € (F(I,,zl/)) (respectivement F' € (F([,.Z([:E_l])> ), si Cigjo 7 0 et
iy (X) # 0, on a, comme précédemment, que la propriété (3.8) est satisfaite,
i ~ n
donc U; ; € (F(I, A<0)> ; dans le cas \;,(X) = 0 on montre par récurrence
que si ¢, ;» # 0 alors le vecteur (jiwn (%) n’a pas des termes en Lg(Z) et que
tout ses coefficients sont nuls sauf un qui est 7 avec u € Q. (respectivement
p € Q). Pour la partie (iv) on considere G = ) ¢; jH; j(Z), ou la somme est
prise sur tous les couples (i, 7) tels que \;(X) = 0. I

Définition 3.25 On appelle niveauz associés au systéme (SNF) les valeurs
O0< k< <k,

ot
{l{fl,...,k‘r}: {VNj —1,|j: 1,...,[, )\](X) 7&0}
Soit i un indice tel que \;(X) # 0, et soit o(i) € {1,...,r} tel que vy, — 1 =
ksgiy. On appelle lignes de Stokes associées au systéme (SNF) les éléments
de S
d;

7,m)

i=1,...,1 M(X)#0, mecZ.

On dit que dftm est une ligne de Stokes de niveau k.
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Notation 3.26 On désigne par V, V/, V[i ] et V'[Z7] les faisceaux sur S,
définis par

( ) = {Fe€ <F(I, .Z))n | F est une solution du systeme (S)},
([ Viz ~—1 ) = {Fe <F([,.Z[g~;_1])>n | F est une solution du systeme (S)},
( /) = {F ¢ (F([, j))n | F est une solution du systeme (SNF)},
(I V'[i ) = {F¢e <F(I, Av[j_l] ))n | F'est une solution du systeme (SNF)}.

ot I est un intervalle ouvert de S.

On désigne par V<0, V'<0 V==F ot V'S7F les sous-faisceaux de V et V'
respectivement tels que sur I'intervalle ouvert [ on ait F(I , V<0) = F([ , V) N

(01, A4<0))", T(1,Vv=F) = T(1,V) 0 (T(1,A5H))", et de mme pour
le faisceau V. 1

Proposition 3.27 Soit I un intervalle de S. Soit F une solution plate du
systeme (SNF), c’est-a-dire

F el (1,V'<).
Alors
Fel(LV'=").
De plus, si F € I'(1,V'S7%) et k; < k, alors
F e I(L,V=hm), sl1<i<r-—1,
F=0 s5 i1=r.
Preuve. C’est une conséquence du lemme (3.24). I

Proposition 3.28 Soit I = [a,8]C S ou bien I =|a,3] C S. Soit t €
{1,...,7r}. On suppose que f—a = - Soit J =la,b[C I et F € F(J, V’S_kf).
Alors 1l existe

Gy € T(la, BN V=),

Gy € T([a,d[nI,V'="F),

H € F(]a,b[,V’S_kt“), sit<r—1,
H = 0, sit=r,

tels que
F:Gl‘J—GQ‘J+H.
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Prewve. 11 existe (¢;;) € C" tel que F = S ¢;jH; ;(Z). D’apres le lemme
(3.24), si ¢;j # 0, alors H, j(&) € T'(J, V<), 1l suffit donc de montrer la
proposition pour les solutions particulieres ﬁ”(:i') € F(J, V! S_"7’5). Dans ce
cas, si ky(;y > k¢, la proposition est triviale car ﬁ”(f) € F(J, V’S*k”l). Si
ko@y = k¢, alors

T
St St
di,m+1 - di,m = m € 7,
t

donc il existe un et un seul entier m’ tel que dj,, € I. On a dj,, & J
car H,;(#) € T(J,V'S7%). On pose Gy = H, (i), Gy = 0 si di, < a;et
Gl = O, G2 = ﬁi7j(i'), sib S ditm/ 1

Remarque 3.29 Soient X un espace topologique, F un faisceau sur X, et G
un sous-faisceau de F. On désigne par F /G le faisceau associé au préfaisceau
U F(U)/GU). Un élément H € I'(U,F/G) est donné par un recouvre-
ment ouvert {W; };e; de U et par des fonctions H; € F(Wi, F ) telles que pour
toute paire 7, j on ait Hi‘ Winw; — Hj‘ wnw; € F(Wi NWwj, g) ; dans ce cas, on
désigne par {(H;, W;);i € I} la fonction H. On a H = 0 si et seulement si,
pour tout indice 7, H; € F(Wi, g). Dans le cas G =0 on a F = F/G.

Corollaire 3.30 On considére ['intervalle I C §, te{l,....r} et J =
la,b|C I comme dans la proposition précédente. On pose V'S=kr+1 = 0. Soit
F e (JV'sh/y's=her) - Alors il existe

Gy € T(la,fINIV'="kjyrsthon),

Gy € D([a,b[nI,V'="F y=—hu)

tels que
F =Gy —Gyly e T(J, V=70 jyrsrhu),

Preuve. C’est une conséquence de la proposition précédente et du lemme
suivant. .

Lemme 3.31 Soit I un intervalle de S. L’homomorphisme
(LV'[E"Y) — (L V'@ 1/v'=)
est surjectif.

Preuve. Soit F € T'(I,V'[z7']/V'S7*). L’élément F est donné par un re-
couvrement ouvert {W;},c; de I et des éléments F; € F(W/Z,V’[:E_l]). On
a

F = E cigw - Hij(®), cjw €C,

2
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ol {[j[” (Z)} est le systeme fondamental de solutions du systeme (SNF) choisi
précédemment. Supposons que W; N Wy # 0. Soit 4 tel que, ou bien ky(;y) <
ki, ou bien i (X) = 0. D’apres le lemme (3.24), on a ¢, jw, = Ciyj,w,, car

F — Fy e T(W,Nn Wy, V'SR Soit Wy, # 0, on définit

—

F =Y cijw  Hy),

oll la somme est prise sur les paires (,7) telles que, ou bien k,;) < k;, ou
bien A\;(X)=0. On a

F=Fel(LV'[z "/V'=")

Lemme 3.32 Soient J C I deux intervalles de §, non vides. Pour tout
indice t = 1,...,r I’homomorphisme de restriction

(V[ ')V'="r) — (L V[ 1/ V=)
est injectif.

Prewve. Soit F € I'(1,V'[z7']/V'<7"), d’apres le lemme précédent, il existe

G e (1,V'[z7"), tel que F = G (mod V'<*). 1l suffit ensuite d’appliquer

le lemme (3.24) a G sur les intervalles I et J. 1
On déduit du lemme (3.24) les propositions suivantes :

Proposition 3.33 Soient {ki,...,k.} les niveauz associés au systéme (SNF),
alors

({0}, V<)

ki, kY ={keR|k>0, 308,
{1 } { | F({Q}’Vlgf(kJre))

#0, Ve > 0}.

Proposition 3.34 Soient {kq, ..., k.} les niveauz associés au systéme (SNF).
Soitd € S. La ligne d est une ligne de Stokes de niveau k; associée au systeme
(SNF) si et seulement s’il existe € > 0 tel que

dim(c F( {d}, Vlg_kt/vlg_k“rl ) < dlmc F( {d + O_/}, V’S—kt/vlﬁ—ktJA )7

ou bien pour tout 0 < o < € ou bien pour tout —e < a < 0.

3.2.3 Les solutions du systeme (S).

Le but de cette sous-section est de montrer que les propositions (3.27) et
(3.28) restent vraies si on remplace V' par V.
On considere le systeme d’équations différentielles linéaires

132



dY

) L = AX) Y, A(X) € Matyuo (C{XF (X)),
et le changement de variable
Y =P(X)-Z, P(X)€GL,( G ClX ) [xX 1) (3.9)

qui transforme le systeme (S) en le systeme
dZz

(SNF) Ty =M(X)- 2,

ou la matrice M (X) est décrite par le théoreme (3.18).

Proposition 3.35 Soit 6§ € S. Alors il existe Iy un intervalle ouvert de S
contenant 0, et une matrice

Py € Maty, (r(fg, /T[az*])) :

tels que
(). Le changement de variable Y = Py - Z transforme le systéeme (S) en
le systeme (SNF) ; c’est-a-dire quun élément F € (I'(Ip,O))" est une
solution de (SNF) si et seulement si Py - F est une solution de (S).

(ii). La matrice Py est asymptote sur Iy o la matrice P(X).

(iii). P;' € Mat,, (r(rg,ﬂ[:i—l])>.

Preuve. La matrice P(X) est une solution formelle du systéme d’équations
différentielles linéaires

Q@ _

= AX)- Q- Q- M(X). (3.10)

D’apres le théoreme (3.16) il existe
Py € Mat, . (F(Ig, ,Z[:i—l]))

qui est asymptote a P(X ) sur Iy et qui satisfait 1’équation différentielle
(3.10) ; donc, par la remarque (3.19) on a les propriétés (i) et (ii). Comme

le déterminant de la matrice Py est asymptote sur Jp au déterminant de

la matrice P(X), et que celui-ci est différent de zéro, alors 1/det(P) €

(I, A[z7"]), donc les coefficients de la matrice P, ' appartiennent & T'( I, A[z7']).
|
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Lemme 3.36 Soit I un intervalle de S. Soit
Q € Mat,xn <F(I, A’[:zﬂ))
asymptote sur I & une matrice
Q(X) € Mat,,, (C[[X"9] [X 7))

telle que det Q(X) # 0. On a

Fe(r(LAlE")) <= @ Fe(T(LAE"))

F ¢ <F(I,X<°)>n — Q-Fe( (1 A<°)>n,
Fe(r(L,Ah)" = Q- Fe(r(LAH)", k>0

Preuve. La fonction dStQ est asymptote sur I a la série det Q(X ) # 0,
donc 1/det @ € T'(1, A[z7!]) est asymptote & 1/det Q(X); la matrice Q"
appartient aussi a Mat <F(I , Z[i’l] )) et elle satisfait les mémes hypotheses

que Q. Ainsi il suffit de montrer pour i) et ii) 'implication dans un seul sens.
C’est en fait évident car pour tout intervalle borné [a, b] il existe N € N et
e > 0 tels que

Q@) < 7™, arg(®) € [a,b], 0< || < e

Lemme 3.37 Soit 0 € §, on considere la matrice Py donnée dans la propo-
sition (3.35). Pour tout intervalle (fermé ou ouvert) I C Ip lapplication
F — By F induit les isomorphismes de C-espaces vectoriels suivants

I(1,V'[z]) — T(I1,V[z]), (3.11)

L(Lv'<") — T(1,V<),

D(LV'=") — T(L,Vv=""), 0<k,
T(LVSR/V'sF)y — T(LVE=R/VsH) 0<k<W.

Preuve. C’est une conséquence directe de la proposition (3.35) et du lemme

précédent. 1
Proposition 3.38 Soient {k1, ..., k.} les niveauz associés au systéme (SNF),
alors

(). V<)

{ki,....k,y={keR|k>0, 308, neq0, Ve > 0}.

F({g}, vs—(k+e))
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Preuve. L’égalité est vraie si on substitue V' a V' dans la définition de I’ensem-
ble de droite (c.f. prop. 3.33); cette substitution ne change pas 1’ensemble
par les isomorphismes du lemme précédent. 1

Définition 3.39 Les nombres ki < ko < --- < k, seront appelés les niveauz

du systéme (S).

Proposition 3.40 Soit I un intervalle de S.0na
L(LV<")=T(1,v=").

Preuve. Soit 6 € S, d’apres la proposition (3.27) on a
L({6},V'<°) =T ({6}, V'="").
Donc, par le lemme (3.37) on a
L({6}, V=) =D ({0},V="m), 6€S,
et ceci entraine la proposition. I

Définition 3.41 Soient {ki,..., k. } les niveauz associés au systeme (S). On
dit que d € S est une ligne de Stokes de niveau k; associée au systéme (S)
sl existe € > 0 tel que

ime D({a), V74 [VE7401) < dime D ({d + 0 VSR VS,
ou bien pour tout 0 < o < € ou bien pour tout —s < a < 0.

D’apres les isomorphismes (3.11), les lignes de Stokes associées au systeéme
(S) et au systeme (SNF) sont les mémes.

Lemme 3.42 Soient deuz intervalles ) # J C I C S. L’homomorphisme de
restriction

D(LV[E ') v=k) — T (JV[E ")/ V=r)
est injectif.
Preuve. Soit F € T'(I,V[z7']/V="") tel que F]; = 0. On consideére I'ensem-

ble
¥ = {@ €l Fa=0¢ r({@},V[azfl]/vS*’ft)}.

Soit aw € I\ ¥. On considere la matrice P, et l'intervalle I, donnés par la
proposition (3.35). Soit G = (Pa) '(F|1,) € T(L, V'[z7']/V'=""). On a
Gla # 0, car P, est un isomorphisme. D’apres le lemme (3.32), pour tout
B € Iy, on a Gjg # 0, donc Flg = (Fu)(Gp) # 0. L’ensemble ¥ est donc
fermé. Il est évidement ouvert. Comme X est non vide on a X = [ et F =

0eD(I,V[z—t])v=rh). 1
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Lemme 3.43 Soient ky < --- < k, les niveaux associés au systeme (S).
Soit I =|a,b] un intervalle ouvert de S ne contenant pas de ligne de Stokes
de niveau k; associée au systéme (S). Alors les faisceaux VE"Ft [V S7ke1 et
VIs=h JVIS=ke1 pestreints a I sont isomorphes. (Dans le cas t = r on pose
VShr = VISRt — () et on obtient que V=" et V'SR sont isomor-
phes).

Preuve. Comme [ est un intervalle ouvert qui ne contient pas de ligne de
Stokes de niveau k; associée au systeme (SNF), il existe Fi, ..., F,, € F(I, V’S’kt)
tels que, pour tout 0 € I, {Fl‘g, e ,Fm‘g} soit une base du C-espace vec-
toriel T'({#}, /<7 /V'<7hi+1) (en fait, on peut choisiv Fy,...,F,, parmi
le systeme fondamental des solutions {H;;(#)} décrit dans la sous-section
précédente). En particulier, pour tout intervalle I’ C I, {Fl‘ ey B 1} est
une base de F(I’, V’S’kt/V'S*kt“). Soit # € I, on considere la matrice Py
et I'intervalle Jy comme dans la proposition (3.35). Solent G; = Py(Fi,),
i=1,...,m. Soit J =|c,d[ un élément maximal de I’ensemble des intervalles
ouverts J', Iy C J' C I, tels qu'il existe Hy, ..., H, € T'(J/,V="h JV< k)
avec Hjj, = G € ['(Ip, V="Fe /V<=hi1) On déduit du lemme (3.42) que
pour tout intervalle non vide I’ C J la famille {Hl‘[/, .. .,Hm‘ 1} est une
famille libre du C-espace vectoriel I'(1’, V<" /V<~k+1) "donc une base, car

dim T (I, VE~h ko) < dim T ({¢'}, VSR jyshen) =

dim ({0}, V's"hjy/="Fe)y =, ¢ el

Supposons que d < b. On considere la matrice P, et 'intervalle I; =|d —
e,d+ €[, e > 0, comme dans la proposition (3.35). Il existe une matrice de
constantes (y; ;) € Mat,, ,(C) non singuliere telle que

Z Wi+ Pa - Fjja—ca = Hijja—c,a € I'(Jd—e,d[,V="rjy=—fu),

Dong, il existe T; € T'(Je, d+ e[, V=7F JV<7Fe1) tels que Tie,a = Hi; ce qui
est en contradiction avec la maximalité de l'intervalle J et donc J = I. Soit
I' C I;Vapplication qui envoie Fjpsar Hip, 1 <i<m,s’étend par lin¢arité¢
en un isomorphisme entre I'( ', V<7F JV <7kt ) et T'( [/, V'SR JV/< 7R )

Corollaire 3.44 Sous les hypothéses du lemme, soient J C I, et F' un

élément de F(J, ngkt/VS*ki“). Alors il existe H € F(I, Vsh [y s—ken ),
tel que H|; =F.
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Preuve. D’apres le lemme, il suffit de montrer le corollaire pour V'S =kt /'S ket

et celui-ci est vrai, car il existe Fy, ..., F}, € F(I, V’S_’“) tels que, pour tout
intervalle non vide I’ C I, la famille {Fl‘ e Fm‘ 1} soit une base du C-
espace vectoriel I'( [/, V/<7he [/ ki), I

3.2.3.1 Le lemme de Watson.

On déduit du lemme(3.24) que si I = [av, §] est un intervalle de S avec
0—a= ™ alors

F([Oz, ﬁ], V’S—kt/vfé—ktH) — 07

(dans le cas t = r on pose V'S7F+1 = ( et on a que V/S7kr /V//S7hri1 =
Vrishe)
Ce fait admet une version plus générale :

Lemme 3.45 (Watson) Soit k > 0. Soit I un intervalle de S fermé au
moins en une de ses extrémités et de longueur plus grande ou €égale a 7, ou
bien un intervalle ouvert de longueur plus grande que 7. Alors

r(1,As*) =0.

Lemme 3.46 (Watson relatif) Soient 0 < k < [. Soit I un intervalle de

S fermé au moins en une de ses extrémités et de longueur plus grande ou

égale a 7, ou bien un intervalle ouvert de longueur plus grande que 7. Alors

D(1,A57F /A=) = 0.

On donne ici la preuve du premier lemme. Celle du cas relatif sera donnée
ultérieurement dans la section (3.2.10).

Preuve du lemme de Watson. Soit F' & F([a,b],ﬂg_k) avec b—a > 7.

Apres ramification par py (voir section (2.2.2)) on a pp F' € T'([ka, kb], A=t ).
Il suffit donc de montrer le lemme pour le cas k = 1. Apres une translation
T, il suffit de montrer que si h(z) est une fonction holomorphe sur le secteur

T+ 0

V={zeC|largz| < 5

, 0<|z| <R}, 6>0,R>0,

et telle qu’il existe des constantes C' > 0 et B > 0 satisfaisant

—B
Ih(2)] < Cexp (—) eV,

||

alors h = 0. Soit g(z) = h(1/z), qui est holomorphe sur W = {z | Jargz| <
T |zl > 1/R} et satisfait |G(z)| < Cexp(—B|z]). Soit zg € R avec |z| >
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1/R. On considere la fonction t(z) = g(z + zo) qui est holomorphe sur U =
{z | |argz| < =} et continue sur I'adhérence de U. Si de plus, on pose
C" = Cexp(B|z]), on a alors

t(2)] < C'exp(=Blz|), ze€U.

Soit &' € R telle que 7 < 7 < 7 + 6. Pour chaque A € R, on considere la
fonction fy(z) = t(z) exp(Az¥'), qui est holomorphe sur U. Comme &’ < 1 on
a

|lfa(z)] =0 si |z] = 00, z€U.

Donc |fy(2)| atteint son maximum sur U’ = {z | Jargz| < 5%} en un point

o
2\ tel que |arg(zy)| = 2. Comme |exp(Az")| = 1 si |argz| = -, on a
|fa(2)] < M, ot M = sup{|t(z)| | |[argz| = 57} est indépendant de \. Ceci

implique que t(z) = 0, car |exp(zkl)‘ > 1si|arg 2| < 37

oK 1

Théoreme 3.47 Soient ky < ky < --- < k, les niveaux associés au systeme
d’équations différentielles linéaires (S). On désigne par I ou bien l'intervalle
[a, B] ou bien |a, 8] C S. Soit t € {1,...,r}. On suppose que  — o = e
Soit J =]a,b[C I et F € I(J,V="k )V <keer) . Alors il existe

Gy €T (Ja, B, V< vk ),
Gy € T(Ja, b, VEhr jy<—her),

tels que

F= Gl‘J - GQ‘J S F(J, Vg_kt/vg_kt+l).
(Sit=r on pose V="Fr+1 =0, donc V="Fr JUSThrit = Sk )

Preuve. Soient dy < dy < --- < dj les lignes de Stokes de niveau k; associées
au systeme (S) qui appartiennent a l'intervalle 1. On pose dy = a et dgy1 = [.
Pour 1 <7 < s on désigne par

Ay = dime T([or, dg, V=0 /V=he ) AL = dime T([or, 5[, V'S0 jy7< ko),
B; = dime T'(]d;, 8], V="F /V=Fet) Bl = dime T'(Jd;, 8], V/<7F /s k),

Pour 0 <i<s

p; = dimg T(]dy, digy [, VEh ==k,
p; = dime D (]d;, diyo [, V'SR jV7/s—hea),

Pour 0<i<s+1

ti = dime T({di}, V=0 / V=), ) = dime T({d}, V7= /vismhe ),

138



D’apres le lemme (3.37) on a

ti:t/

79

0<i<s+1 (3.12)
D’apres le lemme (3.43) on a
i =, 0<1i<s, (3.13)
Ay = A}, B;=B.
Montrons que les homomorphismes de restriction

D(dioy, diga[, V=R V="R) — D({d;}, V=R jysFen) 1 < < s,
(3.14)
sont des isomorphismes. Ils sont injectifs d’apres le lemme (3.42). Soit G €
U(]a, V[, V="k jy<—her) avec diy < a’ < d; < b < di1. D’apres le corol-
laire (3.44) il existe

Gy € D(ds, dig1 [, V=R JV=Tht) et Gy € T'(Jd;_q, di, VEF jy=Feer)

tels que Gl‘]d,—,b’[ = G]di,b’[ et GQ‘]ani[ = Gha/7di[; donc il existe

HeTl (]difla diga[, V=70 )V ="hen )

tel que H‘]a/,b/[ =G.

La composition de l'inverse de l'isomorphisme (3.14) avec ’homomor-
phisme de restriction sur U'intervalle |d;_1, d;| donne I'homomorphisme injec-
tif

A D({di}, VER VTR ) — D(Jdi, d, VSRV ETRE),

On a aussi les homomorphismes injectifs
¢ D([a,di[, V=" j V=it ) — D(Jdioy, di, V=0 Jy =),
¢ D(faydig [ VSR VETR) — D (Jdiy, &, VETR V=R,

D’apres I'isomorphisme (3.14) on a
() = (Img) N (T,
et donc

A;p1 = dim(Imy) = dim(Im¢) + dim(Im) — dim(Im¢ + ImA\) (3.15)
> A+t —p, 1<i<s.

D’autre part, d’apres le corollaire 3.30, si 1 <1 < j < s le C-espace vectoriel

T (]di, dyl, V/<h jyrshee)
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est la somme de les sous-espaces vectoriels I'([a, d;[, V/<7Ft /V/< ki1 ) et
I'(]d;, 8], V'="k Jy’<=F+1) | La somme est directe car

([, 8], V'="he =y =,
On en déduit que
w,=A+B_;, 1<i<s+1.
Comme I'({d;}, V's7F )V/<7her) = T(]d;i_q, diyq, V'SR JV/S7R41) Jon a
ti=A ,+B,_;, 1<i<s.

Donc
A§+1:A;+t;—/¢;71, 1< <s. (3.16)

Les équations (3.12), (3.13), (3.15), et (3.16) montrent que

A > A, 1<i<s. (3.17)
De facon symétrique on montre que

B; > B, 1<i<s. (3.18)

Ainsi
pio1 = iy = Aj+ Bi_y < A+ Bioy. (3.19)

On considere les homomorphismes injectifs

¢ : F( [Oé, di+1[, VS*kt/VkatH ) _ F(]di, dz‘+1[7 VS*kt/VS*ktH )7
& T (]d, 01, VETRVET ) — T(Jdiy dia, VETH/VETR),

On déduit du lemme de Watson (cas t = r), ou du lemme de Watson relatif
que
(Imy) N (Img) = T'([ar, B], V="1 /v =R ) = {0}

Ainsi
w; > dim((Ime) 4+ (Im¢)) = dim(Imey) + dim(Imé) = A;1 + B; > ;.
D’oli on a pu; = A1 + By = p; = Aj, + B;, donc
A=A, B;=B!, 1<i<s, (3.20)
et la somme est directe :

D(|ds, dia[, V=R VEFer) = (Imy) @ (Im¢), 0<i<s.  (3.21)
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Pour tout indice i, 1 < ¢ < s, on considere les homomorphismes injectifs
suivants :

T ([en diga [ VETRVETR) — T(Jdigs diga [ VETR VTR,
& D (Jdiy, B, V"R VETR ) — D(Jdig, di[, VER V=R,

D’apres les lemmes de Watson on a
(Imy)’) N (Img’) = {0},
donc
dim((Imy’) + (Im¢')) = A + Bioy = Aj + By =t =t
Alors, on a la somme directe
T (Jdizy, dia, VSR /V=Fe) = (Imo') €D (Im¢), 1<i<s. (3.22)

On montre le fait suivant : soient deux indices 0 < i < j < s+ 1, alors le
C-espace vectoriel I'(]d;, d;[, V="F /V<7F+1) est la somme directe des sous-
espaces vectoriels I' ([, d;[, V=R JV<"Re1) et D(]d;, 8], V"R JV <Rt Si
Jj —i < 2, ce fait provient des sommes directes (3.21) et (3.22). Supposons
maintenant que ce fait soit vrai pour j —7 < m. Soit j —2 =m + 1 > 3,
et soit F € T'(]d;, d;[, V=" /V<"F+1) On considere les restrictions de F
aux intervalles |d;,d;_1[ et |d;41,d;[. Par hypothese de récurrence, il ex-
iste GO € T'(Jdiy, B, V=R jV<—ken) " HO € T([a, d;], VEThe Jy<he),
GW e T(]d;, B, V="ke jy=—keer) et HY € T ([, djq[, V=R JV SR tels
que

F
F

ldit1,d;[ = G©
ldiydj—1[ — G(l)

Jit1,di[ T H©
Jdidj_[ T HW

Idit1.d;(>

lds,dj—1[-

Les deux égalités sont vraies si on se restreint a l'intervalle |d;1q,d;—1[, qui
est non vide car j — ¢ > 3. D’apres I'unicité de la décomposition dans cet
intervalle on a

O Jdit1,dj—1[> H ldip1,dj—1[ = HY

ldiy1.dj—1[ = GV

ldit1,d;—1[

Moyennant le lemme (3.42), ceci entraine que

G ldit1,8) = GV ldiy1,6]> H(O)‘[a’djfl[ = H(l)‘[avdjfl['

Donc il existe G € T'(]d;, 8], V="Ft JV<"keni) et H € T([a, dj[, V="Fe Jy<—hen)
tels que
F = Glaiq; + H

]divdj['
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L’unicité de cette décomposition provient des lemmes de Watson.

Soit J =]a,b[C I, et soit F € I'(J,V="F/V<"k+1) On considere les
indices 4,7 tels que d; < a < d;j;; et dj_; < b < d;. D’apres le corollaire
(3.44) (appliqué aux intervalles |d;, d;1[ et |d;_1, d;[), il existe

FeT(]ds, d;[, v="Fe jy=—he)

telqueF‘J:F. 1

3.2.4 Les solutions formelles du systéeme (S).

Soient
ky < - <k,

les niveaux associés au systeme d’équations différentielles linéaires (S). Soient

L2oL2 -2
des intervalles de S de longueur respective -, -, ..
en 'une de ses extrémitées et ouvert en l'autre.

On désigne par V les solutions formelles de (S),

., 1= ; chacun étant fermé
n

V={Fe (D cux“qn) | F est solution de (S)}.

qg=1
D’apres le théoreme (3.16), I'application de Taylor
J:D(LV/V) —V, (3.23)

est un isomorphisme de C-espaces vectoriels (I étant un intervalle non-vide
de S ou bien I = S. D’apres la proposition (3.40), on a

L(LV/V="R) =T(1,V/V<o).
Proposition 3.48 On conserve les notations précédentes. Alors

D(L,V/VER) = D(L,v/vshm) s 1<I<r—1
L(L,v/v="t) = T(L,V).

Preuve. Le noyau de ’'homomorphisme naturel

L(L,V/V="her) — D(1,V/V="F)
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est (1, V=R /V<"kre1) On déduit du lemme de Watson (cas [ = ), ou
du lemme de Watson relatif, que I’lhomomorphisme ci-dessus est injectif. Soit
F eT([,,V/V=k) (si | = r on pose V="F+1 = 0); F est donné par des

.....

(voir page 156 pour la définition) de I} = [a, ] par des intervalles ouverts,
et tel que pour toute paire d’indices i, j, avec W; ; = W; N W; # (), on ait

Fij = Fjw,, = Fjw,; € D(Wy,, Vi),

On peut supposer que Wi et W, ne contiennent pas de lignes de Stokes
de niveau k;. On applique le théoreme (3.47) a Fyo. Alors il existe Gy et
G comme dans ’énoncé du théoreme, tels que Fjo = Gl‘WL2 — GQ‘WLQ €
D(Wye, V/VE"Rer) On définit K; = Fj — Golw, € T(W;, V/V="h) i
j=2,...,d,et Ky = =Gy € T(W,,V/V="R1) Alors Ky w, , = Kaw,, €
F € I(1,,V/V=h), car F; — K; € T(W;,V="k/V<"k1) On itere ce
procédé d fois et on obtient que F' € T'([;, V/V<"Fr1 ), '
Les homomorphismes

-

—
%

<

S0V D(L,V/VER) =T (1, V/Vsk), (3.24)
S VOB (L, VIVER) o DL, VSR ) =
F( 7,+17V/V< kl+2)7 1 < i < T_27
3

S VS DLy, VIVETS) = T(5,V/VETR) =T(1, V),

sont injectifs car les homomorphismes de restriction sont des homomor-
phismes injectifs (voir lemme (3.42)).

3.2.4.1 Cas d’un seul niveau.

On suppose que le systéme (S) n’a qu'un seul niveau k;. Alors on a
I’isomorphisme

S VS T (1, V). (3.25)

Donc, si F est une solution formelle du systeme (S), et si I est un intervalle
de longueur ;- fermé en une de ses extrémités et ouvert en l'autre, alors
F = %,(F) est une solution de (S) sur I; telle que J(F) = F. De plus, F
est la seule solution de F' qui satisfait cette propriété, car si G € F(Il, V)
et J(G) = F alors F—G e F(Il, V<O). D’apres la proposition (3.40) on a
F—-Ge F(Il, VS_’“), donc F' — G = 0 par le lemme de Watson.
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3.2.4.2 Cas de plusieurs niveaux.

Avec les notations et les hypothéses précédentes, si F' est une solution
formelle du systeme (S), il existe une unique r-uple (Fi,..., F},) tel que :

(i). Pouri=1,...,r—lona F, € I(I,V/V="k1) F. € I(I,V).
(ii). Fip1 = Fj,, € T(Liyr, V/VE"Rmr) =1, r — 1.
(iii). J(F,) = F.
En effet, si on pose F, = ;(F), les propriétés (i),(ii), et (iii) sont satis-
faites de fagon évidente. Si (Gy,...,G,) satisfait les propriétés (i), (ii) et

~

(iii), on a J(G;) = F pour i = 1,...,r; en particulier J(Gy) = F, donc

~ A

G1 = X1(F). Moyennant la propriété (ii), on a Gy = Xo(F), ..., G, = 3,(F).

3.2.5 Le Halo Analytique.

On considere 'espace topologique :

HA =0, 00] x 5.

77777

dont la fibre au point (k,0) € HA est Iespace vectoriel suivant

ClX]) =T({6}, A/JA°) si 0<k <k,
U({6}, AJAS™) si k <k <ky, 1<i<r—1,
r({0}, A/ASF) si K <k < oo,
1)

si k= ooc.

ky < --+ <k, sont les niveaux du systeme (S) en substituant V' a A dans les
définitions des fibres (en particulier V' a C[[X]]*). Soient I; D Iy D --- D I,
des intervalles fermés embotés de S, on considere I’ensemble

HI,....IL)={(r0) eHA|0<r<k}ULU---NI,
ou
L={(r,0) ecHA|O0<r <ky1, 0 €L}, (onpose k.1 =00).
Soit F une solution formelle de (S), si on pose F; = SdF), 1 <i<r et
Fy = JY(F) ot
J:T(S,V/Vv<") 5V,
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alors (Fy, F1, ..., F,) est une section du faisceau HV au dessus de H (I, ..., I,).
Si les intervalles I; satisfont les hypotheses énoncées au début de la sous-
section on a l'isomorphisme d’espaces vectoriels

VS T(H(L,... L), HV).

3.2.6 Asymptoticité Gevrey.

Le fait que toute solution plate d'une équation différentielle linéaire soit
exponentiellement plate, nous a permis d’associer (dans le cas d'un seul
niveau, pour étre plus précis) a chaque solution formelle F et a chaque in-
tervalle I satisfaisant certaines conditions, une unique solution F' qui est
asymptote sur [ a F'. Pour éliminer la référence a I’équation différentielle, on
va définir des espaces de fonctions dans lesquels, si une fonction est plate,
alors elle doit étre exponentiellement plate.

Lemme 3.49 Soit k > 0, I un intervalle fermé de g, et I' e F(Ix 0, ¢], 6)
Alors il existe des constantes C, B > 0 telles que

|F(7)] < C - exp <%> . gelxoe, (3.26)

si et seulement s’il existe des constantes C',B" > 0 telles que pour tout
rationnel r € Q, r >0, on a

F(#)| <C - (BY -T(1+1)- 3", &elx0e, reQ;.  (3.27)

Preuve. Moyennant la formule de Stirling, 'inégalité (3.27) est équivalente a
Iexistence de constantes C”, B” > 0, telles que, pour tout rationnel positif
r,on a

r/k
|F(&)] <" (B") - |il - (%) L Felx[0e, reQ. (329
e .
D’autre part, la fonction ¥ (t) = A" (% )t/k t >0, A> 0, atteint son mini-
mum au point ty = k/A* et ¥(ty) = exp (—,1) Donc l'inégalité (3.28) entraine
(3.26). Réciproquement, si on a I'inégalité (3.26), alors on a

Le maximum de la fonction ¢ — ¢t~ " exp (t—B)7 t >0, est (%)T/k : (%)r/k :
exp( ) donc



Définition 3.50 Soit C[[X]]* l'anneau de séries de Puiseuz | J,Z, Cl[x1].

Soient I un intervalle ouvert de §, F e F([,O), et F' = ppa ai/qu/q €
C[[X]]*. On dit que F est asymptote Gevrey-1 (0 < k < o0) sur I dans

C[[X]]* a la série F', si pour tout intervalle fermé J C I et pour tout & > 0
tels que F' est défini sur J. = Jx]0,¢|, il existe des constantes positives C(.J;)
et B(J:) telles que pour tout rationnel positif r € Q.

F(j') - Zai/q ’ jl/q S |j|r . C(J8) ' (B(‘]E))r : F(l + %)7 WS J£7 re Q*-H
Lo

(3.29)

ou I désigne la fonction Gamma, et ot l'on convient que r/oo =0 sir € Q7.

On désigne par /T(l /k) le faisceau sur S tel que pour tout intervalle ouvert

I, F(I JAQ /k)) est le sous-ensemble de F(I , (’)) des fonctions admettant un
développement asymptotique Gevrey—% sur [ dans C[[X]]*.

Remarque 3.51 (i). On a F(I,j(l/k)) - F(I,.Z).

(ii). Soit p, l'application de ramification définie a la section (2.2.2). Si F
est asymptote Gevrey-¢ sur I & F(X) =Y a,X" alors po(F) est asymptote
Gevrey-7 sur l’intervglle a1 ala série po(F) = Z a, X" N

(iii). Si F.G € F(I, -A(l/k)), alors ' — G € F(I, -A(l/k)), donc F(],.A(l/k)) a
une structure de groupe additif.

On considere 'application de Taylor
J:T(1, Aagwy) — CIXT)™ (3.30)
D’apres le lemme (3.49) on a
Ker(J) = F(I,/Tgfk).

D’autre part, si ' € F([, .Z(l/k)) est asymptote Gevrey—% a la série

FA1 = i CLi/qu/q,
=0

il existe des constantes positives C, B telles que

|aijg| <C-B71-T(14 L), ieN.

k-q
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ig—1
En effet, en divisant I'inégalité (3.29) dans le cas r = ig/q par |Z| T ona

|a10/q’ = lim % F(j)_ Z ai/qji/q < C-Bio

—1 .
(1417
|%|— 0‘ |7

ig—1

i
-<
q q

Déﬁnition 3.52 Soit ' = Y a, X" € C[[X]]*, on dit que F est Gevrey
d ordre , (0 <k <o), s'il existe des constantes C, B > 0 telles que

yar|gc.BT-r(1+£), VreQ,r>0.

On désigne par C[[X][(, , Uensemble des séries F qui sont Gevrey d’ordre
1

e

Remarque 3.53 (i). La série F = 3 a, X" appartient & C[[X]]* (1/k) Si et
seulement si la série

a

B =2 T

est convergente. En particulier, ' € C[[X II{1/o0) i €t seulement si F est
convergente. _

(ii). Si F € I'(1, Aayw ), alors la série J(F) est Gevrey d’ordre 1/k.

(iii). Ona F € F([ , .Z(l /oo)) si et seulement si la série formelle J(F') converge
et F' est sa somme.

On considere 'application :
T T(LL Augy) — ClX - (3.31)

Théoréme 3.54 Si I est un intervalle fermé de S de longueur plus grande
ou égale a T, alors lapplication de Taylor (3.31) est injective.

Preuve. Par la proposition (3.5) I'application de Taylor est un homomor-
phisme de groupes, donc il suffit de montrer que KerJ = {0}. D’apres le
lemme de Watson (voir page 137), on a F(I ./Z<’k) =0,510 <k < o0.
Dans le cas k = oo, l'intervalle I est réduit a un point, et .J est injective car
J(F) = F si et seulement si F est la somme de la série convergente . 1

Théoreme 3.55 Soit I un intervalle fermé de S de longueur plus petite
que %. Alors lapplication de Taylor (3.31) est surjective.
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Preuve. Si a € Q, a > 0, le diagramme suivant est commutatif

F(],.Z(l/k)) . C[[X]]?l/k)
po | L pa (3.32)
F(a I, A(a/k)) - C[[X]]?a/k)

Donc, on peut supposer que |I| < T < 27, ou |I| désigne la longueur de I.
Apres une rotation on peut supposer que I = [ + g, o5 2] 0 > 0. Soit

F= > e 0 Gp/g X7 Comme FeC[Xx [I1/8) la série de fonctions

i ap/ q
F 7

est convergente et définit une fonction 1 (u) sur S x]0, R'] C C. D’autre part
F(1+2)= / et tMEdE A > 0.
0

Soit & € C \ S, si on fait le changement de variable ¢ = pr(u/), c’est-a-dire,

t = (arg(t), |t) = (K(arg(u) — arg(@), [ul* /|7]")

on obtient

~—k

A _I
F(l—FE)—?

(arg Z) ~ o~
T e (/) . 5 B\E (339

ol (u/i)* = |ul" /|z|" - etklarsu—are®) ¢ C (voir le début de la sous- section
(3.2.9) pour ce qui concerne les notations). Si [arg #| < g, on peut déformer
le chemin d’intégration {argu = arg Z} de I'intégrale ci-dessus en le chemin
{argu = 0} sans changer la valeur de I'intégrale. On a donc

- aF oo(0) N
ERS ey / wexp (= (u/8)") d@h), A0, Jargd| < 7
Si fu| < R, fe@\gona
o0 a ~
(u) - exp < (u/7) ) Z M p/q uP! . exp <_ (u/a:)k) '
p=0

Soit 0 < R < R/, on définit une fonction holomorphe sur C \ S

g(7) =i " /OR;D(U) . exp (— (u/:i)k> du*), FeC\S.
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On va vérifier que la fonction ¢(Z) est asymptote a la série Y7 a,/, X p/a
au sens Gevrey-1 sur l'intervalle ouvert ] — 35> 351 En effet, soit § > 0, on
considere lintervalle Iy = [—Z + 2, = — %] Soit N € N, on a

ﬁ: I ap/q T {/000 vP/9 exp (— (v/i)k> d(v™)—
/ROO vP/9 exp <— (v/fi‘)k> d(vk)} +
i F(lap—_iiq%)i_k /OR vP/9 exp (— (v/i)k> d(v*).

p=N+1

Siargz € I, ‘g(f) - Z;V:o ap/q@P| est majoré par

> gy e () e

+ Z lal—)liqqk k/ORvp/lep (— (v/a?)k> d(v™) |

)
N+1

en faisant le changement de variable v = R - t, ceci est majoré par

N
|a — - k
ZF 1iq |Z| / Rat*Pla exp _(IT}I%) d(t*)
p=0 qk
la _ P cr,\*
+ Z p/qk | Z| /Rq+ktp/qexp —(%T“t) d(t),

N+1 q

N+l -
ot ¢* = sind. Dans les deux intégrales t?/¢ est majoré par t « , si arg® € I,

et donc

N
_ ~p/q
E : Ap/qX
p=0

= |ap/ql 1 @ 1 vu
< __"p/adl pr/q _— — e [(1+4+DELY
N (;; T(1+ &) k) TS

3.2.7 Les séries k-sommables.

Définition 3.56 Soit F e C[[X]]*. On dit que F est k-sommable (k > 0)
sur l'intervalle I C S si :

(i). L’intervalle I est ouvert de longueur > 7, ou bien I est fermé au moins
en l'une de ses extrémités et de Zongueur > -
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(i)). La série F appartient a ['tmage de ’application injective
J:T(1, Aum) — C[[X]]".

Dans ce cas, si J(F') = F on dit que F est la k-somme de F sur 1.
On dit que F est k-sommable dans la direction d € S, si F' est k-sommable
sur ’intervalle

I(d,k)={0€S||6—d <}

Remarque 3.57 Si [ e C[[X"/1]] est k-sommable dans la direction d, alors
F est k-sommable dans toute direction d + 2mwgm, avec m € Z.
(ii). Si I est k-sommable dans la direction d, alors la série F' est Gevrey

d’ordre 1/k.

Définition 3.58 Soit I € C[[X]]*

k-singuliere de F si F nlest pas k-sommable dans la direction d. On désigne
par X (F) Uensemble des directions k-singulieres de F. On dit que F est
k-sommable si [’ensemble

{d(mod 27) | d € L,(F)}

(1/k)- On dit que d € S est une direction

est fini. On désigne par (C{X}z‘l/k) I’ensemble des séries formelles k-sommables.

Lemme 3.59 Soit F' € C[[X]]*. Soient d; < dy € S tels que
Jdy, do [Nk (F) = 0.

Alors F' est k-sommable sur Uintervalle |dy — 35> 2 + 52|

Preuve. Soit 0 €]d;, dy[. Comme 0 ¢ Ek(F), il existe F' € F(I, ﬂ(l/k)) tel que
J(F)=FetI=10— 35> 0 + 3¢]. On considere

50:sup{5|EIG€F([9—2—7;€,9—I— + 9], Al/k ), G‘IzF}.

Alors il existe G € T([0 — 2,0 + 2= + o], Al/k)) tel que G|; = F. En
particulier on a J(G) = F Supposons que 0 + 5y & g( A); alors il existe
e>0et H € F([9+50 —¢€,0+ 0 + 5 +e¢l, A(l/k)) avec J(H) = F. On
a
G-HeT([0+0— & —c,0++ =, Aum)

et J(G—H) = 0. Dapres le theoreme (3.54), G = H sur l’intervalle [0+ 60—
o7 —&,0+0300+ 5[, et on peut prolonger G sur l'intervalle [0 s 0400+ €]
ce qui contredit la définition de dy. Alors 6 + &g € Ek(F), donc 6 + 6 > ds.
On procede de la méme facon a gauche et on obtient le lemme. 1
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Corollaire 3.60 Soit F' € C{X}in tel que Sp(F) = 0, alors F est une
série convergente.

Preuve. Soit F = > o a,/,X /9. Comme X (F) = (), par le lemme précédent,
il existe F' € F([O,Qﬂq + k],A(l/k ) tel que J(F) = F. On considere la
fonction

H(0,r)=F(0,r) - F(0+2mq,r), 0<c]0,7]
Alors H € T'([0, 7], -/I(l/k)) et J(H) =0, donc d’apres le théoreme (3.54), on
a H = 0, et moyennant le lemme (3.8) on obtient la convergence de F. 1

Définition 3.61 Soient d € S et ' € C[[X]]fl/k), tels qu’il existe § > 0 avec

Jd —0,d[NER(F) =0 et ]d,d + 6[NSx(F) = 0. D’aprés le lemme précédent il
existe des fonctions uniques

F_EF([d ;ﬂ,d-}- [Av(l/k)),
FreT(ld— g, d+ &l Aam),

telles que J(F) = J(F~) = F. On définit les opérateurs

Spa ) = FlaeT({d}, Aum),
Sl::d(ﬁ) = F+\d e({d}, Aam).

Remarque 3.62 (i). Soit F' € C{X}*l/k) Pour toute direction d € 3, il

existe & > 0 tel que |d — 4§, d[NEx(F 7Y = 0 et ]d,d 4 S[NSp(F) = 0. Les
applications ST (F) et S; (F) sont alors définies sur C{X Hsmy-

(ii). Soit d € S et F € (C{X}*l/k Onad € Xy (F) si et seulement si S, ,(F) #
Sit(F). En effet, si d ¢ Si(F), il existe F € T([d — &,d + =], Aqm)
tel que J(F) = F. On pose F~ = Fla-z.arz et Ft = F‘]d_fdﬂk]
Réciproquement, si S, (F' ) S,j (F) alors Fjjg-a a2 = ‘]d_ﬁ7d+ﬁ[,
ainsi il existe F € I'([d — Z.,d + Z], A(l/k)) tel que J(F) = F, et donc

d & Sp(F).

3.2.8 Caractérisation géométrique de la sommabilité.

Soit ¢ € N* = N\ {0}, on désigne par S, I'espace topologique obtenu a
partir de S en identifiant les points (6, 0) et (0,0) si 6 — 0" = 2mgm, avec
m € Z. On pose C, = S, x [0,00[ et 7 : C, — C, 7(f(mod 27q),r) = re.
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On construit le faisceau é;@ sur @q de facon analogue au faisceau O sur C :
Etant donné W C @q, on désigne par F(VV, (CqO) la C-algebre des fonctions

F:(Cy\ (S;x {o})) (W —C,

qui satisfont la propriété suivante : pour tout point (0,r) € W avec r > 0
(on désigne par 6 I’élément #(mod 27q)), il existe un ouvert U

@,ryeUcCWn{(@l)eC,|1>00-—1<a<f+r}
et une fonction holomorphe f € F(TF(U ), (’)) tels que
F(iz)=fon(z), ze€U.

Si I est un intervalle de S, on désigne par I lintervalle {0 | 6 € I}.
Le faisceau C,O induit (voir la sous-section (2.2.2.1)) un faisceau sur S, :

IQSqHF(L@;@)'

Remarque 3.63 Soit [ un intervalle de S.Sila longueur de I est plus petite
que 2mq, on a _ -

I'(1,0)=rI(I,C,0).
Si la longueur de I est plus grande que 27q on a I = S,. Alors F(Sq, (6;6)
est formé par les fonctions F € F(§ ,6) tels que TorF" = F. Donc, si
F e F(Sq, (6;@), il existe une fonction g holomorphe sur le disque épointé

{zr € C| 0 < |z| < R} telle que

F(0,r) = g(rl/qeig).

Définition 3.64 La fonction 3"/ appartient F(Sq, (5;(/9) sip,q € N*. Ceci
permet de définir la notion de développement asymptotique sur un intervalle
I C S, dans C[[X4]]. Ainsi, on construit le faisceau Sy A tel que T'(1,S,A)

soit formé par les fonctions qui ont un développement asymptotique sur I
dans C[[XY9)]. On construit aussi les faisceauz Sp A<, SuASF et SpAqp).-

Alors, pour tout intervalle I C S on a les inclusions :

F(I_, Sq.A) - F(I,JZ), F(]_, Sq.A(l/k)) - F(I,.,Z(l/k)), ...etc.
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Remarque 3.65 Si F' € F(Sq,Sq.A) il existe une fonction g holomorphe
sur {z € C | 0 < |z| < R} telle que F(0,r) = g(reig). Comme F' admet un
développement asymptotique, elle est continue a l'origine de C, donc g est
holomorphe dans un voisinage de 0 € C. Alors il existe une série convergente
S an X" telle que F(0,r) = > a,r"e™?/a. I
Remarque 3.66 Soit ¢ € N, ¢ > 0. L’application de ramification (voir
section (2.2.2)) pi/q : S — S induit un homéomorphisme py/, : S — S,
et un isomorphisme de faisceaux entre S, A et S;A, entre S, A< et S; A<,
entre S, AS7F et S) AT et entre SqAaw) et St A qr)- 1

Théoreme 3.67 Soit k > 0. L’application

T T(8,, A

@ Squ_k) — (X N CIX Y]

est un isomorphisme.

Preuve. D’apres le lemme (3.49) 1'application ci-dessus est injective. On con-
petite que le minimum de 7 et 27¢. Soit Fe ClIX]{m N C[[X"4]]. D’apres
le théoreme (3.55), il existe F; € F(jrj,SqA(l/k)), j = 1,...,1, tels que
J(F;) = F; comme J(F; — Fy) =0ona F; — Fy € I (I, SpASF). Soit F
élément de I'(S,, ;qjgii) défini par la famille {(I;, F})}, alors J(F) = F,
et I’homomorphisme est surjectif. 1
On va montrer que dans I'isomorphisme du théoreme précédent on peut
remplacer 'espace des fonctions qui ont un développement asymptotique de
type Gevrey-1/k par I'espace des fonctions qui ont simplement un développement
asymptotique.

Lemme 3.68 Soient g € N* et k > 0. Soit
I =64, 6,]C §, avec 0y — 0 < 2mq.

Soit F' € F(I,jg_k). Alors il existe

H € T (161,05 + 2mql, Ay ).
tel que

F@,r)=H(0,r)— H(0+2nq,r), 0€l,
J(H) € CILX4]].
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Preuve. Apres ramification par 'opérateur p, /4, on peut supposer que g = 1.
I existe une fonction continue R :)0y, 05— R, R(0) > 0, telle que F' soit
définie sur {(6,1) € C | 6 € I,0 <1 < R(A)}. Soit v € I, on considere la
fonction

1 f(y)

\117<(9J) = % o, led — y

dy,

ot C, est le chemin sur C, t — te"” € C, 0 < t < R(7)/2, et f est la fonction
holomorphe sur

V={reC|b <argzr <0, 0<]|z|]<R(argx)}

telle que F' = fom. La fonction ¥, est holomorphe sur W C Cou (6,1)eW

si @ # y(mod 2m). Soit 7/, 61 < v < 62, et 7/ # v, on désigne par C., . le
chemin a +— @eio‘ € V qui part du point @e” et qui aboutit au point
@e”/. Si 60 €6y, 0, 4 27[, et » > 0, 'application y — %

sur

est holomorphe
{reClh+e<argr<by—e 0<|z|< R(a;gx)}’
et continue sur I’adhérence de cet ensemble, donc

1 f(y)

~ 0 _
211 Joyvc, o, TEY — Y

dy=0, 0¢€l6y,0,+ 2] (3.34)

L’application

1 fy)
Groy () = %/q T _ydy, v €C\C,y,
est holomorphe au voisinage de l'origine de C. On pose ®., ./(0,7) = g, (re?).

On fixe v €]61, 05[. Soit T" le domaine sur C défini comme suit : (0,7) € T
sif; <0 <6y+2metona

0<r<R)/2, si 6 <0<,
0<r<R(®)/2, st v<0<~y+2m,
O0<r<RO-2m)/2, si y+4+21<0<0,+2m.

Pour chaque 6 €16, ;] on choisit v, tel que 0; < v, < 0;si60 €]0,+2m, O,+27[
soit yp tel que 0 < v+ 271 < O3+ 27. On définit la fonction H sur le domaine
T

U,
6

Hl,r)=4¢ V¥, (0,r si vy <60 <vy+2m,
v

(07T) - éfy"yé (07T) Si 01 < 0 S v,
vy (0,7) = @q e (0,7) sty +2m <0< Oy + 2.



Par I'égalité (3.34), H est holomorphe sur T'. D’autre part, si 6 €]6;,05[ et
0<r<R(#)/2 ona

1 f(y) 0
H@,r)—HO+2m,r) = dy = ).
) ( ™ 2mi /C vy O, Mot2 _C'Y(,H-Q ref =y v

On montre a présent que H a un développement asymptotique Gevrey-1/k
sur lintervalle |0y, 0y + 27[. Soit § > 0, on pose I5 =|6; + 0,05 + 27 — §],
Y1 = Vo, 45 € Vo = Vopon—_gs- Solent Iy =]01 49,0, + 27| et Iy =], 03+ 27 — 4.
On a

H(0,r) =W (0,r) = 0 (0,r) si 0€l,
H(9>T) = \I]q’é(&a?n) - @7,75(9,7’) si 0 e l,.
Comme @, ., et @, ., sont définis par les fonctions g, et g, qui sont

holomorphes au voisinage de l'origine de C, il suffit de montrer que V., et
V., ont un développement asymptotique Gevrey-1/k. On a

1 1 (N 2\Y 1
= — ot e , v#y, xr,yeC, N eN.
T-y oy (Z (y) (y) 1—96/3/) 7

p=0

Alorssi # € I; on a

—1 f(y)xN if
v 0,7) (Z/ yp+1 /C,—yN“—xyNdy , x=rev.

Par hypothese on a |f(y)] <C’exp( ) B >0, siy € C,y. Alors, si l'on

considere

ul*
=1 [ fly

: 1
2mi Jo , yPt
"

dy = a, € C,

on a

, 0el.

N-1
4 271' c, yN+1 _ re“’yN
p=0 1

Siye Cyetbelonaly—re?l > |ylsin(6; +0—;). On pose e =
sin(f; + 6 —~4) > 0. Alors

N—
9 r) Z PeipY

rNC

- 2me

/ t= N exp(—B/t*) dt =
0

corV /1IN\Y* N
zm(§> P, el
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Ceci implique V., € F(Il, Vzl/(l /k)) ; on montre de fagon analogue que V., €
F(IQ7.A(1/k)), donc finalement H € F(]01,92 + 27?[,A(1/k)). 1

Définition 3.69 Soit U = {U;}i—1..+ un recouvrement de S, (ou bien d’un
intervalle de S,, ou de §), on dit que U est un 2-recouvrement par des inter-
valles ouverts si chaque U; est un intervalle ouvert et les intersections trois
a trois sont vides. Apres si nécessaire, une renumérotation des indices, on
peut supposer que U; =|ay, ;[(mod 27q), avec B; — a; < 2mq, et que

<o <fi<ag<fa<--<Bia<oy <P < B

Dans ce cas, on dit que U est un 2-recouvrement avec indices ordonnés. On
notera par U; ; = U; N U;.

Lemme 3.70 Soientq € N* etk > 0. SoitU = {U,}i—1._+ un 2-recouvrement
de S, par des intervalles ouverts. Soient

F; € D(Uiy, SpAS™ ), i 4, dje{l,... t},
tels que F; ; = —Fj; pour tout i # j. Alors il existe
FiEF(Ui,SqA(l/k)>, 1 <1<t

tels que

Fj=Flv, — Fju.,, i#j, i,j€{l,...t}

Preuve. On considere des intervalles ouverts Vi,...,V; de S tels que U; =
Vi(mod 27q) et tels que U; ; = U;NU; # 0, si et seulement si V; ; = V;NV; # 0.
Soient I,m € {1,...,t}, l # m, tels que 0 # V;,, =]6;, 62[. D’apres le lemme
précédent il existe des fonctions

HE™) ¢ F(]Ql, 05 + 2mq], .11(1/1{)),
telles que H™ (0, 1) — HE™ (0 + 27mq, 1) = F,,(0, 7). Soit

7

Vi EF(Vi,/Tu/k)), i=1,...,t

Comme la longueur de V; est plus petite que 2mq et J(H"™) € C[[X'/9]] on
a Hi(l’m) € F(Ul, Sq.A(l/k)). Alors

Hﬁ(l,m)

Hl(lvm)‘U

lm -

(t,m)

k3

v, = 0, sifig}#{lm},
HS™v,,, = Fim.
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On pose
b= Zﬂfl’m) e D(U;, SpAam ), 1<i<t.

<m

Alors, sii < jet U ; #0 on a

F; Uij — F; Uij — H; Uij — H; Uij — Eijon

Théoréeme 3.71 (Ramis-Sibuya) On a

Sy A S A1k
>%) :F< @ SZAgfk )

r(s,

Preuve. Un élément F € I'(S,, S3A/S;AS™%) est donné par un 2-recouvre-
ment {U; }1<i<; par des intervalles ouverts et par des F; € F(Ui, SqA) tels
que Fi; = Fju,, — Fju,, € F(Um, Sq.AS_k). D’apres le lemme précédent, il
existe des G; € F(Ui,Sq.A(l/k)) tels que F;; = Giy,, — Gjlv,,- Si on pose
H; = F; + Gy, on a pour tout ¢, 7, Hjy,, — Hjv,;, = 0, donc il existe H €
F(Sq,Sq.A) tel que H|y, = H;. Par la remarque (3.65), H est convergente,
donc H € F(Sq, Sq.A(l/k)), et F; € P(Ui,SqA(l/k)). 1

Les théoremes précédents donnent, pour chaque couple (¢, k) avec g un
entier positif et r un réel positif, 'isomorphisme suivant

S, A
VS ASE

Jiam)  T(S, ) == ClIX])5m [(CIXY), ¢ €N, k>0 (3.35)

Définition 3.72 Pour tout ¢ € N* on a I’homomorphisme injectif
(S, SpA/Sy A=) — T (S5, AJ A7),

Siq =q-h, on al(Sy,SeA/SqAS™) C T (Sy, Sy A/SyASTF), et le dia-
gramme suivant est commutatif :
J ~ o~ o~
ClXNuym NCIXY =5 T(S, SpA/SASF)  C T(8,A/A5F)
l l ||

J’,lk _ _ L
ClIXJ NCIX YY) =2 T(Sy, SpA/SpAS™) C (S, AJA=H).
(3.36)

On considere

i D, 5,4/5,A% ) = |JT (S, 5,4/5,45 ) € T(5,A/35).

q
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Par le théoréeme de Ramis—Sibuya on a
limF(Sq, Sq.A/SqAS_k) - F(g, ./Z(l/k)/.zé_k).
Pour 0 < k < oo, on désigne par Jy l'isomorphisme

Ji: W T (S, SgA/SgA=™") = CIX]]{1 jp- (3.37)

On a la caractérisation suivante :

Théoréme 3.73 Soit [ € ClIX17 k0 < k < 00, et soit I un intervalle

de S de longueur > w/k, ou bien de longueur > w/k et fermé au moins en
l'une de ses extrémités. Les affirmations suivantes sont équivalentes :

(). La série F' est k-sommable sur Uintervalle I de somme G.

(il). Soit Fy = J7Y(F) € F(g, ;l/fTS*k) I existe une fonction
GeT(l,A)

tel que o
Fojr=Gel(I,AJA=").

Preuve. On a Iy € F(g, ﬁ(l/@/ﬂﬁ—k). SiG e F(I, .Zf(l/k)), comme J(Fpy) =
J(G) on a Fjp =G € F(I, A/AS_’“). Réciproquement, si Fo; = G alors
GEF([,.Z(l/k))et J(G):F. 1

Définition 3.74 Soit F € F(I,.Z/.Zg_k), o I est un sous-ensemble de S
(resp. F € F(I,SqA/SqAS_k), I CS,). Soit F={(F,U);i € A}, par la
proposition (3.5) et la remarque (3.15) on a i%il € I’(Ui,j) et fdcﬁ‘j €
F(Ui,AS*k). On définit

_dF _d F;
FTa

dx

JU)sie Ay e T(1LAJASTF), (resp. € T(1,5,A/8,A57)).

Lemme 3.’?5 Soient ' e ClIXI]G py, et Fo = JUE). Alors Xg—f( € Cl[X]um
et J,H(X9E) = 34,

Preae. Soit g € N tel que F € CILX"]. La fonction Fy € T(S,, 5,4/5¢A~),
donc d—};o € I'(S,, SgA/SqA=™"). D’apres le théoreme (3.71), on a

d
d F
d—; € (S, SeAam /SqA=™),
done Ji(42) = 4£ € CIX]Jf, 5 '
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Proposition 3.76 Soit I une série formelle k-sommable sur l'intervalle 1

de somme F'. Alors la série Xd—F est k-sommable sur I de somme :c((iiF

Preuve. Soit Fy = J*(F). D’apreés le théoréme précédent, on a Fjp=F¢€
F(I, .Z/JZS_’“) Alors, moyennant la remarque (3.15), on a

_dFy| dF T T<—k

Comme J,~ (X dF <) = $dF 0 d’apres le théoreme précédent la fonction %—F

est la k-somme de X g f; sur 'intervalle I.

oo
=S

Corollaire 3.77 Soit F' une série formelle k-sommable. Alors la série X

est k-sommable et pour toute direction d € S ona

AF\  dSi(E) [ dF\ | _dSg(F)
Sﬂid(de>:l‘ a0 e\ Xqx ) T T

Remarque 3.78 Soient Fi,...,F,, € F(I,f/]-"g_k), ol on désigne par
F ou bien le faisceau A ou bien SgA, et I C S ou I C S,. Supposons
que les séries formelles J(F}),..., JJ(F,,) n’aient pas de terme constant. Soit
g(z,y1,...,ym) une fonction holomorphe au voisinage de l'origine de C™*!.
On définit g(z, Fy, ..., F),) de la fagon suivante : Il existe un recouvrement
{U.}ica par des intervalles ouverts tel que F; = {(F};,U;)}ica. D’apres les
propriétés élémentaires des développements asymptotiques, pour chaque ou-
vert U;

g<j7Fl,i7"'7Fm,i) S F(Ulaf)a
et J(g(!i’,FLi,. . -;Fm,i>> = g(X, Fl; . 7Fm) OIl a

9@, 21, zm) = 9@y + (20— y1)s o Um + (2 — Ym)) =

9@y Ym) + D> (2= ) V(Y Y 21 2
=1

o1 les fonctions v; sont holomorphes au voisinage de 0 € C*™*!. Donc, moyen-
nant la remarque (3.51)

9(Z, Frg, oo Fniluing, — 9(2, Fuj, .o Foglus (Ui N Uja]'-gfk)-

Alors
9(Z, Fry.. Fy) = {(9(Z, Friy ..., Fny), U biea € T (L, F)F=7F).
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A

(ii). Soient Fy, ..., F,, € C[[X]]{1/x) des séries sans terme constant, et

g(xayla cee 7ym)

une fonction holomorphe & l'origine de C™*!. D’apres la remarque précédente
on a

T (9 By F)) = g(& 00 (B, T (F))
(iii). Soient Fy,...,F, € Cl[X][{1 5y avec F(0) = a;. Soit g(x,y1,- -, Ym)
une fonction holomorphe au point (0, ay,...,a,,) € C™L. Alors la fonction

Mz, 21,0y 2m) :Ag(:v, ay + 21,5 G+ Zm) est holomorphe a l'origine de
C™. Onag(X, Fy,....,F,) =h(X,F| —ai,...,F, — ay), et donc

‘]k-_l(g(X7F177Fm)) :g(fi,Jk_l<F1),,Jk_1(Fm))

Proposition 3.79 Soient Fy,... F,, € ClIX][{1x) des séries k-sommables

sur Uintervalle I de sommes respectives Fy, ..., F,,. Soit ay = F(0), 1 <1<
m. Soit g(x,y1,...,Ym) une fonction holomorphe au point (0,aq,...,a,) €
C™*L. Alors la série g(X, 2 ,Fm) est k-sommable sur I de somme la
fonction g(Z, Fy, ..., F,). En particulier g(X, ... ,Fm) € C[[X]]a/k).

Preuve. Soit Fiy = kal(ﬁ’l)’ 1<I<m. Ona
g(j‘yFly- . 7Fm) = g(i.7F1,07 v 7Fm,0>‘1 - F([)AV/AJS*’C)

car F; = Fi; € F(I,JZ/.Z(S_’“). Le résultat se déduit de la remarque
précédente et du théoréme (3.73). 1

Corollaire 3.80 Soient 13’1, e ,Fm des séries formelles k-sommables. Soit
9(x, Y1, . .., Ym) une fonction holomorphe au point (0, F1(0), ..., F,(0)). Alors
la série g(X, F1, ..., Fy,) est k-sommable. De plus, pour toute direction d € S
on a

Sta(9(X, B, Fr)) = g(2, SR, .. SEy(Fn)),
Sea(9(X, Fry oo En)) = g( 2, Seg(F1), -5 Sea(Fim) ).
On déduit de (3.77) et (3.80) le théoreme suivante :

Théoréme 3.81 Lensemble C{X}[, ) des séries k-sommables est une C-
algebre différentielle, pour la dérivation i% L’ensemble C[[X]]7, ;) est un

anneau différentiel pour la dérivation X(f—X. Pour toute direction d € S, les
applications S,j;d et Sy.q sont des homomorphismes d’anneauz différentiels.
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Lemme 3.82 Soit ' € ClIX]I{1n) tel que F(0) # 0. Soit Fy = J,Y(F).
Alors 1/F € C[[X] ), et Jy ' (1/F) = 1/Fy.
Preuve. Soit ¢ € N* tel que I € C[[X4]]. Soit

Fo = J;H(F) € T(S,, SpA/SpASTF).

Soit {U, }iea un recouvrement de S, tel que Fy = {(Fy;, U;) }iea. Moyennant
les propriétés élémentaires des développements asymptotiques, on a 1/Fp; €
L(Ui, SgA) et J(1/Fy;) =1/F. Sid,j € Atels que U;; = U; N U; # 0, alors

1
Foi

1

Fo

1

Uij* FOJ

~ (o

Ui,

Usj — FO,Z'

ANy Ui

UZ,]
D’apres la remarque (3.15), on a
Ho = {(1/F0,z‘, Ui)tiea € F(SquA/SqAS_k)‘

D’apres le théoreme (3.71), on a Hy € I'( Sy, SqA(1/k)/SqAS™), et J(Hp) =
1/F € C[[X]]{ 1) ; donc finalement Hy = JY1/F). I

Proposition 3.83 Soit F une série k-sommable sur Uintervalle I, de somme
F. Supposons que F(0) # 0. Alors la série 1/F est k-sommable sur I de
somme 1/F.

Preuve. Soit Fy = J,_ l(ﬁ’ ). Moyennant les propriétés élémentaires des déve-
loppements asymptotiques, on a 1/F € F(I,.Zl/) et J(1/F) = 1/ﬁ Comme
Fojr = F (mod A=), on a 1/Fy; = 1/F (mod AS=F). D’apres le théoréme
(3.73) la série 1/F' est k-sommable sur I, de somme 1/F. I

3.2.9 Les transformations de Borel-Laplace.

Dans cette sous-section on rappelle quelques résultats d’analyse utiles
dans la suite. On ne donnera pas de démostrations. On suivra pour ’essentiel
le livre de Balser [Bal.94] et le cours de Malgrange [10] ou le elcteur pourra
trouver les preuves completes.
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3.2.9.1 Définitions et notations.

Soit I un intervalle de S ; on considere I'ensemble W = I'x|R, co[C @,
ot C est la surface de Riemann du logarithme décrite dans la sous-section
(2.2.2). Soit F € F(I/V, (’)). On dit que F' est d’ordre exponentiel a l'infini
plus petit ou égal a k (0 < k < 00), si pour tout intervalle fermé I’ C I et
R' > R il existe des constantes Ay gy, B(r.ry > 0 tels que

F(@)| < Ay exp (B - lil') . @€ I'x [R, o]

Si F e F(IX]O, R], 6), on dit que F est continue a l'origine s'il existe A € C
tel que pour tout sous-intervalle fermé I’ C I et pour tout € > 0, il existe
d > 0 tels que |F(Z) — A| < esi & € I'x]0,0[. On dit que F est bornée a
Porigine si pour toute sous-intervalle fermé I’ C I il existe M, e > 0, tels que
|F(z)| < M siz € I'x]0,¢].

Sii=(0,r),j=(0,1) e Cavecr 07, on utilise les notations
suivantes :

Fg=(0+0, ") eC, T/j=(0-0r/r),
pa(Z) = (b, r*) € C, a >0,
Leg(Z) =In(r)+i-0 € C, 7*=exp(A-Lg(@))eC, XeC.

8

3.2.9.2 La transformation de Laplace.

Soit I =]a, b[C S et Fe F(IX]O, ool (5) une fonction d’ordre exponen-
tiel & I'infini plus petit ou égal a k, (0 < k < 00), et continue a l'origine. Soit
I’ C I un intervalle fermé, et 7 € I’, alors l'intégrale

oo(7)
(Ly F)(2)=z7F. /0 F(u)exp (—(a/2)*) d(a*)

est absolument et uniformément convergente sur les compacts de 1'ouvert :
—m/2k < T —arg(2) < 7/2k, Byy|3" < cos (k(r — arg(2))). Soit 7' €
I, par un argument de déformation du chemin d’intégration, Ly . F est un
prolongement analytique de Ly - F. Donc il existe une fonction

LiF el(la— &b+ Z,0).

telle que (LkF)‘]T—%,T-‘r%[ = L. F, 7€ 1. Ondit que LiF est la transformée
de Laplace d’indice k£ de F.

Remarque 3.84 (i). Soit pi 'opérateur de ramification. On a

pe(LiF) = Li(ppF).
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(ii). Si F(a) = @, avec Re(\) >0, on a

(LeF)(2) =T(1+2)- 2N

Définition 3.85 Soit ' =Y a,X" € C[[X]]*, et k > 0. La série
LyF =) a-T(1+5) X'
est appelée la transformée de Laplace formelle d’indice k de F.

Théoréme 3.86 Soit [ =]a,b[ et F € F(IX]O, ool 6) Supposons que
(i). F est d’ordre exponentiel a l'infini plus petit ou égal a k.

(ii). Ona FeT (I, Ausm), 0 <k < oo, J(F)=F.

Soit ko, tel que

]_/k’g = ]_/l{?—l—l/k?l, St O<I€1<OO,

k’Q = k si /{71200.

Alors

LyF eT(Ja— 30,0+ 5[, Aask) )
J(LyF) = Li(J(F)).

3.2.9.3 La transformation de Borel.

Soient I un intervalle de S et F € F(I ) 5) une fonction bornée a 'origine.
Soient 7 € S, k > 0 et 0 < £ < 7/2k; on désigne par 7;(7) le chemin sur
C composé des chemins suivants : p +— (7 + ¢ + 7/2k, p) € (E, 0<p<e;
0 (0,e), T —e—m/2k <0 <7 +e+7m/2k, parcouru dans le sens inverse;
et pr= (T—e—7m/2k,e —p),0<p<e.

Sitelet|[r—e—n/2k, T+ e+ m/2k] C I, on considere l'intégrale

(Bon F)(@) = —— / | FFE) e (/7)) ),

2
ol it €7 —¢,74¢[x]0, 00[C C. La fonction By, F' est une fonction analytique,

etsit’ € I, By F est un prolongement analytique de By, . F'. Donc, si I =]a, b
avec b — a > 7/k, le recollement des By . F' définit une fonction

B,.F € T(Ja+7/2k,b— 7/2k[,0)

appelée la transformée de Borel d’indice k de F'.
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Remarque 3.87 (i). Soit k£ > 0, et p; application de ramification. On a
pe(BrE) = Bi(pi ).
(ii). Si F(2) = 2}, A € C, par la formule intégrale de Hankel on a
ﬂ/\
L1+ 2)
Définition 3.88 Soit [' =Y a, X" € C[[X]]*. Soit k > 0. La série
A a
B = " _x"
=2 T(1+7)

est appelée la transformée de Borel formelle d’indice k de la série F.

(BLF)(u) =

Théoréme 3.89 Soient I =]a,b[ un intervalle de S, ki > 0,
Fe F('[?“Zlv(l/k:l))? F = J(F),

et k>0 tel que b—a > m/k. On considere l'intervalle

I =la+m/2k,b— 7/2k].
Alors :
(i). La fonction BpF € T(fx]O,oo[,@) est d’ordre exponentiel a linfini
plus petit ou €gal a k, et continue a l’origine.
(ii). Siky < k, soit ky tel que 1/ko =1/ky —1/k. On a
B.I € F(]N,«Z((l/kg)),
J(ByF) = By F.

(iii). Si ky > k, la série BiF est convergente et BiF est un prolongement
analytique de sa somme.

(iv). Si ky > k, BpF' est d’ordre exponentiel a l'infini plus petit ou égal a
(1/k —1/ky)~t.
3.2.9.4 Théoremes d’inversion.

Théoréme 3.90 Soient I, ki, F, k, et I comme dans le théoréme (3.89).
Alors la fonction By F satisfait les hypothéses du théoréme (3.86), et on a

F=LB.Fel(1,0).

Théoréme 3.91 Soient I et F' comme dans le théoréme (3.86). La fonction
L F satisfait les hypothése du théoréme (3.89), et

F = BpL,F.
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3.2.9.5 Caractérisation des séries k-sommables.

Soit k > 0 et F' € ClIX]7, jx)- Alors la série B, est convergente ; soit G €

F(g , 6) sa somme. Soit d € S. Comme conséquence directe des théoremes

précédents, la série F' est k-sommable dans la direction d si et seulement s’il
existe £ > 0 tel que la fonction G se prolonge sur |d — ¢,d + ¢[C C et soit

d’ordre exponentiel a l'infini plus petit ou égal a k. Dans ce cas, la somme
de F sur lintervalle [d — 7/2k,d + 7/2k| est Li,G.

3.2.10 Les séries multisommables.

Théoréme 3.92 (Martinet—-Ramis) Soit ky > 0 et I; = [a,b] C S avec
b—a>mn/k. Soit

FeT(n, Aam)-
Supposons que F' = J(F) € ClIX1]7y jxy avec k> ky. Alors

F e F(Il,ﬂ(l/k)).

Preuve. Par le théoréme (3.89) la fonction BiF est asymptote Gevrey-1/k;
a la série BE sur Uintervalle I} = [a + 7/2k,b — 7 /2k] ou 1/ky = 1/ky — 1/k.
Comme F € ClIX][1p)» la série B F est convergente; soit H € F(g,(;j)
sa somme. On a H € F(g, ,Z(l/kQ)) comme somme d’une série convergente.
Donc H|; — BpF € F(.fl, ,15*’“2). Comme la longueur de I; est plus grande
ou égale a 7/ky, par le lemme de Watson on a H|; = BjF. Par le théoreme

(3.86) on a LiH € F(Il, /T(l/k)), et par le théoreme (3.90) on a F' = Ly H.

Lemme 3.93 (Watson relatif) Soient 0 < k < [. Soit I un intervalle
fermé au moins en 'une de ses extrémités et de longueur plus grande ou
égale a m/k, ou bien ouvert de longueur plus grande que w/k. Alors

L1, A/ A=) = 0.
Preuve. Soit B B
Fel(I,AsF A=),

Soit ¢ € N* tel que la longueur de [ soit plus petite que 2rg. Comme J(F') =
0 € C[[X"]] on a )
FeT(I,5A%/S,A%7),

ot I = {f(mod27q) | § € I} C S,. 1l existe un recouvrement {U; }1<;<; de S,
par des intervalles ouverts tel que : i) F' = {(F}, U;) h<i<t, 1i) {U; hi<i<p est
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un recouvrement de I, et U;N T =0 sit' <i <t Si{ij}C{l,...,¢'} on
définit F; ; = Fjv,nv, — Fjlu,no, 3 si {6, 5} € {1,..., '}, on définit F; ; = 0. Par
le lemme (3.70) il existe des fonctions H; € F(Ui, SqA(l/l)), 1 < <t, telles
que, pour tout {i,j} C {1,...,t}, on ait Fy; = Hjy,nv, — Hjlv,nv,. Alors
H = {(H; + F;,U)h<icv € T(I,8.Aum), et J(H) = J(H;) € C[[X]]f, .
Par le théoreme précédent on a H € F(I_ , SqA(l/l)), et ceci entraine que
F; e F(Ui, Sq.A(l/l)). Comme J(F;) =0, alors F; € F(Ui, SqAS_l), et F'=0.

Définition 3.94 (Multisommabilité.) Soit F' € C[[X]]*. On dit que F' est

(k1, ..., ky)-sommable sur (Iy,...,I.) si les propriétés suivantes sont satis-
faites :

(i). 0<ky <-+ <k,

(ii). Pour chaquei=1,...,r I; est un intervalle de S ouvert de longueur >

7 /ki, ou bien fermé au moins en l'une de ses extrémités et de longueur
> 7 /ki. De plus on a
L D1, D---21,.

(ili). La série F appartient d CIXT k-
On considere Fy = Jk_ll(ﬁ), ot Jy, est lisomorphisme décrit dans la
définition (3.72). 1l existe des fonctions Fy, ..., F, tels que
— Pouri=1,...,r—1 on ait F; € F(IZ-,A/AS*]““) s F e F(IT,A).
tio € T(Lin, AJASF1),

i+1

~—

(iv).

— Pouri=0,....,7r—1 on ait F;11 =F;

Dans ce cas, on dit que (F,...,F.) est la (ky,..., k.)-somme de la série
formelle F sur (Iy,...,1I,).

Remarque 3.95 Si (F,..., F,) est une (kq,..., /{:T)—sqmme de la série F' sur
(Iy,...,1I.), par les propriétés (iii) et (iv) on J(F;) = F pouri=1,...,7.

Proposition 3.96 Soit F' une série (K1, ..., k)-sommable sur (I, ..., I,).
Soient (Fi,...,F,) et (Gy,...,G,) deux (ky,..., k.)-sommes de la série F
sur (I, ..., I.). Alors F; = G;, pour tout indice i = 1,...,r.

Preuve. Soit Fy = szl(ﬁ’) € F(g, ./Zl/(l/kl)/./z(g_kl). D’apres la propriété (iv)
de la définition de multisommabilité on a

G1 = Fo‘h =F € F(Il,j/jgfh).

Alors G; — F; € I’(Il,ﬁgfkl/./zlvgfb); d’apres le lemme de Watson re-
latif, on a G; = Fi. Supposons que G; = F; € TI'(I;, A/JAS7%+1), pour
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i = 1,...,t avec t < r. Par la propriété (iv) de la définition de multi-
sommabilité on a Gy, = Fy 1 € F(]Hl,.g/zg_kt“ ) Donc Gy — Fiyq €
T (I, AS7het JASRs2) it 42 < 7ot Gyg — Fryr € T, ASF) s
t 4+ 1 = r. Soit par le lemme de Watson relatif (cas t + 2 < r), soit par le
lemme de Watson, on en déduit que Gy = Fiyg.

Proposition 3.97 Soit ' une série (ky,. .y kr)-sommable sur (Ii,...,I)

de somme (Fy,...,F.). Alors la série Xg—)}; est (ki,...,k.)-sommable sur

(L,...,I,) de somme (#9{2, ... #9E).

Preuve. C’est une conséquence de la définition de multisommabilité, de la
définition (3.74) et du lemme (3.75).

Proposition 3.98 Soient I}, ..., F,, des séries (k1, ..., k.)-sommables sur
(I1,...,1I.) de sommes respectives (Fy1,...,F1.), ..., (Fm1,...,Fm,). Soit
g(z, 41 ..., ym) une fonction holomorphe au point (0, Fy(0), ..., F(0)). Alors
la série g( X, ..., Fm) est (ki, ..., ky)-sommable sur (Iy,...,I,) de somme
((g(fn, Fii,....Fn1). o9&, Fi,. .. 7Fm,7'))-

Preuve. Soient Fjo = Jk_ll(ﬁl), 1 <1 < m. Par la remarque (3.78) on a
J,;ll(g(X, Fi, ... ,Fm)) = g(Z, F10,...,Fno). Pour chaque i = 0,...,7r — 1
on a Fyr,, = Fli1 € F(]Z»H,/T/.Zg_ki“), 1 <[ < m. Par la remarque
(3.78),81i=0,...,r—1,0on a

9T Fra, s Bl = 9(, Fraga, - Fingga) € F(Ii+17«1/«zg_ki+l)' 1

Proposition 3.99 Soit [' € C[[X]]* une série (K1, ..., k;)-sommable sur
(I,...,I.) de somme (Fi,..., F,). Supposons que F(0) # 0. Alors, la série
1/F est (ky,...,k.)-sommable sur (I,...,1I.) de somme (1/Fy,... 1/F}).

Preuve. Soit Fy = J,;I(F) Par le lemme (3.82) on a 1/F € C[[X]](/k)
et J,;l(l/ﬁ) = 1/F,. Alors (1/Fy,...,1/F,) satisfait la propriété (iv) de la
définition de la multisommabilité, car (Fi, ..., F,) la satisfait. 1

Remarque 3.100 Soit £ € C[[X]]*. Soient 0 < ky--- < k, des nom-
bres réels et I; O --- D I, des intervalles de S satisfaisant les propriétés
(i) et (ii) de la définition de la multisommabilité. On consideére le sous-
ensemble H(Iy,...,1,) (voir la sous-section 3.2.5, page 144). Alors F' est
(k1,...,k.)-sommable sur (Iy,...,I,), de somme (F},...,F,), si et seule-

ment si (Jk_ll(f?), Fi,...,F,) est une section du faisceau H, . ) au dessus
de H(L,...,1,).

.....
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Théoréme 3.101 (Balser) Soit F' € C[[X]]* une série formelle (ky, ..., k,)-
sommable sur (I, ..., I.) de somme (F1,..., F,). Alors, il existe des séries

Gy,...,G, € C[[X])* tels que
(i) F=Gi+---+G,.

(ii). Pour chaque i = 1,...,r, la série G, est k;-sommable sur Uintervalle
I; de somme G;.
(ii). £, =G4l + -+ Grd|r, + G,

Réciproquement, soit F € C[[X]]* tel que F = Fy 4+ --- + F,, ot chaque F,
est ki—sommableAsur I; de somme F;; on suppose que 0 < ky--- < k, et I; D
o D 1. Alors F' est k-sommable sur (I, ..., 1I.) de somme (Gy,...,G,), ot

Gi=F|,+-+F+ J;;.Jlrl(ﬁl‘ﬂ)

Lt T, i=1,.T

En particulier, G, = Fy|;, + -+ F}.

Preuve. On va montrer I'implication directe par récurrence sur r. Pour r = 1,
c’est trivial. Supposons que le résultat soit vrai pour r — 1. Soit ¢ € N* tel
que F € C[[XY1)] et || < 2mq. Alors Jk_ll(ﬁ“) € I(Sg, SgA@ky)/SgASTF1).
On pose I; = {#(mod 27q) | 6 € I;}. Comme |I;| < 2rq et F' € C[[X'/9]] on
a

Fi € T(I,S,A/S A5 k) C (1, A AS ki)

F, € I(I,S,A) CI(I,,A).
Soit {U;}1<i<¢ un recouvrement de S, tel que : la famille {Ui}1<i<p soit
un recouvrement de lintervalle I;, Uy NIl = 0 sit <1 < t, et F} =

{(F11,U)) }r<i<pr. Comme Fo‘jl = I € F(I_l,Sq.A/SqAS’kl), ona Fy; €
F(Ul,Sq.A(l/kl)), 1 <1<t Soient 1 <[,I'<t;sil1<LI'<t, onpose

uinu, € F(Ul NUy, SqAS*kz);

Fiar = Fujunu, — Fie

si {[,I'} € {1,...,¢'}, on pose Fy )y = 0. D’apres le théoreme de Ramis—
Sibuya, il existe des fonctions H; € F(Ul, SeAn /kz)) telles que

Hjvow, — Hiloow, = Fram, 1<LU<t
Soient

Gi = {(Fu+HU); 1 <i<t} e (L, Spdum)),
H = {(H,U); 1 <1<t} € T(Sy SpAuyuy/SeAS).
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On considere Gy = J(Gy) et H = J(H). On en déduit que Gy est k-

sommable sur l'intervalle I, et que

F=G —H.
La série H est (ky,...,k,)-sommable sur (I,...,1,) de somme (G, —
Fy,...,Gy;,—F,). Eneffet, J_'(H) = H, et Hjj, = Gy, —F|1, € T(I, SpA/ S A= %) ;

comme Fy|7, = I, € F(I_Q, SqA/SqAS’kQ), alors H|p, = Gl‘IQ—FQ € F(fg, SqA/SqAS*kQ) :
d’autre part, pour j =2,...,r—1,0n a

(Gi; = F)i0 = Gh|1py = Fj € [( L1, SqA/Sq.AS_kj+l)’

car Fj‘ 1,1 = Fj11. D’apres Phypothese de récurrence, il existe des séries Gi,
2 < i<, telles que
—H=Gy+---+G,,

ol éj est kj-sommable sur /; de somme Gj et

F. — Gy, =G, + -+ Gy,

ce qui acheve la démonstration. On remarque que G, € C[x f/ 19,1 <i<r.
Réciproquement, supposons que F = I} + --- 4+ F,, ou F; est une série
formelle k;-sommable sur [;, 1 < i <r. Alors

Fo=J.NF) = J N ) + T (Ey) + -+ T N (E).

Soient G; = Fi|;. +---+E+J,;L(Fi+1)1i +---+J,;1(FT)\Ii, i=1,...,r.
Le fait que J,;l(F,) , =F € F([i,g/ﬂg’ki) pour 1 < i < r entraine que
Fojr, =G € F(Il,j/jf_kl) et G, = Gij1 € F(IZ'_A,_]_,A//AVS_ICH—l) pour
1 <i<r—1.Alors (Gy,...,G,) est la (ky,...,k.)-somme de la série F' sur
(I,...,1.). 1

Définition 3.102 (i) Soient 0 < ky < -+ < k,.. Soit d € S une direction.
Soit I' € C[[X]]*. On dit que F est (ki,...,k.)-sommable dans la direction
d si F est (ky,...,k.)-sommable sur (I(d, k),...,1(d,k.)), ot

I(d,k)={0eS||0—d <nr/2k}.
(i1). On dit que d € S est une direction (k1, ..., k)-singuliere de F si F nest

pas (ki,...,k;)-sommable dans la direction d. On désigne par X, .. kr)(ﬁ)
lensemble des directions (ki, ..., k,)-singuliéres de F.
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(iii). On dit que F € C[[X]]* est (ky,. .., k,)-sommable si ensemble
{d(mod 27) | d € S,y (F)}

est fini.
(iii). On désigne par C{X}E‘L
k1

mables.

L lensemble des séries (kq,...,k,)-som-
----- T

Remarque 3.103 Si F' e C[[X/9]] est (k,. .., k,)-sommable dans la direc-
tion d € S , alors elle est (kq,..., k:r)—Asommable dans la direction d + 2mgm,
avec m € Z. En effet, on a Fy = J_'(F) € T( Sy, SgA/ S, A=), et TorgmF =
F. Alors si (Fy,..., F,) est la (kq,...,k.)-somme de F' dans la direction d,

on a (TorgmE, - - - s Tongm ) est la (kq, ..., k,)-somme de F dans la direction
d + 2mwgm.
Remarque 3.104 Soit F une série (ki, ..., k,)-sommable sur (I, ..., 1,) de
somme (F1,..., F,). Supposons que I; = [a;, b;[. Alors il existe € > 0 tel que
la série F est (ki,...,k,)-sommable sur

([al - €,b1[, T [aT - gabTD
de somme (F},..., F,.). On a un résultat analogue pour les intervalles de la

A

forme |a;, b;]. En particulier, I'ensemble Yy, . k) (F') est un ensemble fermé.

77777

Théoreme 3.105 L’ensemble C{X}zl 1y des séries formelles (k1. ky)-
k1

sommables est un anneau différentiel pour la dérivation de—X.

Preuve. C’est une conséquence directe des propositions (3.97) et (3.98).

Lemme 3.106 Soit F' une série (k1, ..., ky)-sommable dans toute direction
d €]dy,ds[C S. Alors F' est (ky, ..., k,)-sommable sur (I,...,1.), ot
T T

2ki’d2 + 2%k; |

I; =dy —

Preuve. Soit d €|dy, dy[. Soit M 'ensemble des nombres réels § > 0 tels que
la série F est (ki,...,k,)-sommable sur

([d—ﬁ,d+5+ﬁ],...,[d—ﬁ,d+5+ﬁ]).

D’apres la remarque (3.104), M est un sous-ensemble ouvert de [0, 00[C R.
Par I'unicité de la (kq,. .., k,)-somme, si 6 € M, alors U'intervalle [0, §] C M.
Donc M doit étre de la forme [0,d0[. Si 69 = oo le lemme est démontré.
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Supposons que dy < oo. Par I'unicité de la (ki, ..., k,)-somme la série F est
(k1,. .., k,)-sommable sur

([d— g5 d+00+ 5], [d = 5, d+ 0o + 51

de somme (Hy,. .., H,). Supposons que F soit (k1. .., ky)-sommable dans la
direction d + dg de somme (Gfq,...,G,). Par 'unicité de la somme sur
([d+d0 = g5=sd + 00+ 5pzls -5 [d+ 00 — 55, d + 0o + 57-])

on a Hj 50— 5 Ceci entraine que d + dg €

T Gi [d+60— 57 d+do+ 5[
M, ce qui contredit 1'égalité M = [0,do[. Ainsi d + &y est une direction
(k1, ..., k,)-singuliere de la série F, et donc d + 0y > dy. On procede de la
méme facon a gauche et on acheve ainsi la démonstration. 1

-----

convergente.

Prewve. Soit ¢ € N* tel que F' € C[[X'/4]]. Par le lemme précédent F est
(K1, ..., ky)-sommable sur (I1,..., 1) ot [; = [0,27q + ;-] ; soit (F1,..., )
sa somme. On considere les fonctions H;, ou

Hi(0,7) = Fi(0 + 21q,7) = (T-9xy ) (0,¢),0 € [0, -], 1<i<r.

Soit Fy = JiH(F) € T(Sy, SpA/SpAS™ ) C T(S, AJASH), T ory(Fy) =
Fy. Alors (Hy, ..., H,) et (Fl‘[o,kl], o [07%}) sont la (ky, ..., k.)-somme de
F sur ([0, )i, [0,£]). Par 'unicité de la (ki, ..., k,)-somme on a H, =
Fijjo, =], donc F, € F(Sq,j), et alors J(F,) = F' est convergente. 1

Définition 3.108 Soitd € S. Soit F' € C[[X]]*. Supposons qu’il existe § > 0
tel que

Jd — 6, d[NSgky, oy (F) =0, 1d,d + 3[NS(hy. gy (F) = 0. (3.38)
D’aprés le lemme précédent, la série I est (ki, ..., k.)-sommable sur (I}, ..., IT)
et sur (I7,..., 1) de sommes respectives (FyF, ..., FX) et (Fy,...,F7), ou

T T T T
ID=d— —,d+ =, IL'=ld— —,d+ —].

On définit les opérateurs

Serwa(F) = FrlaeT({d}, A),
St kr;d(ﬁ> = Fj\der({dhz)-

77777
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Remarque 3.109 Si F' € (C{X}El , pour toute direction d € S il existe
k1

d > 0 satisfaisant les conditions (3.38). On a donc les applications

,,,,, L)

T

Shrveoknid (C{X}E% 1y — r'({d},A), (3.39)

77777
r

Proposition 3.110 Soit I € (C{X}Zl L etdesS.
k1

..... )

s1 et seulement si

Preuve. Si F est (k1, ..., k,)-sommable dans la direction d, F est (k1,. .., ky)-

sommable sur (Iy,...,1,) de somme (Fi,...,F,), ou I; = [d — 21,%,(1 + 2%]
Alors (Fi|j+,.... Fyfp+) et (FY =, ..., F}|;=) sont les (ki, ..., k;)-sommes re-
spectives de F' dans (I7,...,IF) et dans (I7,...,I7), ol les intervalles

I et I sont comme dans la définition (3.108). Réciproquement, soient
(F{",...,FEF)et (Fy,...,F7) les (ki,...,k.)-sommes de F sur (I{",..., 1)
et (I ,..., 1) respectivement. Soit J = IF NI ; par hypothese on a [}f]; =

F7| ;. Par la propriété (iv) de la définition de la multisommabilité, on montre
que

Ffly=F|y € D(J AJA=Fr),

Alors par la propriété de recollement de faisceaux, il existe des fonctions
FeT(IFuly , AJASkn) 1 <i<r—1,et F, eT([}F U, A), tels que

E; ld—gpd=g i Fi‘]d—ﬁ,d—%[ = I,
et (F1,...,F,) estla (ky,..., k. )-somme de F dans la direction d. 1
Proposition 3.111 Soit Fe C[[X]]* tel que
Jd1, do[NS gy, oy (F) = 0.

Sljl ..... kp;dy (F) = F‘dl?

S k,«;d(F):Sl; ..... kr;d(ﬁ> = Flg, d€ldy,dyf,
Sk_1 ..... kr;dg(F) - F‘dZ'



Preuve. C’est une conséquence du lemme (3.106) et de la définition de la
multisommabilité.

Proposition 3.112 Les applications

s o
T

) - F({d},j),

1
~~~~ kr

sont des homomorphismes injectifs de C-algebres différentielles pour les déri-
vations de—X et T

Preuve. L’injectivité est due a la remarque (3.95) ; le reste est une conséquence
des propositions (3.97) et (3.98). I

Lemme 3.113 Soient 0 < ky < ..., k. et 0 <y < --- <, tels que
{k1,..., k. } C{l, ..., L}
Soit I e C[[X]]*. Alors

(i). On a Uinclusion X,

~ A

k) (F) 2 By, (F).-
(ii). Soit d € S. Supposons qu’il existe 6 > 0 tel que

Jd—68,d[NS iy (F) =0 |d,d+0[NS k.. p)(F) = 0.
Alors

.....

~

Sljl ..... kr;d(ﬁ) = SIT ..... ls;d(F)7

~

Sk_l ..... kT;d(F) = Sl: ..... ls;d(F)'

Preuve. (i). Soit F une série (ki, ..., k,)-sommable dans la direction d. Par

le théoreme (3.101) on a F' = Fy + ... F, avec F; ki~sommable sur [, =

[d— 5, d+3;-]. D’apres le méme théoreme la série Fest (Iy,...,1,)-sommable
dans la direction d; ceci montre la partie (i). Pour la partie (ii) on traite le
cas “4” : Soit F' une série (ki,...,k,)-sommable sur (I,", ..., I;") de somme

(Fi", ..., FF), ou I} =]d — F-,d + F]. D’aprés le théoreme (3.101), on a

F=G +  +G,, ol la sériec G; est k;-sommable sur I}, de somme G et
Ff zGﬂﬁ +--+G,.
k1

Donc S, 4(F) = GYla+ -+ G/la. On déduit du mme théoreme que I3

est (I1,...,1s)-sommable sur (1,7, ..., [;") de somme (Hy, ..., Hy), ot Hy4 =

Gﬂd +++++ G;]a- Donc on bien

,,,,,,,,,,,,



3.2.11 Le corps des séries multisommables.

Soient 0 < ky < -+ < k. et 0 <y < -+ <l tels que {ky,...,k.} C
{li,...,ls}. D’apres le lemme (3.113) on a

et

+
Sll...,ls;d

_ Q+t -
C{X}zkl ,,,,, kr) - Skl ----- krs;d> Sll---vlsﬂi

C{X 3y Icr):Skl ----- krid

On définit 'anneau différentiel (pour la dérivation X dd—X) des séries multi-
sommables :

ClxHs =ImC{X}, o= J CIX}. . <CIxy,

..... )

(kl 7777 k'r)
ou l'union est prise sur tous les indices (ki,...,k,) € U2, R" avec 0 <
ki1 < --- < k,. Pour chaque direction d € S, on définit les homomorphismes

différentiels

Si i C{X}i — T({d}, A
Sy C{X}s —T({d}, A

),
)

On définit le corps des séries multisommables
K = C{X}s[X7"] C CIX]"[X].

Par les propositions (3.97), (3.98) et (3.99) K est un corps différentiel pour

la dérivation X (fl—X, donc il I'est aussi pour la dérivation (fl—X

Proposition 3.114 Pour chaque direction d € S il existe des homomor-
phismes différentiels injectifs :

Stk — T({d},Alz7Y), (3.40)
S;:K — T({d}, Alz7").

tels que
(). Silerxyzs = Sir Salcixizs = Sq-
(ii). SHXH=8;(X"")=z""
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Preuve. Soit Y une variable différentielle sur 'anneau C{ X}, et soit C{ X}, {Y'}
I'anneau des polynomes différentiels sur C{X }{ en la variable différentielle
Y. c’est-a-dire,

CLX Y} = C{X }s[Yn; n e NJ,

avec la dérivation &, ot 0(F) = X% si e C{X )i, et 6(Y,) = Yoo,
n > 0. Soit P = <XY,—1,Y,+Y;> l'idéal différentiel engendré par XY, —1
et Yy + Y1, c’est-a-dire,

P=(6"(XYy—1),0"™ (Yo +Yi);n>0)  C{X}i.

On montre d’abord que 'on a un isomorphisme différentiel

DY o e
¢: <XY,—-1,Y,+Yi> —>C{X}MS[X ]7 (3.41)

tel que ®(F(modP)) = F si F € C{X}i,, et ®(Yy) = X' En effet,
d’apres les propriétés des anneaux de polynomes différentiels, il existe un
homomorphisme différentiel

U C{XH{Y} — C{X X

tel que m‘c{x}&s = Id‘C{X}*MS’ et \I/(YE)) = X_l. Comme \II(XYE] — 1) = \IJ(YE)—F
Y1) =0, 0ona P C KerV. Soit Q € Ker¥. Comme 6™ (Yy+Yy) =Y, + Y41 €
P, il existe un élément g € P tel que

=N

Q:q—FZCLl(X)Ybl, al(X) EC{X};\F/Iy

=0

donc Zﬁzév a;(X)Y{ € Ker¥. On montre par récurrence sur N que si B =
=N h(X)Y] € KerW, alors B € (XY — 1)C{X }#[Yo] € P. En effet, on a

b (X) = brvo + bnasgX YT+ 4 by s X7+ X - en(X),

ot en(X) € C{X }iis; bns/q € C. Alors

N-1 1
B= ST b0V 4 xR + (XY — DV} + 3 by X007
=0 s=0
Comme ¥ (B) =0, on a
q—1 N-1
S b XX = = 3T (X)X 4 ey (X)X,
s=0 1=0
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donc by s/g=0 pour s = 0,...,¢ — 1 car 'ordre en X de b;(X) et cn(X)
est plus grand ou égal a zéro. On applique 'hypothese de récurrence a
Zf\iglbl(X)Ybl + en(X)Y{ L et on obtient que B € P. Donc Ker¥ = P
et on a 'isomorphisme (3.41).

D’apres les propriétés élémentaires des anneaux de polynomes différentiels,
on a l'existence d’homomorphismes différentiels

S§CXRAYY — T({d) L),
Si 1 CXRAYY — T({dhAG).

tels que SI\C{X};[S = ST et ST(Yy) =371, S’d_‘(c{X}K{s =S;,et S;(Yy) =3"L

Comme :”B’(?—(i"l) = —37! l'idéal P = <XY,—1,Y,+ Y;> est contenu dans

KerST et dans KerS; . 1l existe donc des homomorphismes différentiels
S5 C{XN(YY/P — T({d)AE),
Sd_ : C{X};IS{Y}/P - F({d}a A[‘%il])a
tels que ST (H mod P) = S;(H) et S;(H mod P) = S; (H). On définit des
homomorphismes différentiels
Sy K — T({d}, Al "),
S;:K — T({d}, Alz7']),

par 8§ =Sfod et §; =5 0d L.

3.2.12 Multisommabilité des solutions formelles
d’équations différentielles linéaires.

On considere le systeme d’équations différentielles linéaires

(S) % —A(X) Y, A(X) € Matue (C{X} [X7Y).

Soit ¢ € N*, on désigne par S,V, S,V<C, S,V="F S V(11 les sous-faisceaux
de S, A tels que, pour tout point #(mod 2mq) € S,, on ait

P({6(mod2mq)}, S5,V) = {FeT({6},V)|J(F)eC[X"]}
I({6(mod 2rq)}, S,V<°) = {F e T({0}, V=) | J(F) € C[[X"7]}, etc,

ou V est le faisceau des solutions asymptotiques de (S) défini a la page 129.
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Proposition 3.115 Soient ky < --- < k, les niveaux associés au systéme

(S). Soit

A

F=(F,... F) e (C[X])"

une solution du systéme (S). Alors, on a

~

Fi e C[[X]]j(kl/klﬁ l<i<mn,

et
(T B, I () € D(8 Vi /VEH).

Preuve. Soit ¢ € N* tel que /' € (C[[X'9])". Par le théoreme (3.16), il
existe e > 0 tel quesi I C S est un intervalle de longueur plus petite que €, il
existe G € I'(1,V) tel que J(G) = F. Soit {U;}1<j<; un recouvrement de S,
par des intervalles ouvertes de longueur plus petite que . Alors il existe des
fonctions F; € F(Uj,SqV), 1 <j <t avec J(£) = F. Par la proposition
(3.40) on a

F={(F;,Up)h<jzt € (g, V/SV="").

D’apres le théoreme (3.71) on a

Ec F(Scn qu(l/’ﬂ)/Slzvg_k1 )

A

Alors J(F) = F € (C[[X]Ja/m))"s et E= (J ' (F1), ... T, (). '

Théoréme 3.116 Soient 0 < ky < --- < k, les niveaux associés au systeme
(S) Soient Iy O --- D I, des intervalles fermés de S de longueurs respectives

A ,f , et tels que les extrémités de I;, 1 < | < r ne soient pas des lignes

de Stokes de niveau k;. Soit
F=(R,....F) e (C[x))"

une solution du systéme (S). Alors, pouri =1,...,n, la série F} est (k1y. .y k)
sommable sur (I,...,I,) de somme (Fi1,...,F;,), ou F;, € F([T,V) et
Fy el (L, V/Vshe) 1<I<r-1.

Preuve. D’apres la sous-section (3.2.4), il existe des fonctions F, ..., F, telles

que

(i). Pourl=1,...,r —lona F, e I(I,,V/V="h+1) et F eT(I,V).

(i). Pourl=1,....,r—lona I, =F, € D (L1, V/VE"hn),
)-

J(E,) = E.

Iy

(iii
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D’apres la proposition précédente, on a

EO = (Jlgll(pl% ceey J,I;11<Fn)) € F(Sq,Sq‘/(l/kl)/SqVS*kl).

A

Alors Fon —F; € F(Il,SqV/SqVS_kl). Comme J(F,) = F = J(F,), par
la, proposition (3.40) on a

Egn, =F, € T(1;,8,V/S,V="").

Donc F} est (ki, ...,k )-sommable sur (I, ..., I,).

Corollaire 3.117 Si F = (Fy,...,F,) € (CIX]*)" est une solution du
systéme (S), alors les séries EF,, 1<i<n, sont (k1, ..., k.)-sommables, et
pour toute direction d € S,

A

(ST(FY),....S5(F)) et (S;(F),.... S5 (F))

sont des solutions du systéme (S).

~

Corollaire 3.118 Soit I = (Fy,...,F,) € (CIXIPF[X )" une solution du
systeme (S). Alors

~

Fek",

et pour toute direction d € 5’,

(S5 (Fy),....S5(F) et (S;(F),....S7(F))
sont des solutions du systéme (S).

Preuve. Soit [ € N tel que F = X '@ avec G € (C[[X]]*)". G est une solution
du systeme
dZ

(S1) gyc:UX‘lld+fMX»~Z,

donc G € K", et F € K". Comme S1(Q) et 85 (G) satisfont le systéme (S1),
alors 271 - 81(GQ) = ST(X'GQ) = S5 (F) et S;(F) satisfont le systéme (S) »
Ainsi le corps K et la famille d’homomorphismes différentiels S et S,

d € S, satisfont le théoreme (3.9) ce qui prouve I'existence d'un corps satis-
faisant les axiomes de sommabilité (voir I’énoncé dans la page 120).
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Chapitre 4

Générateurs topologiques du
groupe de Galois différentiel.

4.1 Les multiplicateurs de Stokes.

4.1.1 Le corps K%,

Soit S(Dg, K) le sous ensemble de K formé par les séries de Laurent

~

formelles F' qui sont solution d’un opérateur non nul P € Dg. On désigne
par K% Je plus petit sous-corps différentiel de K qui contient K et S(Dg, K).

Remarque 4.1 (i). Soit Y € Mat,,(K) tel que g—; = A-Y avec A €
Mat,, ,(K). Par le lemme du vecteur cyclique il existe une matrice P €
GL,(K) et un opérateur différentiel linéaire D sur K tel que

YZP‘(f?f’?""f(n_l)>t’

ot D(f) = 0. Donc Y € Mat,,y (K9f).
(ii). Le corps K4ff est contenue dans le corps K des séries multisommables
en vertu du corollaire 3.117.

Lemme 4.2 Soit F = H(X) - Z" - e?® une matrice fondamentale sous la
forme d’Hukuhara—Turrittin précisée (voir définition 2.101) pour le systéme
d’équations différentielles g—}; =A-Y avec A € Mat,, ,,(K). Alors

H(X) € Mat, (K%, et F e Mat,,, (K%

(Selon la notation du chapitre II, on a que K4t — lim KW X LegX, e>,

«@,q
oty K9« X LgX,ev> est le corps de fractions K9 @ , K<z* Lgz, %> ).
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Preuve. D’apres la preuve du lemme 2.107 on a

d

(@ e¥) = Ag -2t 0, avee Ay € Maty,, (K).

Alors la matrice H satisfait le systeme d’équations différentielles linéaires a

n? indéterminées g—g = AH — HA,. D’apres la remarque précédente on a

H € GL, (K%, Donc F € GL, (K%f). I

Corollaire 4.3 Soit (A) un systeme d’équations différentielles linéaires sur
K. Soit K(A) la seule extension de Picard—Vessiot associée a (A) contenue
dans K. Alors K(A) C KT,

Preuve. D’apres le théoreme 2.97, il existe une extension de Picard—Vessiot
K(A) associée & (A) et contenue dans K. D’aprés le théoréme 2.88, le corps
de constantes de K est C = Const(K), donc K(A) est Punique extension de
Picard—Vessiot associée a (A) contenue dans K. D’aprés le lemme 2.102,

il existe une matrice fondamentale F = H#Fe?® de (A) sous la forme
d’Hukuhara—Turrittin précisée. D’apres le lemme précédent F' € GL,(K d‘ff),
donc K(A) = K(F) C K4, I

Lemme 4.4 Soit ¢ € K3 Alors il existe F,...F € S(DK,K), a =
{ag,...,an} CC, et q={q1,...,qnw} C E tels que

Ee K<Fy, ... E,7%, .. . 5% e, . .. e Legi>C K3

En outre il existe un systeme (A) d’équations différentielles linéaires sur K
tel que £ € K(A), ou K(A) est la seule extension de Picard—Vessiot associée
a (A) contenue dans K.

Preuve. Le corps K9 est la réunion des corps K9f<z® Lg#, e9>, donc il
existe « C C et q C E tels que ¢ € KW<3® Lg7,e>. 1l existe v € N
tel que ¢ C E,. On peut supposer que a; = 1/v, alors K4 <3® Lg7, 9> =
KI5 Lai, e9). I suffit de montrer que sin € K4 alors il existe F}, ..., F} €
S(DK,K) tels que n € K<F},...,Fl>; ceci est évident car K4 est la

réunion des corps K<F},..., F;>. On a ainsi montré la premiere partie du
lemme. Pour montrer la seconde, on peut supposer que q est stable par la
monodromie. On pose @ = diag|q, . .., ¢n]- Il existe une matrice de permu-

tations M € GLpy(C) tel que m(Q) = M~'QM. Soit L € Mat,, i (C) tel
que e>™L = M. Alors (M, Q) est un couple formel. D’aprés le lemme 2.107,
il existe un systeme d’équations différentielles linéaires g—}; = BY, avec
B € Mat,(K), dont #%¢?@) est une matrice fondamentale. Pour tout 1 <

j < I, on considére une matrice A; € Mat,,, n, (K) tel que le vecteur
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(Fj,ﬁj, .. .,Fj(mj_l))t soit une solution du systeme g—}; = A;Y. Soit A la

matrice diagonale par blocs :

. L - (0 1
A = diag B,g,Al,...,Al,al/w,...,am/x, ( 0 —1/ )]

Soit A le systeme 3—)}; = AY, alors

Ee K<EFy, ... F,7% e Lgi> C K(A) C K4

4.1.1.1 Les multiplicateurs de Stokes.

Soit d € S , on considere les homomorphismes différentiels injectifs
S;‘Kdiﬂ P KT — Mvd = F({d}’ﬂ)> S;‘Kdiff KT — //\/lvd = F({d}v]\/lv)

Lemme 4.5 On a que Sd‘ Kdif = M O SdHﬂ‘Kdm, ot on désigne par ou bien
+ ou bien —, et ou m et l'automorphisme de monodromie.

Preuve. Soit € € KU, 1 existe Fi,..., F} appartenant a S(Dg, K) tels que
e K<F,...,F;> C K. Car S, et m sont des homomorphisme de corps
différenticls, il suffit de montrer que S,(F) = mo 8y ,.(F)si F' € S(Dg, K).
Ceci est une conséquence de la remarque 3.103.

Proposition 4.6 On considere le corps K = lim K<z, i@ Lgi> C /Woo.
a7q

Soit d € S. On désigne par I Uinclusion Mo, C My. L'anneau K4 K

est un anneau intégre et différentiel. On considére les homomorphismes d’an-

neauz différentiels

SJ:KdiH®KK—>Md, SJ:KdiH®KK—>Md

définis par ST = S}‘ gan®ld f¢ et S, = S;‘ gan®lq fe - Alors les homomor-
phismes S; et S; sont injectifs.

« « 7

Preuve. On ne détaille que le cas “+7, le cas “—” étant analogue. D’apres
le corollaire 2.57, anneau K3 = K4 K est un corps. On considere

I’homomorphisme différentiel 1;:{ C KA ./Wd, ol z/_Jj = SZ{‘ rar®@ld K.
L’opérateur 17 est injectif, car K3 est un corps. En particulier, ¢} (Kdf)
est un sous corps différentiel de ﬂd qui contient K.

Soit v = {a, ..., a,} C C. On considere les extensions différentielles

K4 ¢ gdfoxo  xom TeX>C K,

s S i - N vl
K3F 5 (A0 <L o Lgi> € Mo
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Ces extensions sont de Picard—Vessiot associées au mme systeme d’équations
différentielles sur Ko : y; = Sy, 1 <0 <m, et 2" + %z’ = 0. D’apres le
théoreme d’unicité des extensions de Picard—Vessiot (théoreme 1.25), il existe
un isomorphisme différentiel

¢: K< X X LgX> — oF (K3 <z 5% Lgi>,

tel que f gair = ¥F. On considere le Z-module Fy(a) = Zay + -+ + Zay, C
C/Q. Soient By, ..., 3, une Z-base de Fy(a). On a

Kdfexe X LgX> = KIf<xh X0 LgX>,
Y (K3 <gor 3o Lei> = o (K3H<zh 3% Loga>.

La fonction ¢(X%) satisfait I'équation y; = %yj, et la fonction ¢(LgX)
satisfait I'équation z” + 22’ = 0. Puisque C = Const(K) = Const(/qd), il
existe ¢y, ..., ¢, € C* et ¢ € C tels que ¢(X%) = ¢;i%, et p(LgX) = LgZ +c.
D’apres le théoreme 2.68 il existe 0 € Galan (KET< X . X LgX>)
tel que o(X%) =L X% 1< j<m,eto(LgX)=LgX — c. L’isomorphisme
différentiel '

poo: KIax™ . X LgX> — o (K3 <z .. 5% Lgi>,

est tel que ¢oo| gan = UF, oo (XPi) =3P 1< j<metgoo(LgX) = Lg7.
Donc 'homomorphisme S§®I, restreint & K" @ , K, <% Lgi> co'mcide
avec l'isomorphisme ¢ o o. Alors (S}@Id)‘ ki@ K, est injectif, doniﬂ
s'étend au corps de fractions KEF = QK1 ® , K);soit ] : K& — M,
cette extension.

Soit g = {q1,...,qm} C E. On considere les extensions de Picard—Vessiot

KT RAT_jgn | joems C K
e YT . —~
K%lff $ w;(K%lff)<€q17 o ’€Qm> g Md;

associées au systeme d’équations différentiels linéaires y; = d_(i] -y, 1 <9 <
m. Par le théoreme d’unicité il existe un isomorphisme différentiel

(5 . K%iff<1®eth’ o 1leelm> — w;(K%iff><etI17 o 76(1m>’

tel que Q_ﬁ‘Kdifr = 7. Soit {p1,...,pr} une Z-base de E(q) = Zq1 + - - -+ ZLgm.
Alors

K3 lge®, . . lgetm> = K@< lge?, ... loel >,
YI(KEM e etn> = pf (KET)<ePt | ePr>.
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On a QE(%) = % car g2 € Ko et w;l‘_‘Koo = I Alors ¢(lee%) sa-

%yj. Il existe donc ¢p,...,¢, € C*
T.

tisfait I’équation différentielle y; =

tels que ¢(lwe®) = cjet, 1 < j < r. D’apres le théoreme 2.89, il existe

o€ Gach;iff(K‘}’ﬁ?<eq>), tel que o(lwePi) = cljl®epﬂ', 1 <7 < r. Alors

’homomorphisme S} ®1, restreint & K ?;iﬂ:<eq> co’incide avec I'isomorphisme
7 + . . . +

o o ¢. Donc (S ®Id)‘K(;iff<eq> est injectif. Alors S| gan®l4 g est un ho-

momorphisme différentiel injectif. 1

Définition 4.7 Soit K% le corps de fractions de l'anneau Kifg K.
Soient

82_ K9t Mvd,
SJ . Kdiﬂ‘ — -//\\/l/dy

les extensions des homomorphismes injectifs S(ﬂ ran®ly g et S;‘Kdiﬁ”@]d‘K.

Proposition 4.8 Soit (A) un systéme d’équations différentielles linéaires
sur K. soit d € S. Soit K(A) Uextension de Picard—Vessiot associée a (A)
et contenue dans K4, Alors

Si (K(A)) =85 (K(A)):

On a ' .
SJ(Kdlﬁ‘) — SJ (Kdlﬁ').

Preuve. Les homomorphismes différentiels S et S laissent fixes les éléments
de K, alors S§ (K (A)) et S; (K(A)) sont deux extensions de Picard-Vessiot
associées a (A) et contenues dans le corps M,. Le corps de constantes de
/\A/Td est C, alors il y a une seule extension de Picard—Vessiot associée a (A)
est contenue dans Mvd. La seconde partie est une conséquence de la premiere
partie et du lemme 4.4. 1

Définition 4.9 (Les opérateurs de Stokes) Soit d € S une direction sur
la surface de Riemann du logarithme. On définit I'opérateur de Stokes associé
a la direction d € S (et on le désigne par St,) comme la composition des
1somorphismes différentiels :

()~

e ST . . 1 .
Std . Kdlﬁ' _d> S; (Kdlff) — SJ (Kdlff> AN Kdlff.

L opérateur Sty est un automorphisme différentiel qui laisse fixes les éléments
de K, donc Sty € Galg(KYT). Soit (A) un systeme d’équations différentie-
lles linéaires sur K, et K(A) l'extension de Picard—Vessiot associée a (A)
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contenue dans K. Alors Stq(K(A)) = K(A) car le corps de constantes
de KM st C. On désigne par Sty(A) Uautomorphisme

Std‘ K(A) € GalK(K(A) )

4.2 Le théoreme de densité.
On considere la représentation du groupe fondamental sauvage formel :
fir : Te 1 (70) — Galg(K),
ot fiy(x,4y) = Tk
x(q)e.

avec 7 € Gal g (K) et pour tout ¢ € E on a 7(e¥) =
F

Théoréme 4.10 (J.P. Ramis) Soit (A) un systéme d’équations différen-
tielles linéaires sur le corps différentiel K de germes de fonctions méromorphes
a lorigine de C. Soit K(A) la seule extension de Picard—Vessiot associée a
(A) contenue dans le corps K. Soit G = Galg (K (A)) le groupe algébrique
des automorphismes différentiels de K(A) qui laissent fizes les éléments de
K. Soit H le sous groupe de G engendré par ['automorphisme de mono-
dromie formelle m\K(A), par le tore exponentiel (i.e. par les automorphismes
/lf(x)‘K(A), avec x € T.) et par les opérateurs de Stokes St, associées a

toute direction d € S. Alors H est Zariski dense dans G.

Preuve. D’apres la proposition 1.43 et la correspondance de Galois il suffit
de montrer que

K={{eK(A)|o(§) =¢, VoeH}.

Soit £ € K(A) tel que m(§) = £ et 7(§) = € pour tout 7 € fiy(T.). Par
le théoreme 2.96 on a que & € K4 C K. Par la remarque 4.1 on a &
est une série formelle multisommable. Donc il existe (k1, ..., k) tel que £ et
(k1,. .., k;)-sommable. On a que St;(£) = £ pour toute direction d € S, alors
ST (€) = S, (d) pour toute direction d. Par la proposition 3.110 'ensemble de
directions (ky, . .., k,)-singulieres de £ est vide. Par le corollaire 3.107, £ € K.
'
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