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L3 Fonctions Holomorphes

TD 3. Intégrales curvilignes, formule de Green-Riemann

Exercice 1. Calculer l’intégrale de(sinz)2 le long du cheminγ(t) = t + it2, t ∈ [0,1].

Exercice 2.Calculer les intégrales curvilignes dez le long des courbes suivantes:{|z|= 1,ℜz≥
0}, {|z| = 1,ℜz ≤ 0}, {|z| ≤ 1,ℜz = 0}.

Exercice 3. Calculer les intégrales curvilignes dez− 1
z le long des trois courbes joignant les

points 1− i et 1+ i en ligne droite ou au long du cercle centré en 0. Comparer les résultats et
donner une explication.

Exercice 4. Calculer les intégrales curvilignes de1
z2+1

le long des deux courbes joignant les
points 2 et 2i en ligne droite ou allant de 2 à−1 et puis de−1 à 2i. Comparer les résultats et
donner une explication.

Exercice 5. Calculer l’intégrale de 1/(1+ z4) sur l’ellipse d’équationx2− xy+ y2 + x+ y = 0.

Exercice 6. Calculer
R

γ(z−a)n dz pour toutn ∈ Z, oùγ(t) = a+exp(it) et t ∈ [0, π
2].

Exercice 7. Calculer l’intégrale
R

γ
z+1

z dz, dans chacun des cas suivants:

(1) γ est le bord du carré de centre 0 dont un sommet est le point(1,1).
(2) γ est la courbe d’équationx2 + y2−4x+3 = 0.

Exercice 8.Soienta,b∈R+\{0}. On poseγ(t)= acos(t)+ ibsin(t) pourt ∈ [0,2π]. Calculer :

I =
Z

γ

dz
z

et J =
Z 2π

0

dt

a2cos2(t)+b2sin2(t)
.

Exercice 9. Soient f une fonction holomorphe dans un ouvert qui contientB(0,R) et a,b ∈
B(0,R). Évaluer

Z

C(0,R)

f (z)
(z−a)(z−b)

dz.

En déduire le théorème de Liouville : toute fonction holomorphe et bornée surC est constante.

Exercice 10. Montrer qu’il n’existe pas de fonctionf , holomorphe dansC \ {0} telle que
f ′(z) = 1

z .

Exercice 11. SoientV = {x + iy ; x,y ∈ R+} et f : V → C une application continue. Pour
0≤ t ≤ π

2 et r > 0, on poseγr(t) = reit , M(r) = supγr
| f |.

(1) Établir, pour 0≤ t ≤ π
2: 2t/π ≤ sint.

(2) On suppose queM(r) tend vers 0 quandr tend vers+∞. Montrer que
R

γr
f (z)eiz dz tend

vers 0 quandr tend vers+∞.



Exercice 12. Calculer l’intégrale
R

γ zdz, où γ est le chemin joignant le point(1,1) au point

(2,4) le long de la parabole d’équationy = x2.

Exercice 13.SoientI = [0,1], γ : I → C de classeC1 et f : γ∗ → C une application continue. Si
t ∈ I, on poseχ(t) = γ(t).

(1) Établir:
Z

γ
f (z)dz =

Z

χ
f (z)dz.

(2) On suppose queγ(t) = e2iπt . Montrer que:
Z

γ
f (z)dz = −

Z

γ
f (z)

dz
z2 .

Exercice 14.En intégrantez le long d’une courbe convenable du plan complexe, montrer que
l’on a, poura et b réels, l’inégalité suivante:

|ebz − eaz| ≤ |b−a||z|exmax(a,b),

lorsquex = ℜz est supposé positif. Qu’obtient-on six est négatif?

Exercice 15.Calculer

lim
R→∞

Z

Γ+

e−z

z2 dz et lim
R→∞

Z

Γ+

e−z

z
dz

où Γ+ est le demi-cercle de centre 0 et rayonR situé dans la régionℜz ≥ 0.

Exercice 16.On noteAB le demi-cercle de paramétrisation :x = cosθ, y = sinθ (0≤ θ ≤ π).
Calculer l’intégrale curviligne

Z

AB
(x− y)dx+(x+ y)dy.

Vérifier la formule de Green-Riemann en complétant le demi-cercle avec le diamètreBA.

Exercice 17.On donne, surR2\{(0,0)}, le champ de vecteur(P,Q) où

P(x,y) = −
y
r2 et Q(x,y) =

x
r2 (r =

√

x2 + y2).

(1) Calculer, pour tout cercleC centré à l’origine, l’intégrale curviligne
Z

C
Pdx+Qdy.

(2) Vérifier que∂Q
∂x = ∂P

∂y . Pourquoi la formule de Green-Riemann est-elle mise en défaut ?

(3) Déterminer une fonctionf définie surR2 privé de la demi-droite(x≤ 0,y = 0), à valeurs
réelles et telle que(P,Q) = grad( f ).

Exercice 18. Déterminer à l’aide de la formule de Green-Riemann l’aire dela partie du plan
comprise entre les deux boucles de la courbe (appelée limaçon de Pascal) d’équation polaire
r = 2cosθ−1 (|θ| ≤ π).


