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MATH 3 — ALGEBRE LINEAIRE

TD4. Applications linéaires et matrices

Exercice1: DansR3 muni de sa base canonigee on considere les vecteuvs = e + €,V =
260+ ez etvy=e; + 3en.
(1) Montrer que{vy, Vo, v3} = B est une base de>.
(2) Donner la matrice de passagele la base a la bases et calculer son inverse1.

-1 1 -2
On suppose quA= | —3 3 —2 | estla matrice dans la baged’un endomorphismé
0 0 2

deRRS.
(3) Déterminerf (vq), f(v2) et f(v3).
(4) Donner une base déer f.
(5) Calculer le rang dé et donner une base dinf.
(6) Calculer la matrice dé dans la base.
Exercice 2 : DansR3 muni de sa base canonigae on considére le plaH d’équationx+y+z=0
et la droiteD engendrée par + €. Posons/;, = e+ e,Vo =€ — e etvz =e; — 3
(1) Montrer que{vy, Vo, v3} = B est une base de>.
(2) Donner la matrice de passagele la base a la bases et calculer son inverse 1.

(3) Considérer la projectionisur le planH de directionD. Donner la matrice dadans la base
B, puis dans la base.

Soient, de plusH’ le plan engendré pas etvs et D’ la droite vectorielle engendrée par.
Soit 1t la projection suH’ de directionD’.

(4) Calculertt(ey) et (v1).

(5) Donner la matrice de’ et def = 1’ o tdans la base.

(6) Donner le rang dé et détermineKer f, Imf.

(7) Trouver deux sous-espaces vectorilst L de R3 tels quef soit la projection suK de
directionL.

Exercice3: Soitu I'application linéaire d&R* dansR? dont la matrice dans leurs bases canoniques,
respectivemente;, ey, e3) et(fy, f2), est:

2 -1 1
A:(3 2 —3)
On pose

1 1
€=e+6, &=e+e &=+, f{= §(f1+fz), fy= é(fl— f2)



(1) Montrer que(€}, €, €) est une base de? et que(f;, f5) est une base de?.
(2) Quelle est la matrice dedans ces nouvelles bases?
Exercice4: SoitE = R3[X]. On définitf I'application deE dansE par :
f(P)=P+(1-X)P
(1) Montrer quef est un endomorphisme deet donner sa matrice dans la base canonique de
E.
(2) Donner une base denf et deKer f.

(3) Montrer qud mf etKer f sont deux sous-espaces vectoriels supplémentairgs de

Exercice5: Soit f un endomorphisme d’un espace vectoEeale dimensiom vérifiant f% = I dg.
(1) Soitx € E, montrer que le vecteuyg = f(x) + X (resp. xo = x— f(X)) vérifie f(x1) = X1
(resp.f(x2) = —x2).

(2) Montrer queE = Ker (f —Idg) @ Ker(f +1dg).
(3) En déduire I'existence d’un entisk [0,n| et d’'une base dE dans laquelle la matrice de

s'écrit :
(s 0
A=(6 i)

Exercice 6: On considére I'endomorphisnuede R3 dont la matrice dans sa base canonique est :

1 1 2 -2
Mzé 2 1 2
-2 2 1

(1) CalculerM? et en déduire que est un automorphisme tel que! = u.

(2) Montrer que I'ensemble des vecteurs invariantsyoest un sous-espaéedont on donnera
la dimension et une base.

(3) Calculeru(e; — ex +€3).
(4) Montrer qu'il existe une base @& dans laquelle la matrice deest :

10 O
M=|01 0
0 0 -1

Exercice 7: On considére 'endomorphismede R* dansR? dont la matrice dans les bases canon-
iques est :

(1) Quel est le noyau de?
(2) Calculer le rang de la matridé. L'applicationu est-elle surjective?

Exercice8: SoientE, F, G trois espaces vectoriels de dimension firfie; £ (E,F) etge £ (F,G).
(1) Montrer qudm(go f) C Im(g) et queKer f C Ker(go f).
(2) En déduire queang(go f) < min(rang(f),rang(g)).



