
UNIVERSITÉ PAUL SABATIER – 1ÈRE ANNÉE L ICENCE 2011–2012
MATH 3 – ALGÈBRE LINÉAIRE

TD4. Applications linéaires et matrices

Exercice 1 : DansR
3 muni de sa base canoniqueE , on considère les vecteursv1 = e1 + e2,v2 =

2e2+ e3 et v3 = e1 +3e2.

(1) Montrer que{v1,v2,v3} = B est une base deR3.

(2) Donner la matrice de passageP de la baseE à la baseB et calculer son inverseP−1.

On suppose queA =





−1 1 −2
−3 3 −2
0 0 2



 est la matrice dans la baseE d’un endomorphismef

deR
3.

(3) Déterminerf (v1), f (v2) et f (v3).

(4) Donner une base deKer f .

(5) Calculer le rang def et donner une base deIm f .

(6) Calculer la matrice def dans la baseB .

Exercice 2 : DansR
3 muni de sa base canoniqueE , on considère le planH d’équationx+y+ z = 0

et la droiteD engendrée pare1 + e2. Posonsv1 = e1 + e2,v2 = e1− e2 et v3 = e1− e3

(1) Montrer que{v1,v2,v3} = B est une base deR3.

(2) Donner la matrice de passageP de la baseE à la baseB et calculer son inverseP−1.

(3) Considérer la projectionπ sur le planH de directionD. Donner la matrice deπ dans la base
B , puis dans la baseE .

Soient, de plus,H ′ le plan engendré pare2 et v3 et D′ la droite vectorielle engendrée parv2.
Soit π′ la projection surH ′ de directionD′.

(4) Calculerπ′(e1) etπ′(v1).

(5) Donner la matrice deπ′ et de f = π′ ◦π dans la baseB .

(6) Donner le rang def et déterminerKer f , Im f .

(7) Trouver deux sous-espaces vectorielsK et L de R
3 tels que f soit la projection surK de

directionL.

Exercice 3 : Soit u l’application linéaire deR3 dansR2 dont la matrice dans leurs bases canoniques,
respectivement(e1,e2,e3) et ( f1, f2), est :

A =

(

2 −1 1
3 2 −3

)

On pose

e′1 = e2 + e3, e′2 = e1+ e3, e′3 = e1 + e2, f ′1 =
1
2
( f1+ f2), f ′2 =

1
2
( f1− f2)



(1) Montrer que(e′1,e
′
2,e

′
3) est une base deR3 et que( f ′1, f ′2) est une base deR2.

(2) Quelle est la matrice deu dans ces nouvelles bases?

Exercice 4 : Soit E = R
3[X ]. On définit f l’application deE dansE par :

f (P) = P+(1−X)P′

(1) Montrer quef est un endomorphisme deE et donner sa matrice dans la base canonique de
E.

(2) Donner une base deIm f et deKer f .

(3) Montrer queIm f et Ker f sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires deE.

Exercice 5 : Soit f un endomorphisme d’un espace vectorielE de dimensionn vérifiant f 2 = IdE .

(1) Soit x ∈ E, montrer que le vecteurx1 = f (x)+ x (resp. x2 = x− f (x)) vérifie f (x1) = x1

(resp. f (x2) = −x2).

(2) Montrer queE = Ker( f − IdE)⊕Ker( f + IdE).

(3) En déduire l’existence d’un entiers ∈ [0,n] et d’une base deE dans laquelle la matrice def
s’écrit :

A =

(

Is 0
0 −In−s

)

Exercice 6 : On considère l’endomorphismeu deR
3 dont la matrice dans sa base canonique est :

M =
1
3





1 2 −2
2 1 2
−2 2 1





(1) CalculerM2 et en déduire queu est un automorphisme tel queu−1 = u.

(2) Montrer que l’ensemble des vecteurs invariants paru est un sous-espaceP dont on donnera
la dimension et une base.

(3) Calculeru(e1− e2 + e3).

(4) Montrer qu’il existe une base deR3 dans laquelle la matrice deu est :

M′ =





1 0 0
0 1 0
0 0 −1





Exercice 7 : On considère l’endomorphismeu deR
4 dansR3 dont la matrice dans les bases canon-

iques est :

M =





1 0 0 0
0 1 1 0
0 0 0 1





(1) Quel est le noyau deu?

(2) Calculer le rang de la matriceM. L’applicationu est-elle surjective?

Exercice 8 : SoientE,F,G trois espaces vectoriels de dimension finie,f ∈ L (E,F) et g ∈ L (F,G).

(1) Montrer queIm(g◦ f )⊂ Im(g) et queKer f ⊂ Ker(g◦ f ).

(2) En déduire querang(g◦ f )≤ min(rang( f ),rang(g)).


