Chapitre 3 : Cardinaux, factorielles et coefficients binomiaux.

1. CARDINAUX.

L’ensemble des nombres entiers naturels 0, 1,2, ... possede deux as-
pects primordiaux. Le premier est la structure ordinale c¢’est a dire celle
qui est associée a 'ordre : lorsqu’un enfant apprend a compter c’est
cet aspect qui est mis en avant : “un, deux, trois nous irons au bois”,
ou bien : premier étage, deuxieme étage, troisieme étage ... Le second
aspect est la structure cardinale, c’est I'aspect "nombre” et calcul que
nous allons étudier ici.

Definition 1. On dit que deux ensembles E et F' ont le méme cardinal
s’il existe une bijection f : E — F. On note alors Card E ou bien #E
ce cardinal.

Notons que cette définition s’applique a des ensembles qui ne sont
pas nécessairement finis c’est pourquoi on préfere parler de ”cardi-
nal” d’un ensemble plutot que de "nombre d’élément”. Il y a des car-
dinaux finis et des cardinaux infinis mais dans ce chapitre nous ne nous
intéresserons qu’aux premiers et plus particulierement au cardinal de
P(E) T'ensemble des parties de E, au cardinal de Py(E) 'ensemble
des parties de E qui contiennent k éléments et au cardinal de S(E) le
groupe des bijections de F.

Comme premiers exemples notons 0 = Card () et 1 = Card {a}
le cardinal de tout singleton : lapplication f : {a} — {b} définie
par f(a) = b est I'unique application entre ces deux singletons et elle
est bijective ! C’est pourquoi tous les singletons ont le méme nombre
d’éléments : 1.

L’addition des cardinaux est définie de la facon suivante :

Definition 2. Si E et F' sont deur ensembles disjoints, c¢’est a dire si
ENF =0, alors Card (EUF) =Card E + Card F.

Par exemple si a # b les singletons {a} et {b} sont disjoints : {a} N
{b} = 0 ce qui prouve que

Card {a,b} = Card {a} U{b} = Card {a} + Card {b} =1+1=2.

2. CARDINAUX D’ENSEMBLES DE PARTIES.

Théoreme 1. Si E est un ensemble qui posséde n éléments alors,
Uensemble P(E) des parties de E contient 2" éléments.

Preuve. La démonstration se fait par récurrence sur n = Card FE.
Pour n =0, E = () et P(E) = {0} est un singleton donc Card P(E) =
1 = 2°. Supposons la proposition vraie pour n et considérons un ensem-
ble F' = EU{a} avec Card E = neta ¢ E de sorte que Card F' = n+1.
Une partie de F' est soit une partie de E soit la réunion de {a} et d’une
partie de E et les deux possibilités s’excluent mutuellement : en termes
plus ensemblistes

P(F)=PFE)U{AU{a}: A€ P(E)}

et
PEYN{AU{a}: AeP(E)} =0.
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Comme "application
AeP(E)— AU{a} € {AU{a} : AcP(E)}

est bijective (ceci parce que a ¢ F) on en déduit que ces deux ensembles
ont 2" éléments et donc que

CardP(F) = Card P(E)+Card{AU{a} : A € P(E)} = 2"+2" = 2",
U

Definition 3. Soit E un ensemble et soit n = Card E. Pour tout
entier k > 0 on note Px(E) 'ensemble des parties de E qui possédent
k éléments et l’on note (Z) = Card Pr(E). Ces cardinauz sont appelés
coefficients binomiaux.

Notons que cette définition n’est pas tout a fait correcte puisqu’elle
suppose que Card Pi(E) ne dépend pas de E mais uniquement de k
et de Clard E. Ce point sera rendu plus clair plus tard. Une autre

notation tres classique est
& n
ch = (k>

Nous préférons celle-ci a celle-la parce qu’elle comprise par tous les
mathématiciens du monde, la notation C*, due & Pascal, étant plutot
en usage dans les lycées et colleges francais.

Ces coeflicients sont ceux qui apparaissent dans le binome de Newton

(z+y)" =

n xn+ n xn—l + n l,n—2 2+ + n l,n—1+ n n
0 1 Y72 YT\ n)?

mais aussi dans le triangle de Pascal

k=0 k=1 k=2 k=3 k=4 k=5

n=>0 1 0 0 0 0 0
n = 1 1 0 0 0 0
n =2 1 2 1 0 0 0
n=3 1 3 3 1 0 0
n=4 1 4 6 4 1 0
n=>5 1 d 10 10 5 1

Ce triangle était déja connu des mathématiciens chinois et arabes au
XIII¢ siecle. Les premieres propriétés que nous établissons sont des
conséquences immédiates de la définition :

Théoreme 2. Quels que soient les entiersn et k>0 on a :
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Preuve. Les trois premieres propriétés sont évidentes : la premiere
parce qu’il n’y a dans tout ensemble £ qu'une seule partie a 0 éléments
: 0, la seconde parce qu’il n’y a dans E qu’une seule partie & n éléments
. E, et la troisieme parcequ’il n’existe pas de parties a k > n éléments
dans un ensemble a n éléments.

La quatrieme propriété résulte de I'union

P(E)=Po(E)UP(E)U...UP,(F)

et du fait que Pr(E)NP(E) = 0 si k # I. Le cardinal de P(E) est donc
la somme des cardinaux des Pg(F) pour kK = 0,...,n ce qui donne la
formule.

Pour prouver la cinquieme propriété il suffit de remarquer que le
passage au complémentaire est une bijection entre Pr(FE) et P,_r(FE).
Ces deux ensembles ont donc méme cardinal.

La derniere formule, qui justifie le calcul des coefficiets binomiaux
via le triangle de Pascal ci-dessus, se prouve de la facon suivante. Con-
sidérons un ensemble F' = EU{a} avec Card E =n et a ¢ E de sorte
que Card F'=n + 1. Une partie de F' qui contient k + 1 éléments est
soit une partie de £ qui contient k + 1 éléments soit la réunion de {a}
et d'une partie de E qui contient £+ 1 éléments et les deux possibilités
s’excluent mutuellement : en termes plus ensemblistes

Pri1(F) =P (E)U{AU{a} : A€ P(E)}
et
Pr(BE)U{AU{a}: A€ Pr(E)} =0.
On passe alors aux cardinaux en remarquant que { AU{a} : A € Pr(E)}
et Py(E) ont le méme cardinal (}) puisque

A€ePr(E)— AU{a} € {AU{a}: A€ Pr(E)}
est une application bijective. U

Exercice 1. Les nombres de Fibonacci sont définis par Fy =0, F} =1
et Flio0 = F,1 + F, pour tout n > 0. Montrer que, pour tout n > 0,

Foo= (M) ("D e (") (O
Le second résultat important est la formule du binome de Newton
que nous avons déja annonceée :
Théoreme 3. Pour tout x et y € R

(z+y)" = z": (Z) " Ryk

k=0

Preuve. Par récurrence sur n. Le cas n = 0 est immédiat de méme
quen=1. On a

(z+y)"™ = (z+y)"(z+y) = ,:0 (k) n—k+1 kJFZ( ) neky il

SOEEE NS

k=0



n+1 - n n n+l—k_ k n+1l
e (1) ()
k=1
n+1
1
Z (nz )$"+1_kyk

k=0

par la formule de récurrence. Il
Cette formule est vraie dans tout anneau commutatif et unitaire

(nombres complexes par exemple). Par contre elle est fausse sans hy-

pothese de commutativité pour la multiplication comme c’est le cas

pour les matrices carrées. Les conséquences de cette formule sont nom-
breuses. En voici trois laissées a titre d’exercice

Exercice 2.
(1) 2 =300 (3)-
(2) 0="221_(=1)*()-

(3) n2"=t =37 k(}). Indication : dériver I'expression (1 + z)™.



