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Exercices de TD
1 Tribus, fonctions mesurables

Exercice 1.Soit E une partie d’'un ensemble 2. Déterminer la tribu sur {2 engendrée par les parties de F.

Exercice 2.Pour un ensemble B C R? on note B := {x € R; (x,0) € B} la section horizontale de B passant
par l'origine vue comme un sous-ensemble de R. Montrer que si B € B(R?) alors BY € B(R).

Indication: on pourra montrer que {B € B(R?); B° € B(R)} est une tribu sur R? qui contient les
ouverts.

Exercice 3.Montrer en détail que B(R?) = B(R) ® B(R).

Exercice 4.Soit (X,,),en une suite de variables aléatoires définies sur (€2,.4) et a valeurs dans (R, B(R)).

1. Montrer que ’ensemble {w SEOR (Xn (w)) Converge} est mesurable.

neN

2. Montrer que X : Q — R définie par X (w) = lim,, X,,(w) si la limite existe et 0 sinon, est une variable
aléatoire.

Exercice 5.50it f : R? — R définie par f(z,y) = 2% + y?. On munit Pespace d’arrivée de la tribu B(R).
1. Décrire la tribu o(f) engendrée par f.

2. Montrer qu’elle coincide avec 1’ensemble des parties boréliennes de R? qui sont invariantes par les
rotations (linéaires).

Exercice 6.Pour i = 1 ou 2 on considére un espace mesurable (£2;,.4;). On considere les applications
projections 71 : 1 X Qo — Qy et w1 Q1 X Qo — Qy définies par 71 (1, 22) = 21 et mo (21, x2) = x2. Montrer
que

A1 @ Ay = o(my,m2).

Exercice 7.0n définit pour 1 < k <n, Sg := X1 + - -+ + X;. Démontrer que

O'(Xl,...,Xn) ZO'(Sl,...,Sn).

Exercice 8.Soit T une variable aléatoire & valeurs dans N. Montrer que la suite de tribus ((o(min(T, n)))
est croissante.

neN

Exercice 9.50it ¢ une application mesurable de (E, B) dans lui-méme. Soit f: Q — (E, B).
1. Montrer que o(p o f) C a(f).

2. Montrer que s'il existe une application ¢ de (F,B) dans lui-méme, mesurable et telle que pour tout
xz € Im(f), ¥(p(z)) = z alors
o(po f)=o(f)

Indication: Yo po f = f.



3. On suppose que (E,B) = (R, B(R)), montrer que o(f + 1) = o(f3) = o(arctan f) = o(f).

4. On suppose que (E,B) = (R,B(R)) et que 'image de f est incluse dans [0,a] pour un a > 0. Pour
quelles valeurs de a peut-on conclure que o(f) = o(cos(f))?

Exercice 10.Soient (E, ) et (F, F) deux espaces mesurables. On consideére une famille (¢;);e d’applications
d’un ensemble A & valeurs dans E. On munit A de la tribu A4 := a((cpi)ig), qui est la plus petite tribu sur
A qui rend toutes les ¢; mesurables de A dans (E,E). Soit f: FF — A. Montrer que f: (F,F) — (A, A) est
mesurable si et seulement si pour tout i € I, p; 0o f: (F,F) — (E, &) est mesurable.

Exercice 11.0n note M{ (R) I'ensemble des mesures de probabilité sur (R, B(R)). On le munit de la tribu
B engendrée par les applications
g M{(R) — (R,B(R))
po = [gdp
pour toutes les fonction g de R dans R continues et bornées.

1. Montrer que I'application de (R,B(R)) dans (MT(R),B) qui & x associe J, est mesurable.

2. Soient Xj,..., X, des v.a.r. définies sur un espace (2,.4). Pour w € Q on définit la mesure empirique

1
i =~ (0xy0) + 0+ 0x, )

Montrer que c’est une variable aléatoire & valeurs dans M (R) .

Exercice 12.Soit F une algebre de fonctions bornées définies sur un ensemble 2 et a valeurs dans R. On
suppose que F contient les fonctions constantes et que pour toute suite (f,)nen de fonctions de F vérifiant
0< fn < fny1 <lonalimf, €F. Montrer que A:={A CQ; 14 € F} est une tribu sur .

Exercice 13.Soient X,Y deux variables aléatoires réelles sur un espace (€, A, P).
1. On considere I’ensemble

H = {ap :R — R, boréliennes bornées telles que Ep(X) = Eap(Y)}.

Montrer que H est un R-espace vectoriel, contenant les constantes et stable par convergence monotone
bornée.

2. Soit C un sous-ensemble de H qui est stable par multiplication. Montrer que pour tout B € o(C),
Px(B) = Py(B).
On rappelle que o(C) est la plus petite tribu sur R qui rend boréliennes toutes les fonctions de C.
3. Pour a >0, b € R on définit ¢, : R — R par ¢, ,(z) = e~ 0w’ +be Gt
Co := {@ap; (a,0) € Q% x Q}-
(a) Montrer que la fonction x — e*® est (Cp)-mesurable pour tout b € Q.

(b) En déduire que x — x est aussi o(Cp)-mesurable.
(¢) Que vaut o(Cy)?

4. Conclure que si pour tout couple (a,b) € Q% x Q,
E <e—aX2+bX) —E (e—aY2+bY>

alors X et Y ont méme loi.



2 Lois de variables aléatoires, indépendance, inégalités

Exercice 14.

1. Soit (2,4, P) un espace de probabilité. Montrer que si A;,...,A4, € A, on a

P (0 Ai> = Zn: > (=DM'P(AL NN A

k=1 \1<i1<-<ip<n

2. Un bal regroupe n couples mariés. Un tirage au sort équitable attribue un cavalier a chaque dame.
Calculer la probabilité pour qu’aucun couple marié ne soit reformé. Etudier la limite de cette probabilité
lorsque n — 4o0.

Exercice 15. Soient X et Y deux variables aléatoires réelles indépendantes et de méme loi, avec F(X?) < oc.
On rappelle que la variance de X est par définition var(X) = E((X — EX)?).

1. Montrer que var(X) = in&E((X —a)?) = %E((X -Y)?).
ac

2. Soit ¢ > 1. Montrer que
inf B(|X —alf) < B(IX ~ EX|7) < B(X - Y[7) < 27 inf B(|X — al?).
Exercice 16. On lance deux fois un dé non pipé et on considere les événéments
e A :="0n obtient un nombre pair au premier lancer”
e B :="0n obtient un nombre impair au second lancer”
e (' :="0On obtient un résultat de méme parité aux deux lancers”.

Montrer que les événements A, B et C sont indépendants deux par deux, mais ne sont pas indépendants
dans leur ensemble.

Exercice 17.
1. Loi de Bernoulli. Soit p € [0,1] et X : (2, A, P) — {0, 1} une variable aléatoire telle que
P(X =1)=p.
Calculer E(X), var(X).

2. Loi binémiale. Soient (X1,...,X,) des variables aléatoires indépendantes, dont la loi commune est la
loi de Bernoulli de parametre p. Calculer la loi, I’espérance et la variance de X1 + ...+ X,,.

3. Loi de Poisson. Soit A > 0. Soit X : (Q2, 4, P) — N une variable aléatoire telle que

LA

P(X =k)=c 7

k e N.

Calculer E(X), var(X).



4. Loi Géométrique. Soit 0 < a < 1. Soit X : (2, A, P) — N une variable aléatoire telle que
P(X =k)=(1-a)d", keN.

Calculer E(X), var(X).

Exercice 18. Soit X une variable aléatoire & valeurs dans N. La fonction
Gx(2) = E(zY) =Y P(X =k)z"
k=0

est appelée fonction génératrice de X.
1. Montrer que Gx est définie pour |z| < 1.

2. Montrer que si Y est une variable aléatoire a valeurs dans N qui a la méme fonction génératrice que
X alors Y a méme loi que X.

3. Montrer que si X et Y sont indépendantes alors Gx1y = GxGy.

4. Calculer la fonction génératrice des lois étudiées dans ’exercice précédent. En déduire la loi d’une
somme de variables aléatoires de Poisson indépendantes.

Exercice 19.

1. Soient p,q €]0,1[ et X,Y deux variables aléatoires sur (£2,.4, P) et de lois de Bernoulli de parameétres
p et q. Montrer que X et Y sont indépendantes si et seulement si elles sont non-corrélées.

2. Construire trois variables de Bernoulli de parametre % qui soient non-corrélées sans étre mutuellement
indépendantes. Indication: on pourra considérer d’abord des variables €1 et 5 indépendantes et de loi
(6_1 + 01)/2, ainsi que leur produit £1e5.

Exercice 20. Soit U une variable aléatoire de loi uniforme sur [0,1]. Calculer la loi de

max(U,1—-U)
min(U,1 —-U)

Exercice 21.

1. On pose I'(a) = [;° z* te™"dx.

(a) Montrer que I'(a) est définie si et seulement si a > 0.
(b) Montrer que pour a > 0, I'(a + 1) = aI'(a). En déduire la valeur de I'(n) pour tout n € N*.

(c¢) Une variable aléatoire X suit une loi Gamma de parametre a > 0, b > 0 (notée y(a,b)), si elle
admet pour densité sur R :

xa—le—bw

Vérifier que f est une densité de probabilité. Calculer E(X), var(X).

2. Soient X, Y deux variables aléatoires indépendantes de lois v(a1,b) et v(az,b). On pose S = X +Y
et T =X/S.

(a) Déterminer la loi de (S, T).



L'(a)T'(b)
T(a+b) *

(c) Une variable aléatoire V' suit une loi Béta de parametre a, b si elle admet pour densié sur [0, 1]:

(b) On pose B(a,b) = fol ta=1(1 —t)>~1dt. Montrer que B(a,b) =

f(U) = B((Z,b) Ua_l(l - U)b_l'

Calculer son espérance et sa variance.
(d) Montrer que S et T sont indépendantes et préciser leurs lois.

(e) Déterminer la loi de X/Y. Quelle est son espérance?

3. Soit X une gaussienne centrée réduite. On pose U = X 2. Déterminer la densité de U et montrer que
U est une loi Gamma dont on déterminera les paramétres. En déduire que I'(1/2) = /7.

Exercice 22. Soit p > 0. On considére une variable aléatoire réelle X de loi y(p, 1) c’est-a-dire telle que

dx
dP. =2P e " 1,005
x(z) =a"""e >0F(p)
On rappelle que T'(p) = f0+o° xP~le %dx vaut (p —1)!si p € N\ {0}.

1. Calculer la transformée de Laplace de X.

2. Soit Y une variable aléatoire de loi v(gq, 1) et indépendante de X. En utilisant la question précédente
démontrer que X + Y suit une loi v dont on précisera les parametres.

3. Soit (X;);>1 une suite de variables aléatoires réelles indépendantes et de méme loi exponentielle
dPx,(z) = e *1,50dz.
Déterminer la loi de X7 + -+ + X,,.
4. Pour t > 0, on introduit la variable aléatoire
N(t) = card{i; X1 + - -+ X; < t}.

Calculer P(N(t) > k) pour k entier, puis montrer que N(¢) suit une loi de Poisson de parameétre t.

Exercice 23. Soient Xj,..., X, des v.a.r. indépendantes et de méme loi.
1. Exprimer la fonction de répartition de max(Xy,...,X,) en fonction de celle de X;.
2. Méme question avec min(Xj, ..., X,).

3. Calculer explicitement la loi de ces variables lorsque les (X;) suivent une loi

(a) uniforme sur [0, 1]
(b) exponentielle

(c) uniforme sur {1,2,3}.

Exercice 24. Soit X une variable aléatoire réelle. On note Px sa loi, ®x sa fonction caractéristique et Fx
sa fonction de répartition.
On note A l'ensemble des atomes de sa loi, A := {a € R; P(X =a) > 0}.



1. (a) Soit b€ R et T > 0. Calculer fTT e~ ® x (t) dt en fonction de Px et en déduire que

(b) Soit Y une v.a.r.

que

(c¢) En déduire que

T
Px({b}) = lim — / e D (1) dt.
indépendante de X et de méme loi. En utilisant la question précédente, montrer

1 T
P(X -Y =0)= lim —/ |y ()|dt.
T

1 T
P(X =a)? = lim — D (1) |2dt.
S P =0 = i o7 [ lexo)

2. (a) Montrer que pour tous a,b € Ret T > 0,

1 T e—ita

27 Jop it

(b) Montrer que limr_. |,

_ e—ztb

B (£) dt = /

R

1 T sin (t(z — a)) 1 Tsin (t(z — b))
( /0 e = @) g /0 mEe dt) Py (da).

i t s

Tsint gy — O+OO %dt €]0,4o00[. On admettra pour la suite que cette

0 t

limite vaut 7. En déduire que pour = € R,

T .
11 (7
sin(tz) dt = gsigne(a:),

lim
T—o0 0 t

ou signe(z) =1 si z > 0, signe(x) = —1 si < 0 et signe(0) = 0.

(¢) Montrer que si a < b

lim
T—+oco 27

LT i Py + ZUELE)

(d) Vérifier que si Fx est continue en a et b, on a

] 1 T e—ita _ o—ith
Fx(b) — Fx(a) = Tl_lgloo g/T Tq)){(t) dt.

Utiliser ce résultat pour donner une démonstration différente de celle du cours du fait que la
donnée de @ x caractérise la loi de X.

Exercice 25. Soient X1, ..

., X, des variables aléatoires réelles indépendantes avec pour tout i, EX; = 0 et

BE(X2) < +00. On définit Sy = X; + -+ + X

1. Montrer que pour tout xz > 0,

< 2ic1 Var(Xi)'

P(IS] 2 7) < £=1

Dans la suite de I’exercice on va montrer un résultat plus fort:

n X,
P( max |Si| > z) < iz Var(Xi)
1<k<n 2



2. Pour k < n on définit I’ensemble
Ag = {maX\Sj| < xet|Sg| > x}
i<k
Montrer que
E(14,5%)

3. Vérifier que .
E(S,%) >N E (1Ak (5,3 +28,(S, — Sk))) =Y E(14,57).
k=1

4. En déduire I'inégalité annoncée.

Exercice 26. Soit (X;);>1 une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi P(X; = 1) = P(X, =
—1) = 1. On considére la marche aléatoire simple sur Z, (Sy)n>1 définie par

-
i=1

Par ailleurs soit (§;);cz une suite de variables aléatoires, indépendantes entre elles, et de méme loi telle que
E& = 0 et E(¢2) = o On suppose que les tribus o(X;, ¢ > 1) et o(&, i € Z) sont indépendantes. On
considere la suite de variables (Z,),>1 définie par

Zn = Z 65-;'
i=1

On peut interpréter Z,, comme la cueillette effectuée par un marcheur aléatoire qui se déplace suivant (.S,,)
et qui au site j ramasse une quantité aléatoire {;. On définit les variables aléatoires N;* par

N = card{i e{l,...,n}; S; :j}.
Elles correspondent au temps passé par le marcheur au site j avant I'instant n.
1. Montrer que N* est indépendante des (&;)i>1, et que NJ* = 0 si |j| > n.

2. Montrer que pour n > 1 on peut écrire

Zn =Y &NT,

JEL
et noter que la somme porte en fait sur un nombre fini d’indices.

3. En déduire que EZ,, = 0.

4. Montrer par la méme méthode que

var(Zy) = 0> E((N]')?).

JEL

5. En écrivant N} = ZLI 1g,=; et en développant le carré, montrer que

ZE((N;L)Q) =n+ 2§(n — k)P(Sk =0).
k=1

JEL



6. Montrer que P(S; = 0) vaut 0 si k est impair et 2_kC:/2 si k est pair. En utilisant la formule de
Stirling n! ~. V2mn (%)n, conclure qu’il existe des constantes a,b > 0 telles que pour k& > 2 entier
pair

b
<P(Sk=0)< —.

<
=

7. En déduire l'existence de constantes c,d > 0 telles que pour n > 2,
en’/? < var(Z,) < dn’/2.

Comparer avec S,,.
3 Suites de variables indépendantes, Borel-Cantelli

Exercice 27. Soit (¢,,),>0 une suite de nombres positifs qui converge vers 0. Soient X et (X,,)n>0 des v.a.r.
définies sur un méme espace de probabilité. Montrer que si

> P(1Xp - X| > ep) < 400
n>0

alors p.s. X, — X.
n—oo

Exercice 28. Soit (X,,),en une suite de variables aléatoires réelles et soit a € R. Montrer que

{limsuan > a} C limsup {Xn > a} C limsup{Xn > a} C {limsuan > a}.

Montrer par des contre-exemples que ces inclusions peuvent étre strictes.

Exercice 29. Soit (X,,),>1 une suite de variables aléatoires réelles sur un espace (£2,.4, P). On suppose
qu’elles sont indépendantes et de méme loi. De plus on suppose que ¢ := E(Xf) < +00. Onnote m := EX,,.
On pose S, := X1+ ---+ X,,.

1. Montrer que E((Sn — nm)4)) < 3cn?. Indication: utiliser la formule du multinéme: pour m € N,

n

m)! .
T o 1 L2

q1+-t+qgn=m =1
2. En déduire une majoration pour a > 0 de P(|S, — nm| > na).

R S.
3. Conclure que pour tout € > 0, presque sirement — — EX; = O(n%+5).
n

Exercice 30. On cherche a montrer qu’il n’existe pas de mesure de probabilité P sur (N*7 P(N*)) telle que
pour tout entier n > 1, P(nN*) = % On suppose qu’'une telle probabilité existe, et on considere la suite

croissante (pg)r>1 des nombres premiers.

1. Montrer que P(lim suppkN*> =0.
k>1

2. Montrer que les événements pyN*, k > 1 sont mutuellement indépendants.



1
3. En utilisant que Z — = 400 montrer que P(lim suppkN*) #0.
k>1 k=1

Exercice 31.

1. Soit (X,,)nen une suite de variables aléatoires réelles indépendantes. Montrer que la probabilité pour
que la suite converge vaut 0 ou 1.

2. On suppose maintenant que (X, )nen est une suite de v.a.r. indépendantes et de méme loi et que les
X,, ne sont pas constantes.

(a) Montrer que puisque X n’est pas constante, il existe a < 3 tels que P(X; < «) > 0 et P(Xo >
#) > 0. On pourra raisonner par contraposée, traduire I’énoncé en terme de la fonction de
répartition et considérer inf{t; Fx, (t) = 1}.

(b) Montrer que presque strement liminf,, X,, < . Indication: calculer ) P(X, < a).

(c) Montrer que p.s. limsup,, X,, > [ et donc que (X,,) diverge presque siirement.

Exercice 32. Soit p €]0,1[ et (X,),>1 une suite de variables aléatoires indépendantes et de méme loi
donnée par P(X; =1)=pet P(X; =0)=1—p.

1. Soit k > 1 entier. Montrer que presque stirement il existe une infinité de n tels que X,, = X;,41 =--- =
Xn+k—1 = 1. En d’autres terme la suite contient une infinité de séquences de longueur k ne contenant
que des 1.

2. En déduire que presque stirement la suite (X,,) contient des séquences de 1 arbitrairement longues.

3. On considére maintenant I’événement
Ay ={Fk; 2" <k<2"™ —pet Xpp1 == Xppp, = 1}

qu’il y ait une séquence de longueur n formée de 1 entre les indices 2741 et 27+, Etudier la probabilité
de limsup A,, suivant que p < % ou p> %

Indication: on pourra se contenter de majorer et de minorer P(A,,).
4 Calcul conditionnel

Exercice 33. Soit (X;); > 1 une suite de variables aléatoires indépendantes sur (€, A, P) avec

On leur associe la suite de variables (S,,),>0 définie par Sy =0 et pour n > 1,

i=1

On consideére la sous-tribu engendrée B,, := O‘(Si; 0<i< n)
1. Montrer que B,, = O'(Xi; 1<i< n)

2. Soit m < n, calculer E(S,, | By), E(S2 —n|By) et pour A réel fixé E(eMn—nlogcoshd|g .



Exercice 34. Soit X une variable aléatoire réelle de carré intégrable sur (2,4, P). Pour B une sous-tribu
de A on définit la variance conditionnelle de X sachant B par

Var(X|B) := E(X?|B) — E(X|B)”.

Montrer que
) Var(X) = E(Var(X|B)) +Var(E(X\B)).

Exercice 35. Soient X,Y deux v.a.r. bornées définies sur ({2, .4, P) et soit a € R. Exprimer les espérances
conditionnelles suivantes en fonction de E(X|Y):

E(X+alY), E(X|a+Y), E(XY|Y?).

Exercice 36. Soit (X;);en une suite de variables aléatoires réelles indépendantes et de méme loi p. On
définit S, = X1+ --- + X,,.

1. Montrer sans calculs que pour 1 < 4,5 <n on a
Sn Sn
) —E (XA) .
n n
[Sn) _ Sn

n) n

m n

Exercice 37. Soit X une variable aléatoire réelle de loi & densité Px (dz) = f(x) dz.

E (XZ-

2. En déduire que pour tout i < n,

3. Evaluer pour m <n

1. Soit h une fonction mesurable positive. Calculer E(h(X) ||X]).
2. En déduire la loi conditionnelle de X sachant | X|.

3. Généraliser au cas ot Px(dz) = f(z)dx + Y, piba, (dz).

Exercice 38. Quel que soit € R, on note |z| sa partie entiere et F'(z) := x — |z| sa partie fractionnaire.
Soit X une variable aléatoire réelle intégrable de loi & densité Px (dz) = f(z) dx.
1. (a) Déterminer la loi de | X |.
(b) Pour k € Z fixé et tel que P(X € [k, k + 1[) > 0, déterminer la loi conditionnelle de X sachant
Pévénement {| X | = k}.
(¢) En déduire la loi conditionnelle de X sachant | X |.

2. (a) Déterminer la loi de F(X). Montrer que pour presque tout y € [0,1] (au sens de la mesure de
Lebesgue),

> fk+y) < +oo.

kEZ

10



(b) En utilisant E|X| < +oo montrer que pour presque tout y € [0, 1],

Sk +ylf(k+y) < +oo.

keZ

(c) Calculer E(X|F(X)).
(d) Déterminer la loi conditionnelle de X sachant F(X).

Exercice 39. Soit B, = {z € R™; Y1 27 < 1} et v, son volume. Soit X = (Xi,...,X,) un vecteur
aléatoire de loi uniforme sur B,,. Calculer la loi conditionnelle de (Xo, ..., X,,) sachant X.

Exercice 40. Soit X une variable aléatoire réelle et ¢ € R. Calculer la loi conditionnelle de X sachant
min(X, a).

Exercice 41. Soit (X,Y’) un couple de variables aléatoires tel que X suit une loi uniforme sur l'intervalle
[0,1] et tel que la loi conditionnelle de Y sachant X est donnée par

£y|X:aj =0 + (1 - J))(SO
1. Déterminer la loi du couple (X,Y"). Dessiner le support de P(x y).

2. Quelle est la loi de Y7

3. Calculer la loi conditionnelle de X sachant Y.

Exercice 42. Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires tel que pour k¥ € N*, P(X = k) = 27F et tel que
la loi conditionnelle de Y sachant X soit donnée par le noyau

K(z,dy) = z(1 —y)" '1o<y<1dy.
1. Déterminer la loi du couple (X,Y).
2. Quelle est la loi de Y7

3. Calculer la loi conditionnelle de X sachant Y.

Exercice 43. Soient X,Y deux variables aléatoires réelles sur un méme espace de probabilité. On suppose
k
que X suit la loi de Poisson P(\) = >, e_)‘%ék, et que la loi conditionnelle de Y sachant X est donnée

par le noyau de transition
x

K(z,-) = B(z,q) = > _ Ckq* (1 — )" *5.
k=0

1. Calculer la loi du couple (X,Y).
2. Montrer que Y suit encore une loi classique.
Exercice 44. Soient p,q € [0,1] et n € N*. On tire au hasard un nombre X suivant une loi binomiale

B(n,p) =Y 1_o Ckp*(1 — p)"=*68;. Cette valeur de X étant connue, on tire au sort un nombre Y suivant la
loi binomiale B(X,q). Montrer que Y suit encore une loi binomiale dont on précisera les parametres.
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5 Vecteurs gaussiens
Exercice 45. Soit (X,Y) un vecteur gaussien a valeurs dans R?, centré et de matrice de covariance

(6 )

Exercice 46. Soit X une variable aléatoire réelle de loi A(0,1) et e une variable indépendante de X telle
que P(X =1) =P(X = —1) = 1. Montrer que X suit une loi A/(0, 1) mais que le vecteur (X, eX) n’est pas
gaussien.

Montrer que X et Y sont proportionnels.

Exercice 47. Soit X un vecteur aléatoire gaussien a valeurs dans R™ de loi N(0,X) et M une matrice
orthogonale. Quelle est la loi du vecteur aléatoire M X7

. s (L ; . 0 1 0
Exercice 48. On considére un vecteur aléatoire gaussien de loi N <(2 " 9) ) < 0 24 9>> avec 0 € [—1,2].

1. Donner les lois de X et de Y. Que se passe t-il pour 6 = 07
2. Calculer si c’est possible la densité du couple (X,Y).
3. Déterminer o, 3 € R de sorte que E [(X — aY + $)?] soit minimum.

4. Pour 0 €] — 1, 2], calucler la loi conditionnelle de X sachant ¥ = y.

Exercice 49. Soient G, ..., G, des variables réelles indépendantes et de loi N'(0,1). On définit

_ Gi++Gy

n -

!

n
1. Montrer que le vecteur (G1 -G, Go— Gy, ..., Gy — Gy, én) est gaussien. Déterminer sa loi.
2. Montrer que G, et (Gl —Gp, Go—Gp,..., Gy — én) sont indépendants.

3. Diagonaliser la matrice de covariance de (G1 -G, Go— Gy, Gy — @n). II sera utile d’introduire
la matrice J € M, (R) dont toutes les entrées valent 1.

4. En déduire que >, (Gi — én)2 suit une loi du y2 dont on précisera le parametre.

Exercice 50.
1. Soit X une variable aléatoire gaussienne centrée réduite. Quelle est la loi de Y = X2,

2. Soient Xi,...,X,, n variables aléatoires gaussiennes centrées réduites. Quelle est la loi de YV =
Y X etcellede Z =31 | X2

3. Soit IV une variable aléatoire gaussienne centrée réduite indépendante de Z. Quelle est la loi de

N

VZ/n

T =

12



Exercice 51. Un groupe topologique est un groupe (G,-) muni d’une topologie 7 qui rend continues les
applications produit (g, h) — g.h et inverse g — g~!. Dans ce qui suit G est un groupe topologique et B(G)
sa tribu borélienne.

1. Soit A un sous-ensemble borélien de G et g € G. Montrer que les ensembles suivants sont aussi dans
B(G):
gA:={ga;ac A}, Ag:={ag acA}, A':={a"' acA.

2. Une mesure p sur (G,B(G)) est dite invariante & gauche si pour tout g € g et tout A € B(G), elle
vérifie 1(g.A) = pu(A) (elle est dite invariante & droite lorsque 'on a pu(A.g) = u(A)). Soit x une mesure
invariante a gauche.

(a) Montrer que pour tout g € G et toute fonction f borélienne positive sur G on a

[ famydut = [ 1) duti),
G G

1

(b) Montrer que la mesure image de p par lapplication g — ¢~ ' est invariante & droite.

(c) Montrer que si p est une mesure de probabilité invariante & gauche sur G et A est une mesure de
probabilité invariante a droite alors g = A. Indication: calculer de deux manieres le produit de
convolution g * A.

(d) En déduire qu’il existe au plus une mesure de probabilité sur G invariante a gauche et que si elle
existe elle est aussi invariante a droite.

(e) Soit X un vecteur aléatoire & valeurs dans G et tel que pour tout g € G, g.X a méme loi que
X. Montrer que Px est I'unique mesure de probabilité invariante & gauche sur G, et que X! a
méme loi que X.

Exercice 52. Soit n > 2 et Gy,...,G, des vecteurs aléatoires a valeurs dans R™, indépendants de méme
loi N;,(0,1,,). L’espace vectoriel engendré par des vecteurs vy, ..., v, de R™ est noté vect(vy, ..., vg).

1. Calculer P(G1 € vect(Ga, .. ., Gn)) et en déduire que presque stirement (Gy,...,G,) forme une base

de R™.
2. On définit (presque stirement) la base orthonormée (C~¥1, . ,én) obtenue en appliquant le procédé
d’orthonormalisation de Gramm-Schmidt & la base (G, ...,Gy,). Sil'on note |- | la norme euclidienne

et Pg la projection orthogonale sur un espace E, cette base est définie par

~ G -~ Gi - Pvec ; Gz .
Gl — G717 GZ+1 — +1 t(Gl,.u7G7,)( +1) , 1 S i<n.
|Gl Git1 — Peect(cr,....c0) (Gig1)
On note O la matrice orthogonale aléatoire dont les colonnes sont (él, ey én) Soit R une matrice
orthogonale fixée de taille n.
(a) Montrer que (RG,..., RG,) a la méme loi que (G1,...,Gp).
(b) Montrer que si 'on applique 'orthonormalisation & la base (RG, ..., RG,), on obtient en fait

(RG1,...,RG,).

En déduire que RO a méme loi que O.

—
(¢]
~

(d) En utilisant 'exercice précédent, montrer que la loi de O est l'unique mesure de probabilité
invariante & gauche et & droite sur le groupe orthogonal ©,,. Montrer aussi que O et O ont méme
loi.
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Exercice 53. Soient 0,7 > 0. Soit X une variable aléatoire réelle de loi gaussienne A'(0,02). On considere
une variable Y de loi conditionnelle N'(x, 7%) sachant X = z.

1. Soient f, g des fonctions boréliennes positives. Calculer E(f(X)g(Y —X)| X).

2. En déduire la valeur de E(f(X)g(Y — X)). Conclusion?

. . . o? o2
3. Montrer que (X,Y") suit une loi gaussienne N> <O, ( R R .

4. En déduire la loi de Y.
5. Calculer E(X |Y).

6. Déterminer la loi de X sachant Y.

Exercice 54. Soient Gi,...,G,, des variables indépendantes de loi A/(0,1) sur un espace de probabilité
(Q, A, P). On définit S,, =Gy + ...+ G,.

1. Calculer la projection orthogonale au sens de L?(£, A, P) de G sur la droite vectorielle engendrée par

Sh.

2. Montrer que la loi conditionnelle de G sachant S,, est N’ (%’”, 1-— %)

Exercice 55. Soit (X,Y) un vecteur de Gaussien de R? de loi A'(m,T). Calculer E(X|Y), E(Y|X) et
E(X|X +Y).

Exercice 56. Soit (X,Y) un vecteur gaussien de R?. Calculer la loi conditionnelle de Y sachant X.
6 Convergence

Exercice 57. Soit (p,), une suite de nombre réels de |0, 1] telle que np, — A > 0. Montrer que la suite de
V.A. de loi B(n,p,) converge en loi. Quelle est la loi limite?

Exercice 58.
1. Soient (ay,b,) € R X R tels que a, — a, b, — b. Etudier la convergence en loi de N (ay,by).
2. Soit X,, ~ P(nA). Montrer que X,,/n et X"f;\”)‘ convergent en loi et déterminer les lois limites.
3. Soit X, une V.A. de loi B(n,p/n). Etudier la convergence en loi de la suite (X,,),

4. Soit (X, ), une suite de V.A.I de loi de Cauchy de parametre 1. Pour n > 1, on note S,, = Z?:l X;.
Etudier les convergences en probabilité et en loi des suites S,,/v/n, Sn/n, Sp/n?.

Exercice 59.

1. Soit (X,,), une suite de V.A.I exponentielle de parametre 1. Soit M,, = maxz(Xy,...,X,). Montrer
que M,, —In(n)/n converge en loi.

2. Soit (X,)n une suite de V.A.I de loi uniforme sur [0,1]. Soit M,, = maz(X1,...,X,). Montrer que
n(l — M,,) converge en loi.
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Exercice 60.

1. Soient (Xy,)n, (Yn)n et X, Y des vecteurs aléatoires, soit ¢ une constante. Montrer les résultats suivants:

(a) Si X, % X alors X, % X.

(b) Si X, P—> X alors X, i X.

(c) X, % ¢ si et seulement si X, % c.

(d) Si X, % X et d(X,,Y,) ’% 0 alors Y, % X.

(e) (Slutsky) Si X, % XetY, % c alors (X,,Y,) % (X,0).

(f) Si Xn 25 X et Y, 25V alors (X, Yy) —5 (X,Y).

On notera X,, = op(1) si X,, converge vers 0 en probabilité. D’une maniére générale X,, = op(Ry,)
signifie que X,, = Y,, R,, avec Y,, convergeant vers 0 en probabilité.

On notera X,, = Op(1) si la famille (X,,),, est uniformément tendue. D’une maniere générale X,, =
Op(R,) signifie que X,, =Y, R,, avec la famille (Y,), uniformément tendue.

2. Montrer que si X,, est une suite de vecteurs aléatoires qui converge vers zéro en probabilité. Alors
pour tout p > 0, et toute fonction R telle que R(0) = 0,

(a) R(h) = o(|[h][") = R(Xn) = op(||Xnl").
(b) R(h) = O([[hl[") = R(Xyn) = Op([ Xa]?).
3. Soit ¢ une application de R* dans R™ différentiable en 6. Soit 7}, des vecteurs aléatoires de R* (&

valeurs dans le domaine de définition de ¢) et (r,,),, une suite de nombres réels tendant vers oo. Montrer
que

ra (O(Ty) — $(6)) = DG(6)(T);

n

des que ry, (T, — 0) £, T. Montrer de plus que la différence entre 1, (¢(T},) — ¢(0)) et Dp(0) (rn (T, — 6))

converge vers zéro en probabilité.

7 Statistique

Exercice 61. On considere la structure statistique (R, B(R),{Ujo,g7,60 > 0})" ot U g] est une loi uniforme
sur Uintervalle [0,60]. On note X1, ..., X, les applications coordonnées.

1. Quel est Pestimateur du maximum de vraisemblance de § ? (On le notera 6).
2. Calculer le biais de §. En déduire un estimateur 7" sans biais de 6.

3. On considere comme troisiéme estimateur de 6, U = Z—ﬁ max (X1, ..., X;). Calculer le biais, la variance

et I'erreur quadratique moyenne de U, T et 6. Commentaires.

Exercice 62. On considere la structure statistique (N, P(N), {Pp, 0 € (0,1)})™ ol Py est la loi géometrique
de parametre 6. On note X1, ..., X, les applications coordonnées.
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. Quel est estimateur du maximum de vraisemblance de 6 ? (On le notera 6).

—_

2. Calculer le biais de 6.

. Montrer que 6 est robuste.

w

4. Trouver la loi limite de /n(6 — 6).

Exercice 63. On considére un n-échantillon dune loi N'(m,o?).

1. On suppose o connu et m inconnu. Quel est l'estimateur du maximum de vraisemblance de m.
Propriétés ?

2. On suppose m connu et ¢ inconnu. Quel est 'estimateur du maximum de vraisemblance de o 7.
Propriétés 7

3. On suppose o et m inconnus. Quel est Pestimateur du maximum de vraisemblance de (m,o) 7.
Propriétés ?

Exercice 64. On considere la structure statistique (R, B(R), {Ujg,g),0 > 0})™ olt Upg g] est une loi uniforme

sur lintervalle [0, 68]. On note X1, ..., X, les applications coordonnées. Donner une statistique exhaustive et

complete et améliorer I'estimateur X de g.

Exercice 65. On considere un n-échantillon d'une loi A'(m,o?). Donnner une statistique exhaustive dans
les cas suivants.

1. On suppose o connu et m inconnu.
2. On suppose m connu et ¢ inconnu.
3. On suppose ¢ et m inconnus.

Ces statistiques sont-elles completes 7

Exercice 66. On consideére la structure statistique (R, B(R),{79,0 > 0})™ ou 79 est une loi gamma de
parametre 6. On note Xj, ..., X,, les applications coordonnées. Trouver un estimateur efficace de h(6) ou h
est une fonction bijective de 8 que 'on précisera.

Exercice 67. (}1 considere un m-échantillon (X, ..., X,;) d’une loi AM(m,1). Vérifier que la statistique
S =" (X;— X)? est libre.

Exercice 68. Pour tout réel § > 0, on considere la probabilité Py définie sur R et admettant pour densité

par rapport a la mesure de Lebesgue
1 _a
— =l

T)= —e ,
po(z) = o
et on s’intéresse a la structure statistique
(]R,B(R), {Py,0 € Rio}) .
On note Xy, ..., X,, les applications coordonnées.
1. Donner un estimateur efficace (que 1’on notera T') de 6.

2. T2 est-il un estimateur efficace de A = 62 ?
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3. Construire un estimateur sans biais (que 'on notera U) de A, qui s’écrive en fonction de la statistique
S =3"" X2 Est-ce un estimateur efficace ?

Exercice 69. Soit g une fonction de densité sur R, connue, symétrique et strictement positive. Pour
6 € [0,1], on note Py la mesure sur R de densité

po(z) = (1 —0)g(x)siz <0

et
po(z) = (1 +0)g(z) siz > 0.

1. Vérifier que Py est une mesure de probabilité.
2. Construire une statistique exhaustive et complete dans la structure statistique (R, B(R), {Py, 6 > 0})".

3. En notant Xi, ..., X, les applications coordonnées dans cette structure statistique, montrer que les 2
statistiques suivantes sont indépendantes:

S=> 1+ (X;)
i=1
et
T=(X1l] | Xnl)

4. Trouver le meilleur estimateur de § en terme de moindre variance.
Exercice 70.[Probleme de I'estimation efficace dans un modele exponentiel] On considere la structure statis-

tique (R, B(R),{Pp,0 € R})" ou Py est une probabilité sur R de densité

po(x) = exp (a(z)a(f) + b(z) + 5(0)) -

On note X, ..., X, les applications coordonnées et on considere
1 n
T ’; a(X;).

1. Calculer E(T) et var(T).
2. Montrer que T est un estimateur efficace de h(f) ou h est une fonction que on explicitera.

3. Réciproquement, on considére un estimateur U qui estime de fagon efficace le parametre f(6). Montrer
qu’a une trabsformation linéaire pres f = h.

Exercice 71. On considere la structure statistique (R27B(R2), {Py,0 € RY. )n ou P, est la loi normale
N2(0,0%1). Si X = (X1, X32) ~ P,, on note S et T les coordonnées polaires de X.

1. Décrire la loi du couple (S, T).
2. Montrer que S et T sont indépendantes.

3. En déduire que S est une statistique exhaustive.

N

. Retrouver d’une autre maniére le résultat de la question preécédente.
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Exercice 72. On considere la structure statistique (R?, B(R?),{Py, 6 € R?}) ou Py ~ N2(0 = (v, 8),1). On
considere ! € R? fixé, ainsi que les hypotheses suivantes:

H0:0:0
Hi:0=06'
Hsy : 0 € {ab',a > 0}.

1. Donner un test U.P.P. de niveau « de Hy contre Hj.

2. Peut-on construire un test U.P.P. de n iveau o de Hg contre Ho?

Exercice 73. On considere la structure statistique (N, P(N), {Px, A >}) ou Py est une loi de Poisson de
parametre A\. On considere pour Ag > 0 fixé, les hypotheses suivantes

Hol)\z)\o
Hli)\Z)\o.

Donner un test U.P.P. de niveau o de H contre H;.
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