Corrigé du partiel de novembre 2005

Exercice 1.

1)

A=QxR\Q=RxR, A=QxR\Q=10x0=0. B est 'ensemble des valeurs d'une
suite qui converge vers ¢ = (1,0) donc B = B U {¢}. En particulier B est dénombrable donc

B = (. C est égal a son adhérence car fermé, comme image réciproque du fermé [1, +oo[ par
I'application continue R? — R, (z,y) — % + y2. Tout point (x,y) vérifiant % +92 =1est
adhérent au complémentaire de C' (par exemple si z > 0, comme limite de (z — 1/n,y), et
analogue dans les 3 autres cas x < 0,y > 0,y < 0), et les autres points de C sont intérieurs a
C puisque {(z,y) € R? | %2 +y? < 1} est ouvert (comme image réciproque de I'ouvert |1, +o00]
par I'application continue R?> — R, (x,y) — %2 +4?), donc cet ensemble est I'intérieur de C.
s . 2
On en déduit Fr(4) = R?, Fr(B) = BU{¢}, Fr(C) = {(z,y) e R* | & +y* = 1}.
A et B sont non fermés, donc non compacts et non complets. C est fermé donc complet, mais

non borné donc non compact.

Soient f € Q et —e le maximum (< 0) de la fonction Ref (continue sur un compact), alors
B(f,e) C 2. Donc Q est ouvert.

T est 'image réciproque du fermé {0} par ’application linéaire continue f — Ref de E dans
C([0,1],R), donc T est un fermé du complet E, donc I' est complet.

Exercice 2.

1)

2)

3)

Par convexité de K, f, est une application de K dans K. Elle est (1 — 1/n)-lipschitzienne et
K est complet (par compacité), donc elle admet un unique point fixe.

fal@) = F(@) = 1(f(a) = F(x)). Soit & = sup,cyc |f(a) — F(2)]] (fni, par compacité de K et
continuité de x — ||f(a) — f(x)]]). Alors ||fn — fllec = &/n — 0.

Soient (par compacité de K) (7,(,)) une sous-suite convergente de (z,,) et € K sa limite. On

a ||f<p(n)(x<,o(n)) - f(m)” < ”f«p(n)(xap(n)) - f(xgo(n))” + ”f(xap(n)) - f(x)” -0 (par convergence
uniforme de f,,,) vers f et par continuité de f en x), or fu(n)(Zpm)) = Tpm) — =, d’ou

flx) ==

Exercice 3.

1.a)

1.b)

3.b)

(i) équivaut a “pour tout ouvert Q de Y et tout x € F~1(Q), il existe un voisinage V de z
tel que Vy € V, f(y) C Q7, i.e. & “pour tout ouvert  de Y et tout z € F~1(Q), il existe un
voisinage V de x inclus dans F~1(£2)”, i.e. & “pour tout ouvert  de Y et tout x € F~1(Q),
F~1(Q) est un voisinage de z”, i.e. a (ii).

f(@) = [a(z),b(x)] ou [a(x),400] ou | — co,b(x)] avec a,b continues, ou méme seulement
a semi-continue inférieurement (par exemple l'indicatrice d’'un ouvert) et b semi-continue

supérieurement (par exemple l'indicatrice d’un fermé).

(F(K) est séparé car Y Dest). Soit (€2;);cr une famille d’ouverts de Y recouvrant F(K),
ie. Vo € K, f(x) C U;er€;. Par compacité de f(z), il existe J, fini inclus dans I tel que
f(x) CU, = Uiey, Qi ie. € F7Y(U,). D’apreés l.a, les F~1(U,) forment un recouvrement
ouvert du compact K, donc il existe Z fini inclus dans K tel que K C UyezF~1(U,), d’ou
F(K) C Uiy avec J = UgezJ, (finid).

Soit d = d(a, K) (> 0 car a n’appartient pas au fermé K), {z € X | d(z, K) < d} est un
ouvert contenant K mais pas a.

D’apres 2), G est une intersection de fermés donc est fermé, dans X compact, donc G est
compact. G peut trés bien étre vide (exemple Vz € X, f(x) = (). (Remarquons que F(0) = 0).
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F(G) C G carVz € G, f(z) C G car Vn > 2, f(x) C F"(X) car z € F"~}(X).

Soit a ¢ F(G), montrons que a ¢ G. D’apres 2 et 3.a il existe © ouvert contenant F'(G) mais
pas a. En notant Hy le fermé F~1(0)¢ et H, = F"(X) pour n > 1 on a alors Np,enH, = 0
donc (par compacité de X), pour n assez grand, Ho N H, = 0, i.e. F*(X) C F~1(0), i.e.
Fr(X) C 0, dot G € O, d'on a ¢ G.



