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PROBLEME DE TOPOLOGIE

Dans toute la suite (X, d) désigne un espace métrique. On dit que (X, d) est complet si toute
suite de Cauchy dans X a une limite dans X. Une suite de Cauchy est une suite (Zn)nen
telle que 1m m n)—(+o0,+00) &Tn. Tm) = 0 ; autrement dit, pour tout € > 0, il existe ng € N
tel que d(zn, Tm) < € pour tout m, n. 2 To. Etant donnée une fonction f : X — R, on
rappelle que inf,cx f(z) n’a aucune raison d’étre atteint. Par contre, pour tout ¢ € R tel que
infoex f(z) < ¢, il existe z € X tel que f(z) <c.

Premiére partie.

1) Lensemble X =)0, 1] muni de la distance associce a la valeur absolue de R est-il complet ?
Méme question avec X = N muni de la distance associée 2 la valeur absolue de R.

2) Soit F un fermé d’un espace complet (X, d), montrez que (F,d) est complet.

Deuxiéme Partie.

Soit f : X — R une fonction définie sur un espace métrique (X, d). Ondit que z € X est
un d-point de f si
F(z) < f(z) + d(z,z) pour tout z € X \ {z}.

1) On suppose que (X, d) est complet et que f : X — R est continue et minorée. On se
propose de montrer que f admet un d-point.

a) Pour z € X, onpose M(z) = {z € X : fl&}+ d(z,z) < f%. Montrer que M (z)
est fermé, que M(y) C M(z) siy € M(z) et que€ = est un d-point de f si et seulement si
M(z) = {z}.

b) Soit 2o € X, et soit (Tn)new C X la suite définie par récurrence par
&

1
< 1 —.
Tn € M(Tp-1) €t f(zn) < e 1r(1$fn_l)f(x) + =

Montrez que pour toutn, p € N,ona
M(ZTp4p) C M(zn), ’ )

et que, pour tout y € M(Zn4p), On2

F(@) + d(zny) < flea) < F@) +

En déduire que la suite (Z,)nen st de Cauchy.

¢) Soit z € X la limite de la suite (Tn)nen. Montrer que z € M(z,) pour tout n € N
(utiliser (1)), en déduire que M(z) C (V,en M (z,). Soit alors y € M(z), montrer que y = .
En déduire que T est un d-point de f.




