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Les probléemes sont indépendants et peuvent étre traités dans un ordre quel-
conque. Le baréme suivant n’est qu'indicatif : I = 3 points, II = 3 points, III = 9
points, IV = 5 points.

Toutes les réponses devront étre justifiées. La note tiendra compte de la qualité
de la rédaction. :

I. (Question de cours).* Soit (X,d) un espace métrique complet. Soit (Fp)nen
une suite décroissante de fermés non vides telle que le diameétre de F, tend vers 0
quand n — co. Montrer que l'intersection des F; n’est pas vide.

II. Soit X un espace métrique connexe, et f : X — C continue. On suppose
f(z) ¢ R pour tout z € X.

1) Montrer que le signe de la partie imaginaire de f(z) ne dépend pas de z.

2) On suppose que pour tout entier n > 1 il existe z € X tel que la partie
imaginaire de f(z) soit % Montrer que X n'est pas compact.

II1. Etant donné un espace métrique (X, d), on note B I'ensemble des applications
bornées de X dans X, muni de la topologie de la convergence uniforme.

Pour A €]0, +cof, on note F) T'ensemble des- f € B telles que d(f(z), f(y)) =
Ad(z,y) pour tous z,y dans X.

1) Montrer qu'il existe une unique distance d sur N telle que d(¢,7) = 1sii # j.
L'espace (N, d) est-il séparé 7 borné ? complet ? discret 7 connexe 7 compact ?
(justifier les réponses). ,

On munit N de la distance d. Montrer F, = 0 pour A # 1. Montrer que
f : N — N appartient & F} si et seulement si f est injective. Donner un exemple
de f € Fy non surjective.



