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Exercice I. L’espace vectoriel E = R" est muni de sa structure euclidienne usuelle, et Z(F) est
muni de la norme subordonnée. On note X I'ensemble des symétries de E, c’est-a-dire ’ensemble
des éléments u de £ (E) qui vérifient

u? =id.
On rappelle que pour une symétrie u, il existe deux sous-espaces vectoriels F' et G supplémentaires
dans R" tels que u|p = idp et u|g = —idg, et qu'une symétrie est donc diagonalisable.

1. Démontrer que si u,v € Z(E) alors ||uov|| < ||u]] ||v]]. Soit h € Z(F) non-nul tel que u = id+h
soit dans X. Montrer que || & || est minorée par la constante 2. En déduire que id est isolée dans X.

2. Déduire de la question précédente que 'espace X n’est pas connexe.

3. a) Montrer que, si n > 2, les symétries hyperplanes sont non-isolées dans X. Pour ce faire, étant
donnée une telle symétrie v par rapport a un hyperplan F' parallélement a une droite D, on choisira
une base (eq,...,e,) telle que F' = Ker(u — id) = vect(ey,...,e,—1) et D = Ker(u+ id) = Re,,
et I'on exhibera une suite non stationnaire (ug)reny de symétries hyperplanes telle que limg uy = w.

b) Soit o, la symétrie de R? définie par o,((z,y)) = (z — 2ny, —y) (symétrie par rapport a
I'axe des x parallélement a la droite d’équation x — ny = 0). Montrer que la norme de o, est
minorée par 2n et en déduire que I'ensemble des symétries-droites de R? n’est pas borné.
Montrer, plus généralement, que si n > 2 'ensemble Xy des symétries hyperplanes de R™ est une
partie non bornée de Z(R").

¢) Montrer que Xy est fermé dans Z(F). On pourra utiliser, aprés 1'avoir justifiée, la conti-
nuité de Papplication “polynéme caractéristique" y : Z(E) — R,[X], u — xu, espace R,[X]
étant identifié 3 R*L,

4. L’espace X est-il compact ?

Exercice II.
1. On note (.,.) le produit scalaire usuel sur R" et [|.|| la norme associée.

a) Démontrer que |(z,y)| = ||z||||y|| si et seulement si il existe un réel A tel que x = Ay (ou
y = Azx) et que A lorsqu’il est non nul est du signe de (x,y) (on remarquera que, pour tout réel t,
(x4 ty, z + ty) > 0.

b) En déduire que ||z + y|| = ||z|| + ||y|| si et seulement si il existe un réel A positif ou nul tel
que T = Ay ou y = Ax.

¢) Montrer par un contre-exemple que le résultat du b) peut étre mis en défaut si 'on rem-
place la norme euclidienne ||.|| par une norme N quelconque sur R” (on pourra considérer la norme
max(zy, rs) sur R?).

2. Soit K un compact convexe non vide de R™ (ne contenant pas nécessairement l'origine) et f
une application linéaire de R dans lui-méme stabilisant K (i.e. f(K) C K). Le but de la question
est de prouver I'existence d’un point fixe de f dans K.
Soit a fixé dans K ; on pose ag = a et pour p > 1, a, = ZﬁZ];:o fD(a), ot fO =4d , fO =
fo..of.

a) Montrer que pour tout p € N, a, € K et que f(a,) = a, + €p, avec €, — Ogn lorsque
p — +00.



b) Justifier I'existence d’une sous-suite (a,,); de (a,), convergente dans K puis montrer que
sa limite 3 est un point fixe de f.

3. K est toujours un compact convexe non vide de R"™; soit ¢ un sous-groupe compact du groupe
linéaire G,, = GL(n,R) stabilisant K (pour tout u € ¢, u(K) C K). On pose pour z € R™ :

v(z) = sup |[u(z)|]
uey

a) Vérifier que pour z fixé dans R" I'application u € G,, — u(z) € R™ est continue. Montrer
que v est une norme sur R", ¢-invariante (i.e. pour tout g € ¢, v(g(x)) = v(x)).

b) Montrer que v(x +y) = v(z) + v(y) si et seulement si il existe A réel positif ou nul tel que
r = Ay (ouy = A\x). (on justifiera lexistence d’un élément uy de G tel que v(x+y) = ||uo(x+y)ll,
puis on utilisera la question 1) b)).
Généralisation : montrer que si des vecteurs z(), ..., 2(™ de R™ sont tels que v(3, z0)) =
Sy w(a9)), alors les 29 sont deux & deux positivement, liés,

4. On note pour tout u € ¢ : F,, = {x € K, u(zr) = z}.

a) Vérifier que F), est un fermé de K.

b) Soit {uy,...,u,} une famille finie d’éléments de . On pose w = % T
Vérifier que K est stable par w; déduire du résultat de la question 2. I'existence d’un point fixe «
de w dans K.

¢) Prouver I'égalité

En déduire que les u;(a) sont deux a deux positivement liés.

d) Montrer, en utilisant la ¢-invariance de la norme v, que les u;(«) sont tous égaux; en
déduire que les u; ont un point fixe appartenant a K en commun (et donc F,, N...NF, # 0).

e) Déduire de ce qui précéde l'existence d’un point fixe appartenant & K commun a tous les
éléments de ¥.

BAREME INDICATIF : Exercice I : 8 points — Exercice II : 12 points.



