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Question de Cours

Énoncer et démontrer le théorème de point fixe de Picard.

Problème
À chaque question, il sera possible utiliser les résultats énoncés dans les questions
précédentes même si ceux-ci n’ont pas été démontrés.

Question 1. Soit E un espace topologique séparé. Étant donné une partie A de E,

on note Ac = E\A le complémentaire de A dans E, Ā l’adhérence de A,
◦
A = Int(A)

l’intérieur de A et Fr(A) = Ā \
◦
A.

1) Montrer que (Ā)c = Int(Ac).

2) Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) Toute famille dénombrable d’ouverts denses dans E a une intersection dense

dans E ;
(ii) Toute réunion dénombrable de fermés d’intérieur vide est d’intérieur vide.

On dit qu’un espace topologique a la propriété de Baire si E vérifie l’une des condi-
tions ci-dessus.

3) On suppose que E a la propriété de Baire et que E est réunion dénombrable de

fermés Fn : E =
⋃

n∈N
Fn. On se propose de montrer que

⋃
n∈N

◦
Fn est dense dans E.

Soit Y le complémentaire dans E de
⋃

n∈N

◦
Fn.

(i) Vérifier que Fr(Fn) est un fermé d’intérieur vide.
(ii) Montrer que Y ⊂

⋃
n∈N

Fr(Fn).

(iii) Conclure.

L’objet de la question suivante est de montrer que les espaces métriques complets
sont de Baire.

Question 2. Soit (E, d) un espace métrique complet. Soit (Ωn)n∈N∗ une suite d’ou-
verts denses dans E. On note Y =

⋂
n∈N∗

Ωn.

1) Soit O un ouvert non vide de E. Montrer que O ∩Ω1 contient une boule fermée
B1 d’intérieur non vide de rayon r ≤ 1

2 .
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2) Montrer, par récurrence sur n, l’existence d’une suite (Fn)n≥1 de fermés tous
d’intérieur non vide tels que

F1 ⊂ O ∩ Ω1, Fn ⊂ Ωn ∩ Fn−1 pour n ≥ 2, diam Fn ≤
1
n

.

3) En déduire que Y ∩O est non vide et que Y est dense dans E.

Question 3. L’objet de cette question est de montrer qu’une limite simple d’une
suite de fonctions continues de E dans R est continue sur une partie dense de E à
déterminer. Soit E un espace métrique complet et (fn)n∈N∗ une suite de fonctions
continues de E dans R convergeant simplement vers une fonction f : E → R.

1) On pose, pour n, p ∈ N∗,
Fn,p = {x ∈ E, |fp(x)− fk(x)| ≤ 1/n pour tout k ≥ p}.

Montrer que Fn,p est fermé.

2) Montrer que pour tout n ∈ N∗, E =
⋃

p∈N∗
Fn,p.

3) En déduire que pour tout n ∈ N∗, Un =
⋃

p∈N∗

◦
Fn,p est dense dans E.

4) En déduire que A =
⋂

n∈N∗
Un est dense dans E.

5) Soit x0 ∈ Un. Montrer qu’il existe un voisinage V de x0 tel que

pour tout x ∈ V, |f(x)− f(x0)| ≤ 3/n.

6) En déduire que f est continue en tout point de A.
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