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Calcul de sommes de certaines séries numériques.
Quand l’on peut trouver une fonction f : N\ {0,--- ,p — 1} — K telle que pour tout entier n > p
n

on ait u, = f(n+1) — f(n), alorson a S, :== > ux = f(n+1) — f(p) (le vérifier). Ainsi on peut
k=p
directement vérifier a 1’aide de la fonction f sila série numeérique ) u,, converge et on peut calculer

dans ce cas la somme de la série numérique si elle converge.

Exercice 1. I) Soit pour chaque entier n € N un nombre u,, € K.

1) Quelle différence faites-vous entre suite numeérique de terme général u,, et série numérique de
terme général u, 7

2) Quelle différence faites-vous entre les deux écritures (uy,), et > uy, ?

3) On suppose que la série numeérique »  u,, converge.

a) Quelle différence faites-vous entre les notations y  uy et > oo qug 7

b) Rappeler la définition du reste d’ordre n (noté R,) de la série numérique » .

IT) On suppose que u,, = 2,%1 + (_72)” pour tout n € N.

1) Montrer que la série numérique »  u,, converge et calculer sa somme.

2) Déterminer le reste d’ordre n de la série numérique.

Exercice 2. I) Soient a et b deux parameétres réels. Etudier la nature et la somme éventuelle des
séries numériques de terme général :

a" M+ V24200 +3 - 3vVn+4; m; In(n)+aln(n+1) +bin(n + 2).
IT) Pour u,, := m montrer que la série numeérique Y u, converge, calculer sa somme et
donner un équivalent du reste R,, d’ordre n (on rapelle que Ry, : > oo, u).
Exercice 3.1) Montrer qu’il existe une fonction polynomiale f (que 'on déterminera) de degré 4

(et & coefficients indépendants de k) telle que pour tout entier k on ait k3 = f(k + 1) — f(k).
2

2) Vérifier que A, ==Y 7 _ k> vaut (1 +2++---+n)? = (%)
3) Montrer que la série numérique de terme général u,, := % est convergente et calculer

sa somme.
Exercices généraux sur la nature d’une série numérique
Exercice 1. Soient u, > 0 et v, > 0 pour tout n € N et vérifiant

Un+1 < Un+1

pour tout entier n > N.

Un Un
Montrer que la convergence de la série numérique » v, entraine celle de la série numérique »  uy,.

Exercice 2. Soit (uy)nen une suite réelle décroissante telle que la série numérique »  u,, converge.
Soit v, = n(u, — upy1) pour tout n € N.

1) Montrer que Y ;g Uk = —NUpt1 + D peq Uk

2) En déduire que la série numeérique ) v, converge.



3) Montrer que lim, ., u, existe dans R et qu’elle est nulle.
4)Exprimer Y 2 vy, en fonction de "7 uy.

Exercice 3. Soit a un parametre réel. Etudier la nature des séries numériques de terme général :

chn;n(2+cosn); In(l+/n); 2In(1+v/n); In(1+ &) 22

L .o 01— cos(L): oo — ayn, /o2 1] g 1 .
nInns " 7”L71 COS(n)7€ (1+n) v +1-=mn In(chn)’

2

Vit +2n+1—Vnt+an; (1 - 1)y, npsinn, _sinn

n > n2—In n’ n2+cos?n’

2 2
Arceos(l = 75); (5)" — a(1+ 5); (i)™ s (Ga)"™™ ™

Exercice 4. 1) Soit une série numérique convergente a termes positifs » | u,, et soit un réel constant
a > 1. Montrer que la série numérique > u,> converge.

2) Pour chaque entier n € N soient deux réels u,, et v,. Montrer que si les séries numeériques » | u,?
et > v,2 convergent alors la série numérique > u,v, converge.

A-t-on un résultat analogue pour u,, et v, complexes?

Exercice 5. Soit a un parameétre réel. Etudier la nature des séries numériques de terme général :

2 . 1 2
e (nedyns lalt Zinn, (g 0D e, 0T g VTR,

ch &
: "Q:Lrlan avec a>0; (In n)~ v, 2‘ Jlgffn"7 In (COS”%); (cos %)”a

Exercice 6. Répondre avec justification aux questions suivantes.

1) Soit u,, € K avec u,, — 0. Est-il correct de conclure que la série numérique » _ u,, est convergente ?
2) Soit u, > 0 avec limn_,oo(un)% = 1. Peut-on dire que la série numérique ) u,, converge ?

3) Soit u, € R avec u, ~ % Sachant que la série numérique ) #
pouquoi), peut-on dire que la série numérique » | u, converge ?

est convergente (dire
4) Soit u, € R avec u, < # Sachant que la série numérique | %
dire que la série numérique ) u,, converge ? _

5) Pour appliquer la régle d’Abel a la série numeérique S%”, est-il correct d’écrire : Comme il

est convergente , peut-on

existe un réel M indépendant de n tel que 'on ait Y, _, |sin| < M et comme la suite (ﬁ)" est

Sinn” est convergente d’aprés la régle d’Abel.

décroissante, la série numérique » | NG

Exercice 7.S0it a un paramétre réel. Etudier la nature des séries numériques de terme général :

1 . (—1)"; (1_ﬁ)n\/ﬁ sinn. 1, ((—1)n+ 1+L);

(Inn)n?  no “na n n2

—1+exp (822); sin mv/n? + a; In (1 4 sin® 7v/n2 + 1).




