10 . INTRODUCTION A LA THEORIE DES GROUPES

(ii) Pourtoutxe H,x 1 e H

Cela signifie que la restriction deaH x H — que I'on note encore mais qu'il
faudrait en toute rigueur désigner pgy — donne une loi interne de et que
(H,x) est alors lui-méme un groupe.

Les deux conditions (i) et (ii) ci-dessus peuvent étre racges par

(iii) Pour tousx,y € Honaxxy 1 eH

Il est évident que les conditions (i) et (ii) entrainenf) (iMontrons que, réci-
progquement, la seule condition (iii) entrainent a la foi£(i(ii). PuisqueH = 0,
il existeh € H. Appliquons (jii) avecx =y = h. On obtienth«h~1 € H donc
ec € H. Appliquons maintenant (i) avex = eg. Puisqueeg *y 1 =y~ 1, on
trouve (ii). Enfin, prenarmt,y € H, on a par (i) qui vient d’étre étabji 1 € H et
appliquant (iii) aveg/ ! a la place de/ on obtientx (y~1)~! € H c’est-a-dire
xxy € G qui donne (i).

La notatiorH < G est employée pour ditte est sous-groupe de.Gorsqu’on
n’exclut pas la possibilité gud soit égal &G on écritH < G.

Insistons sur le fait que pour montrer qu’un sous-enseribtie G est un
sous-groupe d6, il faut d’abord s’assurer qu’il est non vide. Un sous-greup
H contient toujours I'élément neuteg; et le sous-groupe dé le plus simple
est{eg}. Un sous-groupél de G qui est différent d& et de{eg} s’appelle un
sous-group@ropre.

2.2 Six exemples de sous-groupes

a) Sous-groupes d&C,+)

OnaZ <Q <R < (C,+).

» Montrer que I'ensembl® des nombres décimaux est un sous-groupgRde: ).

» (R,+) admet-il des sous-groupes finis propres?
b) Sous-groupes d¢Z,+)

Soitme N*. On amZ < (Z,+) oumZ = {mr : r € Z} est I'ensemble des
(entiers relatifs) multiples dm. Réciproquement, on a le

THEOREME 4. — Tout sous-group& de (Z,+) est de la formés = mZ
pour un certaim € N (dépendant d6).

Démonstration.Soit G un sous-groupe déZ,+). Nous devons établir I'exis-
tence d’'une entier positih tel queG = mZ. Traitons d’abord le cas o8 est ré-
duit & I'élément neutre, i.€ = {0}. Dans ce cas on a bien évidemmeént mZ
en prenanin = 0. Supposons maintenant qGene soit pas réduit a I'élément
neutre, il existe alorg € G avecg # 0. PuisqueG <7Z,gc G — —ge Get
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82. OUS-GROUPES 11

nous sommes donc sdrs g@econtiendra un élément strictement positif, autre-
ment ditGNN* = 0. Prenons aloren comme le plus petit élément d&n N*.
Puisquem € G et queG est un sous-groupe, onken=m-+m+---+me G.
Toujours grace au fait qu@ soit un sous-groupe on a aussn € G puis—km=
(—m) + (=m) +--- + (—m) € G si bien quemZ C G. Montrons maintenant que
G C mZ. Prenong) un élément quelconque @& C’est un entier que I'on peut
diviser pampour obtenir une expressigr= gm-r our est le reste (& r < m).
Commegme Gon ar =g—gme G. Comme en outre & r < metmest le plus
petit entier positif dan§, la seule possibilité est guesoit égal a 0. Retournant
al'expression deg, il vient g=gme mZ d’ou I'on déduitG C nZ et, par double
inclusion,G = mZ. O

» Soientm et n deux entiers positifs. A quelle(s) condition(®¥. est-il un sous-
groupe denZ,+)? Déterminer 'ensemble des sous-groupesnde+).

c) Sous-groupes d&e )

Soitn € N*. On a par exempl@®*" < Q* < R* < (C*,-). On a aussUp <
U < (C*,-). Rappelons que, d’'une maniére générale, lorsqeeN, Z, Q, R, C,
X* désigneX /{0} *.

d) Sous-groupes d€#,(C,-)
Soitn € N. On a¥4%,(Q) < YZn(R) < (42n(C),-).
e) Sous-groupes des bijections du plan dans lui-méme

On aT < Is(P) < (S(P),o) ou T I'ensemble des translations du plan eucli-
dien. Pour montrer qué < Is(P), on utiliset; ot =t -

u+4v’
f) Sous groupes du groupe des isométries du plan euclidien
Zn < (I1s(P),0) ouZa I'ensemble des rotations de cenérdu plan euclidien.
On utiliserpgorae =rag+e-

On représente souvent les chaines de sous-groupes sousdéadon arbre
comme celui ci-aprés qui correspond aux exemples e) et f)

x Dans I'étude des anneaux on utilisera la notafidgjui représente en général un ensemble
de nature différente.

[2.1]



12 . INTRODUCTION A LA THEORIE DES GROUPES

Is(P) (2.1)

» Construire I'arbre le plus fourni possible dont le sommét €0,+).

2.3 Intersections de sous-groupes

THEOREME 5. — Soient(G,*) un groupe et une famille non vide de
sous-groupes d8. Sil est l'intersection de tous les éléments.#e autrement
ditl =y H alorsl est lui-méme un sous-groupe Ge

On notera queZ peut contenir un nombre fini ou infini de sous-groupes.

Démonstration.D’abordl est non vide cagg est élément de tout sous-groupe
de.Z et il appartient donc & Soientx,y € |, nous voulons montrer que-y 1 €
H. Par définition dé, pour toutH € .% on ax,y € H et puisqueH est un sous-
groupexsy 1 e H. Il suit quexxy ! appartient & tous les éléments.@eet donc
al. Cela montre qué est bien un sous groupe. O

» Déterminer & N 12Z. Plus généralement sn et n sont deux entiers positifs,
déterminer le sous-groupe @edéfini parmZ N nZ.

2.4 Sous-groupe engendré par une partie
Soit (G,*) un groupe ef un sous-ensembl®n videde G. On appellesous-

groupe engendréparA le sous-groupe

A= (] H (2.2)

Hes(A)

ou .7 (A) est 'ensemble de tous les sous-groupe$dgui contiennenf. Cet
ensemble n’est pas vide car il contightui-méme. En vue du Théoreme 5, la
formule (2.2) définit bien le sous-group®) de G.

THEOREME 6. — Le sous-groupéA) est le plus petit sous-groupe &
contenanA.
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82. SOUS-GROUPES 13

Ici I'adjectif ‘petit’ référe a la relation d’ordre définiegp I'inclusion des
ensembles : un ensem{eest plus petit qu’'un ensembYesi X C Y. De maniére
précise, le théoreme 6 signifie que les deux assertionsgas/aont équivalentes
(E1) | = (A).

(E2) | vérifie les deux conditions suivantes
(a) | estun sous-groupe dgcontenanii et
(b) SiH est un autre sous-groupe @econtenani alors ond C H.

Démonstration.D’aprés la définition, on a immédiatement q(#® vérifie les
deux conditions de (E2). Nous montrons qué eérifie (a) et (b) alord = (A).
A cause de (b), on BC Nye.»(a)H = (A). D'autre part, puisque, d'apres (&),
est un sous-groupe contendnbn al € .7 (A) et par conséquemHey(A) HCI
soit (A) C |. Par double inclusion on en déduit (A).

Ni la définition, ni cette caractérisation ne permettent éeedniner facile-
ment les éléments d@\). Le paragraphe suivant donne une approatrestruc-
tive des sous-groupes engendrés.

2.5 Description des éléments d’'un sous-groupe engendré

THEOREME 7. — Soient(G,x) un groupeA un sous-ensemble non vide
de G etx € G. Pour quex € (A) alors il faut et il suffit qu'il existen € N*
et des éléments; x,, ... X, avecx € A ou xi‘1 € Apouri =12,...n tels que
X = X kX2 % ---%Xn.

Le théoreme précédent affirme donc 'égalité
(A) = {xg X% %Xy - NEN*, x oux T €Ai=1...n}, (2.3)
ou encore
(A ={git*gat-xgil neNvetg cAi=1,...,n}. (2.4)

Démonstration.Appelonsl le membre de droite dans (2.3) (ou (2.4)), nous de-
vons montrer qué = (A). Pour cela, d’aprés le Théoreme 6, il suffit de vérifier
I'assertion (E2) c’est-a-dire (d)est un sous-groupe d&contenani et (b) tout
sous-groupe d& contenani contient aussi.

Etapel. | est un sous-groupe @&contenant.

En considérant les cas ou= 1 etx; € A dans (2.3) on voit qu& C I. En
particulier!l est non vide. Montrons que c’est un sous-groupé&d®our cela
prenonsc ety dansl et vérifions quexsxy~* € |. Ecrivons

X=Xy *Xo%---%Xm X € Aoux leA _
{ 1= mA % (Attention, en générah £ p).

y=Y1*Yo%---xyp Y € Aouy t€A

[2.4]



14 |. INTRODUCTION A LA THEORIE DES GROUPES

En utilisant la formule 1.1 (p. 7) sur I'inverse d’un prodait obtient
X>x<y_1 = X1*X2*---*M*ygl>k--->|<y1—1

Chacun desn+ p facteursf du produit vérifief € A ou f~1 € A de sorte que
x*y~1 a bien la forme requise (avet= m-+ p) des éléments de Il suit que
xxy~ L el etl est donc bien un sous-groupe@eontenant.

Etape2. SiH est un sous-groupe d&contenant alorsl ¢ H.

Prenonsc € | que I'on écrit comme précédemment X1 * Xo * - - - % Xy, Etu-
dions le facteux;. Il y a deux possibilités:

— Soitx; € Aetalorsx; € H puisqueA C H

— Soitx ! € A et alorsx ! € H puis, puisqueH est un sous-groupe; =

(xHteH.

Dans les deux cas onx € H de sorte que, toujours puisqlt est un sous-
groupex € H comme produit d’éléments d¢. Cela achéve la démonstration de
la deuxieme étape et du théoreme. O

Lorsque une partie (non vidé)vérifie (A) = G, on dit queA engendrés ou
gueG estengendréyar A ou encore qué est unegoartie génératrice deG. Pour
bien des questions, on considére qu’on a déja acquis une lmommaissance du
groupeG si on a pu exhiber une partie générati@elus petite possiblear on
peut alors décrire par la formule assez simple (2.3) toudlé&sents du groupe.
Le cas le plus simple est celui @best réduit a un seul élément. Nous I'étudions
dans la partie suivante.

2.6 Groupes cycliques, ordre d’'un élément

On dit qu’'un groupgG,*) estcyclique s'il est engendré par un ensemble
réduit & un seul élément i.& = ({a}). On note aussi pour alléger I'écriture
G = (a). D'apres la formule (2.3), tout élément @Ges’écrit alors

+1 +1 m

x=alxarls...xa*l=a™ avecme Z

de sorte que
G={a":meZ}.

Il se peut que les €léments dans I'ensemble de droite netgmsrtous deux a
deux distincts. Si o@™ = a™ avec, disons > np alorsa™ ™ = e et dans
ce cas la description d& peut encore étre simplifiée. Appelodde plus petit
entier strictement positif tel qua® = e. Notre supposition implique I'existence
de cet entied avecd < my — myp. On dit quea est dordre (fini) d et on écrit
o(a)=d.Ona .

G={d:i=01,....d-1}.
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82. OUS-GROUPES 15

En effet, sim est un entier quelconque, on peut en effectuant une divesich-
dienne I'écrirem=dq+r avecr € {0,1,...,d—1} d’ou

a"=al%" = (a9)9xa = dxa =4
de sorte quqa meZ} ={a :i=0,1,...,d—1}. Notons que Iensemble
{a:i=0,1,...,d—1} ne peut pas étre davantage réduit. En effat sia” avec
> alorsa' "—eor0<i—i"<i<d etcela contredit le fait que est le plus

petit entier positif vérifiana® = e. On a démontré le théoréme suivant.
THEOREME 8. — Soit(G,*) un groupe cyclique engendré @anl y a deux
possibilités.
— Ou biena est d’ordre finid € N* eton aG = {a :i=0,1,...d — 1}
— ou biena n’est pas d’ordre fini (on dit alors qu’il est d’ordre infinij e
G={a":meZ}.
Dans chaque cas les éléments des ensembles indiqués sara deux dis-
tincts*.

On remarquera que l'ordre d’'un élément est égal au a I'orauecardinal)
du groupe qu’il engendre, i.e(a) = |(a)|, et cela justifie 'emploi du méme mot
ordrepour désigner deux concepts différents. Notons que legpgsoaycliques
sont toujours abéliens.

2.7 Trois exemples de sous-groupes engendrés
a) Dans(Z,+)

Exemple2.7.1 Pour toum e Z, (m) = nZ.

En effet, les éléments den) sont les entierg qui s’écriventx = +m++m-+
-+ Em=rmavecr € Z.

Exemple2.7.2 Quels que soient les entienetn, (m,n) = pgcdm,n)Z
En effet, les élément d@n,n) sont les entiers qui s’écrivent

m m m
S=fx|ou|+£|ou|+---+E[0U] =pm+rn avecp,r cZ.
n n n

Or le théoréme de Bezout de l'arithmétique élémentaire wkt Igrsquep et r
parcourent alors I'entierpm+ rn parcourtpgcd(m,n)Z.

x Beaucoup d’auteurs appellegroupe monogénee que nous avons appelé groupe cyclique
infini et garde la dénomination de cyclique au seuls groupés fi

[2.4]



16 . INTRODUCTION A LA THEORIE DES GROUPES

b) Eléments générateurs du groupe des racines de l'unité
Un = (exp(2i1t/n)). En effet,

Un:{exp¥:k:O,l,...,n—l}:{(p":k:O,l,...,n—l}

ou@= epoiT". En particulier on (@) = n. Le groupeU, est donc cyclique
d’ordren.

c) Parties génératrices de(P)

On démontre en géomeétrie que toute isométrie du plan s@msrime la com-
posée d’au plutrois réflexions (symétries orthogonales) on a donc

Is(p) = (sp : D droite du plai.

83 MORPHISMES

3.1 Definition

Soit(G,*) et(G',0) deux groupes et une application d&dansG': ¢ : G —
G'. On dit queg est unmorphisme de groupe(ou simplement umorphisme)
lorsqu’elle vérifie

p(axb)=¢(a)od(b) (a,beG) (3.1)

Autrement dit,¢ est un morphisme si I'image d’urproduit est leo-produit des
images

Il'y a une terminologie assez sophistiquée pour décrirersliypes de mor-
phismes. D’abord, les morphismes sont aussi appelé®morphismes Lorsque
le groupe de départ et le groupe d’arrivée sont les mémestenddandomorphisme
Un morphisme bijectif est uisomorphisme Enfin, un isomorphisme d& dans
lui-méme s’appelle uautomorphisme®.

THEOREME 9. — Si ¢ : G — G’ est un isomorphisme alors I'application
réciproquep 1 : G' — G (qui existe puisque est bijective) est elle-méme un
isomorphisme.

Démonstration.Six,y € G’ alors, puisqué est bijective, il exista etb dansG
tels quep (a) = xet¢(b) =y. De pluson a

xoy=¢(ajog(b)=d(axb)

x On trouve encore dans la littérature le termamtEnomorphismepour désigner un mor-
phisme injectif et celui dpimorphisme pour un morphisme surjectif. Ce vocabulaire ne sera
pas employé dans ce cours.
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8 3. MORPHISMES 17

car ¢ est un morphisme. Il suit que

9 L(xoy) = ¢ H¢(axb)) =axb=9 1 (x)x ¢ (Y.
O

Lorsqu'il existe un isomorphisme entf@ et G/, on dit queG et G’ sont
isomorphest on noteG ~ G'.

THEOREME 10. — L’image de I'élément neutre du groupe de départ par un
morphisme est I'élément neutre du groupe d’arrijééec) = ex/].

Démonstration.Soit ¢ un morphisme d¢G,*) dans(G',0). On a¢(eg x€g) =
¢ (ec) o ¢ (eg) et puisqueeg est elément neutres x g = eg. On a donc

¢(es) = ¢ (ec)od(ec)
= [¢(es)] tod(es) =[¢(ec)] tod(es)o P(es)
= ez =ezof(eg)
= ez = ¢(eg).

O

THEOREME 11. — Par un morphisme I'image du symétrique d’un élément
est le symétrique de I'image de cet éléméatg) = [¢ ()] 1]

Il faut bien prendre garde ici de ne pas confonfiiég)|—* avec ¢ —1(g).
La premiére formule désigne le symétrique de I'élémg(d) € G’ qui existe
toujours puisqués’ est un groupe. En particulier dip(g)] ! € G'. La seconde
n'a de sens que lorsqyeest une bijection e € G’ et dans ce cas elle désigne
un élément dé&.

Démonstration.Soient¢ un morphisme déG,«) dans(G',o) etg € G. On

gxg t=eg=g1xg
— ¢(g+g ) =9(ec) = $(g '+0)
= 9(0)o9(g ) =ex =9(g ") o0(0).

Cela signifie quep (g 1) vérifie les deux conditions définissant le symétrique de

¢(g) donco(g~t) = [¢(g)]*. 0

3.2 Morphismes et image des sous-groupes

THEOREME 12. — Soient¢ un morphisme dé& dansG' etH un sous-
groupe deG alors¢(H) est un sous-groupe d&. En particulierg (G) est un
sous-groupe d&'.[H <G=¢(H) <G']

[3.1]



18 . INTRODUCTION A LA THEORIE DES GROUPES

Rappelons que (H) d_ef{d)( h):he H} et s’appelle imagedeH par¢.

Démonstration.Pour montrer queé (H) est un sous-groupe d& nous devons
vérifier (1) qu'il est non vide et (2) pour tousy € ¢(G) on axoy ! € ¢(G).
Que¢ (H) soit non vide est clair car, d’aprés le Théorémeetds H = ¢ (eg) =
ez € ¢(H). Quant au second point, siy € ¢(H) alorsx = ¢(a) ety = ¢(b)
aveca,b € H. Donc

xoy ™t = ¢(a)o[p(b)]
=" p(@op(b ) =¢(arb?
€ ¢ ) carabe HetH <G,
donc¢(H) est bien un sous-groupe & O
3.3 Lenoyau

Soit ¢ un morphisme dé€G,x) dans(G',0). On appellenoyau de ¢ et on
note kep — "ker" est I'abbréviation du mot allemarkernelqui signifie noyau
— I'ensemble

def
kerp = {geG : ¢(g) =ex} (3.2)
D’aprés le Théoréme 10, on a toujoyrées) = ez donceg € ker¢ qui n'est
ainsi jamais vide.
THEOREME 13. — Le noyau d’'un morphisme est un sous-groupe du groupe
de départiker¢ < G]J.

Démonstration.Puisque keg # 0 il suffit de vérifier quey € kerg = xxy~1 ¢

ker¢. Or
Byl = 9Py ) wneummenn
= ( ) [ ( )]7 (Th.11)
= eG/o[eG/] 1 (déf. du noyau.)
= eG’
Doncxxy ! € ker¢ qui est bien un sous-groupe. O

Le noyau vérifie une autre propriété.@& G etx € ker¢ alorsgxxg~*
ker¢. En effet,

$(gxxxgt) = @(g)odp(x)od(gh)
= ¢(@)od(X)o[d(9)] ! aemum
= ¢(g)oego[p(g)]?
¢(g)od(g)]*
e
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8 3. MORPHISMES 19

Les groupes vérifiant cette propriété sont dits distingGéste notion trés utile
sera étudiée par la suite.

THEOREME 14. — Pour qu’un morphisme soit injectif il faut et il suffit que
son noyau se réduisent a I'élément neufge: G == G’ injective < kerg =
{ec}]

Rappelons gu’une applicatiop est diteinjective lorsque deux éléments
distincts ont nécessairement deux images distinctesefant dit 'hypothese
¢ (X) = ¢(y) doit toujours impliquex =y.

Démonstration.(=>) On suppose qué¢ est injective et on montre qker¢y =
{ec}.
On sait quesg € ker¢. Six est un autre €lément de lgelavecx # eg alors
¢ (es) = eg = $(x) doncx et eg ont la méme image sans étre égaux, ce qui
contredit I'injectivité deg.
(«<=) On suppose quiker¢ = {eg} et on montre que@ est injective.
Supposons queety soient deux éléments detels queg (x) = ¢(y). On a

(oot = ey
= ¢(X)O¢(y_1) = €g (parleTh.11)
= p(xxy ) = ez
= xxy 1 € kerg
= Xxy b= €G  (carken ={e))
= X =y
L'hypothésep (x) = ¢ (y) implique doncx =y et ¢ est bien injective. O

THEOREME 15. — SoientG etG' deux groupes finis dméme cardinaét ¢
un morphisme d& dansG'. Pour queap soit un isomorphisme il faut et il suffit
queker¢ soit réduit a I'élément neutre.

Démonstration.LorsqueG et G’ sont des ensembles finis, de méme cardinal,
dire que¢ : G — G’ est bijective est équivalent a dire qu’elle est injective ]

3.4 Morphismes et image-réciproque des sous-groupes

Soit ¢ un morphisme dé€G,x) dans(G',0). S'il n’est permis de parler de
I'élémentg —1(g) que lorsquep est bijective (egy € G'), on peut toujours consi-
dérer I'ensemble—1({g}), qui est formé, par définition, de tous les éléments
x € G tels queg (x) = g. Cet ensemblg—1({g}) peut-étre vide et il est égal a
{¢=1(9)} lorsque (mais pas seulemexptlest bijective. D’un maniére générale,

[3.2]



20 . INTRODUCTION A LA THEORIE DES GROUPES

siY ¢ G on appelleimage-réciproque ou pré-image deY par ¢ et on note
¢ ~1(Y) 'ensemble défini par

¢ HY)={xeG:p(x) €Y}

On remarquera que k¢r= ¢ *({eg)}.

THEOREME 16. — Soient¢ un morphisme dé& dansG' etW un sous-
groupe deG' alors$—1(W) est un sous-groupe d& qui contientkerg. [W <
G = ¢~LW)<G]

Démonstration.PuisquewW est sous-groupe dé&’ on aegy € W de sorte que
kerg = p~1({eg’}) € ¢ ~1(W) qui n’est donc pas vide. Il suffit de vérifier que
Xy € ¢ HW) = xxy e dH(W). Or

By = P00  wsmmemn
() p(] ™t
= d)(x*y‘l) € WoWcCW (carW < G.)

Doncxxy~t € ¢~1(W) qui est bien un sous-groupe. O

3.5 Cing exemples de morphismes

a) Exponentielle et logarithme
L'application

R,+) — (R,

exp:
R expX.

est un isomorphisme, on a exp= In.
b) Exponentielle complexe

Est un morphisme 'application

E~: (R7+> - (U7>
C - .
X > expix.
Ona
kerEc = {xeR:expix)=1}
{xeR:x=2km ke Z}
= 2mn4.
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8 3. MORPHISMES 21

c) Le déterminant

IHK) — (K*,.)

det: A . detA

Ona
kerdet = {Ac 9% (K):detA=1}

® SLa(K).

d) Les automorphismes intérieurs
Soit (G,.) un groupe ek € G. L'application

oG — ()
g — X “gX

est un automorphisme. Tout automorphisme construit de o&hiere s’appelle

un automorphisme intérieur. Lensemble des automorphismes intérieurs, noté

Int (G), forme lui-mé&me un groupe lorsqu’on le munit de la loi de cosifion

des applications.

e) L’application puissance

Soit(G,*) un groupe quelconque g G. L'application suivante est un mor-
phisme de groupe.
. <Z7+) - (Gv*)
Po- "y gm.

(i) Sigestdordre infinipg est injective.
(if) Sigestdordred kerpg = dZ.

Montrons le second point. & € kerpg alorsg™ = e mais, effectuant une divi-
sion euclidienne, on peut écrire= qd+r avecr € {0,1,...,d — 1}. Par consé-
quentg" =e= gl —e= (¢g9)9xg' = e= €lgf =e= ¢ =e La seule
possibilité est que = 0 carr < d etd est I'ordre deg c’est-a-dire le plus petit
entier positif pour lequeg® = e. Maintenantr = 0 donnem = qd i.e. m € dZ.
Cela prouve kepy C dZ. On montre facilement qu’'on a auskl C kerpg d’ou
kerpg = dZ.

Du premier point on déduit le théoreme suivant.

THEOREME 17. — Si (G,x) est un groupe cyclique infini alof$s,*) ~
(Z,+).

Démonstration.Si G = (g) alors, par définitiorpg est surjectif et puisque nous
avons que c’est un morphisme injectif, c’est un isomorpleism O
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