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(ii) Pour toutx∈ H, x−1 ∈ H

Cela signifie que la restriction de∗ àH ×H — que l’on note encore∗ mais qu’il
faudrait en toute rigueur désigner par∗|H — donne une loi interne deH et que
(H,∗) est alors lui-même un groupe.

Les deux conditions (i) et (ii) ci-dessus peuvent être remplacées par

(iii) Pour tousx,y∈ H on ax∗y−1 ∈ H

Il est évident que les conditions (i) et (ii) entraînent (iii). Montrons que, réci-
proquement, la seule condition (iii) entraînent à la fois (i) et (ii). PuisqueH 6= /0,
il existe h ∈ H. Appliquons (iii) avecx = y = h. On obtienth∗ h−1 ∈ H donc
eG ∈ H. Appliquons maintenant (iii) avecx = eG. PuisqueeG ∗ y−1 = y−1, on
trouve (ii). Enfin, prenantx,y∈ H, on a par (ii) qui vient d’être établiy−1 ∈ H et
appliquant (iii) avecy−1 à la place dey on obtientx∗ (y−1)−1 ∈ H c’est-à-dire
x∗y∈ G qui donne (i).

La notationH < Gest employée pour direH est sous-groupe de G. Lorsqu’on
n’exclut pas la possibilité queH soit égal àG on écritH ≤ G.

Insistons sur le fait que pour montrer qu’un sous-ensembleH de G est un
sous-groupe deG, il faut d’abord s’assurer qu’il est non vide. Un sous-groupe
H contient toujours l’élément neutreeG et le sous-groupe deG le plus simple
est{eG}. Un sous-groupeH deG qui est différent deG et de{eG} s’appelle un
sous-groupepropre.

2.2 Six exemples de sous-groupes

a) Sous-groupes de(C,+)

On aZ < Q < R < (C,+).

◮ Montrer que l’ensembleD des nombres décimaux est un sous-groupe de(R,+).

◮ (R,+) admet-il des sous-groupes finis propres?

b) Sous-groupes de(Z,+)

Soit m∈ N⋆. On amZ < (Z,+) où mZ = {mr : r ∈ Z} est l’ensemble des
(entiers relatifs) multiples dem. Réciproquement, on a le

THÉORÈME 4. — Tout sous-groupeG de (Z,+) est de la formeG = mZ

pour un certainm∈ N (dépendant deG).

Démonstration.Soit G un sous-groupe de(Z,+). Nous devons établir l’exis-
tence d’une entier positifm tel queG = mZ. Traitons d’abord le cas oùG est ré-
duit à l’élément neutre, i.e.G= {0}. Dans ce cas on a bien évidemmentG= mZ

en prenantm = 0. Supposons maintenant queG ne soit pas réduit à l’élément
neutre, il existe alorsg∈ G avecg 6= 0. PuisqueG≤ Z, g∈ G =⇒ −g ∈ G et
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§ 2. SOUS-GROUPES 11

nous sommes donc sûrs queG contiendra un élément strictement positif, autre-
ment ditG∩N⋆ 6= /0. Prenons alorsm comme le plus petit élément deG∩N⋆.
Puisquem∈ G et queG est un sous-groupe, on akm= m+ m+ · · ·+ m∈ G.
Toujours grâce au fait queG soit un sous-groupe on a aussi−m∈ G puis−km=
(−m)+(−m)+ · · ·+(−m) ∈ G si bien quemZ ⊂ G. Montrons maintenant que
G⊂ mZ. Prenonsg un élément quelconque deG. C’est un entier que l’on peut
diviser parmpour obtenir une expressiong= qm+r oùr est le reste (0≤ r < m).
Commeqm∈ G on ar = g−qm∈ G. Comme en outre 0≤ r < metmest le plus
petit entier positif dansG, la seule possibilité est quer soit égal à 0. Retournant
à l’expression deg, il vient g= qm∈ mZ d’où l’on déduitG⊂ mZ et, par double
inclusion,G = mZ.

◮ Soientm et n deux entiers positifs. A quelle(s) condition(s)mZ est-il un sous-
groupe de(nZ,+)? Déterminer l’ensemble des sous-groupes de(nZ,+).

c) Sous-groupes de(C⋆,·)

Soit n ∈ N⋆. On a par exempleQ⋆+ < Q⋆ < R⋆ < (C⋆,·). On a aussiUn <
U < (C⋆,·). Rappelons que, d’une manière générale, lorsqueX = N, Z, Q, R, C,
X⋆ désigneX/{0} ∗.

d) Sous-groupes deGLn(C,·)

Soit n∈ N. On aGLn(Q) < GLn(R) < (GLn(C),·).

e) Sous-groupes des bijections du plan dans lui-même

On aT < Is(P) < (S(P),◦) où T l’ensemble des translations du plan eucli-
dien. Pour montrer queT < Is(P), on utiliset→u ◦ t→

v
= t→

u+
→
v
.

f) Sous groupes du groupe des isométries du plan euclidien

RA < (Is(P),◦) oùRA l’ensemble des rotations de centreA du plan euclidien.
On utiliserA,θ ◦ rA,θ ′ = rA,θ+θ ′.

On représente souvent les chaînes de sous-groupes sous la forme d’un arbre
comme celui ci-après qui correspond aux exemples e) et f)

∗ Dans l’étude des anneaux on utilisera la notationA∗ qui représente en général un ensemble
de nature différente.

[2.1]



12 I. INTRODUCTION À LA THÉORIE DES GROUPES
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◮ Construire l’arbre le plus fourni possible dont le sommet soit (C,+).

2.3 Intersections de sous-groupes

THÉORÈME 5. — Soient(G,∗) un groupe etF une famille non vide de
sous-groupes deG. Si I est l’intersection de tous les éléments deF , autrement
dit I =

⋂

H∈F H alorsI est lui-même un sous-groupe deG.

On notera queF peut contenir un nombre fini ou infini de sous-groupes.

Démonstration.D’abordI est non vide careG est élément de tout sous-groupeF
deF et il appartient donc àI . Soientx,y∈ I , nous voulons montrer quex∗y−1 ∈
H. Par définition deI , pour toutH ∈ F on ax,y∈ H et puisqueH est un sous-
groupex∗y−1 ∈ H. Il suit quex∗y−1 appartient à tous les éléments deF et donc
à I . Cela montre queI est bien un sous groupe.

◮ Déterminer 8Z∩ 12Z. Plus généralement sim et n sont deux entiers positifs,
déterminer le sous-groupe deZ défini parmZ∩nZ.

2.4 Sous-groupe engendré par une partie

Soit (G,∗) un groupe etA un sous-ensemblenon videdeG. On appellesous-
groupe engendréparA le sous-groupe

〈A〉 :=
⋂

H∈S (A)

H (2.2)

où S (A) est l’ensemble de tous les sous-groupes deG qui contiennentA. Cet
ensemble n’est pas vide car il contientG lui-même. En vue du Théorème 5, la
formule (2.2) définit bien le sous-groupe〈A〉 deG.

THÉORÈME 6. — Le sous-groupe〈A〉 est le plus petit sous-groupe deG
contenantA.

[2.2] jpc / ALG



§ 2. SOUS-GROUPES 13

Ici l’adjectif ‘petit’ réfère à la relation d’ordre définie par l’inclusion des
ensembles : un ensembleX est plus petit qu’un ensembleY si X ⊂Y. De manière
précise, le théorème 6 signifie que les deux assertions suivantes sont équivalentes
(E1) I = 〈A〉.
(E2) I vérifie les deux conditions suivantes

(a) I est un sous-groupe deG contenantA et
(b) SiH est un autre sous-groupe deG contenantA alors on aI ⊂ H.

Démonstration.D’après la définition, on a immédiatement que〈A〉 vérifie les
deux conditions de (E2). Nous montrons que siI vérifie (a) et (b) alorsI = 〈A〉.
A cause de (b), on aI ⊂

⋂

H∈S (A) H = 〈A〉. D’autre part, puisque, d’après (a),I
est un sous-groupe contenantA, on aI ∈S (A) et par conséquent

⋂

H∈S (A) H ⊂ I
soit 〈A〉 ⊂ I . Par double inclusion on en déduitI = 〈A〉.

Ni la définition, ni cette caractérisation ne permettent de déterminer facile-
ment les éléments de〈A〉. Le paragraphe suivant donne une approcheconstruc-
tive des sous-groupes engendrés.

2.5 Description des éléments d’un sous-groupe engendré

THÉORÈME 7. — Soient(G,∗) un groupe,A un sous-ensemble non vide
de G et x ∈ G. Pour quex ∈ 〈A〉 alors il faut et il suffit qu’il existen ∈ N⋆

et des élémentsx1,x2, . . . ,xn avecxi ∈ A ou x−1
i ∈ A pour i = 1,2, . . .n tels que

x = x1∗x2∗ · · · ∗xn.

Le théorème précédent affirme donc l’égalité

〈A〉 = {x1∗x2∗ · · · ∗xn : n∈ N⋆, xi ou x−1
i ∈ A, i = 1, . . . ,n}, (2.3)

ou encore

〈A〉 = {g±1
1 ∗g±1

2 ∗ · · · ∗g±1
n : n∈ N⋆ et gi ∈ A, i = 1, . . . ,n}. (2.4)

Démonstration.AppelonsI le membre de droite dans (2.3) (ou (2.4)), nous de-
vons montrer queI = 〈A〉. Pour cela, d’après le Théorème 6, il suffit de vérifier
l’assertion (E2) c’est-à-dire (a)I est un sous-groupe deG contenantA et (b) tout
sous-groupe deG contenantA contient aussiI .

Étape1. I est un sous-groupe deG contenantA.

En considérant les cas oùn = 1 et x1 ∈ A dans (2.3) on voit queA ⊂ I . En
particulier I est non vide. Montrons que c’est un sous-groupe deG. Pour cela
prenonsx et y dansI et vérifions quex∗y−1 ∈ I . Ecrivons

{

x = x1∗x2∗ · · · ∗xm xi ∈ A oux−1
i ∈ A

y = y1∗y2∗ · · · ∗yp yi ∈ A ouy−1
i ∈ A

(Attention, en généralm 6= p).

[2.4]



14 I. INTRODUCTION À LA THÉORIE DES GROUPES

En utilisant la formule 1.1 (p. 7) sur l’inverse d’un produiton obtient

x∗y−1 = x1∗x2∗ · · · ∗xm∗y−1
p ∗ · · · ∗y−1

1

Chacun desm+ p facteursf du produit vérifief ∈ A ou f−1 ∈ A de sorte que
x∗ y−1 a bien la forme requise (avecn = m+ p) des éléments deI . Il suit que
x∗y−1 ∈ I et I est donc bien un sous-groupe deG contenantA.

Étape2. Si H est un sous-groupe deG contenantA alorsI ⊂ H.

Prenonsx∈ I que l’on écrit comme précédemmentx = x1∗x2∗ · · · ∗xn. Etu-
dions le facteurxi . Il y a deux possibilités:

– Soitxi ∈ A et alorsxi ∈ H puisqueA⊂ H
– Soit x−1

i ∈ A et alorsx−1
i ∈ H puis, puisqueH est un sous-groupe,xi =

(x−1
i )−1 ∈ H.

Dans les deux cas on axi ∈ H de sorte que, toujours puisqueH est un sous-
groupe,x∈ H comme produit d’éléments deH. Cela achève la démonstration de
la deuxième étape et du théorème.

Lorsque une partie (non vide)A vérifie 〈A〉= G, on dit queA engendreG ou
queG estengendréparA ou encore queA est unepartie génératricedeG. Pour
bien des questions, on considère qu’on a déjà acquis une bonne connaissance du
groupeG si on a pu exhiber une partie génératricela plus petite possiblecar on
peut alors décrire par la formule assez simple (2.3) tous leséléments du groupe.
Le cas le plus simple est celui oùA est réduit à un seul élément. Nous l’étudions
dans la partie suivante.

2.6 Groupes cycliques, ordre d’un élément

On dit qu’un groupe(G,∗) estcyclique s’il est engendré par un ensemble
réduit à un seul élément i.e.G = 〈{a}〉. On note aussi pour alléger l’écriture
G = 〈a〉. D’après la formule (2.3), tout élément deG s’écrit alors

x = a±1∗a±1∗ · · · ∗a±1 = am avecm∈ Z

de sorte que
G = {am : m∈ Z}.

Il se peut que les éléments dans l’ensemble de droite ne soient pas tous deux à
deux distincts. Si onam1 = am2 avec, disons,m1 > m2 alorsam1−m2 = e et dans
ce cas la description deG peut encore être simplifiée. Appelonsd le plus petit
entier strictement positif tel quead = e. Notre supposition implique l’existence
de cet entierd avecd ≤ m1−m2. On dit quea est d’ordre (fini) d et on écrit
o(a) = d. On a

G = {ai : i = 0,1, . . . ,d−1}.
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§ 2. SOUS-GROUPES 15

En effet, sim est un entier quelconque, on peut en effectuant une divisioneucli-
dienne l’écrirem= dq+ r avecr ∈ {0,1, . . . ,d−1} d’où

am = adq+r = (ad)q∗ar = eq∗ar = ar

de sorte que{am : m∈ Z} = {ai : i = 0,1, . . . ,d− 1}. Notons que l’ensemble
{ai : i = 0,1, . . . ,d−1} ne peut pas être davantage réduit. En effet siai = ai′ avec
i > i′ alorsai−i′ = eor 0< i − i′ ≤ i < d et cela contredit le fait qued est le plus
petit entier positif vérifiantad = e. On a démontré le théorème suivant.

THÉORÈME 8. — Soit (G,∗) un groupe cyclique engendré para. Il y a deux
possibilités.

– Ou biena est d’ordre finid ∈ N⋆ et on aG = {ai : i = 0,1, . . .d−1}

– ou biena n’est pas d’ordre fini (on dit alors qu’il est d’ordre infini) et
G = {am : m∈ Z}.

Dans chaque cas les éléments des ensembles indiqués sont deux à deux dis-
tincts∗.

On remarquera que l’ordre d’un élément est égal au à l’ordre (au cardinal)
du groupe qu’il engendre, i.e.o(a) = |〈a〉|, et cela justifie l’emploi du même mot
ordrepour désigner deux concepts différents. Notons que les groupes cycliques
sont toujours abéliens.

2.7 Trois exemples de sous-groupes engendrés

a) Dans(Z,+)

Exemple2.7.1 Pour toutm∈ Z, 〈m〉 = mZ.

En effet, les éléments de〈m〉 sont les entiersx qui s’écriventx=±m+±m+
· · ·+±m= rm avecr ∈ Z.

Exemple2.7.2 Quels que soient les entiersm et n, 〈m,n〉 = pgcd(m,n)Z.

En effet, les élément de〈m,n〉 sont les entierss qui s’écrivent

s= ±





m
ou
n



+±





m
ou
n



+ · · ·+±





m
ou
n



 = pm+ rn avecp,r ∈ Z.

Or le théorème de Bezout de l’arithmétique élémentaire dit que lorsquep et r
parcourentZ alors l’entierpm+ rn parcourtpgcd(m,n)Z.

∗ Beaucoup d’auteurs appellentgroupe monogènece que nous avons appelé groupe cyclique
infini et garde la dénomination de cyclique au seuls groupes finis.

[2.4]



16 I. INTRODUCTION À LA THÉORIE DES GROUPES

b) Eléments générateurs du groupe des racines de l’unité

Un = 〈exp(2iπ/n)〉. En effet,

Un = {exp
2ikπ

n
: k = 0,1, . . . ,n−1} = {φk : k = 0,1, . . . ,n−1}

où φ = exp2iπ
n . En particulier on ao(φ) = n. Le groupeUn est donc cyclique

d’ordren.

c) Parties génératrices deIs(P)

On démontre en géométrie que toute isométrie du plan s’écritcomme la com-
posée d’au plustrois réflexions (symétries orthogonales) on a donc

Is(p) = 〈sD : D droite du plan〉.

§ 3 MORPHISMES

3.1 Definition

Soit(G,∗) et(G′,◦) deux groupes etϕ une application deG dansG′ : ϕ : G→
G′. On dit queϕ est unmorphisme de groupe(ou simplement unmorphisme)
lorsqu’elle vérifie

ϕ(a∗b) = ϕ(a)◦ϕ(b) (a,b∈ G) (3.1)

Autrement dit,ϕ est un morphisme si l’image d’un∗-produit est le◦-produit des
images.

Il y a une terminologie assez sophistiquée pour décrire divers types de mor-
phismes. D’abord, les morphismes sont aussi appeléshomomorphismes. Lorsque
le groupe de départ et le groupe d’arrivée sont les mêmes on parle d’endomorphisme.
Un morphisme bijectif est unisomorphisme. Enfin, un isomorphisme deG dans
lui-même s’appelle unautomorphisme∗.

THÉORÈME 9. — Si ϕ : G → G′ est un isomorphisme alors l’application
réciproqueϕ−1 : G′ → G (qui existe puisqueϕ est bijective) est elle-même un
isomorphisme.

Démonstration.Si x,y∈ G′ alors, puisqueϕ est bijective, il existea et b dansG
tels queϕ(a) = x et ϕ(b) = y. De plus on a

x◦y = ϕ(a)◦ϕ(b) = ϕ(a∗b)

∗ On trouve encore dans la littérature le terme demonomorphismepour désigner un mor-
phisme injectif et celui d’épimorphisme pour un morphisme surjectif. Ce vocabulaire ne sera
pas employé dans ce cours.
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§ 3. MORPHISMES 17

carϕ est un morphisme. Il suit que

ϕ−1(x◦y) = ϕ−1(ϕ(a∗b)) = a∗b = ϕ−1(x)∗ϕ−1(y).

Lorsqu’il existe un isomorphisme entreG et G′, on dit queG et G′ sont
isomorpheset on noteG≃ G′.

THÉORÈME 10. — L’image de l’élément neutre du groupe de départ par un
morphisme est l’élément neutre du groupe d’arrivée.[ϕ(eG) = eG′ ].

Démonstration.Soit ϕ un morphisme de(G,∗) dans(G′,◦). On aϕ(eG∗eG) =
ϕ(eG)◦ϕ(eG) et puisqueeG est élément neutreeG∗eG = eG. On a donc

ϕ(eG) = ϕ(eG)◦ϕ(eG)
⇒ [ϕ(eG)]−1◦ϕ(eG) = [ϕ(eG)]−1◦ϕ(eG)◦ϕ(eG)
⇒ eG′ = eG′ ◦ϕ(eG)
⇒ eG′ = ϕ(eG).

THÉORÈME 11. — Par un morphisme l’image du symétrique d’un élément
est le symétrique de l’image de cet élément.[ϕ(g−1) = [ϕ(g)]−1.]

Il faut bien prendre garde ici de ne pas confondre[ϕ(g)]−1 avecϕ−1(g).
La première formule désigne le symétrique de l’élémentϕ(g) ∈ G′ qui existe
toujours puisqueG′ est un groupe. En particulier on[ϕ(g)]−1 ∈ G′. La seconde
n’a de sens que lorsqueϕ est une bijection etg∈ G′ et dans ce cas elle désigne
un élément deG.

Démonstration.Soientϕ un morphisme de(G,∗) dans(G′,◦) et g∈ G. On

g∗g−1 = eG = g−1∗g
=⇒ ϕ(g∗g−1) = ϕ(eG) = ϕ(g−1∗g)
Th. 10
=⇒ ϕ(g)◦ϕ(g−1)) = eG′ = ϕ(g−1)◦ϕ(g).

Cela signifie queϕ(g−1) vérifie les deux conditions définissant le symétrique de
ϕ(g) doncϕ(g−1) = [ϕ(g)]−1.

3.2 Morphismes et image des sous-groupes

THÉORÈME 12. — Soientϕ un morphisme deG dansG′ et H un sous-
groupe deG alorsϕ(H) est un sous-groupe deG′. En particulierϕ(G) est un
sous-groupe deG′. [H ≤ G⇒ ϕ(H) ≤ G′.]

[3.1]



18 I. INTRODUCTION À LA THÉORIE DES GROUPES

Rappelons queϕ(H)
def
= {ϕ(h) : h∈ H} et s’appelle l’imagedeH parϕ.

Démonstration.Pour montrer queϕ(H) est un sous-groupe deG′ nous devons
vérifier (1) qu’il est non vide et (2) pour tousx,y ∈ ϕ(G) on ax◦ y−1 ∈ ϕ(G).
Queϕ(H) soit non vide est clair car, d’après le Théorème 10,eG ∈H ⇒ ϕ(eG) =
eG′ ∈ ϕ(H). Quant au second point, six,y ∈ ϕ(H) alorsx = ϕ(a) et y = ϕ(b)
aveca,b∈ H. Donc

x◦y−1 = ϕ(a)◦ [ϕ(b)]−1

Th. 11
= ϕ(a)◦ϕ(b−1) = ϕ(a∗b−1)
∈ ϕ(H) cara,b∈ H et H ≤ G,

doncϕ(H) est bien un sous-groupe deG′.

3.3 Le noyau

Soit ϕ un morphisme de(G,∗) dans(G′,◦). On appellenoyau de ϕ et on
note kerϕ — "ker" est l’abbréviation du mot allemandkernelqui signifie noyau
— l’ensemble

kerϕ de f
= {g∈ G : ϕ(g) = eG′} (3.2)

D’après le Théorème 10, on a toujoursϕ(eG) = eG′ donceG ∈ kerϕ qui n’est
ainsi jamais vide.

THÉORÈME 13. — Le noyau d’un morphisme est un sous-groupe du groupe
de départ.[kerϕ ≤ G].

Démonstration.Puisque kerϕ 6= /0 il suffit de vérifier quex,y∈ kerϕ ⇒ x∗y−1 ∈
kerϕ. Or

ϕ(x∗y−1) = ϕ(x)◦ϕ(y−1) (déf. d’un morph.)

= ϕ(x)◦ [ϕ(y)]−1
(Th. 11.)

= eG′ ◦ [eG′]−1
(déf. du noyau.)

= eG′ .

Doncx∗y−1 ∈ kerϕ qui est bien un sous-groupe.

Le noyau vérifie une autre propriété. Sig∈ G et x∈ kerϕ alorsg∗x∗g−1 ∈
kerϕ. En effet,

ϕ(g∗x∗g−1) = ϕ(g)◦ϕ(x)◦ϕ(g−1)
= ϕ(g)◦ϕ(x)◦ [ϕ(g)]−1

(par le Th. 11)

= ϕ(g)◦eG′ ◦ [ϕ(g)]−1

= ϕ(g)◦ [ϕ(g)]−1

= eG′.
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§ 3. MORPHISMES 19

Les groupes vérifiant cette propriété sont dits distingués.Cette notion très utile
sera étudiée par la suite.

THÉORÈME 14. — Pour qu’un morphisme soit injectif il faut et il suffit que
son noyau se réduisent à l’élément neutre.[ϕ : G

morph.
−→ G′ injective⇔ kerϕ =

{eG}.]

Rappelons qu’une applicationϕ est dite injective lorsque deux éléments
distincts ont nécessairement deux images distinctes. Autrement dit l’hypothèse
ϕ(x) = ϕ(y) doit toujours impliquerx = y.

Démonstration.(=⇒) On suppose queϕ est injective et on montre quekerϕ =
{eG}.

On sait queeG ∈ kerϕ. Si x est un autre élément de kerϕ avecx 6= eG alors
ϕ(eG) = eG′ = ϕ(x) doncx et eG ont la même image sans être égaux, ce qui
contredit l’injectivité deϕ.

(⇐=) On suppose quekerϕ = {eG} et on montre queϕ est injective.

Supposons quex et y soient deux éléments deG tels queϕ(x) = ϕ(y). On a

ϕ(x)◦ [ϕ(y)]−1 = eG′

⇒ ϕ(x)◦ϕ(y−1) = eG′ (par le Th. 11)

⇒ ϕ(x∗y−1) = eG′

⇒ x∗y−1 ∈ kerϕ
⇒ x∗y−1 = eG (car kerϕ = {eG})

⇒ x = y

L’hypothèseϕ(x) = ϕ(y) implique doncx = y et ϕ est bien injective.

THÉORÈME 15. — SoientG etG′ deux groupes finis demême cardinaletϕ
un morphisme deG dansG′. Pour queϕ soit un isomorphisme il faut et il suffit
quekerϕ soit réduit à l’élément neutre.

Démonstration.LorsqueG et G′ sont des ensembles finis, de même cardinal,
dire queϕ : G→ G′ est bijective est équivalent à dire qu’elle est injective.

3.4 Morphismes et image-réciproque des sous-groupes

Soit ϕ un morphisme de(G,∗) dans(G′,◦). S’il n’est permis de parler de
l’élémentϕ−1(g) que lorsqueϕ est bijective (etg∈ G′), on peut toujours consi-
dérer l’ensembleϕ−1({g}), qui est formé, par définition, de tous les éléments
x ∈ G tels queϕ(x) = g. Cet ensembleϕ−1({g}) peut-être vide et il est égal à
{ϕ−1(g)} lorsque (mais pas seulement)ϕ est bijective. D’un manière générale,
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si Y ⊂ G′ on appelleimage-réciproque ou pré-image deY par ϕ et on note
ϕ−1(Y) l’ensemble défini par

ϕ−1(Y) = {x∈ G : ϕ(x) ∈Y}.

On remarquera que kerϕ = ϕ−1({eG′)}.

THÉORÈME 16. — Soientϕ un morphisme deG dansG′ et W un sous-
groupe deG′ alorsϕ−1(W) est un sous-groupe deG qui contientkerϕ. [W ≤
G′ ⇒ ϕ−1(W) ≤ G.]

Démonstration.PuisqueW est sous-groupe deG′ on a eG′ ∈ W de sorte que
kerϕ = ϕ−1({eG′}) ⊂ ϕ−1(W) qui n’est donc pas vide. Il suffit de vérifier que
x,y∈ ϕ−1(W) ⇒ x∗y−1 ∈ ϕ−1(W). Or

ϕ(x∗y−1) = ϕ(x)◦ϕ(y−1) (déf. d’un morph.)

= ϕ(x)◦ [ϕ(y)]−1
(Th. 11.)

⇒ ϕ(x∗y−1) ∈ W ◦W ⊂W (carW ≤ G.)

Doncx∗y−1 ∈ ϕ−1(W) qui est bien un sous-groupe.

3.5 Cinq exemples de morphismes

a) Exponentielle et logarithme

L’application

exp :
(R,+) −→ (R⋆+,.)

x 7−→ expx.

est un isomorphisme, on a exp−1 = ln.

b) Exponentielle complexe

Est un morphisme l’application

EC :
(R,+) −→ (U,.)

x 7−→ expix.

On a
kerEC = {x∈ R : exp(ix) = 1}

= {x∈ R : x = 2kπ, k∈ Z}
= 2πZ.

[3.2] jpc / ALG
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c) Le déterminant

det :
GLn(K) −→ (K⋆,.)

A 7−→ detA

On a
kerdet = {A∈ GLn(K) : detA = 1}

def
= SLn(K).

d) Les automorphismes intérieurs

Soit (G,.) un groupe etx∈ G. L’application

φx :
(G,.) −→ (G,.)

g 7−→ x−1gx.

est un automorphisme. Tout automorphisme construit de cette manière s’appelle
un automorphisme intérieur. L’ensemble des automorphismes intérieurs, noté
Int (G), forme lui-même un groupe lorsqu’on le munit de la loi de composition
des applications.

e) L’application puissance

Soit(G,∗) un groupe quelconque etg∈ G. L’application suivante est un mor-
phisme de groupe.

pg :
(Z,+) −→ (G,∗)

m 7−→ gm.

(i) Si g est d’ordre infinipg est injective.

(ii) Si g est d’ordred kerpg = dZ.

Montrons le second point. Sim∈ kerpg alorsgm = e mais, effectuant une divi-
sion euclidienne, on peut écrirem= qd+ r avecr ∈ {0,1, . . . ,d−1}. Par consé-
quentgm = e ⇒ gqd+r = e⇒ (gd)q ∗ gr = e⇒ eqgr = e⇒ gr = e. La seule
possibilité est quer = 0 carr < d et d est l’ordre deg c’est-à-dire le plus petit
entier positif pour lequelgd = e. Maintenantr = 0 donnem= qd i.e. m∈ dZ.
Cela prouve kerpg ⊂ dZ. On montre facilement qu’on a aussidZ ⊂ kerpg d’où
kerpg = dZ.

Du premier point on déduit le théorème suivant.

THÉORÈME 17. — Si (G,∗) est un groupe cyclique infini alors(G,∗) ≃
(Z,+).

Démonstration.Si G = 〈g〉 alors, par définitionpg est surjectif et puisque nous
avons que c’est un morphisme injectif, c’est un isomorphisme.
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