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Master 1 Ingénierie Mathématique

Examen d’Optimisation, durée 2h

Exercice 1. (4 points) Résoudre le probléme de maximiser la fonction f(z,y) = y*— 2z —2?
sous la contrainte 22 + y*> < 1 (on pourra utiliser la méthode des multiplicateurs de Karush-
Kuhn-Tucker). Résoudre également le probléme de minimisation de f sous la méme contrainte.

Exercice 2. (6 points)On munit espace vectoriel M,,(R) de son produit scalaire usuel
(X, Y) = >, D75 Xi;Yij et on note || - || la norme associée & ce produit scalaire. On note
également || - || la norme euclidienne d’un vecteur de R™. On pourra se rappeler que pour wu,
veR”, ww” € M,(R) est la matrice de terme général [uv”];; = w;v;.

Soit y € R”, d € R™\ {0} et soit Q = {X € M,(R) : Xd = y}. Etant donnée une matrice
A € M, (R), on introduit les fonctions f : M, (R) — R et g : M, (R) — R, définies par
F(X) = BAE et g(X) = Xd —y.

1. Dire pourquoi le probléme de minimiser f sous la contrainte g(X) = 0 posséde une
solution unique.

2. On pose g = (g1, -, gn). Montrer que, pour tout H € M,,(R) et pour tout i € [1,---,nl,
onay t  Hydj = ((e;d”, H)) ot e; désigne le i vecteur de la base canonique de R".
En déduire que pour tout X € M, (R) et pour tout ¢ € [1,---,n], on a Vg;(X) = e;d".

3. Soit X vérifiant g(X) = 0 l'unique solution du probléme. Montrer qu'il existe A =
(A1, 5 An) " € R™ tels que X — A = Y77 A\je;d”. En déduire que X = A + \d” et
déterminer \.

Exercice 3. (4 points) On se propose de minimiser dans R? la fonction f(z,y, z) = 2 + y?
sous les contrainte hy(z,y,z) = 0 et ho(z,y,z) = 0 avec

hl(xuyVZ) =zet hQ(nyWZ) - Z2 - (y - 1)3

Dessiner 1’ensemble des contraintes et trouver la solution (z,y,z) de ce probléme. Existe-t-il
des réels A\ et A tels que Vf(x,y,2) = \iVhi(z,y,2) + AaVha(z,y,2) 7 Quelle hypothése du
Théoréeme de Lagrange n’est-elle pas vérifiée ?

Exercice 4. (6 points) Soit A € S;7(R) une matrice carrée de taille n symétrique et définie
xTAx
positive & coefficients réels, et soit b € R™. On pose, pour tout x € R™, f(z) = R b"x.




. Quel est le gradient V f(z) de la fonction f au point z € R™. La fonction f est-elle
deux fois différentiable 7 (si oui quelle est sa matrice Hessienne H(z) en x), coercive 7
convexe 7

. Pour x € R" et d € R” tels que d” Vf(x) < 0, on pose, pour t > 0, q(t) = f(x + td),
calculer ¢'(t) et déterminer la solution ¢* > 0 du probléme ming q(t).

. Décrire pour la fonction f la méthode du gradient a pas fixe et celle du gradient & pas
optimal.

. On suppose toujours que d” V f(z) < 0. Soient 0 < a < < 1. Déterminer £ > 0 et
t > 0 tels que
q(t) < q(0) 4+ taqg’ (0) pour tout 0 < t <1t

q(t) > B¢ (0) pour pour tout t > t.

Montrer que t < t et en déduire les valeurs de ¢ satisfaisant les conditions de Wolfe au
point x dans le direction d (on pourra observer que f§ —1 > a —1 > —2+ 2«). La valeur
de t trouvée pour la méthode du gradient a pas optimal vérifie-t-elle cette condition 7



