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Résumé

Ce document contient I'ensemble des développements que j’ai choisi de prépa-
rer pour l'oral de 1’Agrégation externe de Mathématiques 2016, ainsi que 'en-
semble des lecons au programme cette année-la classées par numéro, chacune
d’entre elle étant accompagnée de mon choix de couplage.
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Chapitre 1

Développements d’Algebre

1.1 Topologie des orbites de 1’action de Steinitz

1.1.1 Développement

Proposition 1. Soit K = R ou C, et soient m et n deux entiers. On note G :=
GL,,(K) x GL,(K).

L’application « définie par

LG X Myp(K) — My (K)
- ((P,Q),A) — (P,Q)-A=PAQ"!

est une action de groupe a gauche, appelée action de Steinitz.

Démonstration. Vérifions que les deux conditions pour que a définisse une ac-
tion soient bien remplies. Soit A € 4, ,(K) et soit G = (P,Q) € Get G’ =
(P',Q') € G.Onaque:

1. (Iy,1,) - A=1,AL ! =1,AL,LA = A.

2.G-(G'-A) = G- (PPAQ™Y) = PPPAQIQ™ = (PP)A(QQ) ! =
(GG') - A.

Par conséquent « définit bien une action a gauche. O

Lemme 1. Soit A € My u(K). L'orbite G - A de A est I'ensemble des matrices de
méme rang que A !,

1. Voir la partie Questions classigues pour les détails.

13



14 CHAPITRE 1. DEVELOPPEMENTS D’ALGEBRE

Démonstration.

G-A={B& Muu(K);3(P,Q) €GtqB=PAQ "}
= {B € Mun(K) ; Bestéquivalente a A}
={B € Mun(K); rgB=rgA}.

]

Sachant que, pour A € #,,,(K), rg A < min(m,n), on partitionne ainsi
Mmn(K) comme

//m,n (IK) - L‘lj ﬁk.

0<k<min(m,n)

On notera en particulier que

I . I Or,n—r
A Om—r,r Om—r,n—r

est un élément de O, pour r < min(m, n).
Le résultat qui nous intéresse est le théoréme principal suivant :

Théoréme 1. Soit m et n deux entiers et soit r < min(m, n). Alors

G- e

0<k<r

Avant de commencer la preuve, on rappelle la définition d"un mineur, ainsi
que le théoreme d’algebre linéaire qui justifie I'introduction de cet objet :

Définition 1. Soit A = (a;j)1<i<u € My Si1 C {1,..,m}, ] C {1,..,n} et

1<j<n
|I| = |J| = r, le mineur d’indice (I, ]) et d’ordre r est 1’application

My n(K) — K
AI,]: ([Zi]')llgism — det(a1])165 :
<j<n Je
Théoreme 2. Soit A € My n(K). Alors
rg A=max{r e N; 3tq 3] tq |I| = |J]| =ret Ay # O}

Commengons maintenant la preuve du théoreme principal, par double in-
clusion.
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Démonstration. La premiere étape consiste a montrer que o<y, Ok est un fermé
de A, (K), ce qui donne la premiere inclusion. On a d’apres le théoreme pré-
cédent que le rang d’une matrice A est au plus r si et seulement si tous ses
mineurs d’ordres supérieurs ou égaux a r 4 1 sont nuls. Si 'on note 0, =
Wo<k<r Ok, on a donc I'égalité

—

Or = Oj11=jjzr+187; ({0}).

Les fonctions A ; étant continues, la partie O, est fermée en tant qu’intersection

de fermés. On a alors &, C /ﬁ\r = 0,.

Soit a présent A € .#,,,(IK) une matrice de rang k < r. On a l'existence de
(P,Q) € G telles que A = PIm,n,kQ_l. On définit alors la suite de matrices par
blocs suivante : pour un entier / € IN*, on pose

I, 0 0
A=P|0 1L, 0|Q7"
0 0 0

Pour tout entier I € IN* on a que rg A; = r, et on vérifie que A, = A.
—+00

Par conséquent A ¢ 0O,, et comme A était choisie quelconque dans /ﬁ\r, on a
O, C O,. O

Corollaire 1. 1. L'unique orbite fermée est l'orbite de la matrice nulle, dite "mini-
male” : 0y = {0}.
2. L'unique orbite ouverte est I'orbite dite "maximale” : Oy, n)- En particulier,
si m = n, alors le groupe des matrices inversibles est ouvert dans My, ,(K).
Démonstration. 1. D’apres le théoréme précédent, Oy = Wo<x<o Ok = Op.

2. Supposons pour commencer que k < min(m, n) et montrons que O n’est
pas ouverte, en montrant que L, € ). On travaillera avec la norme
[||A||| = max|a;;|. Soit e > 0 quelconque. En posant

1<i<m ]

12]’271
I 0
B:. = ,
‘ <O %Im—k,n—k,m—k)

|| = %d,Oﬁ BE € B(Im,n,klg)/ mais Bg % ﬁk car

on a que |||Be — Iy«
rg B, = min(m, n).



16 CHAPITRE 1. DEVELOPPEMENTS D’ALGEBRE

Supposons maintenant que k = min(m, n) et montrons que 0y est ouverte.
On remarque déja que, pour I = | = {1,...,k},ona A (I, k) =1 # 0.
Par continuité de Ay j, il existe donc un voisinage U de l,,, ,, x tel que Aj ; ne
s’annule pas sur U. Les matrices appartenant a U étant au moins de rang
k etau plus derang k,ona U C 0. Pour A € 0y, on remarque qu'il existe
(P,Q) € G telles que A = PI,,, , QL. L'application

. Ok — Ok
PR M s PMQ!

étant clairement un homéomorphisme, il vient que ¢p o(U) est un voisi-
nage de A dans 0.
O

Application 1. GL,(K) est dense dans .7, (K).
Démonstration. GL,(K) = 0 = Wo<r<n Ok = M (K). O

1.1.2 Références

[CG13], pp. 9-11.

1.1.3 Questions classiques

1. Montrer que deux matrices sont équivalentes si et seulement si elles ont le méme
rang : L'implication est immédiate car multiplier par une matrice inver-
sible a gauche et a droite ne change pas le rang d’une matrice. La réci-
proque se prouve en montrant que toute matrice A de rang r est équiva-
lente a I,;, ,, x. On procéde en appliquant le théoréme durang a A (dim ker A
m — r), puis en prenant une base (e;_,1,....m) du noyau de A, en la
complétant en une base par des vecteurs (e, ..., ¢;). La base a I’arrivée qui
donne la forme matricielle attendue est alors (Aey, ..., Ae,) (libre car A est
injective sur 1’espace engendré par les (ey, ... e;)) complétée en une base
quelconque.

2. Montrer que les mineurs sont des applications continues : Le mineur est la
composée du déterminant avec une restriction de 1'identité, et ces deux
derniéres fonctions étant continues car polynomiales on obtient notre ré-
sultat.

1.14 Remarques

— Ernst Steinitz : mathématicien allemand, 1871-1928
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1.2 Théoréeme de Burnside

1.2.1 Développement

Définition 2. Un groupe G est dit d’indice fini s’il existe un entier n tel que,
pour tout élément ¢ de G, ona g" =e.

Théoréme 3 (Théoreme de Burnside). Soit G un sous-groupe de GL,(C).
G est fini si et seulement si G est d'indice fini.

La démonstration se fait en quatre étapes : trois lemmes et le théoreme qui
nous intéresse.

Commengons par démontrer le lemme suivant :

Lemme 2. Soit A € .#,(C) telle que pour tout k € IN* on a Tr(A¥) = 0. Alors A est
nilpotente.

Démonstration. Supposons par 1’absurde que A ne soit pas nilpotente. Cela re-
vient a dire que le polyndme caractéristique de A (scindé car nous sommes sur
C) admet des racines non-nulles. Notons A4, ..., A, ces racines et n, ..., n, leur
multiplicité. On sait qu’alors A est semblable a une matrice triangulaire ot sur
la diagonale apparait n; fois A;. Pour k € IN*, en élevant cette matrice a la puis-
sance k-ieme, on a que

Tr(AR) = mAS + .+ Ak =0.

En mettant ce résultat sous forme matricielle pour k variant de 1 a r, on a 1'éga-
lité

/\1 )Lz )\r ni
2222
. ) = 0.
ACAL AL

Cette matrice est inversible car son déterminant vaut

MocA JT Aj—A) #0

1<i<j<r

par la formule de Vandermonde. Par conséquent 11 = ... = n, = 0, ce qui est
contradictoire. O

Il s’agit a présent de prouver que :
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Lemme 3. Soit G un sous-groupe de GL,,(C), (M;)1<i<m € G™ une base de vect(G)
et f: G — C™ l'application qui a A € G associe (Tr(AM;))1<i<m- On a l'implication

f(A) = f(B) = AB™! —1,, est nilpotente.

Démonstration. Soient A et B deux matrices de G. Supposons que f(A) = f(B).
Par linéarité de la trace, on a que Tr(AM) = Tr(BM) pour toute matrice M €
vect(G), en particulier cette égalité reste valable pour M € G. Posons D =
AB~!. Cette matrice est dans G, donc pour tout k € IN*, on a que

Tr(D*) = Tr(AB~'D*1) = Tr(BB~!D* 1) = Tr(DF1).

Une récurrence immédiate donne que, pour tout k € N, Tr(D¥) = Tr(I,,) = n.
Ainsi, pour tout k € IN¥,

k k ) ) k k )
j=0 N j=0 N
On conclut grace au lemme précédent. O

Le dernier lemme est :

Lemme 4. Avec les notations du lemme précédent, on suppose de plus que toutes les
matrices de G sont diagonalisables. Alors f est injective.

Démonstration. Supposons que f(A) = f(B). Le lemme précédent assure que
AB~1 —1, est nilpotente. Or, comme AB —1 est dans G, elle est diagonalisable.
Mais alors AB~! —1,, est encore diagonalisable, et la seule matrice diagonali-
sable et nilpotente étant la matrice nulle, il vient que AB~! = I, et par consé-
quent A = B. O]

On démontre enfin notre théoréme.

Démonstration. Soit G un sous-groupe de GL,(C).

(=) Supposons que G est fini d’ordre N. Alors le théoreme de Lagrange assure
que tout élément A de G vérifie que AN = I,,, et ainsi G est d’indice fini.

(<) Supposons que G soit d'indice fini N. Toute matrice A de G est annulée
2imtk

par le polynéme XN —1 = JTj<,<n(X — ¢V ) qui est scindé a racines
simples, et est donc diagonalisable. On applique le lemme précédent qui
nous donne l'injectivité de f : G — C™. On remarque que f(G) C T",
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ou T est I'’ensemble des traces des éléments de G. Or les éléments de T
sont des sommes de n termes choisi dans les racines N-iémes de 1'unité,
on en dénombre donc au plus N". Par injectivité de f, on a finalement que
|G| < (N™)™.

O

1.2.2 Références
[FGNO09], pp. 111, 185-186.

1.2.3 Questions classiques

1. Calculer le déterminant d' une matrice de Vandermonde : Soit

1 A /\i AT‘i

1 Ay A2 L. AL
V(AL Az dn) = | 0 77 ?

1 Ay AZ 0 At

une matrice de Vandermonde. On a tout d’abord en remplacant chaque
colonne Cj par Cy — A1Cy_1 (avec k allant de 1 a 2) que

1 0 0 0
1 A— Ay A2— Ay ... ADTL_ g An2
det(V(Aq,Ap, ..., Ay)) = |. 2 ' I ' 112 5 | 14372

1 Ap—Ar A2—AqA, ... AnTL_ppn2

En développant par rapport a la premiére ligne, puis en mettant en facteur
(Ax — A1) sur chaque ligne, on obtient que

Aa—A1 A3—=MAy ..o ATt AL
det(V(A1, Az, An)) = | ; :
Ap=A1 A2 —=MAy oo AT AqAR2
1 Ay ... A2
= ] A=A x|t :
2sksn T Ay oo ART2

_ H (A — A1) x det(V(Ag, ..., An))-

2<k<n
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Il suffit de voir que det(V(A,,)) = 1 pour obtenir par récurrence la formule

det(V()\l,..., An)) = H (/\] — )\1)

1<i<j<n

1.2.4 Remarques

— William Burnside : mathématicien anglais, 1852-1927

— Alexandre-Théophile Vandermonde : mathématicien frangais, 1735-1796
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1.3 Automorphismes de G,

1.3.1 Développement

Théoréme 4. Soit n € IN*, n # 6. Alors les automorphismes de S,, sont les automor-
phismes intérieurs, i.e. de la forme s — o oso oLl ono e,

Le résultat est trivial pour n = 1,2, on ne s’intéresse vraiment qu’au cas
n > 3. On va avoir besoin de deux lemmes pour démontrer ce résultat, que

nous donnons ci-apres? :

Lemme 5. Les transpositions (12),(13),...,(1n) engendrent S,,.

Lemme 6. Soit 0 € &, et (ay ... ax) un k—cycle. Alors

o(ay ... a0 ' = (c(a1) o(az) ... o(ay)).

On remarque que le lemme précédent donne en particulier que, pour s € S,
et sy, sy...,sk les cycles disjoints de sa décomposition s = s1s;. .. s, on obtient
que osoc ! = (osy07 1) (oso07 1) ... (ospo~1), et donc la décomposition de oso !
en produit de cycles a supports disjoints.

Commence alors la preuve du théoréme :

Démonstration. Commengons par montrer qu’un automorphisme ¢ transforme
toute transposition en une transposition, en remarquant que si T est une trans-
position alors ¢(7) est d’ordre 2 mais n’a a priori aucune raison d’étre une trans-
position (considérer par exemple (12)(34) dans &4). On note Ty 'ensemble
des permutations de &, qui sont produits de k transpositions a support dis-
joints, avec 2k < n, seules cibles pour ¢(7) ('ordre d'une permutation étant
le ppcm des longueurs de ses supports dans son écriture en cycles a supports
disjoints). On remarque que T; est I'ensemble des transpositions et que ¢(T})
est I'un des Tj : en effet le lemme assure que les T sont des classes de conjugai-
son, et la relation @(cto™!) = ¢(0)p(T)p(0) ! assure que ¢ envoie une classe
de conjugaison sur une classe de conjugaison (car la classe de conjugaison de
o est envoyé dans la classe de conjugaison de ¢(c), et sp(c)s~! est atteint par
@ (s)ocp~1(s)~1, qui est bien dans la classe de conjugaison de ). On a alors

2. On donne les démonstrations dans la partie Questions classiques mais on ne les fait pas a
l'oral pour gagner du temps.
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et
T = G- () nn—1)...(n—2k+1)
. k! B 2Kk ’
dénombrements que 1’on obtient en choisissant les supports des transpositions
sans tenir compte de leur ordre. Montrons que nécessairement k = 1 : comme

on a égalité entre ces cardinaux, il vient

2kt = (n—2)...(n —2k+1).
Pour k = 2 on aurait ainsi
4=(n-2)(n—-23)
qui n"admet pas de solutions entiéres, et pour k > 3 il vient

2l = (n—2)...(n—2k+1)

— zk—lz(n—z)...(n—kﬂ)%
— 2k_1:(n—2)...(n—k—|—1)(n;k>

qui implique forcément n — 2 = n — k + 1, sans quoi le terme a droite contien-
drait un facteur impair. Alors k = 3 et

4:(11—2)(”;3) s 2= (n—2)(n—3)(n—4)(n—5)

qui implique que n = 6. Ce cas-1a étant exclu on a forcément ¢(T7) = Tj.

Reste a voir qu’il existe & € &, tel que pour toute transposition T = (14;)
on ait ¢(7) = ata~!, le premier lemme nous donnant alors la conclusion. On
remarque que comme (12) et (13) ne commutent pas lorsque i # j, il en est de
méme de ¢(12) et ¢(13) : leurs supports ne sont donc pas disjoints, et pos-
seédent donc un élément commun a;. On écrit ¢(12) = (a;ay) et ¢(13) =
(aja3), avec ay # a3 par injectivité de ¢. Montrons par récurrence sur i €
{2,...,n} que ¢(1i) s’écrit (ay a;) avec a; # ay lorsque k < i. On vient de voir
que c’était vrai pour i = 2, 3. Supposons maintenant i > 4. On a que ¢(11i) ren-
contre le support de ¢(1ay) pour 2 < k < i — 1 par hypothese de récurrence.
Si a1 n’était pas dans le support de ¢(14;), ceci implique que i = 4 (sinon le
support de ¢(1i) contiendrait ay, a3 et a4, ce qui est impossible). On a a lors
nécessairement

¢(14) = (a203) = (a1a3) (a2 1) (a1 a3) = ¢((13)(12)(13)) = ¢(23)
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et donc (14) = (23) d’ou la contradiction. On écrit alors ¢(1i) = (a7 4;) avec a;
distinct des aj par injectivité de ¢. En considérant finalement la permutation a €
&, définie par a(i) = a;, ona ¢(1i) = (aya;) = a(1i)a~! d’ott le théoréme. [

1.3.2 Références
[FGN14a], pp. 74-77.

1.3.3 Questions classiques

1. Donnez la démonstration des deux lemmes :

Preuve du premier :

Démonstration. On procéde par récurrence sur n. Pour n = 2, il est évident
que (12) engendre S,. Pour n > 2 et o € &,41, on a deux alternatives :

(a) soit c(n +1) = n+1 auquel cas o[, 3 € &y et on conclut par
hypothese de récurrence,

(b) soit c(n+1) = javecj € {1,...,n} et alors on conclut en posant
o' =(1n+1)(1j)c eten remarquant que o’ (n +1) = n+ 1.
]

Preuve du second :

Démonstration. Six ¢ {o(a1),...,0(ar)} onaquec (x) & {ay,...,a} et
donc
olay ... a )oY (x) = oo (x) = x.

Si x = o(a;), alors
o(ar ... ap)o ! (x) = 0(aisq)
ot 'on a pris les indices modulo k. ]

2. Evoquez ce qu'il se passe-t-il lorsque n = 6 : On constate que les automor-
phismes ne sont plus exclusivement intérieurs. En effet, on peut vérifier
qu’on compte 1440 automorphismes pour seulement 720 automorphismes
intérieurs.

1.3.4 Remarques

— Le développement peut paraitre long, mais il est ici relativement détaillé
etiln’y a pas tant de choses a écrire au tableau.
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1.4 Un anneau principal et non-euclidien

1.4.1 Développement

Le résultat consiste a exhiber le contre-exemple suivant :

1+iv19

Théoreme 5. L'anneau Z [T} est principal et non-euclidien.

Commengons par montrer qu'il n’est pas euclidien. On a la proposition sui-
vante :

Proposition 2. Soit A un anneau euclidien, de stathme v. Il existe x € A\ A tel que
la restriction a A* U {0} de la projection canonique de 7t : A — A/ (x) soit surjective.

Démonstration. Si A est un corps, 0 convient. Sinon, on a que {v(x) ; x € A\
(A*U{0})} est une partie non-vide de IN, on choisit alors un x € A tel que
v(x) minimise cet ensemble. Pour a € A on a l'écriture a = xq+ r avecr = 0 ou
v(r) < v(x). Mais, si r est différent de 0, il vient que r est inversible sans quoi
on aurait v(r) > v(x). Dans tous les cas on a que 4 est bien égal modulo x 4 0
ou a un élément de A*. O

On remarque dés a présent que, I'image d’un inversible par la projection ca-
nonique étant un inversible, on a que A/ (x) est un corps. On donne un exemple
pour se familiariser avec la proposition : dans Z, ona Z* U {0} = {—1,0,1} et
on peut prendre x = 2 ou x = 3.

Corollaire 2. L'anneau A :=Z [%ﬁ} n’est pas euclidien.

Démonstration. On a que a := %ﬁ vérifie I'équation
2 _
" —a+5=0

via le fait que « + @ = 1 et ax = 5°. La proposition précédente nous invite a
calculer les inversibles de A = {a +ba ; a,b € Z}, ce que 'on va faire a I'aide
de l'application N(z) = zz = a? + ab + 5b* qui vérifie N(z) € N,N(zz') =
N(z)N(z') et N(z) > 0 pour z > 0. En effet, comme on doit avoir N(zz~!) =
N(z)N(z71) = 1 dans IN, le seul choix possible reste N(z) = a® + ab + 5b* = 1.
Or, les inégalités

b? +a® 4 ab > b* 4 a® — |ab| > (|b| — |a])> > 0

3. Le. via la relation entre coefficients et racines.
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impliquent que I'on doit avoir 1 = a2+ ab +5b* > 4b?,ce quidonne b = Oeta =
+1. Réciproquement, ces valeurs conviennent et finalement A* = {—1,1}%. Si
’anneau était euclidien, on aurait par la proposition un x € A tel que A/(x)
soit un corps a 2 ou 3 éléments, et un morphisme surjectif ¢ : A — [F, avec
p = 2 ou 3 (par unicité des corps finis). La restriction de ¢ a Z est la projection
canonique de Z sur [F; ou FF3 : elle est en effet entierement caractérisée par le
fait que
p(n)=¢n-1)=n-9p(l)=n-1=mn.

Appliqué a notre équation, on aurait alors en notant 8 := ¢(a) que f> — B +5 =
0 dans IF; ou [F3. Or on vérifie rapidement que cette équation n’a pas de solution,
ce qui constitue une contradiction. [

Montrons maintenant que notre anneau est principal. On va utiliser la pro-
position suivante :

Proposition 3 (pseudo division euclidienne). Soient a,b € A*. Alors il existe
q,v € Atels que:

1. r=00u N(r) < N(b),

2.a=bq+rou2a=>bqg+r.

Démonstration. Soit x = § = % € C, que l'on peut alors écrire x = u 4 va, avec
u,v € Q.Onnote n = |v] la partie entiere de v: ona donc v € [n,n + 1.
1. Supposons que v &|n + %, n+ %[, et soient alors s et t les entiers les plus

proches de u et v respectivement. Ona |s — u| < L et [t — v| < 1. On pose
alors g = s + ta € A et on vérifie que :

1 1 5 35
N(x—¢q)=(s—u)*+(s—u)(t—v)+5(t—0) <itzts 36<1.
Sion pose r = a—bg = b(x —q), on a bien N(r) < N(g) et le résultat

voulu.

2. Supposons que v €]|n + 3,1 + 3[. On considére 2x = 2u + 2va, et on a
20€2n+3,2n+1+3[.Sim = [2v],0ona2v ¢|m+ 1, m+ 3[5 et on est
ramenés au cas précédent et on a 2a = bg+r, avec N(r) < N(b), ce qui
prouve la proposition.

]

Corollaire 3. L'anneau A est principal.

4. On pourra admettre cette partie facile dans le but de gagner du temps.
5. Faire un dessin !
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Démonstration. 1. Montrons que (2) est maximal dans A : on remarque que

1.4.2
[P

1.4.3
1.

14.4

A ~ Z[T]/(T? — T +5) (comme on le voit par division euclidienne et a
I'aide du premier théoreme d’isomorphisme), et le second théoréme d’iso-
morphisme donne alors

A/(2) ~Z[T)/(2,T> =T +5) ~ (Z/22Z)[T]/(T*> + T+ 1),

ott 'on a utilisé le fait que siP = p € A, alorsona A[X]/(p) ~ A/(p)[X].
Or T? + T + 1 est irréductible sur IF,, ce qui équivaut dans I’anneau prin-
cipal (car euclidien) (Z/2Z)[X] au fait que I'idéal (T2 + T + 1) soit maxi-
mal : finalement, (2) est maximal dans A.

. SoitI # {0} unidéal de A etsoita € I,a # 0, tel que N(a) soit minimal. Si

I = (a), on a terminé, sinon soit x € I\ (a). On effectue la pseudo division
euclidienne de x par a :

(@) Six =ag+ravec N(r) < N(a) our =0,commer = x —aq € I, on
ar =0,doncx € (a) est c’est une contradiction.

(b) On adonc2x = aq+ravec N(r) < N(a) our = 0, et pour la méme
raison que précédemment, r = 0 et 2x = ag.

Comme (2) est maximal, donc premier, on doit avoir a € (2) ou g € (2).
Sig € (2),alors g = 24’ et x € (a), contradiction. Donc g & (2) eta € (2),
a = 24" d’oux = a'q € (a'). Il suffit pour conclure de montrer que a’'
est dans I, car cela contredira la minimalité de N(a) (puisque a = 24').
Comme (2) est maximal et ne contient pas g, (2, q) est égal & A tout entier.
On a une relation de Bézout : A2 + ug = 1, avec A,y € A. On en déduit
a' = A2a" + puqa’ = Aa+ ux € I eton a fini.

0

Références

er96], pp. 53-55.

Questions classiques

Remarques

On pourra sauter la construction de la pseudo division euclidienne, a
condition de bien mentionner que c’est ici que I’on comprend le choix bi-
zarre de «.
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— Ce développement joker est particulierement long, il faut extrémement
bien le préparer et maitriser tous les résultats invoqués!
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1.5 Théoréme des deux carrés

1.5.1 Développement

On cherche a expliciter I'ensemble . = {n € N ; n = a2 +b2%,a,b € IN}. Le
résultat est le suivant :

Théoreme 6 (Théoreme des deux carrés). Soit p € IN un nombre premier impair
On a I'équivalence suivante :

peEX<+=p=1 mod4

’idée est de remarquer que n = a® + b? s’écrit n = (a + ib)(a — ib), relation
qui a lieu dans 'anneau Z[i] = {a +ib; a,b € Z} des entiers de Gauss. Com-
mengons par dégager quelques propriétés de cet anneau : il est integre en tant
que sous-anneau de C, muni d"un automorphisme donné par la restriction de la
conjugaison complexe 0(z) =z = a — ib, et posséde une "norme" N définie par
N(z) = zz = a®> + b*> € N. On a de plus N(zz') = N(z)N(Z'). Listons a présent
des résultats qui vont nous permettre de démontrer le théoreme :

Proposition 4. On a que Z[i]* = {£1, £i}.

Démonstration. Si z € Z[i]*, alors il existe 2/ € Z][i] tel que zz' = 1, et donc
N(z)N(z') = 1.On a forcément N(z) = a® + b*> = 1, et finalement z € {1, +i}.
L'inclusion réciproque est immédiate. O

Proposition 5. L'ensemble X est stable par multiplication.
Démonstration. On traduit la propriété n € X en termes d’entiers de Gauss :
ne€X<= 3JzecZli]tqN(z) =n.

Ainsi, sin,n’ € ¥,onan = N(z) etn’ = N(2') etalors nn’ = N(zz') € X (c’est
en fait 'identité de Lagrange : (a + b?)(c? 4+ d?) = (ac — bd)? + (ad + bc)?). O

On ramene ainsi essentiellement 1’étude de X a la détermination des nombres
premiers p qui sont dans X. Pour cela, on détaille la structure arithmétique de
Zli :

Proposition 6. L'anneau Z|i] est euclidien pour le stathme N, donc principal.

Démonstration. Soit z € Z[i] ett € Z[i]*. Ona que § = x + iy, avec x,y € R.
On choisit a,b € N tels que [x —a| < J et [y —b| < 3. On a alors en posant
g =a+ibque

V2

2

2| <

1.
; <
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On pose alors ¥ = z — qt € Z[i] (car z,q,t € Z[i]), qui vérifie r = t(§ —q) et
ainsi |r| = [t| |5 — q| < |t|. En élevant au carré, on a finalement écrit z = tq +r
avec N(r) < N(t). O

Il reste un dernier lemme avant de commencer la preuve du théoréme :
Lemme 7. On a I"équivalence (pour p premier) :
p € ¥ <= p n'est pas irréductible dans Z.]i].

Démonstration. = Si p = a?® + b?, alors on écrit p = (a +ib)(a — ib) et comme
a,b # 0 ona queni (a+ib) ni (a — ib) n’est inversible et donc z n’est pas
irréductible.

<= On écrit p = zz’ avec z,z/ ¢ {£1,=+i} etalors N(p) = N(z)N(z') = p>.

Comme p est premier et que N(z), N(z') # 1, on a forcément N(z) = p et
ainsi p € X.

]

Démontrons maintenant le théoréme :

Démonstration. On voit facilement que la condition p =1 mod 4 est nécessaire,
caronaquea? =0,1 mod 4dotp =a?+b*>=0,1,2 mod 4 et comme p est
premier impair on ne peut avoir p = 0,2 mod 4. De maniere plus générale, on
peut raisonner par équivalences® et voir que comme Z[i] est factoriel, p n’est
pas irréductible dans Z[i] si et seulement si p n’est pas premier dans Z[i], i.e. si
et seulement si Z[i]/ (p) n’est pas intégre. De plus, comme on a I'isomorphisme
Z]i]| 2 Z[X]/(X?*+1),ona que

Z[i)/(p) = Z[X]/(X* +1,p) = (Z[X]/(p)) / (X* +1) = Z/pZ[X]/ (X* +1)

via les théoremes d’isomorphismes. On a donc que p n’est pas irréductible dans
Z[i] si et seulement si X? + 1 n’est pas irréductible dans Z./ pZ, ce qui équivaut
encore a dire que X? + 1 admet une racine dans Z/pZ, i.e. —1 est un carré dans
Z./ pZ. Reste a prouver que ceci arrive si et seulementsip =1 mod 4 :

Lemme 8. Si g = p" avec p > 2, alors x € FF}? e 1T =1et -1 € F;?
g=1 mod 4.

—1 _
Démonstration du lemme. On pose X = {x € F, ; x'7 =1}.0na |X| < %
(un polyndme de degré % a au plus % racines). D’autre part, si x € IF;;Z, on

6. Merci David.
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-1
a x = y* donc X' = y1~1 = 1 par le théoréme de Lagrange, et donc IF;Z C X.
Par cardinalité?, on obtient X = IF;‘Z. De ce résultat découle

g—1
2

-1
—16]135*<:>(—1)qT =1« estpair <= g=1 mod 4.

On a ce que I'on avait anoncé. O

1.5.2 Références

[Per96], pp. 56-58, p. 75.

1.5.3 Questions classiques

1. Comment vous occupez-vous du cas n quelconque : On décompose n en pro-

duit de facteurs premiers: n = [[,cp p"?(") ot P = {nombres premiers}.
Le résultat est alors :

ncX<=VpePtqp=3 mod4,v,(n)est pair.

L'implication <= est claire, en remarquant qu’'un carré est toujours dans
Y. Pour =, on procéde de la maniére suivante : si v,(n) = 0, c’est clair.
Sinon, on remarque que p € Y est irréductible dans Z[i] par un lemme
précédemment établi, et divise n = a® +b? = (a+ib)(a —ib), donc (a+ ib)
(par exemple). Comme p est entier, il divise a et b donc p? divise n, et
v( %) = vp(n) — 2. On réitere le méme argument un nombre fini de fois, ce

qui nous permet de conclure.

1.5.4 Remarques

— Pour le fait que Z[i] est euclidien, on peut enjoliver et faire le dessin pris
dans le L3 Pearson.

7. On a |IF§]*| = q;—l via le morphisme de groupes surjectif IF; — ]F%*, de noyau {—1, +1}
qui est de cardinal 2 car p # 2.
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1.6 Points extrémaux de la boule unité de L(E)

1.6.1 Développement
Théoréme 7. Soit E un espace euclidien et B = {u € L(E);|||u||| < 1}. Alors

Extr(B) = O(E).
On aura besoin d"un lemme, version plus faible de la décomposition polaire :

Lemme 9. Soit A € .#,(R). Il existe un couple (O,S) € On(R) x S;F (R) tel que
A = 0S.

Démonstration du lemme. On suppose que A est inversible. Alors AA est sy-
métrique définie positive (car A inversible), donc elle admet une racine carrée
S € SF(R). On pose O = AS~! et comme ‘00 = !S71*AAS™! = I, un tel
couple (O, S) convient.

Si A est non-inversible on utilise la densité de GL, (R) dans ., (R) : on choisit
une suite de matrices inversibles A, € GL,(IR) qui converge vers A. Pour tout
p € N, on écrit A, = 0,5, avec (0p,Sp) € On(R) x S *(R). Par compacité
de O (R) (fermé borné de .#,(R)), on peut extraire une sous-suite (Oy,)) -

toujours notée (O,) - qui converge vers O € Oy(R). Donc S, = 0, A, -
p o0

O~1A =: S, ou1 S symétrique (I'ensemble des matrices symétriques est un fermé

de #,(R)). S est de plus positive car 0 < 'XS,X - !XSX par continuité de
p o0

la multiplication. O
On peut a présent prouver le théoreme :

Démonstration du théoreme. On montre que si u € O(E) alors u est extrémal :

comme |||u||| = 1 (car sup ||u(x)|| = sup ||x|| = 1), on a déja que u € B.
[|x[|=1 [|x[|=1

On suppose par 1’absurde que u est le milieu d'un segment, en I'écrivant u =

T(v+w),v,w € B.Soit x € E tel que ||x|| = 1. On a alors :

1= [lx[| = |[u(x)]| = %Ilv(x)JrW(X)H < %(||v(x)||+||w(x)||) < %(II|U|I|+|I|W|II) <1,

et donc toutes les inégalités sont des égalités. En particulier |||v||| = |||w||| =
1 ||v(x)|| = ||w(x)|| = 1 et on a de plus que v(x) = Aw(x) avec A > 0 (cas
d’égalité dans l'inégalité triangulaire pour une norme euclidienne), et I'égalité
des normes donne finalement u(x) = v(x). Ceci étant vrai pour tout x unitaire,
c’est encore valable par linéarité sur E tout entier et finalement v = w. Finale-
ment u est bien un point extrémal de L(E).
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Réciproquement, considérons u € B\ O(E) et montrons que u n’est pas extré-
mal. On travaille matriciellement en considérant la matrice A de u dans une
base orthonormée de E, et en considérant sa décomposition polaire donnée par
le lemme A = OS.Onaque S = {PDP avec P € O,(R) et D = diag(dy,...,d,)
ot 'on suppose d; < --- < d, et dimE = n. On sait que |||S||| = |||A]|| par
le fait que ||AX]| = ||OSX]|| = ||SX]], et ainsi |||S||| = |||A]|| < 1. Ceci im-
plique que pour tout k € {1,...,n},ona 0 < d; < 18 Par hypothése, A n’est
pas orthogonale et ’on peut supposer d; < 1 (sinon on aurait S = 'PI,P = I,
et A = O). On écrit alors d| = # avec —1 < a < B < 1 (comme d; nest
pas un point extrémal du segment [—1,1]). On pose D’ = diag(a,dy, ..., d,) et
D" = diag(B,da,...,dn).Ona %(D’ + D") = D avec D' # D", et donc

1
A= E(ofPD’P +O'PD"P).
Vérifions que les deux points ainsi obtenus sont bien dans B : on a
11O*PD'P(|| < [[IONI] [II*PII} [1IDII] [[I1P]]] < 1.
T4 1
=1 = < =

On fait exactement la méme chose pour D", et on a notre résultat.

1.6.2 Références

[FGN10], pp. 128-131.

1.6.3 Questions classiques

1. Rappelez la définition de point extrémal : Un point u d"un convexe C de E est
dit extrémal si toute égalité u = (1 — t)v + fw avec v,w € C entraine que
v=uouw = u.

2. Montrez que 'AA est symétrique définie positive : On a '('AA) = TANA =
!AA. De plus, pour X € R" quelconque on a X!AAX = ||AX]||*> > 0.
Comme A est inversible, on a que ||AX||> = 0 si et seulement si X = 0.

8. En remarquant que |||S||| = |||D||| par le fait que
[1SXI] |I'PDPX]| |IDPX]| |IDPX]|
[I[S]]] = sup = sup = sup = sup = [I[DIl]
ixi= X xz XD ixi=r X xger [1PX]

IDE:]|

car P est inversible, puis en remarquant que d; = T
1
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3. Montrez que O, (R) est compact : On montre que c’est un fermé borné de
Mp(R) ~ R™ 1l est fermé car il s’écrit f~1({I,}) ott f(M) = 'MM. 1l est
borné car on a ||M|| < 12, chaque terme de la matrice étant de module
plus petit que 1.

1.6.4 Remarques

— La norme d'un endomorphisme est égale a celle de sa matrice en base
orthonormée, pour la norme subordonnée usuelle sur R".

— En dimension 1, on identifie E et L(E) a R et B s’identifie au segment
[—1,1]. Ses point extrémaux sont {£1}, ce qui correspond bien a O(E) =
{£idg}.
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1.7 Théoréme de Wedderburn

1.7.1 Développement

Théoreme 8. Toute algebre a division finie est un corps.

Démonstration. Soit k une algebre a division finie. On note Z son centre :
Z={ack,; Vx €kax = xa},

Z est un corps inclus dans k de cardinal g4 > 2. Comme k est un Z—espace
vectoriel de dimension nécessairement finie, on a |k| = ¢" pour un certain en-
tier n. Supposons par 'absurde que k soit non-commutatif, donc que n > 1.
Faisons agir le groupe multiplicatif k* sur lui-méme par automorphismes inté-
rieurs. Pour x € k*, on note w(x) l'orbite de x. On pose par ailleurs : ky = {y €
k; yx = xy}, kyx est une sous-algebre a division de k et on a que Stab(x) = kj.
On a que |ky| = ¢ pour la méme raison que précédemment. De plus, cet entier
d (qui, remarquons-le dés a présent, dépend de x) est un diviseur de n : on a
en effet que k; < k*, et par conséquent le théoreme de Lagrange implique que
g% — 1|¢" — 1. En écrivant alors par division euclidienne que n = ad + b avec
b < d, puis que
1=4"= (qd)”qb = qb mod qd -1,

on remarque que 1’on doit avoir ¢4 — 1|g* — 1 avec b < d et g > 2, ce qui nous
donne bien b = 0 puis le résultat. Le cardinal de l'orbite de x est alors, par la

formule des classes : K -
* q .

(U x f o .

() Ky g7 -1

En utilisant le fait que les polyndmes cyclotomiques sont a coefficients entiers,
on a dans Z la relation g" — 1 =[], ®u(q), et de méme 1= [Tinja Pm(q),

donc -
= m(q)-
qd_l m|n
mid

Pour d # n, on voit en particulier que ®,(q) divise Zldj . On écrit ensuite 1'équa-

tion aux classes :
K] =127+ ) lw(x)],
x¢Z
ot la somme porte sur un représentant x de chaque orbite non-réduite a un seul
élément, ce qui signifie que dans ces cas-la on a d # n, de sorte qu’on a

g7 -1’
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la somme portant sur certains diviseurs stricts de n. Il en résulte que ®,(q)
divise ¢ — 1, en particulier on a que |®,(q)| < g — 1. Comme enfin ®,(q) =
(g—01)...(g—¢;), o {y,...,C; € C sont les racines n—iémes primitives de
'unité qui sont toutes différentes de 1 (car n # 1), on vérifie que |q — ;| >
g —1pourtouti € {1,...,1} et donc |®,(q)| > (9 — 1) > g —1, et C’est une
contradiction. O]

1.7.2 Références

[Per96], p. 82.

1.7.3 Questions classiques

1. Montrez que les polyndmes cyclotomiques sont unitaires a coefficients entiers :
On procede par récurrence. On a

P1(X)=X—-1€2Z[X],
ce qui constitue I'initialisation. Puis on écrit

X"—1=]]Pa(X) x u(X),
d|n
d#n

ou le terme de gauche dans le membre de droite de 1’égalité est unitaire a
coefficients entiers par hypothese de récurrence : la division euclidienne
dans Z[X] assure alors que ®,(X) € Z[X], et ceci constitue notre hérédité.

1.7.4 Remarques

— On se convainc plus facilement de la contradiction finale a 1’aide d"un des-
sin, que l’on trouve dans le L3 Pearson par exemple.
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1.8 Théoréme de I’élément primitif

1.8.1 Développement

Théoréeme 9 (Théoreme de 1'élément primitif). Soit K un corps de caractéristique
nulle. Toute extension finie (i.e. de degré fini) de K est monogéne.

Démonstration. Soit K un corps de caractéristique nulle et soit L une extension
finie de K. On va montrer que, pour deux éléments x,y € L quelconques, le
corps K(x,y) C L s’écrit K(x,y) = K(z) pour un certain z € L. En prenant
ensuite une base ay,...,a, de L sur K, on aura notre résultat par récurrence.
Soit alors x,y € L quelconque : toute extension finie étant algébrique, on peut
considérer leurs polyndmes minimaux Py, P, € K[X]. On choisit ensuite comme
extension de corps Deck (P Py), de sorte a ce qu’on ait I'écriture

p q
Py =][(X—x) et Py =T](X—-v),

i=1 i=1
oux; =xety; =v.

Lemme 10. On a que pgedy (Px, Py) = 1.

Démonstration. En effet, on a que Py est irréductible sur K et que P} est non-
nul (car de K est de caractéristique nulle) avec deg P’x < deg Py : un diviseur
commun étant alors de degré strictement inférieur a deg Py, seul 1 convient. [

Comme le pged est invariant par extension de corps (on peut 1’obtenir par
divisions euclidiennes successives et on a unicité du quotient et du reste dans
K[X] muni du stathme deg), on a que Py est scindé a racines simples sur Deck (P P,).
Un raisonnement analogue sur P, montre que I'ensemble

X — Xjr . . ./
;1<i i <petl<j#j <
{yj e p A7 <a}

est bien défini. Comme c’est un sous-ensemble fini, il existe unt € K* (infini)
tel que

V1<ii <pV1<j#j <qx+ty; # x+typ.
On note alors z = x + ty.

Lemme 11. On a que pgedy ) (Py, Px(z — X)) = X —y.
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Démonstration. On a que y est racine commune a chacun des deux polynomes.
De plus, si a est racine commune aux deux polyndmes, onaa = yjetz —ta = x;,
i.e. z = x; + ty; pour certains i et j. Ceci implique que j = 1, etalorsa = y. Les
polyndmes considérés étant scindés a racines simples, on a déterminé le pged
recherché. O

Ainsi on a d’une part K(z) C K(x,y) vularelation z = x + ty, puis K(x,y) C
K(z) vuque X —y € K(z)[X] etdoncy € K(z), etenfinx =z — ty € K(z).On a
bien montré que K(x,y) = K(z).

[

On détaille un contre-exemple lorsque le corps considéré est de caractéris-
tiquep > 0:

Proposition 7.

[Fp(X,Y) : Fp(XP,YP)] = p* et Vx € F,(X,Y), [Fp(XP,YP)(x) : F(XP,YP)] < p.
On utilisera le :

Lemme 12. Soit k un corps et soit n € IN*. Ona : [k(X) : k(X")] = n.

Démonstration. On a que k[X"] ~ k[Y] via le morphisme fixant k et envoyant
X" sur Y. Par conséquent, k[X"] est factoriel. Comme X" est irréductible dans
k[X"] (pour des raisons de degré), on a d’apres le critere d’Eisenstein que le
polynome Y" — X" est irréductible sur k[X"], et donc comme il est primitif sur
k(X™). C’est donc le polyndome minimal de X sur k(X"), et I’extension est donc
de degré n. O

Finalement, ona [F,(X,Y) : F,(XP,YP)] = [Fp(X,Y) : Fp(XP,Y)] - [F,(XP,Y) :

g(él;)) dans F,(X,Y) on a

€ F,(X?,YP) par le morphisme de Frobenius (automorphisme

F,(X?,Y?)] = p?, et comme pour un élément x =
P(XP,YP)
Q(XP,YP)
sur F,, puis morphisme sur [F(X)), le degré du polyndme minimal de x (et
donc de I'extension monogene engendrée par x) est majoré par p, et ainsi cette
extension ne saurait étre monogene.

xp:

1.8.2 Références

[Gou09], pp. 89-90, [Ort04], pp. 124-125.
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1.8.3 Questions classiques

1. Que peut-on dire lorsque K est fini : Une extension L de degré fini est finie, et
on sait alors que L* est un groupe multiplicatif cyclique : pour un généra-
teur x, il est clair que L = K(x).

2. Pourquoi Py et Py restent-ils scindés sur Decg(PyPy) : On sait que 1'on eut
écrire Py Py = [T_1(X — z;), et comme Deck (PxPy)[X] est factoriel (car eu-
clidien, puis principal), l'unicité de la décomposition en facteurs irréduc-
tibles assure que chacun de ces deux polyndmes soient scindés a racines
simples.

1.8.4 Remarques

— Il faut aller vite sur ce développement, et étre prét a seulement détailler le
contre-exemple final.
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1.9 Le cube et les représentations de G,

1.9.1 Développement

L'objectif de ce développement est de dresser la table des caractéres de 4.
Pour cela on utilisera une construction particuliere de représentations irréduc-
tibles, la représentation par permutation associée. Sil’'on dispose de G ~ X ou
G est fini et X est fini de cardinal 7, alors en notant CX = Cey, @ - - - @ Cey,, o1
les ey, sont les vecteurs de la base canonique de C" indexés par les éléments de
X, on définit une représentation p : G — GL(CX) en posant p(g)(ex) = eg.x,
ou - désigne l’action initiale G ~ X. On remarque que, en posant s = ) x €y,
le sous-espace vectoriel Cs est invariant par G. Le théoréme de Maschke nous
autorise a considérer un sous-espace supplémentaire CX = Cs @ Vx.

Proposition 8. ° On note x le caractere de la sous-représentation ply, . Alors :
1. Vg € G x(g) = [Fix(g)| -1,
2. Si G agit 2 fois transitivement sur X, alors x est irréductible.
Démonstration. 1. Un 1 sur la diagonale de p(g) dans la base (ey,, .. .ex,) cor-
respond a un point fixe de I'action G ~ X. Comme p|c; est la représenta-

tion triviale qui est de caractere identiquement 1, on conclut par additivité
du caractere.

2. Ona que

X, X |G| Y ([Fix(g |G| Y |Fix(g |G| Y |Fix(g)| +1.

geG geG gcG

La formule de Burnside nous donne que

1 = |{orbitesde G ~ X}| =

\G| Y |Fix(g

g€eG

par transitivité de G ~ X. De plus, '’hypothése que G agit deux fois transi-
tivement sur X se traduit par le fait que 'action G ~ X x X possede deux
orbites : la diagonale et son complémentaire. Par conséquent, la formule
de Burnside se reformule en

2 = |{orbitesde G ~ X x X}| = |G| Y (X x X)8 |G| Y |Fix(g)
g€G g€G

Finalement, (x,x) = 2 —2+ 1 = 1 et la représentation est bien irréduc-
tible.
]

9. On admettra cette proposition dans les lecons qui se concentrent sur la géométrie.
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On complete alors au fur et a mesure :

(1) (6) (8 (6) (3)

Sy id  (x%) (kxx) (ksxorsk) (ko) (k%)
1 1 1] B
€ 1] -1 —1
perm E 1 0 -1 -1
faces 2] 0 -1 0
manquante E -1 0 1 -1

On a 5 classes de conjugaison en vertu de la formule de conjugaison des
cycles. Comme une représentation de degré 1 est la donnée d'un morphisme de
G4 dans GL1(C) ~ C* et que les seuls morphismes de ce type existants sont id
et € (comme on peut le remarquer en observant sur quoi doivent étre envoyées
les transpositions, qui engendrent G4), on a nos deux premiéres lignes. Pour ob-
tenir perm et faces, on réalise &4 comme le groupe Isom ™ (cube) de la maniere
suivante :

— l’identité reste 1'identité,
— une transposition correspond a une rotation d’angle 77 et d’axe la média-
trice commune a deux arétes symétriques par rapport au centre du cube,

— un 3-cycle correspond & une rotation d’angle +2 d’axe une grande dia-
gonale,

— un 4-cycle correspond a une rotation d’angle +7 d’axe une droite passant
par le milieu de deux faces opposées du cube,

— une double transposition correspond a un rotation d’angle £/ d’axe une
droite passant par le milieu de deux faces opposées du cube.

En faisant agir G, sur les grandes diagonales du carré puis sur ses paires de
faces opposées, on obtient deux représentations irréductibles. La manquante est
obtenue a I'aide de la relation Y"2_; (dim V;)? = |G| (qui découle de I'étude de la
représentation réguliere) et des relations d’orthogonalité entre les colonnes.

1.9.2 Références

[CG14], pp. 458-459, 493, [Pey04], pp. 228-230.

1.9.3 Questions classiques

1. Pourquoi a-t-on bien l'isomorphisme que vous annoncez : Le groupe des iso-
métries (quelconques) I du cube agit sur les grandes diagonales D (dis-
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tance maximale entre deux points du cube). Par suite, on a un morphisme
p: I~ &(D) ~ Sy 1l est surjectif par le fait que 1’on atteint les trans-
positions, qui engendrent &4, et son noyau est {id,sp} comme on voit
qu'un élément non-trivial du noyau doit permuter les sommets de chaque
grande diagonale (il en permute une et par isométrie il les permute toutes),
et coincide avec sp car les deux applications sont égales sur un repere
affine. En passant au quotient, comme chaque classe d’équivalence doit
contenir un déplacement et un antidéplacement, on a I/{id,sp} ~ I et
I'isomorphisme demandé.

2. Comment retrouvez-vous les sous-groupes distingués de Sy grice a la table de
ses caracteres ' : On remarque d’abord que si p est une représentation de
degré d, son noyau est kerp = {g € G; x(g) = d}. En effet, p(g) est
diagonalisable car d’ordre fini, et ses valeurs propres sont des racines de
'unité. La condition x(g) = d est équivalente a dire que toutes ses valeurs
propres sont égales a 1 (cas d’égalité dans l'inégalité triangulaire), i.e. que
p(g) est I'identité. Ensuite, on remarque que si H < &y, alors H est I'in-
tersection de noyaux de représentations irréductibles de &4. En effet, en
notant 77 : &4 — &4/ H la surjection canonique et p la représentation ré-
guliere associée a G4/ H, on a que ppy est fidele et qu’ainsi H est le noyau
de la représentation pg o 71. En écrivant p o 71 comme une somme directe
de représentations irréductibles, on a notre résultat. On a fait apparaitre
ces points dans le tableau a 'aide d’encadrements.

1.9.4 Remarques

— Un dessin pour 'identification &4 ~ Isom™ (

de visualiser cet isomorphisme.

cube) reste le meilleur moyen

10. Cette question est a développer dans la lecon portant sur les sous-groupes distingués.
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1.10 Ellipsoide de John-Loewner

1.10.1 Développement

Notations préliminaires : Q est I’ensemble des formes quadratiques de R”,
Q™ celles qui sont positives, QT celles qui sont définies positives et D(g) est le
déterminant d"une matrice représentant la forme quadratique g dans une base
orthonormée (pour le produit scalaire euclidien usuel) quelconque (il est bien
défini : on le montre dans le lemme 1).

Théoreme 10. Soit K un compact d'intérieur non-vide de R". Il existe un unique
ellipsoide centré en O de volume minimal contenant K.

On munit R" de sa structure euclidienne usuelle. Un ellispoide plein centré
en O a une équation du type g(x) < louig € Q"". Onnote & = {x €
R" ; g(x) < 1} lellipsoide associé a .

Lemme 13. ! Le volume de &, est V, = —Y_ oi1 I'on a noté Vy le volume de la
I i V/D(q) 0

boule unité pour la norme euclidienne canonique.

Preuve du lemme. Le théoreme spectral nous autorise a considérer une base or-
thonormée B (pour le produit scalaire euclidien usuel) dans laquelle g s’écrit

q(x) = Y14 a;x?, avec les a; > 0 comme 4 est définie positive. On a donc Vy =
fZi”:l au2<1 @¥1 - - dxy. Le changement de variable p(x) = (\/x—LlTl, ey \/x—g?), qui est

\/ﬁ, donne alors V; = sz p<1 %
Sil’on note S la matrice représentative de g dans une base orthonormée B’ quel-
conque, on a en notant P = Pass(B, B') que S = 'P[q|gP = !Pdiag(ay,...,a,)P
ou P est orthogonale en tant que matrice de passage entre bases orthonormées,
d’ott det(S) = a3 ...a,. On a finalement prouvé le lemme. O

un C!—difféomorphisme de jacobien

On s’est donc ramenés a montrer l'existence d’une unique forme quadra-
tique g € Q1T telle que D(g) soit maximal et que Vx € K,g(x) < 1. Prouvons
le théoreme :

Démonstration. Munissons I'espace vectoriel Q delanorme N : q — sup . <; [9(x)|.

On cherche a maximiser D sur l'ensemble A := {g € Q" ; Vx € K, g(x) < 1},
avec 'espoir que le max soit atteint par une forme quadratique définie positive :
pour cela, montrons que A est un convexe, compact (i.e. fermé borné comme Q

est de dimension finie ”(”; D , ¢'est pour cette raison - et pour un futur passage

11. Par manque de temps, on choisira de ne présenter qu'un des deux lemmes en fonction de
la legon concernée.
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a la limite - que ’on prend A comme un sous-ensemble de Q" et non de Q™)
de Q et qu’il est non-vide.

— A estconvexe: Soitg,q' € A, etsoit A € [0,1].On a que:
— Vx € R",(Ag+ (1= A)g")(x) = Ag(x) + (1 —A)g’(x) > 0 (en tant
que somme de termes positifs),
— VxeK M+(A-21)47)(x) <A+1-A<1.
Donc Ag+ (1—A)q' € A.
— A est fermé : Soit (g, ) une suite convergente (au sens de N) d’éléments de
A.Onnote g € Q sa limite. On a'? que

¥x € RY, [qa(x) = q(x)] < N(gn = )|Ix|* — 0.
On en déduit par passage a la limite les inégalités Vx € R",0 < g(x) et
Vx € K,g(x) <1,d’oug € A.
— A est borné : Par hypothese, il existe a € Ketr > 0tq B(a,r) C K. Soit
g € A quelconque. Si ||x|| < ralorsa+x € Ketdonc g(a+x) < 1.
D’autre part, g(—a) = g(a) < 1.On a donc :

Vi) = Jax+a—a) < \Jaxta) + \Ja(—a) <1+1=2,

ou la premiere inégalité est celle de Minkowski (que I'on peut employer
car g est supposée positive). Donc g(x) < 4.Si ||x|| < 1,onaque ||rx|| < 7.
Doncona |g(x)| =g(x) = rlzq(rx) < ;iz. Donc en prenant le sup a gauche,
N(g) < ;12 et A est borné.

— A est non-vide : K est compact, donc borné : on choisit M > 0 tq Vx €

K, ||x|| < M. En posant g1 (x) = <X/’f§>,onaq1 € QT etVx e K, qi(x) <1
Donc q; € A.

O]

Achevons la preuve : on a que comme det est continue, I'application g
D(q) l'est aussi 1. Elle atteint son maximum sur le compact A, en une certaine
forme quadratique gp. Comme pour x € R” non-nul on a D(q9) > D(q1) =
3@ > 0,0onabien g € Q™. On a montré l'existence d’un ellipsoide de vo-
lume minimal contenant K : montrons pour conclure "unicité. Supposons qu’il
existe g € A tel que D(q) = D(qo) et g # go. En notant S et Sy leurs matrices

12. En normalisant les vecteurs.
13. Voir la premiére remarque
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dans la base canonique de IR"”, il vient en utilisant la convexité de A et la stricte
concavité logarithmique de det sur S;; 7 (R) que

=
N|—

D(3(q+ o)) = det (S + o) > (detS)? (detSo)* = Do),

ce qui est contradictoire.

Lemme 14 (Stricte concavité logarithmique de det sur S;; *(R)). Soient A,B €
S;FT(R) et soient o, p € R™* tels que o + p = 1. Alors

det(aA + BB) > det(A)* det(B)P.
De plus, si A # B, I'inégalité est stricte.

Démonstration. On peut écrire par le théoréme de pseudo-réduction simultanée
que A = 'PP et B="'PDP, avec P € GL,(R) et D = diag(Ay,...,A,),0tona
pour touti € {1,...,n} que A; > 0. Donc

(det A)*(det B)P = (det P)?(det D)P
et
det(aA + BB) = (det P)* det(al, + BD).
On veut montrer que det(al, +BD) > (det D), i.e. [T {(a+ BA;) > (TTq A)P,
ie. Y In(a+ BA;) > BYL 1 In(A;) : or, par concavité de In, on a que
In(a 4 BA;) > aln(1) + BIn(A;) = BA; pour touti € {1,...,n}.

Finalement, on a notre résultat en sommant sur i. Si A # B, I'un des A; est
différent de 1 le fait que la concavité de In soit stricte permet de conclure. [

1.10.2 Références
[FGN10], pP- 219-220, 222, 229-231.

1.10.3 Questions classiques

1. Comment démontrez-vous le théoréme de pseudo-réduction simultanée : On le
démontre sous une hypothese plus faible, a savoir A € S;fT(R) et B €
Sn(R). On a que A définit canoniquement un produit scalaire sur R” via
(x,y) — 'xAy : on peut prendre une base orthonormée pour ce produit
scalaire, i.e. il existe P € GL,(R) telle que 'PAP = I,. Comme alors ' PBP
est symétrique réelle, le théoreme spectral assure qu’il existe une matrice
Q € O4(R) telle que ‘Q'PBPQ = D o1 D est une matrice diagonale réelle.
En posant C = (PQ) 1, on a le résultat attendu.
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1.10.4 Remarques

— Bien faire attention a pourquoi 'on considere des bases orthonormées
dans le lemme 1 : D serait mal défini sinon (au passage, 1"utilité de prou-
ver que D(g) ne dépend que de g est que, lorsque g varie, la base ortho-
normée dans laquelle on va calculer son déterminant est fixée, et ainsi
D : g — D(q) est bien continue).

— La norme qui intervient au début de la preuve du théoréme est bien défi-
nie, par continuité des formes quadratiques en dimension finie.

— Rappel de la preuve de 'inégalité de Minkowski lorsque g est (réelle) po-
sitive : on a l'inégalité de Cauchy-Schwarz (discriminant du polynome
g(xt +y) < 0), qui donne

o(x,y) < \Ja(0)Jaly) = e +y) _Zq(x) W) Vo aw)
= Ja(x+y) < /a0 + /gy

via la premiere identité remarquable.
— Fritz John : mathématicien allemand, 1910-1994

— Charles Loewner : mathématicien tcheque, 1863-1968
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1.11 Partitions d’un entier en parts fixées

1.11.1 Développement

Théoreme 11. Soient ay,...,ar € IN* premiers entre eux dans leur ensemble. Pour
n € N*, on note up, = [{(x1,...,x¢) € INK; aqxq 4+ -+ apxg = n}|. Alorsona:
1 nk—l

ay...a (k=11

Uy ~

Démonstration. Considérons le produit des k séries formelles ZZ‘:O X%%i, pour
ie{l,...,k}.Onnote f(X) ce produit, il vient :

k o0
STT(5 ) -
i=1 x,:O

+o0 +o00
Y (L )x=Yax
n=0 (x1,-..,x) ENFK n=0
a1 X1+ +apxe=n
et on reconnait la série génératrice de la suite (u,,). C’est une fraction rationnelle
dont les poles sont les racines a;—iemes de I'unité, car f(X) = [T*, - Xg . Effec-

tuons sa décomposition en éléments simples : le pole 1 est de multiplicité k 14, et
soit w un autre pole de f(X). On a que w est d’ordre inférieur ou égal a k '° Sup-
posons que w soit d’ordre k : on a alors w* = 1 pour touti € {1,...,k}, maisle
théoreme de Bézout fournit un k—uplet (uy, ..., ux) tel que ajuq + - - - + aguy =
1, et alors w = w¥i-i%iti = [T, (w%)% = 1, ce qui est contradictoire. On note
P := {wi,...,wp} les pdles de f(X), avec wy = 1. Par décomposition en élé-
ments simples, il existe « € Cetc;; € Cpour (i,j) € {1,...,k} x {1,...,k—1}
tels que
Ci,j
f(X) = a-XF X) + 1;}} G XV
1<j<k-1
Développons a présent ces éléments simples en séries formelles : on obtient en
effet que, pourw € Petje {1,...,k}, que

1 1 1+°° no I®Xn
w—X wl— w_ 2( ) Z%)w”“'

Ensuite :

1 \G-D (=1 i n! xn—j+1
<—> (w — X)] L

w—X - B R I

n=j

14. Car racine des k polynémes 1 — X% qui sont scindés a racines simples sur C.
15. Pour la méme raison.
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Par conséquent,

I +Z°° n! X"i+1_+z°°(n+j—1)! X"
(w—X) & (n—j+DG-1)! wtl =l —1) ot

n=j—1 n=

B Ji" <n +j— 1) X"
n=0 n w" I

On écrit enfin

k-1 & m+j-1\ X"
f(X)=u ( )X”—l— Ci j ( ) ).
n;) n 192;7 Z]<nZ:0 n w?ﬂ)
1<j<k—1

Par unicité du développement en série formelle, on a alors que

n+k—1 n+j—-1\ 1
un:a( , )—i— Z Cz’,j< - )w’”j.
1

1<i<p
1<j<k-1
_ — -1
Comme, pour r € N*, on a que (""'"1) = (”H(rl_)'l“)gnﬂ) ~ (fil)!, et que pour

(i,j) €{1,...,p} x{1,...,k—1} onaque ci,j(”ﬂ_l) L = o(n*1) (les w; étant

n ntj
des racines de 1'unité, donc de module 1), on obtientwenﬁn que
nk—1
Uy ~ “—(k_ 1)!.
Pour calculer a, on utilise la méthode du cache : on multiplie f(X) par (1 — X)*
et on substitue 1 a X ', ce qui donne

a- X0 =TT — 11 1
_izll—Xai _i:11+X+~~~+X”i—1’
et
1
N =
ap...ay

1.11.2 Références
[FGN14b], pp. 197-199.

16. Notons que 'on substitue ici dans f exprimée sous forme de fraction rationnelle, en une
valeur qui n’est pas un pole de f : on ne se permettrait pas ce procédé sur des séries formelles.
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1.11.3 Questions classiques

1. Calculez le nombre de manieres d’obtenir 100 euros en pieces de 1 et 2 et en billets
de 5 : 1l s’agit de déterminer le coefficient de X'% dans le développement
en série formelle de . Apres calculs, on trouve 541.

1
(1-X)(1-X2)(1-X%)

1.11.4 Remarques
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1.12 Dénombrement des polyndmes irréductibles sur
F
q

1.12.1 Développement

Théoréeme 12. Soit n € IN*. On note A(n, q) l'ensemble des polynomes irréductibles
unitaires de degré n de Fy[X] et I(n,q) = |A(n,q)|. Alors :

1. X7 — X = [ pea(aq P

2. I(n,q) =1 Y d|n u(%)g? (on a noté y la fonction de Mobius),

3. I(n,q) ~ g.

Démonstration. 1. Soientd un diviseur de n (onnoteran = dr)etP € A(d,q).
Soit x une racine de P dans un corps de décomposition. IF;(x) est un corps
de rupture de P17 et [F4(x) : F;| = deg(P) = d. Par unicité des corps finis,
onadonc Fy(x) ~ [F 4. Par construction, F s est le corps de décomposition
de X7 — X (sur [F,, avec g = p"), i.e. 'ensemble des racines de X1 — X.
En particulier, X1 = x 18, Ainsi, on a que

d

= (1)) )T = (1)) )T ==

~~ ~~

r fois r—1 fois

et donc x est racine de X9 — X. On a alors que P | X9" — X 1, et finalement
[Tajn Ipeaqq) P | X" — X par irréductibilité ?° (i.e. 1a valuation de chacun
des P dans X7 est d’au moins 1).

Réciproquement, soit P € F,[X] irréductible divisant X7" — X. On note
que X7 — X est scindé  racines simples sur g, ce sera donc aussi le cas
de P. Notons x une racine de P dans Fy: : [F;(x) est un corps de rupture
de P et est donc un corps intermédiaire entre IF, et Fyn 2!. Le théoréme de
multiplicativité du degré donne

n=[Fg: Fy)2 = [Fyu : Fy(x)][F(x) : ] = [Fpn : Fy(x)] deg(P),

17. Le. une extension monogene K(«) avec P(«) = 0.

18. On exhibe l'isomorphisme et on calcule !

19. Car P n’a que des racines simples dans une extension : c’est en fait le polyndéme minimal
de x, qui divise X" - x (car il annule aussi x), et ce dernier est scindé a racines simples.

20. Ou encore, comme ces P sont deux-a-deux premiers entre eux, par le lemme dEuclide.

21. Pour Fgn, on utilise le résultat que Dec, (X7 — X) = F(x1, ..., xg), avec les x; des racines
dans une cloture algébrique.

22. On se rappelle que les sous corps de [Fn sont les IF,m avec m | n, via le fait que XP" - X |
XP" — X <= m | n et passage au corps de décomposition.
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et donc deg(P) | n. On a alors X' — X = [Tan ITpead,q) pval(P) Comme
les facteurs irréductibles de X7 — X dans IF;[X] sont de valuation au plus
1 (sans quoi X7' — X aurait des racines doubles dans Fgn), on en déduit

finalement que
x'-x=[] [] P
dln PeA(d,q)

2. Enprenant les degrés des deux polyndmes obtenus, on obtient 4" = Yy, d1(d, q).
En appliquant la formule d’'inversion de Mébius a f : n +— g" et g: n —
nl(n,q), on obtient que

na) ==Y qu(2).
I(n,q) ndznw(d)

3. Onadeplus I(n,q) = %(q” +) qdpt(g)>, et la majoration 23
d
d;«!énn
—————

=1y

4
| <Y g =9q
d=1

qn
7.

glil 1
g—-1

o(q")
assure que I(n,q) ~

On a du utiliser les résultats suivants :

Lemme 15 (Fonction de Mobius). On définit la fonction de Mébius p : IN* —
{—1,0,1} par u(1) =1, u(n) = 0si na un facteur carréet u(p1...pr) = (—1)", ot
les p1, ..., pr sont des nombres premiers distincts. On a alors que :
1. La fonction u est multiplicative au sens oit, pour tout m,n € IN*, pged(m, n) =
1= p(mn) = p(m)p(n),
2. Ygupu(d) = 1sin =1,0sinon,
3. Sipour tout entier n € N*, g(n) = Lg), f(d), alors f(n) = Ly, g(d)u(y) =
Ydin 8 () p(d) (Formule d'inversion de Mobius).

Démonstration. 1. Sim ou n vaut 1, le résultat est clair par définition de p(1).
C’est aussi clair lorsque m ou n possede un facteur carré. Enfin, comme on
demande par hypothese a ce que pged(m,n) = 1, le cas restant est m =
p1-..pretn = qp...qs avec les p; et g; des nombres premiers distincts.

Alors p(mn) = p(p1-..prar - -qs) = (=1)"7° = (=1)"(=1)* = p(m)u(n).

23. Qui vient du fait que sid|netd # nalorsd < | 5]...
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2. Le cas n = 1 est évident. Sinon, on écrit n = p’'...p", puis on a en
1 n
considérant les diviseurs sans facteur carrés * que

r

You(d) =1+ ulp)+ Y wlpipy) + Y wlpipjpe) +---+u(p1...pr)

d|n i=1 i<j i<j<k

— ") (=1

(1)
=(1-1)
=0.
3. Ona que

Ye(Z)ud) =X ¥ f@)ud) = ¥ f(d)u(d) = ¥ Y F(@)u(d) = f(n),
d|n dind |4 dd'|n d'[nd|%

ou l'on a réindexé la somme pour les deux avant-dernieres égalités, et le
point 2. pour la derniére égalité. Un changement d’indice donne le dernier
point.

O]

1.12.2 Références
[FG97], pp. 93-94, 189-191.

1.12.3 Questions classiques

1. Montrez qu’un corps K de caractéristique p sur lequel le morphisme de Frobe-
nius est surjectif est parfait, i.e. que tout polynome irréductible P est scindé a
racine simple dans un corps de décomposition : Supposons par 1’absurde que
x soit racine double de P € K[X], irréductible, dans un corps de décom-
position L. On a par invariance du pged par extension de corps que né-
cessairement pged; (P, P') = pgedy (P, P') = P, car P est irréductible (ses
diviseurs sont 1 - contradictoire avec la racine double dans l'extension L
- ou P). On a un probléme de degré, sauf si P’ = 0 : mais dans ce cas, on
aurait que P = Q(X?) = La;XPP = Y alXPr = (L a;XP)" par mor-
phisme de Frobenius - surjectivité dans le corps K, puis morphisme dans
le corps K(X) - et ceci est contradictoire & nouveau par irréductibilité de P.
L'invariance du pgcd par extension de corps est ici utilisée "dans les deux

24. Proprement, on ferait une récurrence forte sur le nombre de facteurs premiers de #.
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sens" : on utilise d'une part le fait que P n’admette pas de racine double
dans l’extension L et d’autre part son irréductibilité dans le corps K. La
preuve expose un argument plus simple dans le cas d"un corps fini, ou le
morphisme de Frobenius est bien stir surjectif.

1.12.4 Remarques

"

— L’idée qui fait marcher la preuve est une idée féconde en algebre : "on
ne sait pas caractériser individuellement chaque élément, alors étudions
un nouvel élément formé a partir des précédents via des opérations algé-
briques" (séries génératrices, etc.).
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1.13 Décomposition de Dunford

1.13.1 Développement
Soit E un espace vectoriel de dimension finie.

Lemme 16 (Lemme des noyaux). Soient n > 2 et Py,..., Py une famille de poly-
nomes deux a deux premiers entre eux et soit f € L(E). Alors

ker (T] B) () = @l iker Bi().
k=1

De plus, les projecteurs de ker (I'Ty"_1 Py)(f) sur I'un de ces sous-espaces parallelement
a la somme des autres est un polynome en f.

Démonstration. On le montre par récurrence sur 'entier m.

1. Initialisons en prouvant le cas m = 2. Si P; et P, sont premiers entre
eux, le théoreme de Bézout donne deux polynomes U; et U, tels que
U1 + WPy, = 1, ie. Ui(f) o Pi(f) + Ua(f) o Po(f) = id. D’ou, pour
tout x € ker (P1P)(f), x = Ui(f) o Pi(f)(x) + U(f) o Po(f)(x), avec
Ui(f) o Pi(f)(x) € kerPy(f) et Up(f) o Po(f)(x) € ker Pi(f), en utili-
sant le fait que deux polynomes en f commutent. Par ailleurs, si x €
ker Py (f) Nker Py(f), alors x = Uy(f) o P1(f)(x) + Ua(f) o Po(f)(x) = 0.
On déduit de ces résultats que ker P (f) et ker P,(f) sont supplémentaires
dans ker (P1P,)(f).

2. Etablissons la récurrence. Soit m > 2. On suppose que le résultat est établi
pour toute famille de m polyndmes deux a deux premiers entre eux. Soit
Py, ..., Py41 une famille de polyndomes deux a deux premiers entre eux.
Alors [T;" ; Py et Py,41 sont premiers entre eux, et l'initialisation permet
d’écrire

m+1

ker ( g Pk) (f) = ker <£[1Pk> (f) @ ker Pyi1(f).

On conclut en appliquant 'hypothese de récurrence.

Montrons maintenant que les projections sont des polyndomes en f : soit Py, ..., Py,
une famille de polyndmes deux a deux premiers entre eux, etsoitj € {1,...,m}.
Comme P; et Hl?:l,k;éj Dy sont premiers entre eu, il existe des polyndmes U; et
Vj tels que U;Pj+ Vi TT{Lq yz; P = 1. Posons pj = (V; 1Ly j Pe) (f) et vérifions
que p; est bien le projecteur de ker P;(f) parallelement & @1 xjker P(f). En
effet, tout élément x € ker Pj(f) vérifie x = (U;P}) (f) (x) + (V; TTglq iz Pe) (f) (x) =
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pj(x), et tout élément x € @y_1 xjker P(f) de I'image de P;(f) satisfait p;(x) =

(ViTTk=12 Pr) (f)(x) = 0%, et p; coincide avec le projecteur recherché sur

deux sous-espaces supplémentaires, donc ces deux endomorphismes sont égaux.
0

Théoréeme 13 (Décomposition de Dunford). Soit f € L(E) annulé par un poly-
nome scindé P. Alors il existe un unique couple d’endomorphisme (d, n) tel que :

1. f=n+d,

2. n et d commutent,

3. n soit nilpotent,

4. d soit diagonalisable.

De plus, n et d sont des polynomes en f.

Démonstration du théoreme. 1. Démontrons 'existence d"un tel couple. En écri
vant P = [T} (X — Ax)%, on a par application du lemme des noyaux
que E = @] ker (f — Akid)™ = ®].;F), . Sur chacun de ces sous-espaces
stables par f (car noyaux de polynomes en f), les endomorphismes f|r, =

]

Ajid|g, + (f — Ajid)f, sont sommes d'une homothétie et d'un endomor-
] ]

phisme nilpotent. On note p; les projecteurs définis comme dans le lemme.
Posons d = Y [' ; Axpretn = f —d : ce sont des polyndmes en f.Ona:

(@) f=d+n,

(b) d est un polyndme en f et commute donc avec les polynémes en f,
en particulier avecn = f —d,

(c) n est nilpotent, car 'endomorphisme induit par n sur chacun des
sous-espaces F; est nilpotent,

(d) d estdiagonalisable, car somme de projections (donc diagonalisables,
car annulant le polynéme X (X — 1)) qui commutent deux a deux, et
sont donc simultanément diagonalisables.

2. Démontrons a présent 1'unicité d"un tel couple. Soit (d, n) le couple construit
précédemment et (d, 1) un couple satisfaisant aux conditions de la propo-
sition. Comme d commute avec i, et donc avec f = d + i, il commute
avec tous les polyndmes en f, par conséquent avec 4. De méme, #i com-
mute avec . On a alors d — d = 7i — n, et comme d — d est diagonalisable
par diagonalisation simultanée et i — n est nilpotent par la formule du
bindme de Newton, chacun de ces endomorphismes est diagonalisable et
nilpotent. Ils sont donc tous les deux nuls, et alors d = d et n = 7.

O

25. A nouveau, faire commuter les polyndmes en f...
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1.13.2 Références
[Mar07], pp. 7-8, 22.

1.13.3 Questions classiques

1. Comment prouvez-vous le résultat sur la diagonalisation simultanée : Par récur-
rence forte sur la dimension de 'espace. Pour n = 1, n'importe quelle base
convient. Si n > 1, on distingue deux cas : soit tous les endomorphismes
sont des homothéties, et dans ce cas n'importe quel base convient, soit il
existe un endomorphisme quin’est pas une homothétie. On le diagonalise,
et on considére que E = E), @ (D}_,)Ey, = Ey, @ F, avec Ay une valeur
propre de notre endomorphisme et F de dimension non-nulle. Comme
sur chacun des deux sous-espaces supplémentaires sont stables par tous
les endomorphismes (en tant que noyaux de polynémes en un des endo-
morphismes), on peut considérer leur restriction a ces sous-espaces. En
remarquant enfin qu'un endomorphisme diagonalisable reste diagonali-
sable lorsque 1’on considere sa restriction a un sous-espace stable (via le
fait que u diagonalisable implique qu’il existe P scindé a racines simples
tel que P(u) = 0, et donc P(u|g) = P(u)|g = 0, ce qui prouve que u|g est
diagonalisable), on peut appliquer I'hypothese de récurrence et conclure
en concaténant les deux bases ainsi obtenues.

1.13.4 Remarques
— Si l'on a le temps, on peut faire en application le lemme qui initialise le
théoréeme de Liapounov.
— Le lemme des noyaux reste valable en dimension infinie.

— Nelson Dunford : mathématicien américain, 1906-1986.
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1.14 Réduction des endomorphismes normaux

1.14.1 Développement

Théoreme 14. Soit E un espace euclidien et u € L(E) un endomorphisme normal.
Alors il existe une base orthonormée B de E telle que

A

T

Ts
oit pour tout i € {1,...,n} ona A; € Ret pour toutj € {1,...,s} onat =

(Z] _abj) € M (R).

] ]

Lemme 17. Soit u € L(E) et soit F un sous-espace vectoriel stable par u. Alors F+
est stable par u*. Si de plus u est normal et E, est un sous-espace propre de u (associé a
une valeur propre A), alors Ex- est stable par u.

Démonstration du lemme. Soity € F*. Soit x € F quelconque. On a que
(o, u*(y)) = (ux),y) =0

par hypothése sur u. Si de plus u est normal, u et u* commutent et E, est stable
par u* %%, et donc E; est stable par (u*)* = u. O

Lemme 18. On suppose que dim E = 2. Soit u € L(E) un endomorphisme normal
n’admettant pas de valeurs propres réelles. Dans toute base B orthonormale de E, la
matrice de u est de la forme

[u]g = (g _ab) , avec b # 0.

Démonstration du lemme. Ecrivons

26. On se rappelle que E, est le noyau d’un polynéme en u.
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On a b # 0 puisque u est sans valeur propre réelle. Comme u est normal,
M!M = !MM. Parmi les équations dérivant de cette égalité, on trouve a® + ¢? =
a® + b? et ab+ cd = ac + bd. La premiere de ces égalités entraine b = ¢ ou

b = —c.Sib = ¢, alors M est symétrique et donc diagonalisable, ce qui est
impossible & nouveau car u est sans valeur propre réelle. Donc b = —c : la
deuxieéme égalité se réécrit comme 2(a —d)b = 0, et comme b # 0onaa = d, et
la matrice a bien la forme annoncée. O

Démonstration du théoréme. On procede par récurrence forte sur n = dim E. Pour
n = 1, c’est évident. Supposons que le résultat est vrai jusqu’au rang n — 1 et
montrons le au rang n. Deux cas se présentent :

1. Si u admet une valeur propre réelle A, on pose E, = ker (u — Aidg). Le
sous-espace vectoriel F = Ej est stable par u et par u*. Comme u|f et
ul} = u*|r commutent et que dimF < n — 1, il existe d’apres 1’hypo-
these de récurrence une base orthonormée B; de F telle que [u|r]p, a la
forme demandée. Si B, désigne une base orthonormée de E, on a que
B = (B3, B) est une base orthonormée de E dans laquelle [u]z a la forme
demandée.

2. Siun’admet pas de valeurs propres réelles, on note Q = X? — 24X + S un
facteur irréductible du polynome caractéristique de u (i.e. a> — B < 0), et
N = ker Q(u).
On a N # {0}. En effet, comme Q est irréductible dans IR, on peut écrire
Q= (X—-A)(X—A),ott A € C.Soit M la matrice de u dans une base de
E. Le nombre complexe A est racine de Q, et comme Q divise le polynome
caractéristique de M, on a det(M — Al,;) = 0. Donc

det Q(u) = det Q(M) = det(M — AlL,) det(M — Al,) =0,

ce qui prouve que N = ker Q(u) # {0}.

Comme N est stable par u en tant que noyau d'un polynéme en u, et
stable par u* comme u et u* commutent, on peut considérer v = u|y.
On a v* = u*|y, de sorte que I'endomorphisme v*v = (u*u)|y est symé-
trique et admet donc une valeur propre ¢ € R?. Soit un x € N\ {0}
un vecteur propre associé a la valeur y, i.e. tel que v*v(x) = pux. Posons
F = vect(x, u(x)). Comme u n’admet pas de valeur propre réelle, x et 1(x)
forment une famille libre donc dim F = 2. Le sous-espace vectoriel F est
stable par u puisque comme x € N, on a u?(x) = 2au(x) — Bx.

27. Car, en considérant une valeur propre complexe A et un vecteur propre (a priori a coef-
ficients complexes) X, on a en considérant la matrice d'un tel endomorphisme dans une base
orthonormée que A'XX = 'XMX = t(!X!MX). Or MX = AX car M est a coefficients réels, et
on peut simplifier par ‘XX = XX =Y |x;|> #0,d’'ou A = Alet A € R.
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Nous allons montrer que F est également stable par u*. Remarquons tout
d’abord que 1'égalité précédente entraine F = vect(u(x), u?(x)) (ceci car
B # 0, Q étant irréductible sur R). On écrit maintenant

u*[u(x)] = v*v(x) = ux € F,
et comme u et u* commutent,
w1 (x)] = woulu(x)] = u(px) = pu(x) € F,

ce qui achéve de montrer que F est stable par u*.
Comme (u|p)* = (u*)|f, u|r est un endomorphisme normal. D’apres le
second lemme, dans une base orthonormée 3, de F, la matrice de u|r est

de la forme
(7 —b
~\b a )

Maintenant, on a vu que F est stable par u*, donc F est stable par (u*)* =
u d’apres le premier lemme. On a aussi que, F étant stable par u, F + est
stable par u*. Donc (u|p1)* = (u*)|p1, ce qui prouve que up, est normal.
Comme dim F+ = n — 2 < n, 'hypothése de récurrence assure 1’existence
d’une base B; orthonormée dans laquelle la matrice de u|;. a la bonne
forme. La base B = (Bj, B;) est alors une base orthonormée dans laquelle
la matrice de u a la forme demandée.

]

1.14.2 Références
[Gou09], pp. 258-260.

1.14.3 Questions classiques

1.

1.14.4 Remarques
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1.15 Générateurs de GL,(K) et de SL,(K)

1.15.1 Développement

Proposition 9. Soit n > 2 et K un corps commutatif.

1. On appelle matrice de transvection toute matrice de la forme T;j(A) = I, +
AEjj, o i # jet A € K. On appelle matrice de dilatation toute matrice de la
forme Dj(a) = I, + (o« — 1)E;; avec « € K*. Alors 'ensemble des matrices de
transvection engendre le groupe SL,(K) tandis que 'ensemble des matrices de
transvection et de dilatation engendre le groupe GL, (K).

2. SicarK = 0, GL,(K) est engendré par I'ensemble des matrices inversibles dia-
gonalisables.

3. Application : Si K = R ou C, SL,(K) est connexe par arcs.

Démonstration. 1. Notons que toutes les matrices de transvection sont de dé-
terminant 1. Le groupe qu’elles engendrent est donc inclus dans SL, (K).
La multiplication a gauche (resp. a droite) par une matrice de transvection
élémentaire Ti]-()\) revient a effectuer l'opération élémentaire L; < L; +
AL; (resp. C; <— C; + AC;). Notons qu'il est possible de réaliser I'échange
de deux lignes (ou de deux colonnes) uniquement a 1’aide de transvections
modulo un changement de signe : en effet, la matrice T;;(1)T;;(—1)T;;(1)
a pour effet (par multiplication a gauche) de remplacer L; par L; et L; par
—L;, les autres lignes étant invariantes. Il n’est évidemment pas possible
de réaliser 1'échange de deux lignes sans apparition de ce signe moins
puisque cette opération change le signe du déterminant.

Soit A € GL,(K). En appliquant le pivot de Gauss, nous allons transfor-
mer A en une matrice de dilatation uniquement en utilisant des matrices
de transvection. Comme A est inversible, sa premiére colonne n’est pas
nulle. Si a;; # 0aveci > 2, 'opération L; < L; — % permet de mettre
un 1 en position (1,1). Si tous les coefficients a;; pour i > 2 sont nuls, on
effectue I’échange de lignes L; <— L, et L, <— —L; pour se ramener au cas
précédent. En utilisant le coefficient (1,1) comme pivot, une succession
‘opérations sur les lignes puis sur les colonnes permet d’annuler tous les
autres coefficients de la premiere ligne et de la premiére colonne. Autre-
ment dit, il existe des matrices de transvection My, ..., My et Ny,..., N,
telles que

Mp...M1AN;...N; = ((1) X),
1

ou A € GLnfl(K).

On recommence le méme algorithme sur la matrice Aj, et ainsi de suite.
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On aboutit a la fin de cet algorithme a une matrice diagonale diag(1,...,1,«),
ol le scalaire a n’est autre que det A. On vient donc de montrer que pour
toute matrice inversible A, il existe des matrices de transvection Uy, ..., U,

et Vy...,V; telles que

A=U,...U1D,(detA)V; ... V..

Ceci permet de répondre a la question : toute matrice A € SL,(K) s’écrit
comme produit de matrices de transvection ?® et toute matrice A € GL, (K)
est produit de matrices de transvection et de dilatation.

2. Comme on sait a présent que GL, (K) est engendré par les matrices de di-
latation et de transvection, montrons que ces deux types de matrices sont
engendrés par des matrices inversibles diagonalisables. Les premiéres sont
diagonales inversibles. Pour T une matrice de transvection, il suffit d’écrire
M = D Y(DM) ot D est la matrice diagonale diag(1,...,n) : la ma-
trice D! est diagonale inversible et la matrice DM est triangulaire avec
la méme diagonale que D : il s’en suit qu’elle est diagonalisable?, et
I’ensemble des matrices diagonalisables inversibles engendre donc tout
le groupe GL, (RR).

3. Montrons que toute matrice A € SL,(K) est reliée par un arc continu a
lI'identité I,,. D’apres le premier point, il existe une partie X contenue dans
I'ensemble des couples (ij) € {1,...,n}?aveci # j et une famille (A¢)cex
de K telle que A soit le produit des transvections Tc(A¢) :

A= T] T(Ac).
CeX

On pose alors ¢ : t € [0,1] — At = [Icex Tc(tAc). On obtient un arc
continu (car polynomial) qui relie ¢(0) =1, a ¢(1) = A dans SL,(K), qui
est ainsi connexe par arcs.

[

1.15.2 Références
[FGNO09], pp. 177-179.

1.15.3 Questions classiques

1. Que peut-on dire a propos de la connexité par arcs de GL,(C) et de GL,(R) :
Pour GL,(C), on décompose A = []cex,crex’ Tc(Ac)Der(Acr) et on uti-
lise la connexité par arcs de C* pour relier les A a 1 sans passer par 0.

28. Car Dy (1) = I,.
29. Car son polyndme caractéristique est scindé a racines simples.
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Pour GL,(R), on suppose par I'absure qu'il est connexe par arcs : il est
alors connexe, et sont image par det est connexe. Or det(GL,(R)) = R¥,
d’ot1 la contradiction.

1.154 Remarques
— On a adapté la preuve du second point pour I'étendre a tout corps de
caractéristique nulle.

— La topologie mise en jeu dans le troisieme point est celle issue d"une norme
quelconque sur .7, (K), par exemple |[M|| = sup; ;c ;2 |aij-
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1.16 Théoréeme de Kronecker

1.16.1 Développement
Théoréme 15. On pose, pour n € IN*,
O, :={P € Z[X] ; P unitaire,degP =n,z € Z(P) = 0 < |z| <1},

ot Z(P) désigne I'ensemble des racines complexes du polynéme P. Si P € Qy,, alors les
racines de P sont des racines de 'unité.

Démonstration. Montrons que (), est fini. Soit P = X" + X"l 4, =
(X —2z1)...(X —zy) € Qp. Remarquons que l'on doit avoir a, # 0et0 <
|zi| < 1. On note 01, ...,0y, les fonctions symétriques élémentaires 30 évalués
en (z,...,zx). La relation coefficients-racines, affirmant que ay = (—1)p(7p 31
assure que

n
|ﬂp’:"7p|:| Z Zil"'zip’§ Z 1:(19).

i<+ <ip i< <ip

Ainsi, P n’admet qu'un nombre fini de coefficients possibles et (), est fini.

Notons a présent, pour k € IN*, P, = (X —zK) ... (X — zk). Remarquons que
P = P;. On va montrer que Py € (), : soit k > 2. On a que Py est unitaire de
degré n et que 0 < |Zi<| < 1. Montrons que ses coefficients sont entiers : on pose

Qr=Xk-Y€Z[X,Y]et

1 1
a . 0
Ry = Resx(P, Qk) = |a, o100 0
a Y :
: 0
ay Y

Comme Q € Z[X,Y]etP € Z[X] C Z[X,Y], ona que Ry € Z[Y]. Exprimons a
présent le résultant en fonction des racines de P : la formule donne

n

Re = Resx(P, Q) = [ [ Qulai) = [ (£ — ¥) = (—1)"Pi(Y).
i=1

i=1

30. On a Ul(Xl,...,Xn) =X14+--- +Xn,(72(X1,.. .,Xn) = Zi<jX1X2/- ..,(Tn(Xl,...,Xn) =
Xy... Xn.
31. Etse démontrant par récurrence sur p.
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Finalement, P, = (—1)"Ry € Z[X] et P, € Q.

Achevons de prouver le théoreme : comme (), est fini, il en est de méme de
I'ensemble Z, = Ugecn,Z(Q), un polyndme non-nul ayant un nombre fini de
racines par division euclidienne. D’apres ce qui précéde, cet ensemble contient
tout les z¥ : 'application

N — Z,

k s zZF

i

¢i

étant bien définie et ne pouvant étre injective, on en déduit l'existence de p > g
tels que z; = z?, et comme z; est non-nul on obtient finalement zf =1 O
Corollaire 4. Si on suppose de plus P irréductible, alors P est un polyndme cycloto-
mique.

Démonstration. On a d’apres le théoréme que les racines de P sont des racines
de I'unité. Comme P est irréductible, ses racines complexes sont simples, sinon
on aurait que pged(P, P’) = P par irréductibilité, puis nécessairement P’ = 0
et donc P = 1, mais on a supposé P irréductible (et donc non inversible par
définition), d’ot1 la contradiction. On a alors P | X~ — 1 pour N le ppcm des
ordres des racines de I'unité impliquées. Enfin, comme XN — 1 = [ Lajn Pa avec
@, le d—ieme polyndme cyclotomique, a coefficients dans Z et irréductible, on
a notre résultat. O

Corollaire 5. Tout polynéme de Z[X| ayant ses racines dans D(0,1) est un produit
de polynomes cyclotomiques et de puissances de X.

1.16.2 Références
[Szp09], p. 573.

1.16.3 Questions classiques

1.

1.16.4 Remarques

— Le théoreme est que ces racines sont des racines de 1'unité : le fait qu’elles
soient de norme 1 n’est pas étonnant car ona P(0) = Ay...A, € Z )\ {0}
ottles 0 < |A;] < 1 sont les racines de P, et donc P(0) = |Aq]...|A,] =1,
donc chacune des racines est de norme 1.
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— Dans la seconde partie de la preuve, on retrouve P, comme un polynéme
en Y alors qu’on I'a introduit comme un polyndme en X : ne pas se laisser
embrouiller.

— Leopold Kronecker : mathématicien et logicien allemand, 1823-1891.
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1.17 Loi de réciprocité quadratique

1.17.1 Développement

Théoréme 16. Soient p et q deux nombres impairs distincts. On a :

PY() = (1)
(5)(5) ==

On aura besoin du lemme suivant :

Lemme 19. Soit p un premier impair et a € IF,,. Ona :
2 a
Hx€F,; ax® =1} =1+ <E>

-1 -1
Démonstration du lemme. Par définition, (3) = 4" .Onaque (a2 )2 = 1 par

-1
le théoréme de Lagrange, donc a"T estracine de X2 —1 € Fp[X] et vaut donc
p—1

+1. Or, on a que ]F;;z = {x € F;; x =z = 1} : le premier ensemble est inclus

dans le second, qui est de cardinal au plus pT_l, alors que le morphisme surjectif
IF; — IF;? défini par x ~— x* est de noyau {—1,+1} qui est de cardinal 2 car

p > 2. Par le théoreme d’isomorphisme, cet ensemble est de cardinal pT_l et on
a bien égalité. Finalement,

<a> _ J lsiaestuncarré dans ),
—1sian’est pas un carré dans IF,, ’

p
et le leme en découle. O

Démonstration du théoreme. L'idée est de calculer de deux facons différentes le
cardinal de la "sphere"

p
X={(x1,...,xp) €FL; Y xF =1}
i=1
1. Premiére méthode : Faisons agir Z / pZ par permutation circulaire sur lFf; :
Vk € Z/pZ,¥(x1,...,xp) € ]Fg,k- (X1, %p) = (X14ks - s Xngk)s

ou les indices sont vus modulos p : x;1, = x; pour tout p. Les orbites
de Z/pZ dans X sont de deux types : les singletons {(x,...,x)}, ot x €
IF;, dont les stabilisateurs sont égaux a Z/pZ, et toutes les autres qui ont
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nécessairement un stabilisateur trivial>* et sont alors de cardinal p par
la formule des classes. Le nombre d’orbites-singletons est le nombre de
solutions de 1'équation px*> = 1 dans F,, qui par le lemme vaut 1 + (%)
En réduisant modulo p, il vient

IX| =1+ <§> mod p.

2. Deuxieme méthode : Les matrices p X p a coefficients dans IF, I, et

01
10

—_ O
O =

a

-1
avec a = (—1)% =: (—1), sont symétriques et ont méme rang p ainsi

que méme déterminant 1 (donc méme discriminant) : elles sont donc congruentes.
Un changement de variables linéaire identifie X a I'ensemble

X'={(1,-- yaz1,...,zat) €FY; 201z + -+ + Yaza) +at> =1} 3.
Dénombrons les points de X' :
(@) Siy; = --- = yy = 0: chaque valeur de ¢ telle que at> = 1 détermine
g% tels points, ce qui par le lemme donne g%(1 + (%)) points en tout,

(b) Sil'undesy; estnon-nul, alorsa (y1, ...,y ) ett fixés, il reste & choisir
(z1,...,z4) dans un hyperplan affine de IFg rilya

(-1 q ¢!
—_——

nombre de nombre de nombre de
(]/1 ,,,,, Yn )t convenant(z1 ,,,,, Zn)
convenant convenant

tels points en tout.
Finalement, | X| = ¢%(q% + (g))

En comparant les deux méthodes, on a obtenu
N s S v A p
X =q"7 (47 +(-1)" 2)—1+<q) mod p,

ce qui donne la loi de réciprocité quadratique apres simplification. O

32. Les seuls sous-groupes de Z/pZ étant {0} et Z/pZ.
33. Le. en notant u 'endomorphisme tel que g(x) = ¢’(u(x)), on a que u induit une bijection
entre X et X'.
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1.17.2 Références
[CG13], pp. 182-186.

1.17.3 Questions classiques
1.

1.17.4 Remarques

— On a défini le symbole de Legendre sur les IF,, : on aurait pu le définir sur
Z, mais on aurait du travailler modulo quelque chose tout le long de la
preuve.
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1.18 Groupes des K-automorphismes de K(X)

1.18.1 Développement

d

Théoreme 17. L'application qui associe a une matrice M = ([z b) la substitution

K(X) —  K(X)

OM - , dX—b
F ' F(—CX-HZ)

définit un morphisme de groupes o : GLy(K) — Autg(K(X)). De plus, ce morphisme
se factorise en un isomorphisme & : PGLy(K) — Autg (K(X)).

Démonstration. Considérons un produit de matrices
,  (a b\ (a bV _ [(ad +bc" ab' +bd
MM = (c d) (c’ d ) \ca' +dc cb'+dd )"

Il lui est associé la substitution o)y qui a pour action

(ct' +dd")X — (abl + bd")
F— F .
~ <—(ca’ +dc’)X + (aa’ + bc’)>
Par ailleurs, oy (F) = F (%) et

om(o (F)) = F(

w%;z—w>: <@y+mwx—@w+wq>
)

ol dX=b —(ca’ +dc’)X + (aa’ 4 bc’

—cX+a
On obtient donc que oppp = op 0 oy En particulier, opr 0 01 = 011 00 =
01, = idg(x), ce qui montre que o) est un K-automorphisme de K(X). De plus,
o est un morphisme de groupes.

Montrons a présent que ce morphisme se factorise sur PGL,(K), i.e. que son
noyau est constitué du groupe des homothéties et qu'il est surjectif.

Il est clair que 0y, = idg(x) pour tout A € K*. Réciproquement, si o est

l'identité, alors en particulier X = —chT_—f—ba' Ainsi —cX? +aX = dX — b et cette
égalité entre polyndmes implique b = c = O et 2 = d, donc M est une homothé-

tie.

Ensuite, soit ¢ : K(X) — K(X) un K-automorphisme de corps. La frac-
tion rationnelle A = ¢(X) détermine entierement ¢, car, d’apres les propriétés
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d’un K-morphisme de corps, pour toute fraction rationnelle F = F(X) on a
¢(F(X)) = F(¢(X)) = F(A). On portera notre attention sur le sous-anneau
K[A] et le sous-corps K(A) de K(X) engendrés par A, et les inclusions K C
K(A) C K(X). En fait K(A) = K(X), car c’est I'image de ¢ qui est bijectif.
En particulier, A est non-constante. On peut écrire A = 5 ou P et Q sont des
polynomes en X non-nuls et premiers entre eux : I’objectif est de montrer que

deg(P),deg(Q) < 1. On introduit pour cela une nouvelle indéterminée et le
polyndéme non-nul

Q(T)A — P(T) € K(A)[T].

(

On note n = max(deg(P ) deg(Q)) son degré. Ce polyndme annule X, par dé-
finition de A : montrons que c’est le polynéme minimal de X sur K(A), et on
aura ainsi n = deg(®) = [K(X) : K(A)] = [K(X) : K(X)] = 1.

Comme X est algébrique sur K(A), on a que K(X) est de dimension finie sur
K(A), et ainsi par multiplicativité des degrés que K(A) est de dimension infinie
sur K ('extension K C K(A) est transcendante). Ainsi, K(A) est isomorphe a
un corps de fractions rationnelles en une indéterminée. Par suite, K[A] est iso-
morphe a un anneau de polyndmes en une indéterminée.

Vu comme polyndme en A a coefficients dans K(T), le polynome @ est ir-
réductible car de degré 1. De plus, ® est en fait a coefficients dans K[T] est son
contenu vaut 1, par choix de P et de Q. Le théoreme de Gauss assure que ®
est un irréductible de K[T][A], donc par isomorphisme de K[A][T] et a nouveau
par le théoreme de Gauss de K(A)[T] : c’est bien le polyndme minimal de X sur
K(A).

dX—b
—cX+d’

M:(g g).

On écrit finalement A = et comme A est non-constante, il vient ad —

bc # 0. Ainsi ¢ = o) avec

[Szp09], pp. 607-608.

1.18.2 Questions classiques

1. Pourquoi le polynome & € K[A][T] est-il non-nul : S'il était nul, chacun de
ses coefficients seraient nuls dans K[A]. En particulier pour un coefficient
non-nul g de Q on aurait Ag = p et ainsi A € K, ce qui est contradictoire
avec A non-constante.
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1.18.3 Remarques

— On sait déja que la substitution est un endomorphisme, exhiber un inverse
suffit a montrer que o est bien définie.

— Le fait que I'on définisse la substitution a 1’aide de la transposée de la
comatrice de M permet d’avoir affaire 8 un morphisme et non a un anti-
morphisme.

— En tant que K-automorphisme, on s’attend a ce que ¢ "envoie une indé-
terminée sur une indéterminée".
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1.19 L’hexagone et les représentations de D

1.19.1 Développement

On se propose de caractériser les sous-groupes distingués a 1’aide de la table
de caracteres, et de retrouver de cette maniere les sous-groupes distingués de
Ds.

Proposition 10. Soit G un groupe fini de caracteres irréductibles x1, . .., Xm. Alors les
sous-groupes distingués H de G sont de la forme

H = Njerkerx;, ou I C {1,...,m}.

Démonstration. On commence par montrer que, si p : G — GL(V) est une re-
présentation, alors ker x := {g € G; x(g) = dim V} = ker p. En effet, comme
G est fini, le polynome XI¢| — 1 annule tous les p(g) : les racines A de ces endo-
morphismes sont donc des racines de 1'unité. En particulier, on a que

dimV
x(g) =dimV = ) A;=dimV,
i=1

et en passant au module on est dans le cas d’égalité de I'inégalité triangulaire, et
on en déduit que tous les A; valent 1. Ceci signifie que p(g) = Igim(v), et I'égalité
est ainsi établie. Passons a la preuve du théoreme : il est clair par ce qui pré-
cede que les intersections des noyaux des caractéres sont bien des sous-groupes
distingués. Pour l'inclusion réciproque, on considere H un sous-groupe distin-
gué de G. La représentation réguliere p;,y de G/H est en particulier fidele,
et en composant avec la projection canonique 7t on obtient une représentation
p = PG,/ © T de noyau

kerp = kerpg/ppom =kerm = H.

En décomposant p en somme de sous-représentations irréductibles, on obtient
finalement le résultat. O

Appliquons ceci au groupe diédral Dg : déterminons sa table de caracteres.

1. Caracteres de degré 1 : ce sont les morphismes 1 : Dg — C*. En notant s
la symétrie d’axe Ox et r la rotation d’angle %, on remarque que I'on doit
avoir ¢(s)? = 1, donc ¥(s) = %1, puis ¥(sr)> = 1, donc ¢(r) = +£1.3* On
obtient donc quatre candidats a étre des représentations, dont on vérifie
qu’ils conviennent.

34. Si n était impair, la relation ¢(7)"=1 forgait 1'égalité (r) = 1.
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2. Caracteres de degrés supérieurs : la relation |Dg| = Y ;g n% qui se refor-
mule ici en 8 = } ¢, nJZ avec nj > 1 indique qu'il reste deux caracteres
irréductibles de degré 2 a exhiber. En considérant I'écriture de D¢ a l’aide
des matrices de rotations et de symétries complexes, i.e. en posant

o= (4 5) pusents = (] 3).

avech € {1,2} etw = e3, onréalise (le verifier a nouveau) deux représen-

tations de caractere associé xj. Vérifions qu’elles sont bien irréductibles :
35

ona

12 12
Xh,Xh_—Z + (xn(sr) :—Zw + ™
12 = 12 =
via le fait que la composition par py,(s) envoie pj,(r)* sur une matrice a
trace nulle, puis

1 > 20k —onky 2 X6

2

en reconnaissant que w* = j. Ces représentations sont bien irréductibles,

et on obtient finalement

Dg rk stk
P 1 1
%) 1 -1

ps | (D (=DF
¥y (_1 k (_1)k+1
x1 || 2cos(ER) 0

X2 || 2cos(<5") 0

Les sous-groupes distingués de Dg sont donc D, (r), (r?,s), (r?,sr), {id}, (r®)
et (r?) (intersection des noyaux de 1, et 13).

1.19.2 Références
[Pey04], pp. 227-228, 231-232, , p. 493.

35. Ondevrait prendre a priori le module de x;,(g) dans ce qui suit, mais les traces des matrices
considérées sont sommes de nombres complexes conjugués, et sont donc réelles.
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1.19.3 Questions classiques

1.

1.19.4 Remarques

— La matrice de la symétrie n’est pas

o= (o %)

car on ne travaille pas dans la base canonique mais dans la base ((1,1), (1, —i)).

— Si on veut donner la table de caractéres "classique”, i.e. dont les colonnes
correspondent aux classes de conjugaison, on rappelle que les classes de
conjugaisons de D,, sont :

1. Sin = 2mestpair: {id}, {r% Y s, sr?,... 5?2} {sr,sr3,..., 5?1}
etles {r", 7"} pour 0 < h < m,
2. Si n est impair : {id}, {s,sr,572,...,sr" 1} et les {r", 7"} pour 0 <
h< il
=72
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Chapitre 2

Développements d’Analyse

2.1 Lemme de Morse

2.1.1 Développement

Lemme 20 (Lemme de Morse). Soit U C IR™ un ouvert contenant 0, f € C3(U) telle
que f(0) = 0,df(0) = Og(rnR) et telle que d*f(0) soit non-dégénérée de signature
(p,n — p). Alors il existe un C'-difféomorphisme ® entre deux voisinages U et V de 0
dans R" tel que ®(0) = 0 et

Vx e U, f(x) :u%+...+u§—u?,+1 — U,
oit 'on a noté (uy, ..., uy) = ®(x).

La preuve de ce résultat repose sur deux points. Tout d’abord, la formule de
Taylor avec reste intégral que 'on admettra :

Lemme 21. Soit U C R" un ouvert et soit f € C**1(U,R). Alors, pour tout a et h
de U tels que [a, a + h] soit inclus dans U, on a

fla+h) = +Z d’ / A= 0% et £ iy ()1t

Ensuite, le lemme suivant que 1’on va démontrer :

Lemme 22. Soit Ay € S,(R) N GL,(R). Alors il existe un voisinage W de Aq dans
Su(R) et ¢ € CH(W,GL,(R)) tels que

VAEW,A="9(A)Ayp(A).

75
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Démonstration. Considérons 1’application

CMy(R) — Su(R)
Pt M s IMAGM

Cette application est polynomiale et en particulier C!. Calculons sa différentielle
en l'identité : il vient que

oI, + H) = ¢(1,) + AgH + '(AgH) + "HApH.

Quitte a prendre une norme sous-multiplicative pour s’assurer que (H — 'HAgH) =
o(H), on obtient que D¢(I,,)(H) = AgH + !(AgH). Le noyau de cette différen-
tielle est donné par

kerD¢(1,) = {H € #,(R) ; AogH € A,(R)},

et de la remarque que .#,(R) = S,(R) & A,(R), et donc par inversibilité de
Aot A, (R) = Aal,///n(]R) = Aalsn(lR) ® AalAn(lR), se dégage un supplé-
mentaire naturel de ker D¢(1,), a savoir F = {H € .#,(R); ApH € S,(R)}.
En notant alors ¢ := ¢|r, ona que Dy(I,) = D¢(I,,)|r et est donc injective. Cette
différentielle est de plus surjective, car toute matrice A € S,(IR) est atteinte par
Dy(1,)(3A, 1A), la matrice 1Ay 1A étant bien dans F (ou pour une raison de
dimensions). De plus I, appartient a F. En appliquant le théoréme d’inversion
locale a ¢ enl'identité, on obtient un voisinage ouvert de I, dans F que 'on peut
supposer contenu dans 1’ouvert des matrices inversibles et un voisinage W de
¥(I,) = Ag dans S, (R) tel que ¥ réalise un C!-difféomorphisme entre ces deux
voisinages. On a alors :

VAcW,A="9p"1(A) A1 (A),
et ¢ := 11 est alors I'objet que nous cherchions. O

Démontrons finalement le lemme de Morse :

Démonstration. Pour x au voisinage de 0, appliquons la formule de Taylor avec
reste intégral a f. On obtient 1’égalité

ot 'on a noté Q(x) := fol(l — t)d?f(tx)dt. Le théoréme de continue différen-
tiabilité sous le signe somme nous permet d’affirmer que x — Q(x) est une

1. Un isomorphisme envoie une base sur une base.
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fonction de classe C!. On remarque de plus qu’a x fixé, Q(x) est un matrice sy-
métrique, et que Q(0) = 1d?f(0) est inversible et symétrique. Ces conditions
réunies permettent d’appliquer le lemme précédent a Q(0), ce qui nous donne

une matrice inversible M(x) fonction C! de x telle que
Q(x) = "M(x)Q(0)M(x),
d’ot1
fx) ="yQ(0)y

ott I'on a noté y := M(x)x. En considérant un changement de coordonnées
linéaire A € GL,(R) tel que

agoa= (g ) ),

_In—p
on obtient finalement
f(x) ="' AQ(0)Au = u% + ..+ u% — u%H — . — u%,

ott'on anoté u := A~y = A~'M(x)x. En posant enfin ® : x > A~ M(x)x et
en remarquant que ®(0) = 0, que ® est C! et que dP(0) = A~ M(0) € GL,(R),
le théoreme d’inversion locale donne les deux voisinages cherchés. [

2.1.2 Références

[Rou09], pp. 209-211, 354-355.

2.1.3 Questions classiques

1. Donnez une idée de la démonstration de la formule de Taylor : La preuve se
fait par récurrence sur la dimension de l'espace, l'initialisation étant la
formule de Taylor classique et 'hérédité se montrant en utilisant le théo-
reme de Fubini pour se ramener a un espace de dimension inférieure. La
formule de Taylor classique se démontre elle aussi par récurrence, 'initia-
lisation étant le théoreme fondamental de 1’analyse et I'hérédité reposant
sur une intégration par parties.

2. Pourquoi peut-on supposer le voisinage donné par le lemme inclus dans GL,, (R) :
Comme le théoréme d’inversion locale garantit I’existence d"un voisinage
V = UNF ouvert de I, dans F (i.e. U est un voisinage ouvert de I,, dans
Ay (R)) tel que l[J|l‘p/(V) : V. — (V) soit un C!-difféomorphisme, il suffit
de restreindre (puis de corestreindre...) cette applicationa U NGL,(R) N F
pour obtenir ce que 1’on souhaite.
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2.14 Remarques

— Lelemme s’énonce clairement en Francais : toute matrice symétrique assez
proche d’une matrice symétrique non-dégénérée lui est congrue de ma-
niére contintiment différentiable (ou toute forme quadratique assez proche
d’une forme quadratique non-dégénérée lui est équivalente de maniére
contintiment différentiable).

— Tl est clair que ¢ ne saurait étre un C!-difféomorphisme, car dim ., (R) #
dim S, (R).
— Marston Morse : mathématicien américain, 1892-1977
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2.2 Marche aléatoire sur Z

2.2.1 Développement

Définition 3. Soit (X,),>1 une suite de variables aléatoires i.i.d. de loi y a va-
leurs dans Z*, appelées pas . On appelle marche aléatoire sur Z“ centrée en 0 la
suite de variables aléatoires (S, ),>0, ol

n
So=0 et Sn:ZXk pour n > 1.
k=1

Onnote S = ) ” 1 145, le nombre de passages de la marche en zéro.

Proposition 11.

P(S = +oo) = { 0 si Y2 P(Sk=0) < +co

1 si YO ,P(S=0)=+oo

Dans le premier cas la marche est dite transiente, dans le second cas elle est dite récur-
rente.

Démonstration. 1. Premier cas: Ona d’apres le théoreme de Tonelli que E(S) =
Yoo P(S¢ = 0). Par hypothese, S est intégrable, et par conséquent S est
fini presque stirement. Ceci donne donc que P(S = o) = 0.

2. Second cas : On s’intéresse a ’événement contraire de {S = +oo}, i.e.
B = {S < +0c0}. On va partitionner B en fonction de I'instant du dernier
retour en 0 gréce a la variable aléatoire T, définie par {T = k} = {5y =
0} N{vl>k,S #0}.Onaque:

B=UZo{T =k}
= U,‘f’:O{Sk =0}N{vl >k S #0}
U (e = 0} N {VI > kS — S; # 0}
= U,2°:0{Sk = O} N {Vi > 0,5k — Sk # O}
= U?:O{Sk =0} N{Vi>0,Xpy1+ Xego + .. + Xpyi 0}

Cette derniere écriture permet de voir chaque intersection comme inter-
section de deux évenements indépendants. La réunion étant disjointe, on
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a alors

_ i P(S; = 0)P(Vi > 0,5; # 0)

- <§)]P(sk - O))]P(T = 0),

la deuxieme égalité découlant de I'hypothése ii.d. sur les pas. Remar-
quons a présent que si P(T = 0) > 0, on a par hypothese que IP(B) = 0.
Ceci étant absurde, il vient que P(T = 0) = 0 et alors P(B) = 0. Ceci
donne que P(S = +oc0) = 1.

O

On s’intéresse maintenant a un cas particulier de marche aléatoire, la marche

aléatoire symétrique sur Z centrée en 0, qui consiste a fixer la loi des pas comme
étant y = 1(6_1 + 61). On a le résultat suivant :

Théoreme 18. La marche aléatoire symétrique sur Z centrée en 0 est récurrente.

Démonstration. La proposition précédente nous amene a étudier la convergence
de la série Y ;> yIP(Sx = 0). Pour cela calculons pour k € N la quantité IP(S; =
0), avec discussion portant sur la parité de k :

— Sik =2n+1,onaqueP(Sy =0) = 0 (par le fait que S est pair lorsque k

est pair et impair lorsque k est impair).

— Sik = 2n,onaque P(Sy =0) = %(2:) Ceci peut se voir de deux ma-

nieres différentes : la premiere possibilité consiste a voir qu’étre en 0 apres
2n pas revient a avoir fait autant de pas a gauche que de pas a droite. On
dénombre alors (Zn”) cas favorables sur 2% cas possibles, d’ot1 le résultat.
La seconde possibilité est de voir que pour tout entier i on a # ~ B(3),
et qu’alors B, = ”Eﬁ ~ %B(n,%).Onadonc P(Sy, = 0) = P(By, = 1) =

3™

Pour conclure, on donne grace a la formule de Stirling (n! ~ +/27n(%)") un
équivalent de IP(Sy, = 0) :

1

211) 1 (2n) 1 V2m2n(E) 1
n

92 (n!)2 22n ( 27‘[71(2)”)2 - \/ﬁ

3N
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Le critére de comparaison couplé au résultat sur les séries de Riemann nous
donne enfin que Y ;> yP(Sy = 0) = +oo, et que la marche aléatoire est bien
récurrente. [

2.2.2 Références

[GK11], pp. 227-229.

2.2.3 Questions classiques

1. Que peut-on dire lorsque I'on établit le méme type de marche sur Z%, avecd > 2 :
On distingue le premier cas d = 2, o1 la marche reste récurrente, et le cas
d > 2 ou la marche devient transiente.

2.24 Remarques
— Le premier cas du lemme est aussi le premier cas du lemme de Borel-
Cantelli.

— On ne peut pas appliquer le second cas du lemme de Borel-Cantelli au
second cas de notre lemme, car les variables S, ne sont pas indépendantes.

— On rappelle le lemme de Borel-Cantelli : Soit (A ) une suite d’événements
sur un espace probabilisé (), A, IP). Onnote Ai.s. = {A a lieu une infinité de fois}.
Alors :

1. Si Y% < +ooalors P(Ais.) =0,
2. Silasuite (A,) estindépendante et si ;% = +ooalors P(Ais.) = 1.
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2.3 Théoréeme de Cartan-von Neumann

2.3.1 Développement

Théoreme 19 (Théoreme de Cartan-von Neumann). Tout sous-groupe fermé G de
GL,(R) est une sous-variété de My, (R).

Pour prouver ce théoreme, il va nous falloir exhiber un sous-espace vectoriel
F de #,(R) tel que pour tout M € G, il existe un voisinage U de 0 dans .#,(R),
un voisinage V de M dans .#,(R) et un C!-difféomorphisme ®y; : U — V tel
que ®(UNF) = VN G. Un premier lemme va nous simplifier la tache.

Lemme 23. II suffit de vérifier la condition précédente pour M = 1,,.

Démonstration. En effet, une fois exhibé ®; : U — V, il ne restera pour M € G
quelconque qu’a composer avec le C!-difféomorphisme

My(R) — #,(R)

Yv: "N o MN

qui envoie un voisinage V de I, sur un voisinage ¥ (V') de M. On obtient alors
d)M(u N F) = (‘YM o CI)In)(U N F) = 1FM(V N G) = 1FM(V) NG,
la derniere égalité provenant du fait que G est un sous-groupe. O

L'idée est d’alors trouver le bon sous-espace vectoriel de .#,,(R) pour pa-
ramétrer G a partir de I’exponentielle de matrices. Le lemme suivant décrit ce
sous-espace vectoriel :

Lemme 24. Soit F := {M € .#,(R); Vt € R,eM € G}. On a que F est un
sous-espace vectoriel de ., (R).

Démonstration. 11 est évident que 0 € F et que F est stable par multiplication
scalaire. Il reste a voir que F est stable par addition. Ceci découle du résultat que,
pour A et B dans .#,(R), eA*B = limy_,,(eA/*eB/*)k.2 On peut alors écrire,
pour A, Bdans Fett € R quelconque, que e/(A+B) = lim_, o, (et4¢tB)F. Comme
par hypothese on a que et/ et ekB sont des éléments de G pour tout t € R et tout
k € N*, et comme de plus G est supposé fermé, alors e!(478) ¢ G par passage a

la limite etdonc A + B € F.3 O]

2. On le démontre dans la partie Questions classiques , dans le but de gagner du temps sur ce
long développement.

3. Dans toutes les lecons concernées sauf la 156, on pourra simplement résumer ce qui a été
fait jusque-la pour pouvoir travailler plus en détail sur la suite de la preuve.
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Ce lemme étant prouvé, on peut considérer F’ un supplémentaire de F dans
My (R) et définir

My(R) =FBF — GLy(R)

@ N=A+B —  edeB

On a que ® est C! en tant que composée de fonctions C! (ceci se voit en écrivant
plus justement ee? comme ™ (M7 (N) oty 715 est la projection — linéaire donc
Cl —sur F parallelement a F’ et ot 7t est définie analoguement). On a aussi
que ®(0) = I, et que D®(0) = id 4, (r)- Le théoréme d’inversion locale assure
I’existence d’un voisinage U de 0 dans .#,,(R) et d"un voisinage V = ®(U) de
I, dans ., (R) tel que ® : U — V soit un C'-difféomorphisme. Il nous reste a
montrer que ®(U N F) = VN G, l'inclusion de gauche a droite étant immédiate
étant donné la définition de F. Pour celle de droite a gauche on se sert du dernier
lemme :

Lemme 25. Il n’existe pas de suite (M) d’éléments de F'\ {0} telle que limy_,, My =
OetVk € N, Mk € G.

En effet, une fois ce résultat prouvé, on peut voir que, quitte a restreindre
U, tout élément P de ®(U) N G est dans ®(U N F) : si ce n’était pas le cas on
pourrait choisir deux suites (Ax) de F et (By) de F/\{0} de limite nulle telles
que pour tout k € IN, ®(Ay + Bi) € G (ce qui traduit 1’existence d'un P qui nous
contredit pour tout voisinage de 0). En écrivant eBr = e‘AkCID(Ak + B) € G, on
entre alors en contradiction avec le résultat précédent. Démontrons finalement
le lemme :

Démonstration. Par I’absurde : supposons qu’il existe une suite de matrices non-
nulles (M) de F' telle que limy_,.,, My = O et telle que e € G pour tout
My

k € N. En posant ¢ := iy € SN F’ ot1 S est la sphere unité de .#,(R), on

peut extraire une sous-suite toujours notée (¢gi) telle que limy 64 = € € S
par compacité de la sphere unité. Comme F’ est fermé en tant que sous-espace
vectoriel de .#,(R), on a alors que ¢ € SN F'. On a de plus par continuité de
I’exponentielle que, pour t € R quelconque,

bk
e = lim e kT,
k—o0
En écrivant m = Ak + g ol A € Z et la partie entiere et y € [0,1] la partie
décimale de m, on a finalement

My
ST — MMMy (eMk))‘k — eftk oMMy __y pte
M~ N~ oo
—vett —1ly
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Comme eMc € G et G est fermé, e € G pour tout t € R, i.e. ¢ € F. Alors
e € FNF = {0} et||e|]| =1, d’ot la contradiction et le lemme. O

2.3.2 Références

[GT98], pp. 83-84.

2.3.3 Questions classiques

1. Montrez que eA+B = limy_, ., (e4/¥eB/K)k . On développe e en série entiere
et I'on voit que e’ =1, + H + o(H), ce qui nous donne De(0) = id z, (r)-
D’apres le théoreme d’inversion locale, e réalise un C!-difféomorphisme
d’un voisinage ouvert de 0 sur un voisinage ouvert de I,. Notons L sa
réciproque : on a en particulier que L(I, + H) = H + o(H). Pour k assez

A .
grand, et grace au fait que (e e%) =TI, + 48 + 0(}), on écrit alors :

(e

A B
A Tl )k
te )k:eL(ekek)

o

— KL+ +o(1))

—elA+B+0(1)) — elA+B).
—00

2. Expliquez pourquoi D®(0) = id_,, (r) : On a vu que ® était C!, on va donc
exhiber sa différentielle en calculant ses différentielles partielles selon F et
F'en0.On a que ®|f = e|p d’otu pour H = Hr + Hp

qu)(O)(Hp) = (DE(O))|F (Hp) = HF.
N——
=id 4, (r)|F
De méme on trouve D ®(0)(Hp/) = Hp/, d’ottenfin D®(0)(H) = Dp®(0)(HF) +
Dp®(0)(Hp) = Hr + Hp = H, qui donne D®(0) = id 4, (r)-

3. Quel est le plan tangent a G en 1, : Le plan tangent a G en I, est F : on a
en effet que t — e'™ est une courbe tracée sur G qui vaut I,, en 0 et est
dérivable, sa dérivée t — Me'M valant M en 0. Ceci nous indique que
F C T;,G, et le développement montre dim F = dim T;,G. Finalement,
F = T;,G. Par exemple, si G = SL,(R), on a

Ti,SL,(R) = {M € .#,(R) ; Vt € R, eM € SL,,(R)}
= {M € #,(R) ; Vt € R, det(e™) = 1}
= {M e #,(R) ; Vt € R, ™M) = 1}
={M e #4,(R) ; Tr(M) = 0}.
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On peut ainsi affirmer que SL, (R) est une sous variété de dimension n? —

1 de 4, (R). Pour l'espace tangent en un autre point, il suffit de composer
a nouveau par la translation {5 : N — MN.

2.3.4 Remarques

— Elie Cartan : mathématicien et physicien francais, 1869-1951

— John von Neumann : mathématicien et physicien américano-hongrois, 1903-
1957
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24 Théoréme de Liapounov

24.1 Développement

Théoréme 20 (Théoréme de Liapounov). Soit f : R" — R" de classe C telle que
£(0) = Oet telle que les valeurs propres de A = Df (0) sont de partie réelle strictement
négative. On considere le probleme de Cauchy y' = f(y),y(0) = x € R". Alors pour
x proche de 0 la solution y tend exponentiellement vers 0 lorsque t tend vers +oo.

Démonstration. On établit un premier lemme sur le probléme linéarisé en 0 :

Lemme 26. On considere le probleme de Cauchy z' = Az,z(0) = x € R". Alors il
existe C > O et a > 0 tels que, pour tout t € R, ||z(¢)|| < Ce™||x]|.

Démonstration. Soit |||.||| une norme subordonnée usuelle sur ., (C). Le flot
du probléme de Cauchy est donné par z(t) = e4x. En considérant que A s'écrit
D + N selon sa décomposition de Dunford, il vient

[Nl

)
e 11 < 111 < ™11 < 11111 x (Y- =) < Ke=spRe®) (14 Jg]m).
k=0 :

Par hypothese, il existe 2 > 0 tel que sup Re(A) < —a. On a alors que e S"PRe(V)+at (1 4
|£]™) P 0 par croissance comparée. En particulier cette fonction est bornée par
— 00

une certaine constante M et donc Ke!S"PRe(1) (1 4 [¢|") < KMe~. Par consé-

=C
quent

[lz(D)]] = [l x| < (e 1] > [|x]] < Ce™™||x]l.
O

Considérons a présent pour x,y € R” la quantité (!4 x, ey). Le lemme pré-

cédent et I'inégalité de Cauchy-Schwarz nous permettent d’affirmer que |(e!x, e!4y)| <
et 4x|| x |le!y|| < CZe=2%||x|| x ||y||, qui est intégrable sur R*. On peut donc

définir la fonction b : (x,y) — f0+°° (et4x, e!y)dt, et on vérifie rapidement que

c’est une forme bilinéaire symétrique. De plus,

+oo
(x) 1= b(x,x) = [ [l Pt
0

est positif pour tout x, et s’Tannule si et seulement si la fonction continue posi-
tive sous l'intégrale est identiquement nulle, i.e. x = 0. Donc q est définie posi-
tive. La régle de dérivation d’une forme quadratique* donne que Dg(x)(y) =

4. Obtenue par q(x + h) = g(x) +2b(x,h) + gq(h).
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2b(x,y). En particulier on a

+o0
(Vg(x), Ax) =2b(x, Ax) = / 2(etx, Ae'x) dt,
0
ol l'intégrande est la dérivée par rapport a t de (e'4x,e!4x), d’ot finalement
par le lemme

(Va(x), Ax) = Tim ([e4x| 2= = ~||x/

Revenons a présent au probléme initial en considérant une solution maxi-
male y, avecy’ = f(y) = Ay + r(y). On a par la regle de la chaine que :

q(y)" =Dq(y)(y') = 2b(y,y')
= 2b(y, Ay) +2b(y,r(y))

2
= —llylI* +2b(y,r(v))-
Notons que 1’on aurait simplement g(z)’ = —||z||? pour le systéme linéarisé :
on veut montrer que, r étant petit, les fonctions g(y) et g(z) auront a peu pres
le méme comportement pour ¢ grand °. On va travailler par commodité avec la
norme donnée par /7 ° : majorons ainsi b(y, r(y)), il vient

by, )] < \/a)y/a(r(v).

En remarquant que r(y) = f(y) — f(0) —Df(0)(y) = o(y) par définition de la
différentielle, on a I’assertion suivante :

Ve>0,3a>0tqq(y) <a=/q9(r(y)) <e\/q9(y).

2b(y,r(y)) < 2eq(y).

En exhibant une constante C > 0 telle que Cq(y) < ||y||?, on a finalement

q(y)' = —llylI> +2b(y, r(y)) < —(C—2e)q(y) =: —Pq(y)

pour g(y) < w, et on est libre de choisir ¢ suffisamment petit pour que B soit
strictement positif. On a enfin que q(y(t))" < —Bq(y(t)) tant que g(y(t)) reste

Par suite,

5. On justifie a la fin du développement que, sous une bonne condition initiale, la solution
est en fait globale.
6. Comme nous sommes en dimension finie, elle est équivalente a la norme || - ||.
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inférieur ou égal a a. Cette condition est satisfaite pour t > 0 si la donnée ini-
tiale x vérifie g(x) < a; sinon il existerait un premier instant ty > 0 tel que

g(y(to)) = a, ot q(y)'(to) < —Bg(y(tp)) < 0 et gq(y(t)) devrait étre stricte-
ment plus grand que a pour t légérement inférieur a t(, ce qui contredirait par
continuité la définition de fy. L'inéquation différentielle vérifiée par q(y) se ré-
sout de maniére habituelle, par facteur intégrant :

(Pa(y))" = e (a(y)" + Ba(y)) <0,
ce qui entraine en particulier comme y(0) = x que
q(y(t)) < e Plg(x) pour tout t > 0.

Par le lemme des sorties des compacts, on en déduit que notre solution maxi-
male est globale, et qu’elle a le comportement attendu. O

2.4.2 Références

[Rou09], pp. 138-143.

2.4.3 Questions classiques

1. Détaillez I'inégalité sur |||e'P ||| : On commence par remarquer que Sp (D) =
Spc (A). En effet, D et N sont trigonalisables et commutent donc sont si-
multanément trigonalisables : comme les valeurs propres de N sont toutes
nulles, on a le résultat. Par suite,

[
I[P 11] = [||Pe™ P~H]]
ot D' est diagonale, en utilisant ici le résultat que e'” D'P™! _ pptD'p=1 ot
alors /
1< NPT PTHI < [[ef]]] < KefswpRet)
en invoquant finalement 1’équivalence entre la norme |||.||| et la norme

[[|-[l[1 qui donne [|[A[|[1 = sup; Y [a;], le max des somme des modules
des termes des colonnes.

2.4.4 Remarques

— En dimension 2, la courbe de niveau de g passant par x est une ellipse
de centre 0, le vecteur Vq(x) est normal en x a cette ellipse, et le vecteur
Ax = Z/(0) est dirigé vers l'intérieur puisque leur produit scalaire, égal a
—||x||?, est négatif.

— Alexandre Liapounov : mathématicien russe, 1857-1918
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2.5 Théoreme de Cauchy-Lipschitz global

2.5.1 Développement

Théoréme 21 (Théoreme de Cauchy-Lipschitz global). Soit I un intervalle de R
et f:IxR™ — R™ une application continue supposée globalement lipschitzienne en
sa seconde variable, i.e. pour tout intervalle compact K C I il existe k > 0 tel que, pour
toust € K,y,z € R™,||f(t,z) — f(t,y)|| < k||z—y]|. Alors le probleme de Cauchy
(C):y = f(t,y),y(to) = xavec (tp,x) € I x R™ donné admet une unique solution
globale, i.e. définie sur I entier.

Démonstration. L objectif est de se ramener a un probleme de point fixe. On note
E := C%(I,R™) et on pose

E — E

E: Yy o (tHftgf(s,y(s))ds)'

Pour commencer, on montre le lemme suivant :

Lemme 27. On a équivalence entre étre solution sur I de (C) et étre solution du pro-

bleme (£):y € Eet F(y) = y.

Démonstration. Supposons que y soit solution de (C) sur I. En particulier y et
dérivable et donc continue, et comme iy’ = f(t,y) est alors continue il vient en
intégrant que y(t) = x + f;; f(s,y(s))ds. Réciproquement, si y est continue sur
I et vérifie 1’égalité précédente, y est dérivable sur I et est solution du probleme
de Cauchy. O

Supposons alors que I = [a, f] est compact, notons | :=  — « sa longeur et
récupérons la constante de Lipschitz k donnée par 1’énoncé. On introduit sur E
la norme ||y||x := maxe (e ¥t="l[|y()||). La remarque

e M 1ylleo < 1yl < [1y]]eo

permet d’affirmer que E est complet pour ||.||x car complet pour ||.||. Comme
f est continue, on a de plus que F envoie E dans lui-méme. De plus, on a pour
touty,ze€ E,t € Iett >ty que

N

d’ou
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t
e W |F() (1) = FR) Ol < e [ I£(s,(5)) = Fls,2(s)]ds

0
t

< e ) [ ily(s) - 2(5)|lds
fo
t

< e ko) [ e gy — 2],
fo

< (1— e )| ly — 2|y,

k(s—to) p—k(s—to)

ol pour obtenir la troisieme inégalité, on a multiplié par e et

majoré par max,c s, (¢~ |[y(s) — z(s)|]) < I[y — 2.

e

On obtient de méme pour ¢ < t(, en remplagant |, t'; par |, :0 :

|E @) (6) — F2) ()] < (1= )y — 2

En passant au max en ¢ sur chacun des deux intervalles [a, fo] et [fo, B], on
obtient finalement

¥y,z € E,[|F(y) = F(z)| [k < (1= )]y — z|x.

Comme 0 < 1 — e ¥ < 1, F est contractante et admet un unique point fixe
d’apres le théoreme du point fixe de Picard.

On suppose a présent que I n’est plus compact, et on prend une exhaustion
compacte ;e Ij de I telle que

hCchLC..C I]' C ..,

chaque I; contenant le point f5. On note alors y; 'unique solution sur I; que
I'on a exhibé précédemment. On remarque que si y est solution sur I, alors sa
restriction a I; coincide nécessairement avec y;. Réciproquement, I'application y
définie par

y(t) = y;(t) pour toutjtelquet € I;

est bien définie a nouveau par l'unicité des solutions sur chaque intervalle com-
pact, et est bien solution de (C) sur I.
O]

2.5.2 Références

[Rou09], pp. 180-183.
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2.5.3 Questions classiques

1. Rappellez la démonstration du théoréme du point fixe de Picard : Soit f : E — E
une application k-contractante, (E,d) étant un espace métrique complet.
On définit la suite (x,) par xo € E quelconque et x,,1 = f(x,). On
remarque que d(x,41,xn) = d(f(xn), f(xy-1)) < kd(xp,xy-1) < ... <
k™d(x1,x0). La somme Y ;"% d(x;1, x)) étant finie, notre suite est de Cau-
chy et est donc convergente vers un élément x. de E. Par continuité de f

on obtient f(x.) = x,. L'unicité est claire.

2.54 Remarques

— Augustin Louis Cauchy : mathématicien francais, 1789-1857
— Rudolf Lipschitz : mathématicien allemand, 1832-1903
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2.6 Méthode du gradient a pas optimal

2.6.1 Développement

On considere une application | : R? — IR supposée elliptique, i.e. de classe
C! et telle que

Ju > 0tq Vx,y € RP, (V] (x) — V](y),x —y) > al|x —y||*
Lemme 28. On a que | admet un unique minimum en un u, € RP.
Démonstration. On utilise la formule de Taylor avec reste intégral, qui donne ici :

1
0

J©) = () = [ (9] (u+ o —w),0 -yt
— (V] (u),0— u) —|—/01%(V](u—|-t(v—u)) — V), o — u))dt
> (V](u),v—u)—I—/OloctHv—qudt,

J(0) = J () 2 (V] (u),0 = u) + 5|0~ ul .

Ainsi, dés que u # v,ona J(v) > J(u) + (V](u),v — u) et, ceci caractérisant les
fonctions strictement convexes régulieres, | est strictement convexe. De plus,
pour u = 0 on obtient en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz que

o !
J(v) = J(0)+(V](0),v) + 5 ol|* = J(O) = [V x [0l + S [[ol? — oo,
2 2 |[vf|=+e0
nous donnant la coercivité de J. Une fonction strictement convexe et coercive
admettant un unique minimum, on a démontré notre résultat. O

On donne sous forme de théoreme la méthode du gradient a pas optimal :

Théoréme 22 (Méthode du gradient a pas optimal). Soit ug € RP quelconque.
Pour n € IN¥, on pose 11 = ty — puV](Un), 0it py est tel que min,cRr (J(un —
oV ](uyn))) = J(tn — 02 V] (un)) (ou bien p,, est la solution de %](un —oV](uy)) =
0). Alors la méthode est bien définie et limy,—s oo Uy = Us.

Démonstration. Pour voir que la méthode est bien définie, le seul point a vérifier
est que px est déterminé de maniere unique (si VJ(uy) # 0, sinon on arréte
la méthode car on a trouvé le minimum). Le lemme précédent nous montrant
que | est strictement convexe et coercive, sa restriction a une droite vectorielle
est une fonction réelle toujours strictement convexe et coercive, et on vérifie
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ce premier point. Détaillons a présent le fait que py soit solution de % J(uy —
pV](ug)) = 0. On a ainsi que

—(VJ(ug — ok V] (ug)), V](ug)) =0

et donc (V]J(ury1), VJ(ug)) = 0, ce qui montre d’une part que deux directions
de descente successives sont orthogonales, et d’autre part comme 1y 1 = 1y —
ok V ] (ug) que

(V] (tgs1), 1 — ug) = 0.

Par application de la premiere inégalité du lemme, on obtient J(uy) — J(ut511) >
4|ug — ugs1|)* La suite (J(uy)) étant décroissante et minorée par J(u.), elle
converge. En particulier limy_, o, J(ux) — J(ux41) = 0, relation qui, jointe a la
précédente inégalité, donne limy_, | o ||ux — ugr1|| = 0. Grace a I'orthogonalité
des directions de descente successives, on peut écrire

IV ] (w)|]> = (V] (ux), V] ()
VI U

(V] (ug), V() = V(1))
< IVJ (i) || X [V ] (u) = V] (tges1) ]

et donc
VT ()| < [V (uk) — V] (1)

De plus, comme ] est coercive et que (J(u,)) est décroissante, la suite (u,,) est
bornée. En appliquant le théoréme de Heine a V ] sur un compact K C IR? conte-
nant tous les termes de la suite (u#,), on a que V] est uniformément continue
sur K, et donc

im |[|V] (1) — V()| =07,

k— o0

et donc
lim V](uy) = 0.
k—o0

Démontrons enfin la convergence. On écrit
ffuge = w2 < (V] () = V] (), i = 1) < V] (i) || X [ = ],

en utilisant I'ellipticité puis la relation V] (u,) = 0, et donc

1
—ull < =||V — 0.
[ = el < VTl —

7. Voir la partie Remarques.
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2.6.2 Références

[Cia82], pp. 182-183, 189-190.

2.6.3 Questions classiques

1. Détaillez pourquoi imy_, ||V ](ugr1) — VJ(ug)|| = 0 : Réécrivons 1'uni-
forme continuité de VJ. On a que

Ve> 0,37 >0tqVx,y e RV, [[x —y[| <y = [|[V](x) = V]({y)|| < e.
On a de plus que
Ve’ >0,IN e NtqVk € N,n > N = || —ui|| < €.

Pour & > 0, il suffit de choisir un 7 > 0 donné par la premiere assertion
puis de choisir N € IN dans la deuxiéme assertion avec ¢’ = 7.

2.6.4 Remarques

— On pourra donner l'interprétation géométrique de la méthode s’il reste
du temps, ou simplement laisser entendre que le gradient donne la direc-
tion de la plus grande pente et donc son opposé celui de la plus grande
descente.

— La méthode est lente : cela peut se comprendre par le fait que le gradient
ne donne que la plus forte pente locale et non globale, et qu’on ne re-
tient pas les déplacements précédents avent d’en effectuer un nouveau.
On peut améliorer la méthode avec des informations sur la géométrie de
la surface, ou en prenant en compte les déplacements précédents.
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2.7 Méthode de Newton

2.7.1 Développement

Soit f : [c,d] — R une application de classe C? qui vérifie
— fle) <0< f(d),
— Vx € [c,d], f'(x) > 0.
On remarque que f est continue, strictement croissante et que 0 € [f(c), f(d)].

Il existe donc un unique point a €|c, d][ tel que f(a) = 0. On cherche a approcher
a : pour cela on définit la fonction

[c,d] — R
x — x—4

F: (x) ,

f'(x)

on fixe xo € [c,d] et on définit la suite (x,) par x,+1 = F(xp).
Proposition 12 (Convergence quadratique de la méthode de Newton). Sous les
hypotheses précédentes, on a I'existence d'un o > 0 tel que :

1. pour xg € I = [a — &, a + «|, la méthode est bien définie,

2. pour xo € I, la méthode converge a I'ordre deux vers a, i.e. lit}_l X, = aet
n——+00

AC>0tqVn e N, |x,41 —al < Clx, — a|2.

Démonstration. On commence par remarquer que F(a) = a (et F'(a) = 1 —
(@)’ —f(a)f"(a)
f'(a)?

On a alors, grace au fait que f(a) =0:

=1—1 = 0:on est dans le cas d"un point fixe superattractif®).

F(x)—a:(x—a)_W
:f(a)_f(x)—(ﬂl—x)f’(x)
f'(x) '

On applique la formule de Taylor-Lagrange a 1’ordre 2, nous donnant I’existence
d'un zyx €]x, a[ tel que

fla) ~ F(x) — (= 0)f () = of"(z)(a— x)?

8. Voir la partie Remarques.
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F(x)—a= ]ZC;/((Z;)) (x —a)> (%)

Vx € [c,d],|F(x) —a| < Clx —al*.

On choisit alors « > 0 tel que aC < lettelque I =|a —w,a+«a[C [c,d].Six € ],
on a que |F(x) —a| < Ca? < a et donc I est stable par F. La méthode est donc
bien définie eton a :

Vn € N, |x,41 —a| = |F(x,) —a| < Clx, — al?
et on a par récurrence que
¥n € N, Clx, —a|? < (Clxg — a])¥" < (Ca)?,
et la conclusion car 0 < Ca < 1. O

On suppose une condition supplémentaire sur f : f” > 0 sur [c, d].

Proposition 13. Sous les hypotheses précédentes, on a que :
1. I = [a,d] est stable par F,

2. sixg € I, on a que la suite (x,) est soit constante soit strictement décroissante et
ona

L fa) 2

Xn+1 — ~ 2(a )(xn - a)

VnE]NO<xn+1—a§C(xn—a)2
Sixg > a

Démonstration. Comme "' > 0, f est strictement convexe sur [¢,d]. Si x € I, on
aque f'(x) > 0et f(x) > 0dou

N
(x

avec inégalité stricte si x > a. L'inégalité (*) nous permet d’écrire

1 (Z )
F(x)—a= f (2 (x—a)®> >0,
f'(x)
anouveau avec inégalité stricte si x > a. En combinant ces deux derniers points
on obtient que I est stable par F, que si x €]a,d| alors pour tout n € IN on a
a < x, < d etla suite (x,),eN est strictement décroissante, et que si xop = a
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cette suite est constante. Dans tout les cas, la suite admet une limite [ car est
décroissante et minorée et par continuité de F on doit avoir F(!) = I qui donne
f(I) =0etdonc! = a. Comme précédemment on montre que

Vin € N,0 < x,41 —a < C(x, —a)?

qui donne la convergence quadratique. Enfin, si xy €]a, d], tous les x,, sont dans
|a,d] et en notant z,, les z,, obtenus par la formule de Taylor-Lagrange, on a

- _ f'@) . £
(xy —a)2  2f'(xy) n—+o0 2f/(a)

cara < z, < x, — a,d’ou le résultat. O
n—-+4o00

2.7.2 Références

[Rou09], pp. 152-156.

2.7.3 Questions classiques

1. On fixey > 0 et on prend f(x) = x> — y. Résolvez la relation de récurrence
et donnez une estimation de l'erreur x, — a, avec a = /y : On se place sur
un intervalle [c, d] olt nos hypotheses sont vérifiées. Des que 0 < ¢ < d et
> <y <d*cestbon: f(c) <0< f(d), f'(x) =2x >0et f'(x) =2 > 0.
On doit donc itérer la fonction

D’apres () ou par vérification immédiate, on a que

(x—a

F(x)—a= o

Pour approcher l'autre racine —a = —,/y, on serait amenés a considérer
la méme fonction F, qui satisfait donc aussi a

(x 4 a)?

F -
(x)+a P

(on aurait encore pu vérifier ¢a directement). Par suite,

e e}

“\x+a
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pour x > 0, autrement dit
F = (p_1 cGog
en notant

X —a
Cx+4a’

G(x) = x~.

@(x)

Ainsi F est conjuguée par ¢ a la fonction x — x2. Litération x,, = F"*(xo)
s’explicite donc en

1

oG" o ¢)(xp), i.e.

Xn = (¢~ 2 <x0—a)2”'

Xy +4a Xo+a
Pour xy > a on en déduit x,, > a et

2 2 2" 2 2"
2= () 2 ()
a Xo— a

d’ot1 la majoration d’erreur

g\ 2"
O<xn—a§2a<x0 a) .
2a

2.7.4 Remarques

— On transforme la recherche de 0 en un probleme de point fixe : I'idée est
de prendre F(x) = x + A(x)f(x) avec A qui ne s’annule pas. On veut de
plus que le point soit superattractif pour avoir une convergence rapide,
i.e. que F'(a) = 0.Or F'(a) = 1+ A(a)f'(a), ce qui nous incite a prendre
A= — 7(x) et onretrouve la méthode.

— Géométriquement, on définit I'élément x,;; comme étant l'intersection
de la tangente au graphe de f en x, et 'axe de abscisses. Un dessin per-
met d’illustrer la vitesse de convergence, en devenant brouillon des la
deuxieme itération.

— Isaac Newton : philosophe, mathématicien, physicien, alchimiste, astro-
nome et théologien anglais, 1642-1727
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2.8 Une fonction continue, nulle part dérivable

2.8.1 Développement

Proposition 14. On note A la fonction réelle 1 périodique, dont la restriction a [— %, %]
vérifie A(x) = |x|. Alors la fonction

£ R — R
Cx e L% 5 A(2Px)

est continue mais n’est dérivable en aucun point de R.

Démonstration. On commence par remarquer que pour tout x € R, |A(x)| < %
et donc la série de fonctions ) zl,,A(ZP x) converge normalement sur R. Ainsi,
f est bien définie sur IR, et comme A est continue, f est aussi continue. Mon-
trons maintenant que f n’est dérivable en aucun point de R. Comme f est
1—périodique, il suffit de montrer que f n’est dérivable en aucun point de [0, 1].
Soit xp € [0,1[. On consideére I'écriture dyadique de xo = ;% ok, ouge € {0,1}
pour tout k. Pour tout n € IN*, on pose

=)
k=1
9

1
/! /
et x —xn+2—n

N|>\~

Les deux suites (x,) e+ et (x))) nen+ tendent vers x,. Lorsque p > 1,les nombres
2Px! et 2Px!" sont des entiers, donc A(2Px},) = A(2Px!!) = 0. A présent, si p < n,
ona

P
€ :
¥x, =N+ Y - ou N=) 2% estunentier,

n k
k:p+12 P
donc
APy = A( Y de mé AP = A( Y L
( xn)— (k_z Zk__p) et de méme ( xn)_ (_Z 2k——p+2n—p)
=p+l k=p+1
Siepy1 = 0, 'encadrement
- 1 LI 1 1
0 Y a5tm5 S L oastm s

k=p+1 k=p+2

montre que nous travaillons alors dans l'intervalle [0, %], sur lequel A est I'iden-

tité, ce qui nous permet d’écrire

si g0 =0,A(2Px;) — A(2Px;,) = Sn—p"
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On montrerait de méme que

1
si g0 =1,A2Px)) — A(2Px;,) = =
En résumé, ona A(2Px") — A(2Px") = (*1,1)_%1 our 0 < p < n,donc finalement
n n n—p P p

n=1(_1)\&p+1 Y — f(x n—1
flx) = flxy) = lg)% ou encore fln) = f () = Z(_l)Serl,

n X! — x!

n n p:O
; 1 ; défini _ fla)—f(xp)
ce qui montre que la suite (y,),en+ définie par v, = L7 he converge
n n

pas. Si maintenant f est dérivable en x(, on a

fla) = f(xo) = (x, = x0)[f'(x0) +u] et fxy) = f(x0) [f'(x0) + ]

ot les suites (€,) e+ et (€)) e+ tendent vers 0. Par différence, on a

fOan) = fan) = (x — x) f (x0) + (x0 — xp)en + (3, — Xo)ey,

et comme x), < xg < x//, ceci entraine

() = f () = (2 — x3) f (x0) | < () — x,) (e, + €5)

donc |y, — f'(x0)| < €, + €, donc y,, converge vers f’(xg), ce qui est contradic-
toire. Donc f n’est pas dérivable en 0, d’ot1 le résultat.
[

2.8.2 Références

[Gou08], pp. 84-85.

2.8.3 Questions classiques

1. Expliquez pourquoi la suite (y,)yen+ ne converge pas : On a vu que Yy, =
ZZ;(l) (—1)%r+1. Le terme général de cette série étant a valeurs dans {—1,1},
il ne peut pas tendre vers 0. Or une série dont le terme général ne tend pas
vers 0 ne peut pas converger (on écrit u, = Y ;U — ZZ;& uy), et ainsi
(Yn)nen+ n'est pas convergente.

2.8.4 Remarques

— La preuve consiste a construire une série qui introduit une singularité a
chaque point admettant un développement dyadique fini d’ordre n, et a
étudier le passage a la limite.
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2.9 Développement asymptotique de la série harmo-
nique

2.9.1 Développement

Proposition 15. On donne un développement asymptotique de quatre termes de la

série harmonique H, = Y ;4 %, a savoir

H,=Inn+vy+ 1 ! + o( L )
" T T 122 n2)’
Démonstration. On commence par poser u, = H, —Innetv, = u, — % On va

montrer que ces suites sont adjacentes : leur différence u, — v, = % est positive
et converge vers 0. La suite (u,),en+ est décroissante puisque

1
Up—UUp1=————Inn+In(n+1) = —

n+1 )20

(1
n+1 n n+1
en vertu de l'inégalité In(1 + x) < x pour x > —1. Cette méme inégalité assure
la croissance de la suite (v,,),eN+ puisque

1 1 1
vn+1—vn:E—ln(n+1)+lnn:E—ln<1+E> > 0.

Les deux suites sont donc adjacentes et convergent vers un réel . Comme v, =
1 —1In(2) > 0 (toujours de par l'inégalité précédente), on a y > 0. On a alors

H,=Inn+u, =Inn+y+o(1).

Pour établir les termes suivants, posons t, = u, — y. On emploie une méthode
classique qui consiste, pour obtenir un équivalent a ¢, a chercher un équivalent
de t, — t,_1 puis a "sommer" I"équivalent obtenu. On a que

tn—tn_l:111(1—1)+1~—L

en utilisant le développement limité In(1 — x) = —x — %2 + 0(x?). Ces deux
suites étant de signe négatif, leurs séries sont de méme nature et donc la série
Y. (tx — tx_1) converge grace au critere de Riemann. Le théoréme de sommation
des équivalents donne

g 1 &2 1 1

—th= ) (tk—tk—l)N—E ). 2" "o

k=n+1 k=n+1
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le dernier équivalent s’obtenant a l'aide d’une comparaison série intégrale. En
effet, comme t — %2 est continue, décroissante sur [1, +00[, on a pour k > 2 que

! </k+11dt< ! </k L
(k+1)2 — Jk k2T i 2

En sommant cela de n + 1 a N, puis en faisant tendre N vers 1'infini, on obtient

donc
/+oo p +oo 1 p
—dt < § / —dt.
2 = 2
n+l t k= n+1 t

Les termes de gauche et droites étant équivalents tout deux a %, on en déduit

par encadrement que Y ;"% 1 klz ~ %, d’ot1 le résultat. Bref,

1 1
Hn:lnn+7+tnzlnn+fy+%+o(z>.

On termine avec la méme technique : on écrit w, = u, — v — %, suite qui

converge vers (. La somme Z;—{:Z +1(wk — wk,l) vaut —w, et son terme géné-
ral s’écrit
1 1 1 1

On a dong, a l'aide du développement limité In(1 — x) = —x — 72 — X +o(x?),

SRS S T T O O N N
" LT T T a2 T 33 T 2m | 2m 1_% n3

:_;ﬁ_ﬁ_; +21n<1+1+ 7o (”)“(%)
1 1 1 1
=55 tas () ~ om

On a alors comme précédemment que

” +Z°:° 1 1
— Wy ~ —_—~ —,
el 6k3  12n?

Finalement, on obtient

1 1
Hn—lnn+’y+ﬂ—m+o<—>.
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2.9.2 Références

[FGN14c], pp. 156-159.

2.9.3 Questions classiques
1. Détaillez I'inégalité In(1 + x) < x pour x > —1:On a que

(—In(1 +x))" = (1+1—x)7- >0

donc la fonction logarithme est concave et est par conséquent en dessous
de ses tangentes. Or sa tangente en 0 est justement

In(1+ x)"|x=0(x — 0) +In(1+0) = x.

2. Détaillez pourquoi t, = 5- + o(1) : Par définition, f ~ g si et seulement si

f—g=o0(g).Ici, ty = 3= + 0(5) et les o(5-) sont exactement les o(1).

2.9.4 Remarques
— On appelle v = 0,577215664... la constante d’Euler.
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2.10 Densité des polynémes orthogonaux

2.10.1 Développement

Soit I C R un intervalle. On appelle poids une fonction p : I — R**
mesurable telle que Vi € N, [} |x|"p(x)dx < +o0. On note L?(I,p) I'espace
des fonctions de carré intégrable pour la mesure de densité p par rapport a
la mesure de Lebesgue, qui est un espace de Hilbert pour le produit scalaire
(f.8)p = [; f(x)g(x)p(x)dx. On appelle polyndmes orthogonaux associée au
poids p la famille de polynémes (Py),en unitaires, orthogonaux deux a deux
et tels que deg P, = n obtenus en appliquant le procédé d’orthogonalisation de
Gram-Schmidt a la famille (x"),en (on confond polyndme et fonction polyno-
miale). Le résultat est le suivant :

Théoreme 23. On suppose qu’il existe « > 0 tel que |, e*o(x)dx < +oo. Alors les
polyndmes orthogonaux associés au poids p forment une base hilbertienne de L?(1, p).

Démonstration. On commence par vérifier rapidement que les polynomes sont
bien dans L?(I, p), en montrant qu’en fait on a x — x" € LF(I,p) pour tout
n € Netp € [1,40|: on a en effet 'inégalité |x|"? < 1+ |x|"P}+1 pour tout
x € Retdonc

/|x|””p(x)dx < /(1 + |x|L””J+1)p(x)dx < +oo
i

par le fait que p est un poids.

A présent, on considére f € L?(I,p) quelconque : le but est de montrer
que si I'on a (f,x"), = 0 pour tout n € IN, alors f = 0 pour presque tout
x € I, ce qui assurera que la famille de polyndmes orthogonaux est une base
hilbertienne (comme nous travaillons dans un espace de Hilbert séparable...).

On définit pour cela ¢ : R — R par ¢(x) = f(x)p(x)1;(x). Montrons que

(1+t

¢ € L1(R) : on remarque que pour t < 0, on a I'inégalité t < (en vertu de

2 —2t+1= (t —1)? > 0), et on a donc que

Vx e L|f(x)]p(x) < ;(1+|f( ))p(x).

Comme p et f?p sont intégrables sur I (respectivement car p est un poids et
car f € L%(1,p)), on a finalement que qo E LY(R ). On peut alors considérer
sa transformée de Fourier, définie par ¢(w) = [ e —iwx f(x)p(x)dx pour w € R.
Celle-ci se prolonge en une fonction F holomorphe sur B, = {Z €C; |Im(z)| <
£} : montrons le. Sil'on note g(z,x) = e~"**f(x)p(x), alors pour z € B, on peut

J1szmldx < [ 5 £ lp(x)dx
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En utilisant 1'inégalité de Holder, on obtient de plus

N|—

[ 7@ lptds < ( [ eHlpox)*( [ feoPodr) < +oo

par hypothése sur notre poids. On peut donc définir F : B, — C par

VzEBa,F(z)z/ e X f(x dx—/gzx

On vérifie ensuite les hypotheses du théoreme d’holomorphie sous le signe
somme :

— Pour tout z € B, x — g(z, x) est mesurable comme on vient de le voir,

— Pour tout x € I, 'application z — g(z,x) est holomorphe en tant que
composée de fonctions holomorphes,

a/x|

— Pour tout z € B,, on a la majoration |g(z, x)| < h(x) = ez [f(x)|p(x), et
on a vu que la fonction h était intégrable.

On a donc que F est holomorphe sur B, et coincide avec ¢ sur R. Calculons les
dérivées de F :

Vz € By, F(2) = (—i)" /Ix”e_izxf(x)p(x)dx.

Ainsi on obtient

en utilisant notre hypothese sur f. L'analycité de F implique alors que F = 0 sur
un voisinage de 0, et le théoreme de prolongement analytique implique quant
a lui que F = 0 sur le connexe B, tout entier, en particulier sur R. On a donc
¢ = 0, et ainsi ¢ = 0 par injectivité de la transformée de Fourier. On en déduit
comme p(x) > 0 pour tout x € I que f(x) = 0 pour presque tout x € I. On a
prouvé notre théoreme. [

2.10.2 Références

[BMPO5], pp. 112, 140-142.
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2.10.3 Questions classiques

1. Montrez que sur I =]0,+oco[ muni du poids w(x) = x~ ), les polynomes

orthogonaux pour le poids w ne forment pas une base hilbertienne de L?(I,w) :
On considere la fonction f : I — R définie par f(x) = sin(2In(x)).
Montrons qu’elle est orthogonale a tous les mondmes : on calcule donc

(ﬂx”huziﬂxﬂshKZNHKx»xh“”dx

Le changement de variables y = In(x) permet d’écrire

(n+1)2 ntl

(f,x”)w:/ e(”+1)ysin(27ry)efyzdy:e 1 /e(yz)2 sin(27ty)dy.
R R

Le deuxiéme changement de variables t = y — 1 donne

2

(f, ") —pqwﬂéﬁﬂ/sm@myf-—o
7 w — R -

puisque la fonction est impaire : ainsi la famille des mondmes n’est pas
totale dans L?(I, w) et donc la famille des polynémes orthogonaux pour le
poids w ne saurait 1’étre.

2. Donnez des exemples de polyndmes orthogonaux : On a les polyndomes d’Her-

mite, donnés par I = Retp(x) = e
1 (=)™ 2d", _»
_ _ _v2_ - — X X
Ph=1,P=XP=X 2,...,Pn € dx”(e ).
On a aussi les polyndomes de Legendre, donnés par I = [—1,1] etp(x) = 1:
1 n! 4"
Po=1P=XP=X"—_,...,P= —((x*=1)").
0 7471 72 3/ r'n (2n)'dx”((x ) )

3. A l'aide du théoréme, exhibez une base hilbertienne de L2(R) : A l’aide des

2

polyndmes d’Hermite, i.e. p(x) = e~ on exhibe une base hilbertienne

de L2 via I'isométrie

L2(R,p) — L2(R)
f — fye

i:

N

X

a savoir les (P, (x)e™ 7).
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2.10.4 Remarques

— La méthode utilisée dans la preuve consiste a se placer sur un ouvert com-
plexe connexe contenant la droite réelle pour passer d"un résultat local a
un résultat global grace aux propriétés des fonctions holomorphes.

— Lorsque l'intervalle I est borné, on peut utiliser d’autres arguments pour
prouver ce résultat (le théoreme d’approximation de Weierstrass et la conti-
nuité de I'inclusion C(I) C L2(I,p)).

— Il est bon d’avoir une interprétation géométrique du procédé d’orthogo-
nalisation de Gram-Schidt.
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211 Théoreme d’approximation de Weierstrass par
les polyndomes de Bernstein

2.11.1 Développement

Théoréme 24. Soit f : [0,1] — C une fonction continue, w son module de continuité
uniforme, i.e. w(h) = sup{|f(u) — f(v)| ; |u—v| < h}. Pour n > 1, on considere

le polynome By, (f,x) = Bu(x) = Ti_o (1)K (1 — x)" £ () le n—ieme polynome de
Bernstein. Alors :
1. La suite des B, converge uniformément vers f sur [0,1],

2. Plus précisément, on a ||f — By||eo < Cw(f) ot C est une constante numeé-
rique.

Démonstration. 1. Soitx € [0,1], X ~ B(x), Xy, ..., X;; un échantillon de X et
Sn = X1+ -+ X,. On a alors par le théoreme du transport que

S o\ g nk el K
E(f(=)) = x(1—x — ] = Bu(x).
CO= X (p)a - (5) = Buto
Fixons § €]0,1] : onaf( ) — Bu(x) = E(f(x) — f(n)) d’ou |f(x) —

Bu(x)] < E(|f(x) = f(52)])- Or on a que |f(x) — f(5)] < w(0) lorsque

\x—%”| < d,et|f(x) —f(%)\ < 2||f]|e lorsque ]x—5—| > ¢, ce qui nous
donne :

E(f ()~ F(2)]) < (@) + 20| flle BTy _55,)

n

=w((5)+2||f||oo-11°( %—x’ > 5)
<w(d) + ”2{1!3",

ou l'on a utilisé a la fin 'inégalité de Bienaymé-Tchebychev. Il en résulte

que||f ~ Bullo < w(3) + 2, puis quelimsup,, . o [|f ~ Balleo < ().
Or, w(9) PR 0, ce qui implique finalement limy, ;1 || f — Bx||oo = 0.
%

2. On utilise pour cette partie 'inégalité w(Ah) < (A + 1)w(h) si h,Ah €
0,1]. Cela nous donne en particulier que w(|x — 22 ul) < (y/nlx — S”] +

1)ew(-L). Or nous savons que [£(x) — Ba(x)| < E(|f(x) - f(3)]) <
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E(w(|x — 22])). 1l en résulte que
) = Bulo)| < o= (Vi = 51 1)

— (=) (1+ villx = 21)

o gg) (vt =3117)

=) [ v < Sl

IN

S\**
N—

NI

ce qui démontre le résultat annoncé avec C =

2.11.2 Références
[QZ13], pp. 518-519.

2.11.3 Questions classiques

1. Que pouvez-vous dire a propos de la vitesse de convergence de cette méthode : On

sait modulo un exercice que l'estimation précédente est optimale et que la
vitesse est donc en \/Lﬁ : c’est donc un résultat qui est d’ordre théorique et
non pratique, la convergence n’étant pas polynomiale elle n’est pas réelle-
ment exploitable.

2.114 Remarques

— L'intuition qui guide la premiere partie de la preuve est que B, (x) devrait
étre proche de de E(f(x)) = f(x) étant donné que 'on a convergence en
probabilité de Sn—” vers x.

— Karl Weierstrass : mathématicien allemand, 1815-1897

— Sergei Bernstein : mathématicien russe, 1880-1968
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2.12 Théoreme central limite

2.12.1 Développement

Théoréme 25 (Théoreme central limite). Soit (X, ),eN une suite de variables aléa-
toires i.i.d. de L?(Q), A,IP). Onnote S, = Y1 X;, u = B(Xq) et 0> = Var(X;) > 0.
Alors on a que
Sn =M £ Ar(0,1),
no?
la notation signifiant que la variable aléatoire limite suit une loi normale centrée réduite.

La démonstration s’appuie sur le théoreme de Lévy, dont la preuve générale
est difficile, qui affirme que (X;) converge en loi vers X si et seulement si ¢x,
converge simplement vers ¢x. Donnons la preuve dans le cas réel ? :

Démonstration. Si (X,) converge en loi vers X, alors comme x — ¢'™* est conti-

nue pour tout ¢ € R, on a que ¢x, (f) converge vers ¢x(t) pour tout t par dé-
finition de la convergence en loi. Pour la réciproque, considérons d’abord le
cas ou f est dans 1'image de la transformée de Fourier des fonctions L ie.
f(x) = [ge"™@(t)dt avec ¢ € L!. Le théoréme de Fubini et le théoreme de
convergence dominée assurent que

E(f(X:) = E( [ @™ot dt) = [ otBE™)at — [ g(O)EE™)dt = E(f(x)).

R

Comme I'image de la transformée de Fourier sur L! contient ’espace de Schwartz,
elle est uniformément dense dans Cy(IR). On a encore E(f(X,)) — E(f(X))
pour tout f € Cy(IR), ce qui acheve la preuve. O

On a ensuite la proposition suivante :

Proposition 16. Soit X une variable aléatoire de loi N'(0,1). Alors sa fonction carac-
téristique est donnée par

2
VieR, ¢x(t) = e 7.

Démonstration. On a par définition que, pour tout t € R,

ox(t) = / X P = / e Py (x) = — / e .
Q R V2 JR

Montrons qu’elle est de classe C!, ce grace au théoréme de dérivation sous

g2
le signe somme appliqué a la fonction g(x, t) = eltx—7 .

9. A effectuer en fin de développement s'il reste du temps.
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L2
— Pour tout + € R,x +— g(x,t) est mesurable et intégrable (|¢!'*~ 7| =
2
_x 1
e 2 = —i—ooo(?))’
L2
— Pourtoutx € R, t +— g(x,t) estde classe C!, de dérivée g—‘?(x,t) — ixet*—%

2
— Pour tout (x,t) € R?, |ag(x t)| = |x|e”Z =: ¢(x), avec ip(x) intégrable.

Il vient via une intégration par parties que

@'y () — xz e dx
1
— [ 1tx —|—00 + li’/ ztx dx
\/271[
= —tex(t),

ce qui donne le résultat par facteur intégrant en remarquant que ¢x(0) = 1.
]

Démontrons a présent le théoreme :

Démonstration. Quitte a remplacer chacune des X; par @, on peut supposer
que E(X;) = 0 et que 0> = 1. Il s’agit donc de montrer que @s, converge
Vi

2
simplement vers la fonction ¢ > e~ 7 sur R. L’hypothese d'indépendance des

X; permet d’écrire

W e R, gg, ()= gn (=)

Comme X; admet des moments jusqu’a l'ordre 2, ¢ est de classe C? et on a
9%, (0) = iE(Xq) = 0 et 9§ (0) = —E(X?) = —1; son développement limité a
'ordre 2 au voisinage de 0 s’écrit donc
12
VEER, x, () =1— 7 + o(t?).

On a alors pour t € R fixé :

d’ou
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Or, comme pour n assez grandona 1 — % +0(1) € B(1,}) C C, on peut consi-

dérer la détermination principale du logarithme complexe sur C \ R*~ pour
finalement écrire :

¢ (t) _ enln(l—%%—o(%))

)
Sk

d’ou1 le résultat.

2.12.2 Références
[QZ13], p. 536, [BLO7], pp. 70, 136-137.

2.12.3 Questions classiques

1. Justifiez comment vous étendez la convergence aux f € Co(R) : En considé-
rant f € Cy(R), on peut I'approcher uniformément par une suite de de
fonctions C*(IR) a support compact, en prenant la fonction qui vaut 0 des
que f est plus petite que + - disons sur | — M, M| - et on utilise la densité
de C5°([-M + ¢, M — ¢]) dans C([—M, M]) pour la norme uniforme pour
finalement obtenir ¢, € CF(R) telle que ||, — f||e < + (le € est la pour
assurer que le raccord se fasse bien de maniere C*). On écrit finalement
que:

2.12.4 Remarques

— Dans la preuve du théoreme de Lévy, on utilise le fait qu’il y a équivalence
entre E(f(x,)) — E(f(X)) pour tout f € Cy(IR) et pour tout f € C)(R).

— On est obligé de considérer la détermination principale du logarithme
complexe, car la fonction caractéristique est a priori a valeurs complexes,
ce qui est caché dans le o(2).

— A propos des petits o, il faut faire remarquer que la variable impliquée a ¢
fixé est alors l'entier 7.
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2.13 Théoreme de projection dans un espace de Hil-
bert

2.13.1 Développement
Théoréme 26. Soit K un convexe fermé d'un espace de Hilbert (H, (.,.)) et x € H.
Alors :

1. Il existe un unique pg(x) € K tel que ||x — px(x)|| = d(x, K),

2. Le point px(x) est caractérisé par Vu € K,Re(x — px(x),u — px(x)) <0,

3. L'application px : H — K, x — px(x) est 1-lipschitzienne.

Démonstration. Démontrons le résultat point par point :

1. Montrons ’existence puis 1'unicité.

— Existence : Soit x € H. Montrons l’existence de pg(x). On note d =
d(x,K). Comme d = inf{||x — k|| ; k € K}, il existe une suite mi-
nimisante (k,) de points de K, i.e. telle que lim,_, o ||x — ky|| = d.
Montrons que cette suite est de Cauchy : soit (p,q) € IN?. L'iden-
tité du parallélogramme appliquée aux deux points x — kj, et x — kg,
donne

||2x—kp_kq||2+||kq_kp||2 :2(||x_kp||2+||x_kq||2)

soit encore

ky +k
Vg — epl 2 = 2(| [t = kep | * + || — kg | ) — 4| — =2

) kp+k
Comme K est un espace convexe, et que par conséquent - € K,

ona ||x — kszqu < d. Il vient alors

[Ikg = kpl? < 2(I|x = kp||* + |12 — kgl [?) — 4d.

Par définition de la suite (k;), onalimy . 1 |[x —kp|| = limy o0 ||x —
kq|| = d. Ainsi, la suite est de Cauchy et converge dans le complet (car
fermé d’un complet) K : on note pg(x) sa limite. Par continuité de la
norme, onad = lim,_, o ||x — ky|| = ||x — pr(x)]]-

— Unicité 'Y : Supposons qu’il existe deux points k; et k; tels que ||x —
ki|| = ||x — ka|| = d. Posons k = @ : par convexité de K, k € K et

10. A admettre car facile.
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donc ||x — k|| > d. En appliquant 1'identité de la médiane a x — k; et
x —kp,ona

4lx = K[[* + Ik = kol I = 2(| |x = Kt [|* + []x = ko |?) = 4%,
ce qui donne ||k; — ka|| < Oetk; = ko.

2. Montrons que le point px (x) vérifie Vi € K, Re(x — px(x),u — px(x)) <O0.

Soit y € K. On a les égalités
[x =yl = [|(x = px(x)) = (y — px (x))|[?
= ||x = p(x)]|* = 2Re(x — px(x),y — px(x)) + |y — px(x)
Comme ||x — y|| > d(x,K) = ||x — px(x)]||, on a
2Re(x — px(x),y — px(x)) < ||y — px(x)

Soita présentt €]0,1] et soitu € K. Par convexité de K,y = (1 —f)px(x) +
tu € K. L’égalité obtenue précédemment donne alors

12

12

2tRe(x — px(x),u — px(x)) < #|u — px(x)|.

En simplifiant par ¢ il vient
2Re(x — px(x),u — px(x)) < t]|u — px(x)|?,

et on obtient le résultat voulu en faisant tendre t vers 0. Montrons mainte-
nant quesiy € Kesttel que Vu € K,Re(x —y,u —y) <0, alorsy = px(x),
ce qui achevera de montrer le deuxiéme point. Soit alors z € K. Comme
|]x —z||? = ||x — y||> = 2Re(x — v,z — y) + ||z — y||?, I'hypothese faite sur
y permet d’affirmer que ||x — y|| < ||x — z|| et donc en passant a I'inf dans
cette inégalité et en se souvenant que ||x — y|| > d, 'unicité prouvée au
premier point permet d’affirmer que y = px(x).

. Soit (x1,x2) € H2. Ona

x1 —x3 = px(x1) — p(x2) +71
oul'onanotér = (x; — pr(x1)) + (x2 — pr(x2)). Ainsi,
|21 = x2| [ = |Ipi(x1) — pr(x2) [[> + [[7|]* + 2Re(r, pi(x1) — pi(x2)).
Ennotanta = (r, px(x1) — px(x2)), il vient
a = (x1 — px(x1), p(x1) — pr(x2)) — (x2 — pr(x2), px(x1) — pr(x2)).

Le deuxiéme point nous permet d’affirmer que (x; — px(x1), px(x2) —
pr(x1)) < 0et que (x — px(x2), pr(x1) — px(x2)) < 0, d’ot finalement
Re(a) > 0. Finalement, ||px(x1) — pr(x2)|] < ||x1 — x2||, et on a notre
résultat.
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]

Application 2. Soit F un sous-espace vectoriel fermé de H différent de {0}.
Alors il existe une projection linéaire continue pr de H sur F telle que ||pr|| = 1.
De plus, ker pr = Ft et H = F & F.

Démonstration. Soit x € H. On écrit x = pp(x) + (x — pe(x)) : il nous faut
montrer que x — pp(x) € F*. Soity € F. Comme u := pp(x) +y € F, en
appliquant I'inégalité du deuxiéme point a u on obtient Re(x — pr(x),y) < 0.En
faisant la méme chose avec —y, on a finalement Re(x — pr(x),y) = 0. Enfin, en
considérant iy € F, on obtient aussi Im(x — pp(x),y) = 0. Bref, x — pr(x) € F*.
Comme F N F+ = {0}, on a bien

H=FoF+

D’apres ce qui préceéde, la projection orthogonale de H sur F coincide avec pr.
Enfin, comme pr vérifie pr o pr = pr et que pr est non-nul (comme on suppose
que F # {0}), alors ||pr|| > 1. Comme de plus on a le théoréeme de Pythagore
qui donne

Ipr()[1? = 11x1? = llx = pr(0)I1* < []x][?

et donc ||pr|| <1, onabien ||pg|| = 1. O

2.13.2 Références
[Mad97], pp. 76-79.

2.13.3 Questions classiques
1.

2.13.4 Remarques

— 1l faut faire un dessin dans le plan pour expliquer la caractérisation du
second point.

— Dans la pratique, on démontre : I'existence dans le point 1, I'implication
dans le point 2, et on donne I'idée dans le point 3. On fait ensuite 1’appli-
cation entierement. On annonce avant les points que 1’on va aborder.
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214 Prolongement méromorphe de la fonction I

2.14.1 Développement

Une proposition admise !

I:

nous rappelle quelques propriétés de la fonction

Proposition 17. Pour x > 0 on pose I'(x) = 0+°° t*~le=tdt. Ona que:
1. La fonction I est bien définie,
2. La fonction T est C* sur |0, +o0],

3. La fonction T se prolonge en une fonction holomorphe dans l'ouvert w = {z €
C ; Re(z) > 0},

4. Pourtoutz € w,T'(z+1) = zI'(z) et T'(n + 1) = n! pour tout n € N.
Le résultat principal est le suivant :

Théoréme 27. La fonction I' se prolonge en une fonction méromorphe sur C avec des
poles simples sur —IN.

Remarque 1. La proposition précédente donne déja un prolongement méro-
morphe sur C \ (—IN) : il suffit de poser I'(z) = FEHD gyr {z € C\ {0} ; Re(z) >

z

—1}, puisT'(z) = g((iﬁ)) sur {z € C\ {—1,0} ; Re(z) > —2}, etc. Les poles —IN

sont simples, via la remarque

I(z+n+1)
z...(z+n-1))

#0en —n

[(z) = (z+m)!

On désire cependant en savoir plus sur le prolongement, en particulier montrer
queT(z) #0pourz € C\ (—IN).

Démonstration. On commence par un lemme dt a Euler :

Lemme 29. Pourz € w,ona

n*n!

I'(z) =¥ o py e

11. Lors des legons portant sur ’analyse complexe.
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Démonstration du lemme. On consideére la suite de fonctions

EN" z—1
filt) = 1) (1= =) F
Un développement limité montre que la suite (f,) converge simplement vers
la fonction f(t) = 1jg e 't*"1. D'autre part, I'inégalité 1 —u < e™* pour
0 < u < 1 montre que |f,(t)] < 1]0,n[(t)(e_%)”tx_1 < 1}0,+°o[(t)tx_le_t, ol
x = Re(z) > 0. Le théoreme de convergence dominée assure que

+o0 n n
I'(z) = / #le7tdt = lim 71 (1 - i) dt.
0 0

n——4o0 n

Le changement de variables t = ns donne

1
I['(z) = lim nZ/ 71 —s)"ds =: lim n®I,(z).
0

n——+4oo n——+4oo

12

Montrons par récurrence *“ sur n € IN que

n!

:z(z+1)...(z+n)'vzew'

In(z)

L’initialisation est immédiate. Pour la récurrence, on fait I'intégration par par-
ties suivante :

1
Lii1(z) = /0 s7H1 —s)"ds

= S-S na-ords

-~

=0
:n—;lln(z—l—l)
B (n+1)n!
Cz(z4+1) ... (z+n+1)
B (n+1)!
Sz (z+n+1)

Ceci prouve le lemme. O

L'idée est d’étudier l'inverse de la fraction-limite du lemme, et de mon-
trer qu’elle est holomorphe et qu’elle ne s’annule que sur —IN : on réalisera

12. Admise lors de 1’oral, sinon le développement est trop long.
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ainsi I' comme l'inverse de cette fonction holomorphe, qui sera bien non-nulle.
z(z+1)...(z+n) __

On considere pour cela z € C la fonction G(z) = limy— 4o ]

limy, oo % = lim,— 100 Gn(z) (I'avant derniére égalité est 1a pour

nous permettre d’exprimer facilement G, (z), comme nous allons le voir immé-
diatement). Montrons que G est bien définie et que c’est une fonction entiere,

en la réalisant comme un produit infini de fonctions holomorphes : on écrit que

k RN 7 21 2
—1_ = ezln(n+l) — I, ¢#"(51) (3 la maniere d’un téléscopage dans les

(n+1)2
séries)etn! =1-2 ... -n, etil vient
n Z+k 1 L n 7 1 L n
Gu(z) = Z;E <—k )ez NET = zg (1 + E)ez N1 = zgfk(z),

ou chaque fi est holomorphe dans C. Montrons que 'on a convergence uni-
forme sur tout compact : Soit R > 0 et |z| < R. Pour n > R on écrit

Gn(z) =z ] fiz) T fil2)

1<k<R R<k<n

1
Pourk > R,ona % < 1 et donc on peut écrire fi(z) = eI+ =20+1) dron

n

Gu(z) =z [] fi(2) xexp[ ) <ln<1—|—%)—zln(1+%))]

1<k<R k=|R|+1

Or |In(1+ %) —zIn(1 + %)’ < % pour k > |R] + 1 (a travers un nouveau
k4

développement limité, que I'on peut effectuer car 7+ < 1); on en déduit que
la série de terme général In(1 + ) — zIn(1 + ) converge uniformément dans
{|z] < R} vers une fonction holomorphe. Comme la fonction exp est uniformé-
ment continue sur {|z| < R}, on en déduit que la suite (G,) converge elle aussi
uniformément sur {|z| < R} vers une fonction holomorphe. Comme R est arbi-
traire, on a bien prouvé ce que 1’on avait annoncé. Le lemme d’"Hurwitz affirme
que les zéros de G sont 0 et les zéros des fi, i.e. —IN. On en déduit que la fonc-
tion F(z) = ﬁ est holomorphe sans zéros dans C \ (—IN), et comme le lemme
d’Euler donne que F et I' coincident sur w, F est le prolongement cherché.

[l

2.14.2 Références
[QZ13], pp. 312-315.
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2.14.3 Questions classiques
1.

2.14.4 Remarques

— Attention, le deuxieme "changement de variable" du livre est en fait une
intégration par parties (remarquer le dv qui n’est pas un du !).



120 CHAPITRE 2. DEVELOPPEMENTS D’ANALYSE
2.15 Théoremes d’Abel angulaire et Taubérien faible

2.15.1 Développement

Théoréeme 28 (Théoreme d’Abel angulaire). Soit ) a,z" une série entiere de rayon
de convergence > 1 telle que Y a, converge '3. On note f la somme de cette série enticre
sur le disque unité. On fixe 0y € [0, 5| et on pose

Aoy ={z€C; |z| <letIp>0tq I €[00 tqz=1-pe}.

Alorslim,_,; f(z) = Y120 a.

FASTAY))

Démonstration. Notons S, = Y} _oax, S = limy 40 Sy et Ry = S —S,. On
va majorer |f(z) — S| a l'aide d’une transformation d’Abel en écrivant a, =
R,_1 — R, pour tout n. Soit z € C*, |z| < 1. Pour tout N € IN*, on a

N N N
(X @z") = Sn =} (Ru1— R)(z" 1) ZR 2 1) = Y Ry(z" — 1)
n=0 n=1 n=1
N-1

B Y TR WE AN oy TN

n=0
et en faisant tendre N — +o00 on en déduit

—+o00

f(z)=S=(z—1) ) Ru2".

n=0

On fixe a présent e > 0 et N € N tel que |R,| < € pour tout n > N (possible

car Ry, "y 0 en tant que reste d’une série convergente). L'égalité précédente
n [e]

donne, pour tout |z| < 1,

f(z) -S| < ]z—1|‘ ian” 1]( _§+1|z|n> < !z—1|< Z IR,| > +g|12 —é;.

Soit z € Ag,, de sorte que z = 1 — pe'? avec p > O et |p| < 6. On a |z|* =

1 —2pcos ¢ + p?, etlorsque p < cos 6 (on peut minorer p comme on le souhaite,
car on veut faire tendre z vers 1), on a la majoration

lz—1]  |z—1]

2

p 2 2
(1+| |) 2PCOS§0 p (1+|Z|) 2COS(P [Y 2COSQO—COSQO

13. Ce point a lui seul assure que le RCV de }_a, est > 1.

-]z 1-1z?

~ cos By
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ol l'on a utilisé que cosfy < cos ¢ (faire un dessin). Si on choisit maintenant
a > 0tel que a YN |Ry| < & onadonc pour z € Ay et |z — 1| < inf(a, cos 6p)
que

-5 < .
f@) sl Setey

La réciproque a ce théoreme n’est pas vraie : on a

lim io(—l)"z” = lim 1
z—=1 = S zs114z 2
|z|<1 "= |z|]<1

mais ) (—1)" diverge. Donnons une réciproque affaiblie :

Théoréme 29 (Théoreme Taubérien faible). Soit ) a,z" une série entiere de rayon
de convergence 1 et f la somme de cette série entiere sur le disque unité. On suppose
que
3S € Ctq lim f(x) =S4,
x—1

lx|<1
Siay, = o(2), alors Y- a, converge et Y% a, = S.
Démonstration. On a
—+o0
Vn € N*,¥x €]0,1[,S Zak 1—a5) = Y gt

k=n+1

etcomme (1 —x%) = (1 —x)(1+x+---+x51) <k(1 —x) pour0 < x < 1,0n
en déduit

2 kla su kla|
1Sy — f(x)] < (1 —x) Zk|ak|—|— Z |k| k< x)Mn+%,
k=n+1

ot M désigne un majorant de la suite (k|ag|) (qui tend vers 0 par hypothese).
Fixons a présent ¢ €]0, 1[. L'inégalité précédente entraine

su k|a
Sn_f(l_a)‘ <M + pk>€l’l ’ k‘,

Vn € IN¥,

donc en choisissant Ny tel que supy... , klax| < e?, on en déduit

Vn > N,

Sn f(l—z)‘ < Me+e=(M+1e

14. Contrairement au théoreme d’Abel angulaire, la limite se prend ici le long de 1’axe réel.
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D’apres les hypotheses, f(x) tend vers S lorsque x — 17, donc il existe N; > Nj
tel que |f(1 — £) — S| < e pour tout n > Nj. Ainsi,

Vn > Ny, |S, =S| < |Sn—f(1—%)|+|f(1—%)—s| < (M+1e+e=(M+2)e.

]

2.15.2 Références
[Gou08], pp. 252-254.

2.15.3 Questions classiques

1. Dans le théoréeme d’Abel angulaire, que pouvez vous dire lorsque la série ) ay
converge absolument : Le résultat est alors immédiat, via le fait que }_a,z"
converge normalement sur |z| < 1 et est donc continue sur |z| < 1, en
particulier elle 'est en 1.

2. Quedonne le premier théoréme appliqué a la série’) ((2;2:)

d’apres le théoreme des séries alternées. On a alors

: Cette série converge

S O VL = O G n

Z —— = 1lim Z —— _x" = lim arctan x = arctan1 = —.

=0 (21’1 + 1) x—1 =0 (21’1 + 1) x—1 4
x<1 x<1

2.154 Remarques

— Le second résultat reste vrai en supposant seulement a,, = O(%) : Cest le

théoréme Taubérien fort, aussi appelé théoreme d"Hardy-Littlewood.

— Il y a quelques coquilles dans le Gourdon (un 7 qui se substitue a un N,
etc.).
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216 Théoréeme de Riesz-Fischer

2.16.1 Développement

Théoréme 30 (Théoréeme de Riesz-Fischer). Soit (Q), A, 1) un espace mesuré. Alors
pour1 < p < oo,LF(Q), A, i) = LP est un espace de Banach.

Démonstration. 1. Etape 1:le cas p = co. Soit (f,,) une suite de Cauchy dans
L*.On a donc

Vk € N*, 3N, € N tq Vm,n > N, ||fu — furl lLe <

==

Il existe alors une famille d’ensembles négligeables E; (dépendants aussi
de m et de n : en réalité on pose Ex = Uy, y>N, Ex,m 1, qui reste négligeable
en tant qu'union dénombrable d’ensembles négligeables) tels que

Vk € IN*, 9Ny € N tq Vm,n > Ni,Vx € Q\ Eg, |fu(x) — fm(x)| <

==

Sil'on pose E = Uien+Eg, qui est (lui aussi) négligeable en tant qu'union
dénombrable d’ensembles négligeables, on a finalement que pour tout x €
O\ E, la suite (f(x)) est de Cauchy dans C. Or, C étant complet, ces suites
convergent : on note f(x) leurs limites. Il nous reste a montrer que f ainsi
définie est bien dans L™ et qu’elle est limite de la suite (f,;) pour la norme
infinie. Passant a la limite en m dans 1’assertion précédente, on obtient

Vk € N*,INy € N tq Vn > N, Vx € Q\ E, | fu(x) — f(x)| <

= =

En particulier on a que fy, — f € L® etdonc f = fy, — (fn, — f) € L=, et
1
Vk € N*, 3Ny € N tq Vn > Ni, || fu — fllL < %

ie |[fu— fllLe T 0, ce qui prouve le premier point.

2. Etape 2:lecas 1 < p < 0. Soit (f,) une suite de Cauchy dans L”. Pour
conclure il suffit de montrer qu'une sous-suite extraite converge dans L7 :
une suite de Cauchy admettant une sous-suite convergente étant conver-
gente, on aura notre résultat. Commengons par extraire une sous-suite f,

telle que

1
Vk S N/||f}’lk+1 _fTZkHLp S ?/
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de la maniere suivante : on choisit ng tel que Vm, n > ng, || fin — fullrr <1,
puis 17 > ng tel que Vm, n > ny, || fu — fullLr < 3, etc. Montrons que (fu,),
que l'on note encore (f,;) pour alléger les notations, est convergente dans

L?. Posons
n

8n = Z | fer1 — fil-

k=0

Les g, ainsi définies sont dans L” en tant que somme de fonctions L (f €
L? < |f| € LP), et on a de plus par l'inégalité de Minkowski que

lsnlhs < 3 Ve = ll < ¥ 5 =2

En remarquant ensuite que g, converge simplement sur () vers une cer-
taine fonction g (en tant que limite de série de terme général positif, éven-
tuellement infinie) et que pour tout m < 1,0 < g, < g, et donc |gm |V <
|17, le théoreme de convergence monotone assure que

p = 1 p = li P p
[ I dn = tim [ gl dp = lim|lgallf, <2

n—+00

Comme on sait qu’alors g est finie p.p. 1°, on note E I'ensemble négligeable
sur lequel elle atteint la valeur +c0. Ona pour 1 < m < n que

Vx € ONE, |fu(x) = fun(0)| < |fu(x) = fua () + -+ 4 [frrr1 (%) = fin(x)]
< g(x) — gm-1(x),

ierll(x)

et il en résulte que sur Q \ E, (f,(x)) est de Cauchy et converge vers une
limite f(x). Comme on a pour tout x € Q\ E que |f(x) — fiu(x)] < g(x)
par positivité de g,,—1(x) et en passant a la limite en 1, et qu’alors |f(x) —
fm(x)|P < gP(x), onadune part que f — f;, € LV pourm > 1 etdonc f =
fi— (f — f1) € LP, et d’autre part le théoréeme de convergence dominée
qui assure que ||f, — f||Lr e 0.

]

2.16.2 Références

[Bre05], pp. 57-58.

15. Rappelons la convention : pour 0 < p < 400, (+00)? = +-o0.
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2.16.3 Questions classiques

1. Comment montrez-vous 'inégalité de Minkowski : Il s’agit de faire un travail
préliminaire pour se restreindre au cas ou f et ¢ sont positives, puis que
leurs intégrales sont finies. Ensuite, on écrit (f + ¢)7 = f(f +g)P 1+
¢(f + g)P~!, puis on applique I'inégalité de Holder a chacun de termes
(en considérant g le conjugué de p), puis on conclut.

2.16.4 Remarques

— On utilise dans ce développement le fait que les L? sont des espaces vec-
toriels, il ne faut pas oublier de le préciser a 1’oral (en citant I'inégalité de
Minkowski et la convexité de t +— t¥ pour p > 1).

— Les deux étapes consistent a considérer une suite de fonctions (f,) dans
L? (en fait une suite de classes d’équivalences de fonctions!), et a s’intéres-
ser a une suite de représentants de chacune de ces classes (en 'occurence
les f,, par abus de notation), a obtenir de l'information sur ces f;,, et a
voir enfin comment on peut retransmettre cette information en repassant
au quotient. En fait, on fait considere la suite de représentants immédiate-
ment apres avoir introduit chacune de nos deux suites de Cauchy.

— Attention, la preuve du livre demande quelques clarifications ! Notam-
ment de détailler I'utilisation du théoreme de convergence monotone dans
I'étape 2, et de définir I'ensemble E dans l'étape 2 : comme on utilise
une fonction g : O — [0, 40|, on ne peut a priori pas parler de g — g
sans arriver a des expressions de la forme +oco — 1 qui ne sont pas dé-
finies (et si jamais ¢a 'était, on aurait g(x) — gu(x) = 400 — gu(x) =
+00 — 100 +00, etla suite (f,(x)) ne serait pas a priori de Cauchy). De
méme, si jamais on s’arréte un cran avant la derniére inégalité pour écrire
que [fo(x) — fn(x)] < |gu1(x) — gu—1(x)| et que (f,(x)) est de Cauchy
car (gn(x)) l'est, ’est oublier de dire que dans [0, +o0] on considere la dis-
tance d(x,y) = |arctan(y) — arctan(x)|. La seule maniére de procéder est
de réaliser ¢ comme une la somme d’une série dans C pour pouvoir uti-
liser la bonne distance (convergent dans ([0, +-oo[, | arctan(-) — arctan(-)|)
équivaut a convergent dans ([0, +oco,| - — - |)), quitte a devoir se priver
d’un ensemble négligeable. Enfin, pour finir d’insister sur ce point, en ne
faisant pas attention aux remarques précédentes, on serait parvenus a ex-
traire de (f,) une sous-suite convergent non pas presque partout, mais
partout, et ce résultat est faux.

==

— On réserve le symbole || f||Lr aux f € L7, sinon on note (fQ | f|P dy) :
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— Frigyes Riesz : mathématicien hongrois, 1880-1956

— Ernst Fischer : mathématicien autrichien, 1875-1954
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2.17 Théoréme des extrema liés

2.17.1 Développement
Théoreme 31. Soient U un ouvert de R", f,g1,...,8x € cl(u, R),

M={xel; gi(x) == gx) =0},

et m € M. Si f|p présente un extremum local en m et si les formes linéaires dgy (m), . . ., dgy(m)
sont linéairement indépendantes, alors il existe un unique k—uplet (A1,...,A;) € R
tel que

k
df (m) = ; Aidgi(m).

Démonstration. Avec les notations et hypotheses du théoreme, M est une sous-
variété de R” en m. On sait alors que 1'espace tangent T,, M est égal a 'intersec-
tion ﬂé‘zlker dgi(m).Soit v € T, M. Il existe un intervalle I ouvert contenant 0 et
v : I — R" dérivable telle que y(I) C M, y(0) = m et 4'(0) = v. Par hypothese,
f oy admet un extremum en 0, i.e.

0= (fo7)(0) =df(v(0))(7'(0)) = df(m)(v).

On a donc )

() kerdg;(m) C kerdf (m).

i=1
Par ailleurs, on note by, ..., by les formes linéaires dg1(m), ..., dgx(m). On peut
compléter la famille (by,...,b;) en une base (by,...,b,) du dual (R")*. Soit
(e1,...,en) sa base antéduale. Il existe un unique n—uplet (A1,...,A,) € R”
tel que df(m) = Y}' 1 Ajb;. On a pour touti € {1,...,k}etj e {k+1,...,n}
que dg;(m)(e;) = bi(ej) = 0, et d’apres I'inclusion entre noyaux précédemment
établie on a que

e ke )0 = df(m)(e) = 1 Able) =

d’ou

k
df (m) = ; Aidgi(m).

16. On rappelle l'identification classique entre ' (0) = d~y(0)(1) et d(0).
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Application 3 (Théoreme spectral). Soit E un espace euclidien et soit u € L(E)
un endomorphisme symétrique. Alors u est diagonalisable en base orthonor-
mée.
Démonstration. On démontre le résultat par récurrence sur la dimension n de E.
1. Initialisation: Sin = 1, il n'y a rien a démontrer.
2. Hérédité : On suppose que la propriété est vérifiée pour tout espace de

dimension n. Soit E un espace euclidien de dimension n + 1 est soit u €
L(E) un endomorphisme symétrique. Les applications

E — R ¢ E — R
f: x — (u(x),x) R R (x,x) —1

sont de classe C! sur E. De plus, la sphere unité de E S = ¢~ 1({0}) est
compacte car E est de dimension finie : f est donc bornée et atteint son
maximum sur S, en un point noté e;. Pour tout x € E, df(x) et dg(x) sont
les applications

df (x):h— 2(u(x),h) et dg(x):hw— 2(x,h),

ott 'on a utilisé la symétrie de u pour simplifier df(x). D’apres le théo-
réme des extrema liés 7, il existe A; € R tel que df(e;) = A1dg(er). On
adonc:Vh € E,2(u(e1),h) = 2A1(e1, h). Donc u(e;) = Aqe;. En particu-
lier, la droite vectorielle engendrée par u est stable par u donc, puisque
u est symétrique, vect(ey )" est aussi stable par u. Ainsi, u|vect(e1) L estun
endomorphisme symétrique sur un espace euclidien de dimension n. En
concaténant e; etla base (ey, ..., e,) fournie par I’hypothese de récurrence,
on a montré le théoreme.

]

2.17.2 Références
[Ave91], pp. 102-104.

2.17.3 Questions classiques

1. Comment calculez vous la base antéduale : Etant données des bases C,C* et
B*, on sait que ['id]¢+5+ = [id]sc. En s’aidant alors de la base canonique
et de la base canonique duale, il suffit de calculer la matrice ['id]¢+p+, de
la transposer, puis enfin de l'inverser; les vecteurs colones de la matrice
obtenue sont ceux de la matrice [id]¢pg, i.e. les vecteurs de B.

17. Que l'on peut appliquer car dg(x) est nul si et seulement si x = 0, et ici ||e1|| = 1.
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2.17.4 Remarques
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2.18 Inégalité de Hoeffding

2.18.1 Développement

Théoreme 32. Soit (Xy),cN+ une suite de variables aléatoires réelles indépendantes.
Supposons qu'’il existe deux suites de réels (a,) ) neNn+ et (bn))nen+ telles que, pour tout
n>1,a, <by,et

P(a, < X, < by) = 1.

Posons S;, = X1 + - - - + Xy,. On a alors pour tout x > Q et toutn > 1:

2x2 >

P(ISy — E(S0)| > x) < 2exp (— g — 52

On commence par démontrer le lemme suivant :

Lemme 30. Soit Y une variable aléatoire réelle bornée, centrée et telle qu’il existe deux
réelsaet b telsquea < bet P(a <Y < b) = 1. Alors pour tout réel t > 0, on a

E(e') < exp ((b - a)2§>.

Démonstration du lemme. Comme la fonction x — e* est convexe, on voit que
lorsqu'onaa <Y < b, alors

Y < b_YeerY—aetbls.
b—a b—a

Comme on saitque P(a <Y < b) =11

nous donne, en prenant 1’'espérance :

etque E(Y) = 0, l'inégalité précédente

b a
Yy < ta _ th
E(e )—b—ae ¢

On pose alors u = t(b — a) et on applique la formule de Taylor-Lagrange a la
fonction

e e |

en remarquant que ¥(0) = ¢’'(0) = 0 et

1+ 5%
" _ a u b—a
LA e e A BT A

18. C’est la corde qui joint (a,e*) a (b, e'?).
19. Et que donc intégrer sur (), c’est intégrer sur {a < Y < b}.
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Comme ¢ (u) est de la forme %, le seconde identité remarquable assure
1

que [¢"(u)| < ;. Ainsi, par la formule de Taylor-Lagrange, il existe un réel
0 <s < utel que

u> _ (b—a)?

(1) = (0) + ' (O)u +¢"(s) 5 < ——#~

Prouvons maintenant 1'inégalité de Hoeffding :

Démonstration du théoreme. Posons, pour tout i € {1,...,n},Y; = X; — E(X)),
a; = a; — E(X;) et B; = b; — E(X;). On remarque que P(a; < Y; < B;) =1
et S, —E(Sy) = Y1+ - + Y. De plus, comme les variables X; sont indépen-
dantes, il en des de méme pour les Y;. Par I'inégalité de Markov, on a donc pour
tout x > 0 et pour toutu >0

IP(Sn —]E(Sn) > x) < IE(eu(S”_]E(S”)))e_ux _ lE(eu(Y1+...+Y,,))e—ux — X H]E(euYi).
i=1

On obtient alors grace au lemme précédent appliqué a Y;, en remarquant que
Bi —a; = b; — a;, que

2 n

P(S, —E(Sy) > x) < exp ( —ux+ % Y (b — ai)z).
i=1

Cette inégalité étant vraie pour tout u 2, choisissons celui qui minimise la borne
de droite en cherchant celui qui annule la dérivée de ce polynome de degré 2 :
on trouve

L 4x
i1 (bi — a;)’
ce qui montre que
2x?
— > x) < -
P(S: ~E(Su) 2 ) < exp (= 55—

En remplagant X; par —X; dans ce qui précéde, on obtient 1'inégalité similaire

P(Sy —E(S,) < —x) < exp ( 2 )
nT e =T =R T b a)? )
L’inégalité cherchée est donc une conséquence directe de ces deux derniers ré-
sultats. O]

20. Siu < 0, on est en train de considérer I’exponentielle d"une quantité positive, et donc plus
grande que 1.
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Exemple 1. Supposons que (X3, ..., X,) soit un vecteur aléatoire composé de
variables indépendantes de méme loi de Bernoulli B(p), avec 0 < p < 1.
La variable S, suit alors une loi binomiale B(#n, p). L'inégalité de Bienaymé-
Tchebychev donne

P(|Sy —E(Sy)| > x) < w

alors que l'inégalité de Hoeffding donne
2
P(|Sy, —E(Sx)| > x) <2exp ( - Exz).

La précision est nettement plus importante pour x grand dans le second cas.

2.18.2 Références
[GK11], pp. 346-348.

2.18.3 Questions classiques

1.

2.18.4 Remarques
— Wassily Hoeffding : mathématicien américain, 1914-1991
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2.19 Théoréme de Sarkovski

2.19.1 Développement

Théoréme 33. Soit I un segment de R et f : I — I une application continue. Si x € I
vérifie f'(x) = x et f¥(x) # x pour k € {1,...,n— 1}, on dit que x est un point
n—périodique. Montrer que s’il existe un point 3—périodique, alors il existe un point
n—périodique pour tout n € IN*.

On commence par démontrer le lemme suivant :

Lemme 31. Si K est un segment inclus dans f(I), il existe un segment L inclus dans
I tel que K = f(L).

Démonstration du lemme. *! Posons K = [, B]. Comme K C f(I),il existe (a,b) €
I?telquea = f(a) et p = f(b).Sia = B, alors K = {a} et le singleton L = {a}
convient. On suppose désormais « # p et donc a # b.

1. Supposons a < b. L'idée est de prendre dans [a,b] un antécédent u de
et un antécédent v de B, tels qu’entre u et v il n’y ait plus d’autre anté-
cédent de a ni de B. Considérons A = {x € [a,b]; f(x) = B}. C'est un
fermé non-vide et minoré par a. Prenons v le plus petit élément de A. On a
f(v) = Bet f(t) < Bpourtoutt € [a,v]en vertu du théoreme des valeurs
intermédiaires (car f(a) = a < B). On fait le méme raisonnement avec
B={x€[a,v]; f(x) = a} en considérant son plus grand élément u, et le
segment L = [u, v] répond a la question.

2. Le cas b < a se traite de la méme maniére.

On démontre un second et dernier lemme :

Lemme 32. On suppose qu’il existe n segments Iy, Iy, . .., I,_1 inclus dans I tels que
Ip C f(Iy—1) et Ityq C f(Ix) pourk € {0,...,n—2}. Alors f™ a un point fixe x tel
que f*(xo) € I pour tout k € {0,...,n —1}.

Démonstration du lemme. 1. Sin = 1, on dispose par hypothese d'un segment
Ip = [a,b] tel que Iy C f(Ip). En particulier, il existe « et B dans Ij tels que
f(a) =aet f(B) =b.Lafonction g(x) = f(x) — x prend alors des valeurs
de signes opposés en « et B et, comme elle est continue, s’annule par le
théoreme des valeurs intermédiaires. On en déduit I'existence d"un point
fixe pour f dans l'intervalle Iy.

21. Un dessin suffit a 1’oral.
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2.Sin=20nalyC f(I;) et I C f(I). En particulier, Iy C f(I;) C f?(Ip).
Par le cas n = 1, le fait que Iy C f?(Ip) implique l’existence d"un point fixe
xo € Ip pour f2. Mais a priori il n’y a pas de raison que f(xg) appartienne
a I (on a seulement l'inclusion I; C f(I)). On va raffiner un petit peu
le choix du point fixe. D’aprés le lemme précédent, il existe un segment
J1 C Iptel que f(J1) = I;.Onaalors J; C Iy C f(I;) = f?(J1). Le méme
argument que précédemment assure 1’existence d’un point fixe xo de f2
dans J;. Et celui-ci vérifie bien que f(xo) € L.

3. Dans le cas général, on applique la méme démarche. Comme on a I} C

f(Iy), on peut choisir un segment J; C Iy tel que f(J1) = ;. On a alors

L, C f(I;) = f?(J1). On choisit J, C J; tel que f2(Jo) = L. Bt de proche

en proche, on construit ainsi une suite finie de segments J,_1 C --- C

J» C J1 C Jo telle que f*(Ji) = I pour toutk € {1,...,n—1}.On a

enfin Iy C f(I,—1) = f"(Ju—1) de sorte qu'il existe un J, C J,_1 tel que

f"(Jn) = Iy. Comme [, C f"(Ju), f* admet un point fixe xo dans J,. Par
construction des intervalles J;, f*(xo) € I pour toutk € {0,...,n —1}.

U

Prouvons finalement le théoréme :

Démonstration du théoreme. Simplifions les notations en écrivant Iy — I si ja-
mais Iy C f(I). Le lemme précédent affirme donc quesi Ip — I, — --- —
I, — Iy, f" admet un point fixe xo dans Iy vérifiant f*(xg) € I; pour tout
k € {0,...,n —1}. Par hypothese, f admet un point 3—périodique a. Posons
b= f(a)etc = f(b) = f?(a). Les points b et ¢ sont aussi 3—périodiques, et
quitte a remplacer a par b ou ¢, on peut supposer que que a = min(a, b, c). Deux
éventualités se présentent selon les dispositions de bet ¢ :

1. Sia < b < c,onpose Iy = [a,b] et [; = [b,c]. Comme f(a) =bet f(b) =¢,
onal; C f(lp),ie I1 — Iy. De la méme manieére, on a aussi [y — I; et
Iy — I. Cette derniére inclusion montre déja que f admet un point fixe
dans I;. De méme, le cycle Iy — I; — Ip montre que f2 admet un point
fixe xo dans I tel que f(xp) € I;. Comme x( ne peut pas étre égal a b??,
xo & L1 et f(xg) # xo. Ainsi, x( est un point 2-périodique. Soit maintenant
n > 4.0n écritlecycle Iy - I =+ I} — --- = I — Iy, ou l'intervalle
I, figure n — 1 fois. D’apres le lemme précédent, f" admet un point fixe x
dans Ij tel que f¥(x) € I; pour k < n. Comme précédemment, x ne peut
étre égal a b et est donc un point n—périodique.

2. Sia <c<b,onposely=aclet]; =[c,b].Onacettefois I} — Ip, Iy — Iy
et [y — I;. On reprend l'idée précédente en changeant Iy et I;.

22. Augquel cas b ne serait pas 3—périodique.
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Dans tous les cas, f admet des points n—périodiques pour tout n > 1. O

2.19.2 Références
[FGN14c], pp. 92-94.

2.19.3 Questions classiques

1. Donnez un exemple de fonction qui admette un point 2—périodique mais aucun
point n—périodique pour n > 3 : On peut penser a la fonction f : x — 1 — x
sur I = [0,1], en remarquant que f2 = id;.

2.19.4 Remarques

— Le premier lemme sert a localiser plus précisément le point fixe que 1’'on
souhaite exhiber dans le second lemme.

— Oleksandr Sarkovski : mathématicien ukrainien, 1936
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2.20 Equation de la chaleur

2.20.1 Développement

Considérons une barre métallique. Connaissant, en tout point initial, la tem-
pérature en chaque point de la barre, et a tout instant, la température aux deux
extrémités, peut-on déterminer, a tout moment et en tout point, la température
de la barre ? Aprés modélisation, le probleme prend la forme suivante : la barre
est représentée par le segment [0, L], on note Q =]0, L[x]0, +oo], et il faut trou-
ver une fonction u € C%(Q) N C®(Q) telle que

2
%—?—%zOdansQ

u(0,t) =u(L,t) =0,t € [0, +00]
u(x,0) = h(x),x € [0, L]

ot h est une fonction C! sur 0, L[, C° sur [0, L] telle que h(0) = h(L) = 0.
Théoreme 34. Le probleme précédent admet une solution.

Démonstration. L'idée de départ est de chercher une solution de la forme u(x, t) =
f(x)g(t). Le probleme se change en f(x)g’(t) = f(x)g(t). Cherchons une so-
lution telle que f(x) # 0 pour tout x €]0,L[ et g(t) # 0 pour tout t €]0, +-oo|.
L'égalité précédente équivaut alors a

f'x) _ 81, )
) g SO LLE €0 ool

Ceci ne peut étre satisfait que si les deux membres sont constants, i.e. s’il existe
A € R tel que

f'(x) = Af(x),Vx €]0,L[, ¢’ (t) = Ag(t),Vt €]0, +oo.

Si A > 0, la solution de la premiere équation différentielle est une fonction de la
forme f(x) = AeVAx 4 Be=VAx Les conditions aux extrémités donnent A + B =
Oet AeVAL 4+ Be VAL = 0, d’ott A = B = u(x,t) = 0, ce qui ne respecte par la
condition initiale dés que h # 0. De méme si A = 0,ona f(x) = Ax+ Beta
nouveau u = 0. Prenons A = —&? < 0, alors f(x) = Acos(&x) + Bsin(¢x) et

g(t) = Ce %" Les conditions aux extrémités donnent A = 0 et Bsin(ZL) = 0,

d’ott § = "%, n € Z. On a donc une famille de solutions de la forme u,(x,t) =
22

7T
. — =t N . .
bysin("7x)e 2. Le probleme est que ces solutions n’ont aucune raison de
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vérifier la condition initiale. Cependant, 'équation de la chaleur étant linéaire,
une somme de telles u;, est encore une solution. L'idée est de poser

2.2
nemty

—+00
u(x, t) = Y bysin (%x)e_ 2
n=1

Si on peut dériver u sous le signe somme, elle reste solution de 'équation car
chaque u, l'est déja. La condition aux extrémités est elle aussi satisfaite : qu’a-
t-on gagné en introduisant cet objet? De cette maniere, la condition initiale se
reformule en h(x) = Y1 b, sin(%Fx). Cette égalité traduit le fait que les by,
doivent étre les coefficients de Fourier d’une fonction impaire 1 égale a h sur
[0, L]. Continuons dans cette voie : soit /11 la fonction définie par h1(x) = h(x) si
x € [0,L] ethy(x) = —h(—x)six € [-L,0]. Comme h(0) = 0, la fonction h; est
de classe C! sur | — L, L[. Soit /1 la fonction 2L—périodique sur R, égale a h; sur
[~L,L]. Comme h(L) = 0, la fonction /z est continue sur R et C! par morceaux.
Sous ces conditions, la série de Fourier de /i converge absolument vers /1 en tout
point de R. Comme / est impaire, on a

- iy nm
h(x) =) bysin(—x),Vx € R,
n; " <L )

—+o00

L
Y [bu] < +o0,by = %/0 (x)sin () dx.

n=1

Cette précédente égalité assure que la fonction u définie sur Q par

n2 72

—+o0
u(x,t) = Z b, sin (%x)e_ 2t
n=1

est continue sur Q. Montrons qu’elle est C* et qu’on peut dériver sous le signe
somme. Pour cela il suffit de montrer que les séries dérivées convergent unifor-
mément sur tout compact de Q. Sit € [¢, M], ¢ > 0, le terme général d"une série

_nfnt .
dérivée d’ordre k est est majoré en valeur absolue par Cy|b,|[n%*e” 12 ° qui est le

terme général d'une série convergente. Il y a donc convergence normale, ce qui
montre que u € C*(Q). On a montré 1’existence d"une solution. O

2.20.2 Références
[QZ13], pp. 105-109.
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2.20.3 Questions classiques

1.

Y a-t-il unicité de la solution : Oui, on la prouve avec la proposition sui-
vante :

Proposition 18 (Principe du maximum pour I'équation de la chaleur). Soit
u € C°(Q) N C?(Q), telle que Pu(x,t) > 0sur Q,0it P = % — 9 ;50it T >0
et K= [0, L] x [0, T]. Alors supy u = supyyq U-

Démonstration. Soit ¢ > 0 et ue(x,t) = u(x,t) + ex?, qui vérifie Pu, =
Pu +2¢ > 2esur Q; soit m; = (x¢,t;) un point de K ol u, atteint son
maximum sur K. Supposons que m. ¢ KN 0Q : alors

%u,
<0,
ox2 —

0<t:<T, donc %(ms) — lim ue(xe/ te—h) — ug(x€, tg)
ot h30 —h

d
0 <xe <L, donc aixg(ms) =0et

> 0.

Il résulte de ces deux points que Pug(m,) < 0, ce qui contredit Pu, > 2e.
Donc m, € KN JQ, et supy < supg e = SUPgryq Ue < SUPgraq U + el?;
faisant tendre e vers 0, on établit la proposition.

L'unicité découle alors du fait que, si u et v sont deux solutions, on pose
w = v — u : w est solution de 1’équation de la chaleur, et de plus

w(x, t) =0,V(x,t) € 0Q.

Fixons T > 0; puisque Pw = 0 sur Q, le principe du maximum pour
l’équation de la chaleur entraine que w(x, T) < 0. Puisque P(—w) = 0 sur
Q,on ade méme —w(x, T) < 0. Finalement, w(x, T) = 0, et comme T est
arbitraire, w = 0 dans Q.

2.20.4 Remarques
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2.21 Formule sommatoire de Poisson

2.21.1 Développement

Théoreme 35. Soit F € S. Alors on a la relation

Y F(m)=)_ E(n),

nez nezZ
oit l'on a noté F(&) = [ e”*™'F(t) dt la transformée de Fourier de F.

Démonstration. On introduit la fonction f(x) = },cz F(x 4+ n). On va justifier
cette notation en montrant que cette série converge normalement sur tout com-
pact de R. En effet,si A > O et |x| < A, ona que

nl 224 = x| > |n| ~ x| = |n] - 4 > 2]

Comme F € S, on a d’autre part l’existence d'une constante M telle que (1 +
|y|)2|F(y)| < M pour tout y € IR, et ainsi

IE(x+n)| < M(l + ‘;‘—’)_2,

qui est le terme général d'une série normalement convergente. Comme F est
continue, f l'est aussi. De plus, le changement d’indice p = n + 1 montre que
flx+1) =Y,z F(x +n+1) = ¥z F(x + p) = f(x). La fonction f est donc
1—périodique, calculons son coefficient de Fourier d’indice m :

1 . 1 ' 1 '
cm(f) :/ f(t)e—Zlnmt dt :/ Z P(t+n)e—21nmtdt — Z/ F(t+n)e—21nmt dt
0 0 nez nez 9

- l'interversion des deux signes étant justifiée par la convergence normale de
Y ez F(t+n) sur [0,1] et par le fait que [e 27| =1 -

1 .
_ Z/ F(t+n)e—21ﬂm(t+n) dt
0

nesz

- justifié cette fois-ci par le fait que e~ 27" = 1... -

n+1 . . A
=) / F(u)e 27mu dyy — / F(u)e 27m4 dyy = F(m).

nesz R
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Comme F € C!, le théoreme de Dirichlet assure enfin que

f(X) — Z Cm 217me _ Z P 217rmx

meZ. me-Z.

soit encore

Y Flx+n)=)_ E(m)e?mmx,

nez meZ.

En faisant x = 0 dans cette égalité, on obtient le résultat voulu. [
Corollaire 6. Dans S’, on a 67 = 6.

Démonstration. Vérifions que ces sommes sont bien définies. Si ¢ € S, ona vu
que Y ,cz ¢(n) était bien définie. Par conséquent, (67, ¢) := Y 1z ¢ (k) est bien
définie. Vérifions a présent que 6z € §', i.e. que dz : S — C est linéaire
continue. Ici, on a

1
[0z, )| < Y o) < ) ;|n2(l)(ﬂ)|+|(l)(0)|
nez neZ*
1
< ). —5Nao(9) + Noo(g)
nez
o2
7.(2
< —
< 3 max , Nes(9)

Ainsi, 7 est bien une distribution tempérée et on peut calculer sa transformée
de Fourier. On obtient :

<$Z/ (P> = <5Z/ (p>

=), ¢n)

nesz

=), on)

nesz

= <5Z/ (P>

Finalement, 67 = . O

2.21.2 Références
[QZ13], pp. 96-97.
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2.21.3 Questions classiques
1.

2.21.4 Remarques
— Les hypotheses sous lesquelles on prouve le théoréme peuvent étre affai-
blies.
— 1l faut retenir par coeur le corollaire.

— Siméon Poisson : mathématicien, géometre et physicien francais, 1781-
1840
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2.22 Formule d’inversion de Fourier dans S

2.22.1 Développement

Pour établir la formule d’inversion de Fourier, on aura besoin d’effectuer le
calcul suivant :

2
Lemme 33. Soit ¢ > 0 fixé et soit ¢ : t — e . On a que §(x) = \/Tfe_ﬁ.

S , . it —ef? : Litr e
Démonstration. On a §(x) = [pe e " dt. La fonction (x,t) — e e " est
C! en sa premiére variable, intégrable selon sa seconde et sa dérivée en x (x, t)

 itr e o ) e i
—ite "¢~ est dominée uniformément en t par (x,t) — [tle ", qui est inté-

grable. Par théoreme de dérivabilité sous le signe somme, on a que

A _ —itx —et? :i/ fitxi —et? :_i/ i —itxy ,—et?
¢'(x) Z/]Rte e & dt 2% J € dt(e ) dt P Rdt(e Je " dt,

cette derniére égalité étant obtenue par intégration par parties (le crochet s’an-
nule bien), puis

5y — X [ itk e g X
¢'(x)= 28/]1{6 e " dt > $(x).

2
Par facteur intégrant, ¢(x) = ¢(0)e™ %, et comme

A . —et? . 1 / —t2 _
= dt = — dt = ~—
§0)= [ e 7 e e

par un changement de variables clair, on obtient pour finir ¢(x) = ‘%e’ﬁ?. O

N

Prouvons a présent la formule :

Proposition 19 (Formule d’inversion de Fourier). Soit f € S. Alors, pour tout
x €R,

Fx) = o [ eyt

Démonstration. Soit ¢ > 0. Par application du théoréme de convergence domi-
née, on a

1 itx ¢ L. jtx ,—et?
— | ePf(t)dt = =1 /e”xe FF(t)dt.
5o e = otim | éer fr)
La convergence ponctuelle est simple a vérifier et la condition de domination
uniforme en ¢ est donnée par |e*e ¢ £(£)| < |f(t)| € S C L. Alors

% /]Reitx—etzf(t) At — % /]Reitx—st2</]Re—ityf(y) dy) dt.



2.22. FORMULE D’INVERSION DE FOURIER DANS § 143

D’apreés le théoreme de Tonelli, la fonction ™ —¢¢it¥ £(y) est dans L! pour la
mesure produit puisque

([l e fy)lay)dt= | e~ at | |f(y)ldy < +oo.
R R R R

Par le théoreme de Fubini, on peut intervertir les intégrales et on obtient

)2

3 dy,

L itx— st2 / / —it(y— x) _ef? o \/E / _(y=x)
27r/e =2 oSV dt) d V= e T V"

ou l'on a utilisé le lemme. Par le changement de variables y = x + 2+/¢eu, on
obtient .
itx—et —u
— 2
3 e = o [ 2y du
Il ne reste plus qu’a appliquer le théoréme de convergence dominée?® pour
conclure :

A

Ltim [ etP )4 - = / 2 d f(x) = f(x).

27T e—0 JR

2.22.2 Références
[QZ13], pp. 329-331.

2.22.3 Questions classiques

1. Comment calculez-vous l'intégrale de Gauss : En 1’élevant au carré, puis en
utilisant le théoreme de Fubini et le passage en coordonnées polaires.

2. Comment montrez-vous que la transformée de Fourier envoie l'espace de Schwartz
dans 'espace de Schwartz : La régularité se montre par théoréme de régu-
larité sous le signe somme, et par intégration par parties pour la décrois-
sance rapide.

3. Comment établissez-vous la formule dans L' lorsque f reste un élément de L' :
Toujours a 1'aide du calcul de la transformée de Fourier de la gaussienne,
et avec une approximation de I'identité pour pouvoir réutiliser ce que 'on
vient de prouver.

23. La fonction f est dans S, elle est donc bornée.
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2.22.4 Remarques
— Le lemme laisse suggérer pourquoi la transformée de Fourier envoie S
dans S.

— L’idée de la preuve est de perturber notre fonction a 1’aide d"une gaus-
sienne pour pouvoir utiliser le théoréme de Fubini et avancer dans le cal-
cul.

— Le lemme n’est pas présent dans le livre, mais il est simple a retenir.



Chapitre 3

Lecons d’Algebre

3.1 101: Groupe opérant sur un ensemble. Exemples
et applications.

e Théoréme de Wedderburn (— action par conjugaison)

e Le cube et les représentations de &, (— représentations)

3.2 102 : Groupe des nombres complexes de module
1. Sous-groupes des racines de 1'unité. Applica-
tions.

e Théoréme de Wedderburn (— sous-groupe U, polyndmes cyclotomiques)

e Théoréme de Kronecker (— polyndmes cyclotomiques)

3.3 103 : Exemples de sous-groupes distingués et de
groupes quotients. Applications.

e Groupe des K-automorphismes de K(X) (— PGL,(K))

e Le cube et les représentations de &4 (— caracteres, sous-groupes distin-
gués)

o (L'hexagone et les représentations de Dg)

145
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3.4 104: Groupes finis. Exemples et applications.

e Théoréme de Burnside (— ordre et exposant)

e Le cube et les représentations de &, (— caracteres, sous-groupes distin-
gués)

3.5 105 : Groupe des permutations d’un ensemble
fini. Applications.

e Automorphismes de &, (— structure de &)

e Le cube et les représentations de &4 (— caracteres, sous-groupes distin-
gués)

3.6 106 : Groupe linéaire d’un espace vectoriel de di-
mension finie E, sous-groupes de GL(E). Appli-
cations.

o Générateurs de GL,(K) et de SL, (K) (— générateurs de GL(E) etde SL(E))
e Théoreme de Burnside (— sous-groupes finis de GL,(C))

3.7 107 : Représentations et caractéres d’un groupe
fini sur un C-espace vectoriel.

e Le cube et les représentations de &4 (— caractéres d'un groupe symé-
trique)

e ['hexagone et les représentations de D¢ (— caracteres d'un groupe dié-
dral)

3.8 108:Exemples de parties génératrices d’un groupe.
Applications.

e Générateurs de GL,(K) et de SL, (K) (— générateurs de GL(E) etde SL(E))

e Automorphismes de &, (— générateurs du groupe symétrique)
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3.9 109 : Exemples et représentations de groupes fi-
nis de petit cardinal.

e Le cube et les représentations de &4 (— caracteres d'un groupe symé-
trique)

e L'hexagone et les représentations de D¢ (— caracteres d'un groupe dié-
dral)

3.10 110: Caractere d’un groupe abélien fini et trans-
formée de FOURIER discrete. Applications.

IMPASSE

3.11 120: Anneaux Z/nZ. Applications.

e Théoréme des deux carrés (— carrés de IF))

e Loi de réciprocité quadratique (— carrés de IFp)

3.12 121: Nombres premiers. Applications.

e Dénombrement des polynomes irréductibles sur IF; (— fonction de M-
bius)
e Théoréme des deux carrés (— carrés de IF;)

3.13 122: Anneaux principaux. Exemples et applica-
tions.

e Un anneau principal non-euclidien (— principal #- euclidien)

e Théoréme des deux carrés (— anneau Z[iv/d))

3.14 123: Corps finis. Applications.

e Théoreme des deux carrés (— carrés de IF;)

e Dénombrement des polynomes irréductibles sur IF; (— polyndmes de IF;)
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3.15 124: Anneau des séries formelles. Applications.

e Partitions d’un entier en parts fixées (— liens entre K[[X]] et K(X))

e SEUL DEVELOPPEMENT

3.16 125 : Extensions de corps. Exemples et applica-
tions.

e Théoréme de I'élément primitif (— corps de décomposition)

e Dénombrement des polynomes irréductibles sur IF; (— application a I'ir-
réductibilité des polynomes)
3.17 126 : Exemples d’équations diophantiennes.

e Partitions d’un entier en parts fixées (— équation de degré 1)

e Théoréme des deux carrés (— équation de degré 2)

3.18 127 : Droite projective et birapport.

e Groupe des K-automorphismes de K(X) (— PGL,(K))
e SEUL DEVELOPPEMENT

3.19 140 : Corps des fractions rationnelles a une in-
déterminée sur un corps commutatif. Applica-
tions.

e Partitions d’un entier en parts fixées (— décomposition en éléments simples)

e Groupe des K-automorphismes de K(X) (— K-automorphismes de K(X))

3.20 141 : Polyndmes irréductibles a une indétermi-
née. Corps de rupture. Exemples et applications.

e Théoreme de I’élément primitif (— corps de décomposition)
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e Dénombrement des polyndmes irréductibles sur IF; (— corps de décom-
position)

3.21 142 : Algebre des polynémes a plusieurs indé-
terminées. Applications.

e Théoreéme de Kronecker (— polyndmes symétriques)

e Groupe des K-automorphismes de K(X) (— polyndme a deux indétermi-
nées)

3.22 143 : Résultant. Applications.

e Théoréme de Kronecker (— formule du résultant par les racines)
e SEUL DEVELOPPEMENT

3.23 144 : Racines d’un polyndéme. Fonctions symé-
triques élémentaires. Exemples et applications.

e Dénombrement des polyndmes irréductibles sur IF; (— corps de décom-
position)
e Théoreme de Kronecker (— polyndmes symétriques)

3.24 150 : Exemples d’actions de groupes sur les es-
paces de matrices.

o Générateurs de GL,(K) et de SL,(K) (— pivot de Gauss)
e Topologie des orbites de 1’action de Steinitz (— action de Steinitz)

3.25 151 : Dimension d'un espace vectoriel (on se li-
mitera au cas de la dimension finie). Rang. Exemples
et applications.

e Réduction des endomorphismes normaux (— récurrence sur la dimen-
sion)
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e Théoreme de Wedderburn (— degré et corps finis)

3.26 152:Déterminant. Exemples et applications.

e Théoreme de Burnside (— Vandermonde, polynome caractéristique)

e FEllipsoide de John-Loewner (— changement de variables, log-concavité
sur 5,7 T(R))

3.27 153 : Polynomes d’endomorphisme en dimen-
sion finie. Applications a la réduction d’un en-
domorphisme en dimension finie.

e Réduction des endomorphismes normaux (— stabilité de Im (P(u)) et
ker (P(u)) par u)

e Décomposition de Dunford (— lemme des noyaux)

3.28 154 :Sous-espaces stables par un endomorphisme
ou une famille d’endomorphismes d’un espace
vectoriel en dimension finie. Applications.

e Décomposition de Dunford (— trigonalisation améliorée)

e Réduction des endomorphismes normaux (— F stable par u = F* stable
par u™)

o (Le cube et les représentations de G4)

3.29 155 : Endomorphismes diagonalisables en di-
mension finie.

e Réduction des endomorphismes normaux (— diagonalisabilité par bloc,
matrice symétrique réelle = diagonalisable)

e Décomposition de Dunford (— u = d + n avec d diagonalisable)
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3.30 156 : Exponentielle de matrices. Applications.

e Décomposition de Dunford (— lemme du théoreme de Liapounov)

e Théoréme de Cartan-von Neumann (— sous-groupes a un parametre de
GL,(R))

3.31 157:Endomorphismes trigonalisables. Endomor-
phismes nilpotents.

e Décomposition de Dunford (— trigonalisation améliorée)

e Théoréme de Burnside (— caractérisation des endomorphismes nilpotents
en caractéristique nulle)

3.32 158 : Matrices symétriques réelles, matrices her-
mitiennes.

e Ellipsoide de John-Loewner (— corrolaire du théoréme spectral)

e Réduction des endomorphismes normaux (— extension du résultat aux
endomorphismes remarquables)

3.33 159 : Formes linéaires et dualité en dimension
finie. Exemples et applications.

o Générateurs de GL,(K) et de SL,(K) (— obtention d’équations d’hyper-
plans)

e Théoreme des extrema liés (— formes linéaires en analyse)

3.34 160 : Endomorphismes remarquables d'un es-
pace vectoriel euclidien (de dimension finie).

e Réduction des endomorphismes normaux (— réduction des endomor-
phismes remarquables)

e Points extrémaux de la boule unité de £(E) (— étude de O(E))
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3.35 161 : Isométries d’un espace affine euclidien de
dimension finie. Applications en dimensions 2
et 3.

e Points extrémaux de la boule unité de £(E) (— étude de O(E))

e Le cube et les représentations de &, (— utilisation du groupe des isomé-
tries directes conservant le cube)

3.36 162:Systemes d’équations linéaires, opérations
élémentaires, aspects algorithmiques et consé-
quences théoriques.

e Générateurs de GL,(K) et de SL,(K) (— pivot de Gauss)

e Méthode du gradient a pas optimal (— résoudre un systéme revient a
minimiser une fonction elliptique)

3.37 170 : Formes quadratiques sur un espace vecto-
riel de dimension finie. Orthogonalité, isotro-
pie. Applications.

e Ellipsoide de John-Loewner (— ellipses, pseudo-réduction simultanée)

e Lemme de Morse (— information a I'ordre deux en analyse)

3.38 171 : Formes quadratiques réelles. Exemples et
applications.

e Ellipsoide de John-Loewner (— ellipses, pseudo-réduction simultanée)

e Lemme de Morse (— information a 'ordre deux en analyse)

3.39 180: Coniques. Applications.

e FEllipsoide de John-Loewner (— ellipses)
e SEUL DEVELOPPEMENT
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3.40 181 : Barycentres dans un espace affine réel de
dimension finie, convexité. Applications.

e Ellipsoide de John-Loewner (— convexité)

e Points extrémaux de la boule unité de £(E) (— points extrémaux)

3.41 182 : Applications des nombres complexes a la
géométrie. Homographies.

e Groupe des K-automorphismes de K(X) (— homographies)

e L'hexagone et les représentations de D¢ (— angles)

3.42 183 : Utilisation des groupes en géométrie.

e Le cube et les représentations de G, (— &4 ~ Isom™ (cube))

e ['hexagone et les représentations de Dy (— groupe des nombres com-
plexes)

3.43 190:Méthodes combinatoires, problemes de dé-
nombrements.

e Partitions d’un entier en parts fixées (— dénombrement des solutions d"une
équation diophantienne)

e Dénombrement des polynomes irréductibles sur IF; (— dénombrement
des polyndmes irréductibles sur IF,)
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Chapitre 4

Lecons d”Analyse

4.1

201 : Espaces de fonctions : exemples et applica-
tions.

Théoréeme d’approximation de Weierstrass par les polyndomes de Bern-
stein (— densité dans (C°([a, b]), || - ||e))

Théoreme de Riesz-Fischer (— complétude)

202 : Exemples de parties denses et applications.

Théoreme d’approximation de Weierstrass par les polyndmes de Bern-
stein (— densité dans (C°([a, b)), || - ||c))

Densité des polynomes orthogonaux (— base hilbertienne)

203 : Utilisation de la notion de compacité.

Théoreme de Cauchy-Lipschitz global (— exhaustion compacte)

Ellipsoide de John-Loewner (— optimisation)

204 : Connexité. Exemples et applications.

Théoreme de Sarkovski (— théoreme des valeurs intermédiaires)

Théoreme de Cauchy-Lipschitz global (— dérivées et connexité)

155



156 CHAPITRE 4. LECONS D’ANALYSE

4.5 205:Espaces complets. Exemples et applications.

e Théoreme de Riesz-Fischer (— preuve de complétude)

e Théoreme de Cauchy-Lipschitz global (— utilisation de la complétude)

4.6 206: Théoremes de point fixe. Exemples et appli-
cations.

e Théoreme de Cauchy-Lipschitz global (— application du théoréme point
fixe)

e Méthode de Newton (— fabriquer une application contractante)

4.7 207 : Prolongement de fonctions. Exemples et ap-
plications.

e Densité des polyndmes orthogonaux (— analyticité)

e Théoremes d’Abel angulaire et Taubérien faible (— comportement au bord
du disque)

e (Prolongement méromorphe de la fonction I')

4.8 208 : Espaces vectoriels normés, applications li-
néaires continues. Exemples.

e Théoreme de Riesz-Fischer (— Banach)

e Densité des polyndmes orthogonaux (— Hilbert, base hilbertienne)

4.9 209 : Approximation d’une fonction par des po-
lyn6émes et des polynémes trigonométriques. Exemples
et applications.

Densité des polynomes orthogonaux (— fonctions régulieres)

Théoréme d’approximation de Weierstrass par les polyndmes de Bern-
stein (— moyenne quadratique)
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4.10 213 : Espaces de HILBERT. Bases hilbertiennes.
Exemples et applications.

e Théoréme de projection dans un espace de Hilbert (— projection)
e Densité des polyndmes orthogonaux (— base hilbertienne)

411 214:Théoreme d’inversion locale, théoreme des
fonctions implicites. Exemples et applications.

e Lemme de Morse (— théoréme d’inversion locale)
e Théoreme de Cartan-von Neumann (— sous-variétés)

4.12 215 : Applications différentiables définies sur
un ouvert de R". Exemples et applications.

e Lemme de Morse (— théoréeme d’inversion locale)
e Théoreme de Cartan-von Neumann (— sous-variétés)

4.13 217 : Sous variétés de R". Exemples.

e Théoreme des extrema liés (— espace tangent)

e Théoréme de Cartan-von Neumann (— sous-variétés dans les espaces de
matrices)

4.14 218: Applications des formules de TAYLOR.

e Théoreme central limite (— Taylor-Young)
e Lemme de Morse (— Taylor avec reste intégral)

415 219 : Extremums : existence, caractérisation, re-
cherche. Exemples et applications.

e Ellipsoide de John-Loewner (— compacité et convexité)
e Méthode du gradient a pas optimal (— optimisation)
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416 220:Equations différentielles X’ = f(t, X). Exemples
d’étude des solutions en dimension 1 et 2.

e Théoreme de Cauchy-Lipschitz global (— existence et unicité des solu-
tions)

e Théoreme de Liapounov (— stabilité et linéarisé)

417 221:Equations différentielles linéaires. Systémes
d’équations différentielles linéaires. Exemples
et applications.

e Théoreme de Cauchy-Lipschitz global (— existence et unicité des solu-
tions)

e Théoréme de Liapounov (— stabilité et linéarisé)

4.18 222:Exemples d’équations aux dérivées partielles
linéaires.

e Equation de la chaleur (— chaleur)
e SEUL DEVELOPPEMENT

4.19 223 : Suites numériques. Convergence, valeurs
d’adhérence. Exemples et applications.

e Méthode de Newton (— suite récurrente)

e Partitions d’un entier en parts fixées (— série génératrice)

4.20 224:Exemples de développements asymptotiques
de suites et de fonctions.

e Développement asymptotique de la série harmonique (— développement
asymptotique)

e Partitions d'un entier en parts fixées (— dénombrement)
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4.21 226 : Suites vectorielles et réelles définies par
une relation de récurrence 1,1 = f(u,). Exemples
et applications.

e Théoreme de Sarkovski (— points fixes périodiques)

e Méthode du gradient a pas optimal (— optimisation)

4.22 228:Continuité et dérivabilité des fonctions réelles
d’une variable réelle. Exemples et contre-exemples.

e Une fonction continue, nulle part dérivable (— continue # dérivable)

e Théoréme d’approximation de Weierstrass par les polyndomes de Bern-
stein (— convergence uniforme)

4.23 229 :Fonctions monotones. Fonctions convexes.
Exemples et applications.

e Ellipsoide de John-Loewner (— extrema et convexité)

e Méthode du gradient a pas optimal (— optimisation)

4.24 230:Séries de nombres réels ou complexes. Com-
portement des restes ou des sommes partielles
des séries numériques. Exemples.

e Développement asymptotique de la série harmonique (— développement
asymptotique)

e Théoremes d’Abel angulaire et Taubérien faible (— comportement au bord
du disque)

4.25 232 : Méthodes d’approximation des solutions
d’une équation F(X) = 0. Exemples.

e Méthode de Newton (— recherche de points critiques)
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e Méthode du gradient a pas optimal (— optimisation)

4.26 233 : Analyse numérique matricielle : résolu-
tion approchée de systémes linéaires, recherche
de vecteurs propres, exemples.

e Méthode du gradient a pas optimal (— systéme linéaire, matrice symé-
trique définie positive)

e SEUL DEVELOPPEMENT

4.27 234:Espaces LF,1 < p < H-o0.

e Théoréme de Riesz-Fischer (— L est complet)

e Densité des polyndmes orthogonaux (— transformée de Fourier)

4.28 235:Problemes d’interversion de limites et d’in-
tégrales.
e Théoremes d’Abel angulaire et Taubérien faible (— comportement au bord
du disque)

e Prolongement méromorphe de la fonction I' (— méromorphie)

4.29 236 : Illustrer par des exemples quelques mé-
thodes de calcul d’intégrales de fonctions d"une
ou plusieurs variables réelles.

e Formule d’inversion de Fourier dans & (— nombreuses méthodes utili-
sées)

e Prolongement méromorphe de la fonction I' (— nombreuses méthodes
utilisées)
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4.30 239:Fonction définies par une intégrale dépen-
dant d’un parametre. Exemples et applications.

e Densité des polynomes orthogonaux (— transformée de Fourier)

e Prolongement méromorphe de la fonction I' (— méromorphie)

4.31 240 :Produit de convolution, transformation de
FOURIER. Applications.

e Densité des polyndomes orthogonaux (— injectivité de la transformée de
Fourier)

e Formule sommatoire de Poisson (— application aux distributions tempé-
rées)

4.32 241 : Suites et séries de fonctions. Exemples et
contre-exemples.

e Théoremes d’Abel angulaire et Taubérien faible (— comportement au bord
du disque de convergence d'une série entiere)

e Formule sommatoire de Poisson (— série de Fourier)

4.33 243 : Convergence des séries entieres, proprié-
tés de la somme. Exemples et applications.

e Théoremes d’Abel angulaire et Taubérien faible (— comportement au bord
du disque de convergence d'une série entiére)

e Partitions d'un entier en parts fixées (— série génératrice)

4.34 244 : Fonctions développables en série entiere,
fonctions analytiques. Exemples.

e Théoremes d’Abel angulaire et Taubérien faible (— comportement au bord
du disque de convergence d"une série entiere)

e Partitions d’un entier en parts fixées (— série génératrice)
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4.35 245 : Fonctions holomorphes sur un ouvert de
C. Exemples et applications.

e Densité des polyndmes orthogonaux (— holomorphie sous le signe [)

e Prolongement méromorphe de la fonction I' (— méromorphie)

4.36 246 : Séries de FOURIER. Exemples et applica-
tions.

e Fquation de la chaleur (— exemple historique)

e Formule sommatoire de Poisson (— application aux distributions tempé-
rées)

4.37 247 : Exemples de problemes d’interversion de
limites.

e Théoremes d’Abel angulaire et Taubérien faible (— comportement au bord
du disque)

e Prolongement méromorphe de la fonction I' (— holomorphie sous le signe

b

4.38 249 : Suites de variables de BERNOULLI indé-
pendantes.

e Marche aléatoire sur Z (— marche aléatoire)

o Inégalité de Hoeffding (— inégalité améliorée)

4.39 253 : Utilisation de la notion de convexité en
analyse.

e Ellipsoide de John-Loewner (— exitence et convexité)

e Méthode du gradient a pas optimal (— optimisation)
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4.40 254 : Espaces de SCHWARTZ S(R?) et distribu-
tions tempérées. Transformation de FOURIER dans

S(R?) et S'(RY).

e Formule d’inversion de Fourier dans § (— transformée de Fourier dans

S)

e Formule sommatoire de Poisson (— transformée de Fourier dans S et S’)

4.41 260 : Espérance, variance et moments d’une va-
riable aléatoire.

e Théoréme central limite (— moments et fonction caractéristique)

e Théoreme d’approximation de Weierstrass par les polyndomes de Bern-
stein (— loi des grands nombres)

4.42 261 : Fonction caractéristique et transformée de
LAPLACE d’une variable aléatoire. Exemples et
applications.

e Théoréme central limite (— fonction caractéristique)

e Inégalité de Hoeffding (— fonction caractéristique)

4.43 262 : Modes de convergence d'une suite de va-
riables aléatoires. Exemples et applications.

e Théoreme d’approximation de Weierstrass par les polynomes de Bern-
stein (— loi des grands nombres, convergence presque stire)

e Théoreme central limite (— convergence en loi)

4.44 263 : Variables aléatoires a densité. Exemples et
applications.

e Théoreme central limite (— loi normale)
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e Inégalité de Hoeffding (— lien avec TCL)

4.45 264 : Variables aléatoires discretes. Exemples et
applications.

e Marche aléatoire sur Z (— Bernoulli)

e Théoréme d’approximation de Weierstrass par les polyndmes de Bern-
stein (— binomiale)
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