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Exercice 1
Les questions de cet exercice sont indépendantes.
1. Soit f : R? — R? un champ de vecteurs autonome régulier.
(a) Donner la définition d’un point d’équilibre 2:* de I’équation =’ = f(x).
(b) Donner les définitions de la stabilité et de la stabilité asymptotique d’un tel point d’équilibre.

2. Pour ug € C*(IR?), déterminer explicitement la solution (¢, z, y) — u(t, x,y) du probleme

O + Ogu — Oyu = 0, vt > 0,V(z,y) € R?,
u(0,x,y) = uop(z,y), V(z,y) € R2.

3. Donner la définition de 1’espace de Sobolev H*(0, 1) et démontrer que c’est un espace de Hilbert.

Corrigé :
1. Voir le cours.

2. La solution est donnée par : u(t,z,y) = uo(x — t,y + t). Voir le cours pour les calculs (transport a vitesse
constante !).

3. Voir le cours.

Exercice 2

Soient A, B, X € My(R) trois matrices carrées.

1. Déterminer explicitement la solution ¢ — X (t) € M4(R) du probleéme de Cauchy matriciel suivant:
X' = AX,
X(0) = Xo.
2. Méme question pour le probléme suivant:
X' = XB,
X (0) = Xo.
On pourra étudier I’équation vérifiée par la transposée de X.

3. Méme question pour le probléme suivant:

X' = AX + XB,
X(0) = Xo.

Corrigé :
1. La solution est donnée dans le cours grice a I’exponentielle de matrice

X(t) = e Xy, VteR.

Si vous étes génés par le fait que la solution est matricielle et non pas vectorielle, vous pouvez raisonner colonne
par colonne.

2. Regardons I’équation vérifiée par la transposée ‘X qui s’écrit
(%) = (B)(X),
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et donc d’apres la premiere question
X (t) = (ettB) X,

ce qui donne, en transposant a nouveau,
X(t) = Xoe'B.

3. On regarde I’équation vérifiée par la quantité Z(t) = e~*A X (t) qui est
Z'(t) = e AX'(t) — e M AX(t) = e X (1)B = Z(t)B,

avec Z(0) = Xo. On applique alors le résultat de la question précédente pour obtenir Z(t) = Xye'? et donc la
formule
X(t) = et Xpe'B.

On pouvait aussi constater que les endomorphismes de M;(R) donnés para : X — AX etb: X — XB
commutent et donc que 1’endomorphisme exponentiel e*(2+?) est égal a la composée de e® o e'® (on peut choisir
une base de My(R) pour s’en convaincre). Autrement dit, la solution du probléme général est la composée (et non
pas la somme !) des deux résultats obtenus précédemment c’est-a-dire

X(t) = et Xpe'B.

Exercice 3 (Probleme aux limites non-linéaires)

Soit f : (x,u) € R x R — f(x,u) € R une fonction continue, localement lipschitzienne par rapport a la
variable u. On fait les hypotheses suivantes:

il existe C' > O tel que |f(z,u)| < Clu|, Yz e R,VueR,

pour tout x € R, wu +— f(x,u) est croissante.
Soient a, S € R fixés dans tout I’exercice. On s’intéresse au probleme aux limites suivant
—u" + f(x,u) Vz € [0,1],

07
u(0) = a, (D
u(l) = 5.

1. Pour tout v € R, on considere le probleme suivant

—u" + f(x,u) =0, VreR,
U(O) = Q, (2)
u'(0) = 7.

(a) Justifier I’existence d’une unique solution maximale, notée u.,, de (2).

(b) Montrer que pour une certaine constante 1/ > 0, on a
lur ()] + [ (2)] < (laf + 7)) + MJ (lur (D] + |, (B)]) dt, Y = 0.
0

En déduire que cette solution est (au moins) définie sur tout I'intervalle [0, 4+0].
2. Soient deux réels vérifiant v; > v».

(a) Montrer que la fonction ¢ = (u, — u,,) (uy, — U, ) est strictement positive sur ]0, 1]. Pour cela,
on pourra étudier la monotonie de ¢ sur [0, 1].

(b) En déduire que (uy, — uy,)" > 0 sur [0,1], puis que (u,, — u,,) > 0 sur ]0,1] et enfin que
(Uyy — Uy,)" = 0sur [0, 1].

(c) Montrer que pour tout = € [0, 1] on a u, () — uy, (z) = (71 — 72)2.
3. Montrer que I’application v € R — u, (1) € R, est strictement croissante, continue et bijective.

4. En déduire que le probleme (1) admet une unique solution.

Corrigé :



1. (a) Il s’agit d’un probleme de Cauchy que 1’on peut mettre sous la forme d’un systeme 2 x 2

v = (1) 0= () = e,

oit le champ de vecteurs F : R x R? — R2 est continu et localement lipschitzien dans la variable U gréice 2
I’hypothese sur f. On peut donc appliquer le théoréme de Cauchy-Lipschitz qui assure 1’existence et ’unicité
de la solution maximale du probleme de Cauchy définie sur un intervalle ouvert .J contenant 0.

(b) On commence par écrire
T

uy(z) = a + J;) ul (t)dt,

etdoncpourz e J,z > 0ona
xr
ur(a)| < ol + [ s o)
0

On integre maintenant 1’équation pour obtenir

X

ul (x) =’y+J

Wl () dt =y + f F(t 1y (1)) dt,
0 0

puis on utilise I’hypothese de sous-linéarité de f pour obtenir toujours pour x € J, z > 0,

W (@) < | + C f huy (8)] d.

En combinant les deux inégalités, on obtient le résultat demandé avec M = max(1, C).
On peut maintenant appliquer le lemme de Gronwall pour obtenir

[uq ()] + |, ()] < (Jaf + 1B)eM®, Yo =0,z¢€J
Ceci prouve que u., et uﬁy ne peuvent pas exploser en temps positif fini et donc, par le théoréme d’explosion

en temps fini, que [0, +oo[< J.

2. (a) Calculons la dérivée de ¢ en utilisant I’équation vérifiée par les deux fonctions ., et u.,

Y = (ulyl - ufyz)Q + (f(xau’n) - f(xvuwz))(u“ﬂ - u’Yz)'

Le premier terme est clairement positif ou nul, et le second ’est également d’aprés la monotonie de f(z, .).
Donc la fonction ¢ est croissante sur [0, +00[ et de plus ' (0) > (71 — 72)% > 0 et donc p(z) > ©(0) = 0
pour tout z > 0.

Attention, a priori rien ne permet de dire a ce stade que  est strictement croissante.

(b) D’apres la question précédente, u’, — u’,, ne peut s’annuler sur |0, 1] et comme cette quantité est continue et

strictement positive en 0, elle est nécessairement strictement positive sur [0, 1].
Comme ¢ > 0 sur 0, 1], on déduit immédiatement que u.,, — ¢, > 0 sur |0, 1].
Enfin, on utilise 1’équation pour obtenir

(u“h - qu)” = f(x’u’h) - f(ajvu’yz) =0,

par monotonie de f.

(c) D’apres la question précédente (u~, — u+,)" est croissante et vaut y; — 2 en 0 donc on a
(Uy, = Ury,) () =71 — 72, Yo e[0,1].

Par intégration entre 0 et x (et comme u.,, (0) = u~,(0)) on obtient le résultat.

3. La continuité de I’application vient du théoreme de continuité des solutions d’une équation différentielle par rapport
aux données initiales que ’on a vu en cours.

Notons ¥ : y e R — u,(1) e R.
La question précédente montre que

U(71) = ¥(v2) = 71 — Y2, pour tous y1 > 72, ()

et donc on a bien obtenu que W est strictement croissante (en particulier elle est injective).



Par ailleurs, si on fixe v, et qu’on fait tendre ; vers +00 dans (x) on obtient

lim U(y) = +oo.

Y=+
De méme on fixe ~; et on fait tendre 5 vers —oo dans (x) pour obtenir

lim ¥(y) = —o0.

Y——00

Le théoréeme des valeurs intermédiaires montre alors que U est surjective sur R et donc bijective de R dans R.

4. D’apres ce qui précede, il existe une unique valeur de 7y telle que U (7o) = u, (1) = 5.
Cette fonction u., est clairement, par construction, une solution du probléme aux limites étudié. Si maintenant u
est une solution quelconque de ce probleme aux limites, alors elle est bien entendu aussi solution du probleme de
Cauchy pour le parametre v = u/(0) autrement dit on a nécessairement

U(u'(0) = B,
et par injectivité de ¥, cela implique u’(0) = o et donc u est nécessairement égal a u.,,, ce qui montre I unicité.
|

Exercice 4

On se donne une fonction réguliere € R — f(x) € R dont le graphe est représenté sur la figure ci-dessous

2

On considere I’équation différentielle 2’ = f(z).

1. Quels sont les points d’équilibre de cette équation différentielle ? Que peut-on dire de leur stabilité (ou
stabilité asymptotique) locale ?
2. On considére une donnée initiale a < zg < b.
(a) Montrer que la solution maximale du probleme de Cauchy associé a cette donnée initiale est globale.
(b) Montrer que cette solution a des limites quand ¢t — —o0 et t — 400 que 1’on déterminera.
3. Que deviennent ces résultats si on suppose xg < a, b < xy < c ou encore xy > c? Dans chaque cas,
vous vous contenterez d’expliquer en quelques phrases ce qui differe (ou pas) avec le cas précédent.

4. Reproduire et compléter le graphe ci-contre sur lequel
vous tracerez ’allure des solutions (en temps ¢ > 0)
de I’équation pour les différentes données initiales indi- T
quées par des ® et des W,

Corrigé :
1. Les points d’équilibre sont les zéros de f, c¢’est-a-dire a, b et c. D’apres le critére spectral de stabilité vu en cours,
les points a et ¢ sont localement asymptotiquement stables car f'(a) et f’(c) sont strictement négatifs. En revanche
f'(b) > 0 et donc le point b est instable.
2. (a) Par la propriété d’unicité dans Cauchy-Lipschitz, la solution maximale de ce probleme de Cauchy ne peut

jamais prendre la valeur a ou la valeur b qui sont des points d’équilibre de 1’équation. Donc cette solution ne
peut exploser en temps fini et est donc forcément globale d’apres le théoréme du cours.
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(b)

Dans Iintervalle a, b[ la fonction f est négative donc la solution ¢ — x(t) est strictement décroissante et
bornée sur R. Elle admet donc des limites en £c0.

Soit @ = limy_, o z(t). Cette limite est dans I’intervalle [a, b[. Par ailleurs, d’aprés 1’équation et la continuité
de f on a que lim;_, o 2/(¢) existe et vaut f(c). D’aprés le lemme du cours, on a nécessairement f(a) = 0
or la seule racine de f dans [a, b[ est a, on en déduit donc que x(t) — a quand ¢ — +00. De la méme fagon
on montre que z(t) — b quand t — —o0.

Siz < a,la solution maximale prend ses valeurs dans | — o0, a[. La fonction f étant positive sur cet intervalle,
on en déduit que x est strictement croissante sur son intervalle de définition. Comme elle est majorée (par a)
elle ne peut exploser en temps fini positif et donc elle est bien définie sur [0, +o0[ et a @ comme limite en +00.
En temps négatif en revanche, on ne peut rien dire, la solution peut éventuellement exploser en temps fini mais
dans tous les cas elle converge vers —oo quand ¢ tend vers la borne inférieure de son intervalle de définition.

Sib < xp < c: lasolution est globale, strictement croissante et tend vers b (resp. ¢) quand ¢ tend vers —o0
(resp. +00).

Si xg > c¢: la solution est globale en temps positif, strictement décroissante, vérifie lim;_, , o, z(t) = c et tend
vers 400 quand ¢ tend vers la borne inférieure de son intervalle de définition.

4. Le graphique qui résume les propriétés précédentes est donc le suivant

Exercice 5

|
Soit ¢ : R — R une fonction réguliere. On considere le probléme de transport suivant:
Oru+ c(x)0yu =0, VYt=0,VxeR, 3)
u(0,2) = up(x), VaxeR.

1. Pour tout s,z € R, rappeler le probleéme de Cauchy qui définit la courbe caractéristique ¢ — X (¢, s, x¢)
associée a la vitesse c.

2. Dans cette question et la suivante on prend ¢(z) = 1 + z. Calculer explicitement X (¢, s, o).

3. En déduire la formule explicite qui donne la solution u(t, x) de (3) en fonction de uyg, ¢ et x.

Corrigé :

1. D’apres le cours, les courbes caractéristiques sont définies a 1’aide du probleéme de Cauchy suivant suivant

d

%X(t,s,:co) = (X (t,s,x0)),

X (s,s,x0) = 0.

2. Un calcul immédiat donne

X(t,s,20) = =1+ (2o + 1)e"*.

3. On sait d’apres le cours que pour le probléme considéré, la solution w est constante le long des caractéristiques (on
le montre en dérivant la fonction ¢ — u(t, X (¢, s,20))). On a donc

u(t, X (t,0,20)) = ug(xg), Vt,xo.

Si on fixe t et x, on va donc chercher z tel que X (¢,0,x9) = . Celui-ci n’est autre que o = X(0,¢,2) =
—14 (x+1)e "
On obtient donc

u(t,z) =up (=1 + (z+1)e”").
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Exercice 6

Notations et rappels :

— Pour toute fonction g intégrable sur 0, 1[, on note sa moyenne par
1

m(g) = J g-
0

— Onnotera H},(0,1) = {v e H'(0,1), m(v) = 0} I'espace des fonctions H* & moyenne nulle dont on
rappelle que c’est un espace de Hilbert pour la norme H'! et que I’on dispose de 1’inégalité de Poincaré
suivante: il existe C' > 0 telle que

Ivllz2(0,1) < C|V'|| 22(0,1), Vv € Hp(0,1).

— Le produit cartésien H = H; x Ho de deux espaces de Hilbert H; et Hs est encore un espace de Hilbert
si on le munit de la norme (hilbertienne !)

I(ur, u) | ar = A/ w3, + llualFy,, V(ur,uz) € Hy x Ha.
1 2

Soit f € L?(0,1) telle que m(f) = 0. Le but de I’exercice est la résolution, pour différents choix de conditions
aux limites, du systeme de deux équations couplées suivant:

{—ug +up = f, dans]0,1], @

—uf —us =0, dans]0,1].

Dans tout I’exercice, on notera pour u = (u1,uz) € H'(0,1) x H*(0,1) etv = (vy,ve) € H'(0,1) x H*(0,1)

1 1 1 1
a(u,v) 1= f uy vy +JO uHvh +J U2 —J UV, (5)

0 0 0

L(v) := foa. 6)

1. Conditions de Neumann:
On va chercher dans cette question une solution de (4) avec les conditions au bord suivantes

u1(0) = ui(1) = 0,
0.

h(0) = wy(1) @

(a) Si (u1,usg) est solution de (4) et (7), démontrer de fagon formelle (i.e. sans s’occuper de questions
de régularité ou d’analyse fonctionnelle pour le moment) que 1’on a nécessairement

m(uz) =0, etm(uy) = 0.




(b) On va donc chercher la solution du probléme dans I'espace H := H} (0,1) x H} (0,1).

i. Démontrer qu’il existe un unique « = (u1,us) € H qui vérifie
a(u,v) = L(v), Yv = (v1,v2) € H,

ou a et L sont définis en (5) et (6).

ii. Démontrer que u; et uy vérifient le probléme (4) au sens des distributions, sont de classe C' et
vérifient les conditions aux limites (7).

2. Conditions mixtes:
On va maintenant chercher des solutions de (4) avec les conditions au bord mixtes suivantes

u1(0) = uy(1) =0,
{UIQ(O) = u5(1) = 0. ©

(a) Si (u1,us) est solution de (4) et (8), démontrer de fagon formelle que
m(uy) = 0.

(b) Cette fois on ne peut plus rien déduire sur m(us2), qui n’a aucune raison d’étre nul donc on ne peut
pas a priori chercher uy dans I’espace H}, (0, 1). Il faut donc s’y prendre autrement.

On fixe une fois pour toutes une fonction 6 € C°(0, 1) telle que m(¢) = 1 et on définit les espaces
Hj 1 (0,1) = {v e H'(0,1), v(0) =v(1) =0, etm(v) =0},

Hy, 0(0,1) = {ve H'(0,1), m(6v) =0},

dont on admet que ce sont des sous-espaces fermés de H' (0, 1) (donc des espaces de Hilbert) et que
I’inégalité de Poincaré est toujours valable dans ces espaces.

On va travailler maintenant dans I'espace H := Hj ,,(0,1) x H}, 5(0,1).

i. Montrer qu’il existe une unique solution notée & = (i, %2) € H au probleme
a(t,v) = L(v), Voe H,

ol a et L sont définis en (5) et (6).
ii. Pour tout (vy,v2) € H}(0,1) x H'(0,1) on pose

U1 :=v1 —m(v1)0, et Uy = vy — m(vab).

Montrer que (91, 02) € H.

iii. On pose maintenant u; = @; et ug = o + m(u}0’). Montrer que u = (uy, uz) vérifie
a(u,v) = L(v), Yv = (vi,v0) € H3(0,1) x H'(0,1).

iv. Montrer que u; et uy satisfont le probleme (4) au sens des distributions, sont de classe C! et
vérifient les conditions aux limites (8).

Corrigé :

(a) Si on intégre la premiére équation sur |0, 1| et qu’on utilise les conditions aux limites sur w5, on obtient
m(uy) = m(f)=0.
De la méme fagon on integre la deuxiéme équation sur |0, 1[ et on trouve
m(ug) = 0.

(b) i. Onva appliquer le théoreme de Lax-Milgram. L’espace H est bien un espace de Hilbert et il est clair que
a et L sont des applications continues. Pour u = (u1,us) € H, on observe que les termes sans dérivées
dans a(u,u) se compensent exactement et donc que

1 1
() = [ P+ [ s
0 0
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D’apres I’inégalité de Poincaré dans H},(0,1) on a bien
a(u,u) = afurF + fuzln),

et donc la coercivité de a.

Le théoréme de Lax-Milgram peut s’appliquer et nous assure bien 1’existence et I’unicité de la solution u
du probleme proposé.

ii. Soit ¢ € D(0,1). On pose ¢ = p — m(y) qui est un élément de H ., (0, 1).

— On prend pour commencer v = (, 0) comme fonction test dans le probleme variationnel. On obtient

I’égalité
1 1
J uy @’ —J ugp = 0.
0 0

Remplacant ¢ par sa définition on trouve
1 1
J iy’ — J uzp + m(uz)m(p) = 0,
0 0

et comme uy € H}, onam(uz) = 0 et donc finalement

1 1
J ¢’ :f U p.
0 0

Ceci étant valable pour tout ¢ € D(0, 1), on a montré que u; € H*(0, 1) (et donc en particulier que
uy € C°([0,1]), i.e. uy € C1([0,1])) et que, au sens des distributions, on a

u] = —us. ()

— Prenons maintenant v = (0, ¢) comme fonction test. On obtient

1 1 1
f u5¢’+J ulsa:j 1.
0 0 0

Par le méme raisonnement que ci-dessus, utilisant le fait que m(u1) = 0 et m(f) = 0 par hypothese,
on obtient que ) est dans H'(0, 1) et que

_u/2/ +uy = f7 (**)

au sens des distributions. Cela implique que u) est continue et donc que uz est de classe C* sur [0, 1].

— Maintenant que I’on sait que u} et u}, sont dans H*, pour tout v = (v1,v2) € H on peut intégrer par
parties pour obtenir

1 1
J (—uf —ug)vy + f (—ub + uq)vg

0 0

1 1 1 1
= —u’l(l)vl(l)—&-u’l(0)1}1(O)—u’2(1)v2(1)+u’2(0)1}2(0)+J u’lv’1+J uév’z—f U2U1+J UV.
0 0 0 0

En utilisant les deux équations (x) et (xx) et la définition de a et L, on a finalement obtenu
L(v) = —u} (1)1 (1) + 4} (0)v1(0) — uh(1)va(1) + u5(0)v2(0) + a(u,v).

Or, la formulation variationnelle qu’on a résolu nous donne que a(u,v) = L(v), on en déduit donc
que I’égalité

—up (Di (1) + u (0)v1(0) — up(1)va(1) + uz(0)v2(0) = 0,
doit étre satisfaite pour tout v = (v1,v2) € H.

— On commence par prendre v; = 0 puis v; a8 moyenne nulle, vérifiant v1(0) = 1 et v;(1) = 0
comme par exemple
ui(w) = (1 )4 - 3z + 1)),

ce qui fournit
u}(0) = 0.

De la méme facon, en changeant de choix de v1, on va trouver v} (1) = 0.
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— On prend maintenant v; = 0 puis v convenable pour obtenir u5(0) = u5(1) = 0.
2. (a) C’estle méme calcul que dans la premiere question. On ne peut rien dire de m(u2) car on ne sait rien a priori
. 1 . A
des valeurs de u) au bord du domaine, donc So uf n’a aucune raison d’étre nulle.

(b) i. On peut a nouveau appliquer le théoreme de Lax-Milgram du fait que 1’inégalité de Poincaré est encore
valable dans les deux espaces considérés.

ii. Comme v; et 6 sont dans H& (0,1), il est clair que ¥ est également nul au bord. Par ailleurs, on a
m(01) = m(v1) — m(v1)m(0) =0,

car m (@) = 1. Donc 9, est bien dans H ,, (0, 1).
On peut maintenant calculer

m(002) = m(Bve) — m(veb)m(f) = 0,

toujours en utilisant que m(#) = 1. Ceci prouve bien que 2 est dans H}n)e(O, 1).

iii. On fait le calcul suivant, en utilisant d’abord les définitions de u; et @y puis celles de v et U2

1
a(u,v) :J (uyv] + uyvy + ugve — upvy)
0

1
_ j (@0 + yv) + v — (1 + m(u}0))vr)
0

1
_ L (@, (3, + m(v)) + Ty + @ (T2 + m(va8)) — (@ + m(us0)) (B1 + m(v1)8))

=a(a,v) + m(vy)m(ay0') + m(a;)m(v20)
— m(t20)m(v1) — m(uy 0 )m(vy) — m(u} 0" Ym(vy)m(0).
On utilise alors que m(0) = 1, que uj = @) et que, par définition des espaces choisis, on a

m(91) = m(ay) = m(ae0) = 0,
ce qui permet a la fin d’obtenir simplement 1’égalité
a(u,v) = a(a, ).

De la méme facon, on a

1 1
L(®) = j fis = j f(va = m(a0)) = L(v) — m(f)m(vaf) = L(v),

carm(f) = 0.
In fine, I’égalité a(u, ©) = L(¥) obtenue par le théoréme de Lax-Milgram, implique 1’ égalité

a(u,v) = L(v).

iv. Cette fois on peut directement prendre des fonctions tests CZ°(]0, 1[) dans la formulation obtenue dans
la question précédente et obtenir le fait que u) et u) sont dans H'(0, 1) et vérifient les deux équations
attendues au sens des distributions. La condition aux limites de Dirichlet sur u; est immédiate car, par
construction, u; € H}(0, 1) et elle est donc nulle au bord.

Pour la condition de Neumann sur u9, on procede exactement comme dans la premiere partie en intégrant
par parties et en comparant a la formulation variationnelle.



