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Compromis approximation-estimation-optimisation

@ Pour un échantillon (X1, Y1),...,(Xn, Yn) Hd. Px y et une fonction g mesurable, le
risque et le risque empirique de g relativement a une perte positive L sont :

AG)=ELO).Y) ot Al9)= 13 Le(X).Y)

e R* =infg R(g) le risque de Bayes sur I'ensemble des fonctions mesurables
@ Paramétres quasi-optimaux du réseau : w* pour le risque R, W pour le risque
empirique R :

H(fw*)siw’R(fw)+£ et ﬁ(fw)siafﬁ(fw)+£

Si notre algorithme d’optimisation retourne w, I'excés de risque se décompose en (ce
n’est pas la seule approche pour étudier le risque) :

R(fw)—R* = R(fyx)—R*  (erreur d’approximation)
+R(fy*) = R(fu+) (erreur de généralisation 1)
+R(fa)-R(fyr)  <e
+R(fs)-R(fy)  (erreur d'optimisation)
+R(fu)—R(fy)  (erreur de généralisation 2)
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Focus sur I'erreur d’approximation

R(fy)—R* = R(fy=)-R" (erreur d’approximation)
+R(fu*) - R(fu+) (erreur de généralisation 1)
+R(fa)-R(fur)  <e
+R(fs)-R(fy)  (erreur d'optimisation)
+R(fy)—R(fy)  (erreur de généralisation 2)

@ Erreur d’approximation : Quelles fonctions peut-on approximer avec quels

réseaux ? ("expressive power", "expressivité", etc)

@ Erreur de généralisation/estimation : Quelles conditions sur le réseau pour
que R(fy) = R(fy) pour u (ou, du moins, pour tout u € {w,w*}) ? Comment
contrbler les fluctuations ? (cf. dimension de Vapnik-Chervonenkis, complexité de
Rademacher, etc)

@ Erreur d’optimisation : Quand est-ce que 'optimisation fonctionne ?
(optimisation non-convexe, paysage de la fonction objectif, etc)
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Expressivité des réseaux de neurones ?

Nous allons étudier les capacités d’approximation des réseaux de neurones
feedforward.

Questions naturelles :
@ Quelles fonctions peut-on approcher avec un réseau a k couches cachées ?
@ Une seule couche cachée est-elle suffisante ?
@ Lexpressivité augmente-t-elle avec la profondeur ?

@ Pour un nombre de neurones donné, vaut-il mieux un réseau peu profond et large
ou un réseau profond et étroit ?

Nous allons répondre partiellement a ces questions.
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Warm-up : approximation par des fonctions en escalier

Soit f : [a, b]¢ — R continue et £ > 0. Par uniforme continuité de f, il existe 5 > 0 tel que
Ix—yloo < 8= If(x)—f(y)l <e.

On découpe [a,b]? en N9 cubes A; de largeur (b—a)/N =25 avec N = [(b—a)/(20)].
Sur chaque cube A;, on approche f par la valeur f(c;) en son centre ¢;. On a alors :

Nd
sup |f(x)=>_f(ci)La(x)| <e.
xe[a,b]? i=1

Théoréme

Toute fonction réelle continue sur [a, b]d peut-étre arbitrairement bien approchée (au
sens de la norme infinie) par une fonction constante par morceaux.
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Décomposition en série de Fourier

Soit f: [0,27] — R de carré intégrable. Considérons ses coefficients de Fourier

~ 1

i(n)= - fo T Hx)e™dx  (nez)

et les sommes partielles Sy : [0,27] — R de sa série de Fourier

N

Sn(x)= Y F(n)e™

n=-N
D’aprés le théoréme de Riesz-Fischer, Sy — f dans L2([0,27],R) quand N — +oo.

Théoréme
L’ensemble des fonctions de la forme

N
x— Y cpe™ (aveccp € C etc_p=c, pourtout0<n<N)
n=—N

est dense dans L2([0,27], R).
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Théoréme de représentation de Kolmogorov-Arnold

Voici un exemple de représentation exacte avec un nombre fini de termes.

Théoreme (Kolmogorov 1957; Arnold 1957)

Toute fonction continue f : [0, 1]d — R de plusieurs variables peut étre représentée
comme une superposition finie de fonctions continues d’une variable ®;,v;;:R — R et
de I'opération somme (les vy ;; sont indépendantes de f) :

f(X1,..-, Xd) Z<D LZUI,, X; )

@ Ressemble un peu a un réseau feedforward a 2 couches cachées.

@ Travaux de Lorentz (1962) et Sprecher (1996, 1997); Braun and Griebel (2009) :
pas nécessaire de choisir des fonctions d’activation ®; et y/; ; toutes différentes.

@ Mais, pour les réseaux feedforward, on impose une unique fonction d’activation
o :R— R. On se contentera d’'une représentation approximative.
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Lien avec le 13-éme probleme de Hilbert

Le 13-éme probléme de Hilbert, formulé dans une liste de 23 problemes en 1900 par
David Hilbert, cherche a savoir si on peut exprimer une solution x(a, b, ¢) de I'équation

x +ax®+bx®+cx+1=0

a l'aide d’'une superposition finie de fonctions algébriques/continues de deux variables.

@ |l était conjecturé que cela n’était pas possible.

@ Kolmogorov et Arnold ont contredit cette conjecture en 1956-57 en montrant
qu’en fait, toute fonction continue de plusieurs variables pouvait s’exprimer
comme une superposition d’'un nombre fini de fonctions continues de 2 variables.

Pour ceux qui souhaitent approfondir : cf. article de synthése de Morris (2021).
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Le théoréeme d’approximation de Cybenko (1989)
On s’intéresse aux réseaux de neurones feedforward a 1 couche cachée, i.e., aux
fonctions f: R? — R de la forme
N
f(X)ZZV,‘U’((W,‘,X)+b,') (vi,bieR et WiERd)
i=1

avec une fonction d’activation o : R — R.

Théoréeme (Cybenko 1989)
Soit o : R — R continue et sigmoidale (lim_.c0 =0 etlimic0 =1).

Alors, I'ensemble A&7 des réseaux de neurones feedforward a 1 couche cachée est
dense dans €([0,1]%,R).
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Warm-up en dimension d = 1

Pour commencer : fonctions f d’'une seule variable (d = 1), et fonctions d’activation o
trés spécifiques (qui ne vérifient d'ailleurs pas les hypothéses du théoréme !).

Soit f: [0,1] — R une fonction continue et £ > 0. Il est facile de construire & la main un
réseau g:[0,1] — R a 1 couche cachée tel que ||g — flloo < €.

@ Avec g(x) =140 (Heaviside) :
Il suffit d’approcher f par une fonction g constante par morceaux, puis de
remarquer que g est un réseau a 1 couche cachée avec la fonction de Heaviside.

@ Avec o(x) = max{x,0} (ReLU) :
Il suffit d’approcher f par une fonction continue affine par morceaux (interpolation
linéaire), puis de remarquer que g est un réseau ReLU a 1 couche cachée.
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Cas général : schéma de preuve

Il s'agit de montrer que A5 = €([0,1]%,R) (au sens de la norme infinie).

Preuve non-constructive, qui procéde par contradiction (méthode classique pour
montrer un résultat de densité) :

On suppose qu'il existe fy € €([0,1]9,R) \ A.

On invoque un théoréeme de Hahn-Banach qui fournit une forme linéaire
continue L sur €([0,1]9,R) telle que L(fy) =1 mais L=0 sur .4;.

On utilise ensuite un théoréme de représentation de Riesz, qui permet de
représenter L & I'aide d'une mesure de Borel signée sur [0,1]¢ :

vfeC([o,1]9R), L(f)= f fdu
En exploitant cette représentation intégrale pour f(-) = o({w, -) + b) € A4, on

montre que la transformée de Fourier de u est nulle, et donc que p =0.
Dés lors, L(fy) = [ fodu =0, ce qui contredit L(fy) = 1 et prouve le théoréme.
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Lextension de Hornik (1991)

Hornik a prouvé en 1991 le résultat plus général suivant.

Théoréeme (Hornik 1991)

Soit K < R? un compact. Supposons que o : R — R est continue, bornée et
non-constante. Alors, 'ensemble des réseaux de neurones feedforward a 1 couche
cachée est dense dans €(K,R).

Il a aussi prouvé un résultat analogue en dehors du cas K compact.

Théoreme (Hornik 1991)

Soit p une mesure de Borel positive sur RY, de masse finie. Supposons que
o :R— R est bornée et non-constante. Alors, 'ensemble des réseaux de neurones
feedforward & 1 couche cachée est dense dans LP(RY,R, 1) pour tout 1 < p < +oo.
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Conséquence en régression

Rappels. Soit (X, Y) un couple aléatoire a valeurs & x R, avec Y de carré intégrable.
Le risque L?, pour f: 2 — R mesurable,

E[(Y~(X))?]
est minimisé en la fonction de régression f*(x) = E[Y|X = x], et 'excés de risque vaut

E[(Y = F(X))?] =E[(Y = (X))?] =E[(£*(X) = F(X))*] = " = 122 ) -

Conséquence du théoréme d’universalité d’Hornik (version [?) :
En régression, si est o bornée non constante, il existe un réseau a 1 couche cachée
avec des performances prédictives (quasi) optimales.

Par densité, la conclusion reste vraie si Px est a support compact et si o est continue
et permet d’approcher toute fonction continue sur un compact (ex : ReLU).

Attention : cela ne résout pas le probléme d’apprendre un bon réseau.
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Conséquence en classification

Rappels. Soit (X, Y) un couple aléatoire a valeurs & x {0,1}. Le risque de mauvaise
classification, pour f: & — {0, 1} mesurable,

P(Y # (X))

est minimisé en *(x) = L, (x)s1, avec n(x) =P(Y =1|X =x), et 'excés de risque
vaut

NI

P(Y #1(X))-P(Y #f*(X)) =2E

|77(X) - %| Lt x)1(x)

Si on tente d’estimer 7(x) par un réseau g(x), et qu'on prédit f(x) = ]lg(x)%,

P(Y # (X)) = P(Y #1*(X)) < 2| [n(X) - 9(X)|| =2In = gll 1oy -
Conséquence du théoréme d’universalité d’Hornik (version L") :

En classification, si  bornée non constante (autres conditions possibles), il existe un
réseau a 1 couche cachée associé a des performances prédictives (quasi) optimales.

Attention : cela ne résout pas le probleme d’apprendre un bon réseau.
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Une borne quantitative de Barron (1993)

Barron a majoré le nombre de neurones N d’un réseau a 1 couche cachée pour
approcher une fonction f: RY — R admettant une représentation de Fourier de la forme

f(x) :f F(w)e' ™" dw
Rd
avec f:R? — C telle que Cy := fd lwllz |?(W)| dw est finie.
R

Théoreme (Barron 1993)

Soit o : R — R une fonction sigmoidale. Pour toute f : RY — R comme ci-dessus, tout
r> 0 et toute mesure de probab///te wsur B ={x:|xll2 <r}, il existe un réseau gy a 1

couche cachée gn(x Z Vo (W,-, X) + b,-) + v tel que

2 (2/’Cf)2
f— du <
fs,( gn) du< N

Attention : pour certaines fonctions f : RY — R, la constante Cy est exponentiellement
grande en d, voire infinie (fonction triangle par ex).

S. Gerchinovitz Fondements théoriques du deep learning 18/29



Autres résultats

Plusieurs résultats similaires ou extensions ont été prouvés depuis. Par exemple :

@ Leshno et al. (1993) ont montré que sous des hypotheses faibles sur o,
I'ensemble .47 permet d’approcher toute fonction continue sur tout compact (en
norme L*°) si et seulement si o est non-polynomiale.

@ Kidger and Lyons (2020) ont étudié le probléme de I'approximation par des
réseaux de profondeur arbitraire mais de largeur petite. lls ont montré que si o
est continue, non-affine, et de classe C' au voisinage d’un point ty avec
a'(ty) # 0, alors, pour tout compact K = RY, I'ensemble des réseaux feedforward
de largeur d + 3 et de profondeur arbitraire est dense dans (€(K;R), Il - lloo)-
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Effet de la profondeur sur I'expressivité des réseaux

Informellement, I’expressivité d’'une architecture de réseau feedforward désigne sa
capacité a approcher correctement certains espaces de fonctions apres calibration
des parametres du réseau.

Questions naturelles :
@ Quelles fonctions peut-on approcher avec un réseau a k couches cachées ?
@ Une seule couche cachée est-elle suffisante ?
@ Lexpressivité augmente-t-elle avec la profondeur ?

@ Pour un nombre de neurones donné, vaut-il mieux un réseau peu profond et large
ou un réseau profond et étroit ?

Plusieurs articles ont étudié I'effet de la profondeur sur I'expressivité des réseaux.

Nous allons voir deux exemples de résultats : le phénoméne de depth separation, et
la super-approximation par des réseaux profonds.
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Ex de depth separation: transition de 1 a 2 couches cacheées

Travaux d’Eldan and Shamir (2016), cf. également Daniely (2017). Comparaison entre réseaux
feedforward a 1 ou 2 couches cachées :

N No Ny
X — Z V,‘CT((W,',X)+b,') X— ZU,’O’ Z V,'JU((W,‘J,X)+b,’J)+C,‘
= = \j=

Theorem (Eldan and Shamir 2016)

Si o est "universelle" et au plus polynomiale, il existe c, C > 0 telles que : pour toute dimension
d > C, il existe une probabilité p surR? et g : R — R vérifiant :

@ g est & valeurs dans [-2,2], supportée sur {x : |x|| < CV/d} et implémentable par un
réseau a 2 couches cachées de largeur polynomiale en d ;

@ toute fonction f: RY — R implémentable par un réseau a 1 couche cachée de largeur au
plus ce®® vérifie

B | () =9 ()] > .

Preuve par transformée de Fourier (fonction g radiale et oscillante).

En clair : il existe des fonctions représentables aisément par un réseau a 2 couches cachées,
mais qu’on ne peut pas approcher par un réseau a 1 couche cachée, sauf a considérer une
couche cachée de taille exponentielle en la dimension d’entrée d.
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Vitesses d’approximation en fonction de W et L

On considere :
@ Un espace de fonctions F & approcher ; par ex, F = Lip; ([0, 1]9).

@ Un réseau feedforward (avec connexions résiduelles) a W parametres (poids et biais),
profondeur L, fonction d’activation o, sortie scalaire linéaire.

La fonction représentée par le réseau paramétré par w € RY est notée ow : RY - R.
On note G= {gw : R? — R:weRYW} rensemble des fonctions obtenues.

Une fagon de quantifier I'expressivité du réseau est d’évaluer la distance de F a G définie par

sup inf |If—gwlloo

feF weRW

A la fois pessimiste en f € F et optimiste en w e RY.
La norme infinie peut étre remplacée par LP(u) (e.g., Achour et al. 2022).

Question : comment la distance de F a G dépend-elle de o, W et L ?
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Une borne inférieure d’approximation

Par simplicité, considérons F = Lip; ([0,1]9) = {f: [0,1]9 = R: ¥x,y, If(x) - f(¥)I < Ix = ylI}.

Le théoreme suivant formalise I'intuition selon laquelle un réseau expressif doit étre complexe et
donc que I'ensemble sgn(G) des classifieurs associés doit étre de VC-dimension élevée.

Theorem (inspiré de Yarotsky 2017)

Soit F = Lip; ([0,11%), G RO 6t e = supser infgeg If - glloo fa distance de F 4 G. On a :

VCdim(sgn(G)) = (%)d

De fagon équivalente, un réseau de petite VC-dimension ne peut pas bien approcher
uniformément F = Lip; ([0,1]9) :
-1/d

sup inf |If—9glleo 2 VCdim(sgn(G
sup inf 1= glleo (sgn(G))

La conclusion demeure (essentiellement) vraie avec une norme LP(u) ; cf. Achour et al. (2022).
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Vitesse d’approximation avec o constante par morceaux

Si o est constante par morceaux, le théoréme suivant montre qu’on peut approcher
Lip4([0,1]9) avec une erreur de I'ordre de W~1/9, et qu'il suffit de deux couches cachées.

En particulier, la profondeur n’est pas utile (au sens de I'approximation pire cas) pour un tel o.

Theorem (Yarotsky 2018)

Soit o une fonction constante par morceaux et une architecture feedforward a W parametres
fixée. Alors,

supinf - gwleo = (WinW)™1/9,
feLip, ([0,1]9) weRY

Réciproquement, il existe une architecture feedforward a 2 couches cachées, au plus W
paramétres, et o(x) = 1> telle que

sup inf lIf—gwlleo SW1/C.
feLipy ([0,1]9) WeR"™

Preuve borne inférieure : on utilise la borne VCdim < Win W prouvée par Bartlett et al. (2019).
Preuve borne supérieure : on approche f par une fonction constante par morceaux.
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Effet de la profondeur pour o polynomiale par morceaux

Si o est affine par morceaux, une vitesse d’approximation en W2/d egt théoriqguement
possible (on parle de super-approximation), a condition de considérer un réseau trés profond.

Considérer o polynomiale par morceaux de degré max =2 n’améliore pas la vitesse pire cas.

Theorem (Yarotsky 2018)

Soit o une fonction polynomiale par morceaux et une architecture feedforward a W paramétres
fixée. Alors,

sup inf = gulleo 2 W2/
feLip,([0,1]9) weR

Réciproquement, il existe une architecture feedforward ReLU a < W parametres telle que

sup inf 11— gwlloo < W2/9.
feLipy ([0,1]¢) weRY

De plus, pour k € [1,2], toute architecture feedforward ReLU a W parameétres telle que
SUPfeLip, ([0,1]9) inf epw If = gwloo S WK/ est nécessairement de profondeur

k—1
i
~ InW
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Sur l'instabilité d’'une super-approximation

Mauvaise nouvelle : la vitesse (plus rapide) en w—2/d théoriquement possible via un réseau

ReLU profond est nécessairement associée a un encodage instable (discontinu).

Theorem (DeVore et al. 1989)

Soit
@ Oy Lipy ([0, 1]d) — RY une “application d’encodage” continue (pour la norme infinie)
@ @y :RW —4(][0,1]9) une “application de décodage” quelconque

Alors,
sup ”f_q’dec(q)enc(f))”ooz w-1/d
feLip;([0,1]7)

Ainsi, pour un réseau ReLU ® g, : we RW — fy € €([0,1]9), la seule fagon d’approcher
Lip; ([0,1]%) & une vitesse meilleure que W~'/9 est d’encoder chaque f € Lip; ([0,1]%) a I'aide
de paramétres ®enc(f) qui dépendent de fagon discontinue de f (cf. “bit extraction technique”).

La “super-vitesse” W~2/9 est donc d'intérét pratique modéré.
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Le cas de fonctions plus regulieres

Soit B = g+ a un parameétre de régularité avec ge N et 0 < @ <1, et L > 0 une constante. On
considére I'ensemble g, (*boule de Hélder”) de toutes les fonctions f: [0, 1]d — R telles que

|D"f(x)| < 1 pour tout |n| < g et x € [0,1]¢
|DMf(x) - D"f(y)| < LIx—ylI* pour tout |n| = g et x,y € [0,1]9

Pour ces fonctions plus régulieres, une meilleure approximation que W=1/d ou Ww—2/d gst
possible, avec un effet similaire de la profondeur.

Theorem (Yarotsky and Zhevnerchuk 2020)

Soit o une fonction polynomiale par morceaux et une architecture feedforward a W parametres
fixée. Alors,
sup inf IIf - gwlloo 2 W20/,
feFp L weRW
Réciproquement, pour tout k € [1,2], il existe une architecture feedforward ReLU a < W
parametres telle que
sup inf If—gwlleo < W KP/D,
feFp, weRW
Dans le cas k =1, un réseau peu profond avec encodage continu suffit. Dans le cas k € (1,2],
un réseau de profondeur L 2 wk=1 /In W avec encodage discontinu est nécessaire.
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Expressivité : exemples d’autres résultats

Il existe de nombreux autres résultats sur I'expressivité des réseaux de neurones, et la
recherche est loin d’étre close. Par exemple :

Petersen and Voigtlaender (2018); Giihring and Raslan (2020) (et d’autres) étudient
I'approximation par des réseaux quantifiés.

Yarotsky and Zhevnerchuk (2020) prouvent une vitesse d’approximation exponentielle
(mais avec encodage instable) avec des réseaux feedforward combinant les fonctions
d’activation ReLU/sin (“Deep Fourier”).

Vershynin (2020) étudie la capacité mémoire de réseaux (la taille maximale n d’'un jeu de
données générique que le réseau est capable de mémoriser).

Gribonval et al. (2022) décrivent les espaces d’approximation F que sont capables
d’approcher des réseaux a une vitesse préspécifiée.

Grohs and Voigtlaender (2023) quantifient a quel point une fonction qui est proche d’'un
réseau RelLU sera bien reconstruite si on ne ’observe qu’en un nombre n de points,
méme avec un algo de reconstruction bien choisi. Réponse : assez mal dans le pire cas.

etc

Conseils de lecture : le survey “Neural Network Approximation” (DeVore et al., 2021)
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