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Classification et régression
Il existe un couple de variables aléatoires (X, Y)
@ On connait Z et & tels que P(X € Z)=P(Y e ¥) =1 /K

nn

@ On sait que I'on va observer x d’une réalisation (x, y) de (X, Y) a%z/«wv'wg,ﬁf

@ On veut construire une fonction g : & — % prédisant y /\ e L
- m/ A

Plus précisément, pour une fonction co(t L: % x % — R, on veut trouver
g* €argmin R(g)

On appelle R(g) =E(L(g(X), Y)) le risque de g.

Car : La personnes utilisant g observe le colt

/

L(g(x), )

3

Rtest(g) =

3| =
3,
I
&

i

pour un échantillon i.i.d (x/,y/);=1.» suivant la loi (X, Y), indépendant de

I’échantillon d’apprentissage. La loi des grands nombres conduit a considérer R.
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Classification
En classification, % est fini.
@ Classification binaire : % = {—1,+1}
@ Classification multi-classes : % ={1,---,C}, CEN, C>2
En deep-learning, pour C = 2, on construit C fonctions
go: X —R ,c=1.C

on retourne

y € argmaxe_y_c go(X)

L(y,y')=1,4,  oula perte logistique, etc

Exemples:
° X =R% ¥ =1{-1,+1}
@ & =R": nestle nombre de pixels d’une image, M ST p cIF 4 }Q\ [0
% ={1,---,C} : chaque sortie est une "note" pour la présence d'un objet.
@ X =R": nestlataille d’un "état" (ex: I'écran d’un jeu Atari),
% ={1,---,C} : chaque sortie est I'espérance de gain de I'action c=1..C.
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Régression

En régression,
o =R
o ¥ =RC
On construit C fonctions
9o X —R ,c=1.C

Ly,y)=lly-y'12 exis;a beaucoup de variantes)
A~

. L X
Exemples: T
@ X =R, %=R 2¢
@ Z =R? : d est le nombre de mesures concernant une situation économique
actuelle,

@ =RC : différentes quantités économiques futures c=1..C.

e % =R9: dlataille d’'un vocabulaire, (0,...,0,1,0,...,0) estun mot ™ - Lr #n ool
% =RC : espace d’une représentation des mots du vocabulalre /U
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Classification et régression: Erreur Bayésienne B0

Sous des hypotheéses faibles sur Ia loi de (X, Y) et si elle existe, la fonction définie
pour x € Z par

~
9b(x) € argminyeqy E(L(y, Y)IX =x)
minimise le risque :

vg: X —~%,  R(9) = R(g)
On appelle g la décision Bayésienne.

Remarques :
@ On n'a pas forcément
Vxe%,3ac®, P(Y=alX=x)=1.

En général,
R(gp) #0.
@ On ne peut pas calculer g, car:
> On ne connait pas la loi de (X, Y)
» On devrait représenter gj, avec un ordinateur

PRt Sk ﬁ?C"ﬁ7
R() - }rt (Gt v))

:7/0‘/ =G W aw/ L)
< }X []\/Lﬁgw,;) :Af;"ww/]

AP (Y [ k=)

o
A \(% (k}

- [X E (LG, )] xix) AP )

>/ J}Q E(t(gta, 7] [ xex)

= B (00, 7)) = R ()

AP ()



Classification et régression : les principes

@ On observe (xj, ¥i)i=1.n un échantillon i.i.d. de méme loi que (X, Y)

@ On considere une famille & de fonctions g,, paramétrés par des paramétres w
d’'un espace Euclidien.

> Pour nous : elle est basée sur les réseaux de neurones

@ On voudrait résoudre
w* € argmin,, R(gw)

@ La minimisation du risque empirique consiste a résoudre
W e argmin,, R(gw)

ou

v Algw) = %gyugw(x,-),y,-)
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Le contréle du risque
@ Pour toute fonction g, on appelle risque en population et risque empirique de
g:

-

L(g(x:), yi)

S [ =
T

R(g)=E(L(g(X),Y)) et  R(g)=

@ R* =infyR(g) le risque optimal A (7 5 )
@ Pour £ >0, on fixe w* et W tels que :

R(gw) sinfR(gw)+e et ﬁ(gw)siw‘ﬁ(gwﬂe

@ Pour w retourné par un algorithme
On décompose

0< R(gw) - R* ('excés de risque)
£ =|R(gw) - Rlow) / (erreur de généralisation)
~+ /R(gw) - Rlow) ! (erreur d’optimisation)
+ | Rlga) - Rlow) | <e
+ (R(gw) - R(gw)! (erreur de généralisation)
+ |R(gw) - R*] (erreur d’approximation)

Puis on majore mdependamme nt c%zque terme.
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2 S T S
Le contrdle du ris'q>ue o m ™

o Erreur d'optimisation : |R(gw) - R(ga)! \VJJ VW{/‘ ;W () =, ’<>

*» Est-e-que loplimisation a réussi? Pbs: Paysage de [a foncton object, ngrand,d__y 0?/:’"“ LA J{£7 "

grand. feise R
> En deep-learning : Elle est petite pour IESM UL (furlrey, ) ) S TA (?”) L bk
o Erreur de généralisation : |R(gw) — R(gw)| € Badd, £ N
> Quelles conditions sur le réseau et 'échantillon pour avoir la convergence uniforme pLd cf !~ m) M‘i” [P 7<y R (/J) - hw~)
| 'M TJL‘[H suplAlgw) ~A(gw)] ot pett?
Gan et P _ R ()
@ Ed théorie : Dimension de Vapnik-Cherfonenkis = nombre de parametres £ ()

> En pratique : Reste faible méme pour les “gros” réseaux

fron fj\zﬂ
~~ régularisation implicite. JWM ~—
o Erreur d’approximation : |R(gw+) — R(gb)|, ol R(gp) = infg R(g) I
>l suffit que llgw+ — gbll soit petit (le choix de la norme compte).
» Quelles fonctions peut-on approximer avec notre classe de fonctions? Mots clefs:
Expressivité, théorie de I'approximation etc
> En deep-learning : Elle est petite pour les “gros” réseaux.

i Vosgs e c
e S
[V BN



Le contrble du risque: En pratique

Pour w retourné par un algorithme

R(gw) = E(gw)—ﬁ(gw) (erreur de généralisation)
+ R(gw) observable

@ N’a d'intérét que si on est capable de trouver un réseau et un w tels que

R(gw)  soit petit.

> i.e. : On arésolu les problemes de I'expressivité et de I'optimisation.

@ Erreur de généralisation : méme problématique que précédemment.
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Classification et régression : les principes
ATTENTION : Cette modélisation ne tient pas compte :
B
@ du biais dans les données: (x;, ¥i)i=1.., st rarement i.i.d. selon (X, Y) F\‘ A/&,
. ANL

> Les x; peuvent ne couvrir que partiellement le domaine, étre corrompus, etc

> Les y; peuvent étre une décision biaisée, bruitée, etc W“’P (.g() g (M Y] ) (/
- ) Lok
M. T , 7 5 A e e
c du besoin de robustesse = . e g\/vt.\,fm «me/’u«}{
o
> On impose que y; soit prédit pour tout x; +e, ol flel <e  ~

/ J~ 1- L,',’AA/%/
@ d’une régularisation du réseau -
> w est parfois quantifié — interpretabilité, faible coﬁt) s WM
énergétique/calculatoire/mémoire \f:jf"“*"r‘ etfins
> w est tel que gw est 1-Lipschitz = garantie de robustesse
> Reégularisations explicites : poids parcimonieux, pénalisation quadratique, dropout

@ Problémes plus complexes : apprentissage non-supervisé, semi-supervisé, par
renforcement, apprentissage de représentations ...
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Outline
@ Introduction

@ Les réseaux de neurones



Multi-Layer Perceptron/fully-connected neural network

couche d’entrée couches cachées couche de sortie

@ Couche 0: couche d’entrée;
Couches 1 et 2: couches cachées;
Couche 3: couche de sortie.

@ Chaque sommet (= neurone) contient un réel
@ Chaque aréte contient un poids
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Multi-Layer Perceptron/fully-connected neural network

AN
L o A A H
H couches (on dit aussi H— 1 couches cachées)

les tailles ng, ny,---,ny € N des différentes couches

On note fh(x): le résultat obtenu en calculant le contenu de la couche h pour
I'entrée x € R™

On note Wj, € R™*™-1 - |a matrice contenant les poids sur les arcs entre la
couche h—1 et la couche h

On note by € R™ : le biais ajouté a la couche h
On note a: la fonction d’activation appliquée a chaque couche
> Typiquement, elle applique la méme fonction a chaque entrée d’un vecteur

La prédiction/I'inférence : la fonction fy : R™ — R
fo(x) = x §o 0= (M=, by, D
{ fo(X)=ap(Wpfp—1(x)+by)  ,Yh=1,--- H

F. Malgouyres F i du deep-learning 2024 15/84




Multi-Layer Perceptron/fully-connected neural network :
Exemple

Couche 0 1 2 3
Figure: Réseau Fully-connected

Ci-dessous, chaque * % un nombre

w=(5 5 2‘),b1=(::),vvz=(: (D) mete
by=( * ),

f5(x) %{WS 1(Wax+by)+bo) +bs)
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Multi-Layer Perceptron/fully-connected neural network:

Vocabulaire et variantes prebihm ey
/'\ [\/h\ - W )
@ Fully-connected layer : La matrice est “pleine” \NJ T/%NM L 47
@ Simplifications pour I’étude théorique : r 0= (% =5

> Fully connected linear network: o(t) =t, Vt€ R, et b, =0, pour tout h=1..H.
| ) I (» One hidden-layer Neural Network: on prend H = 1
U e Fonctions d’activation :
> Une zoologie importante : tanh, heavyside, identité, sigmoide, etc 1
> Des non-locales : group-sort, max_pooling
> La plus utilisée est "Rectified Linear Unit" (ReLU) : o(t) = max(O. t) L
> Souvent, celle associée a la derniere couche est I'identité ou softmax (pour la
classification).
@ “Batch-normalisation” : Au lieu d’optimiser les biais b, on régle un couple
(diag(y),b) permettant de centrer les données et fixer leur variance.

@ “Dropout” : On minimise le risque moyen pour des sous-réseaux aléatoires.

@ Larchitecture du réseau: La donnée des hyperparamétres. Ex : Un réseau
ReLU de largeur 100 et de profondeur 10. ! } ) ‘ [ \ [
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Multi-Layer Perceptron/fully-connected neural network
Proposition : Propriétés de fy, cas linéaire avec biais
Pour tout réseaux linéaire fully-connected, fy est affine:

fH(X)= Wy--- W X+b;_/

ou
b;_,= Wy -« Woby + -+ + Wyby—1 + by

Preuve:
@ Une composition de fonctions affines est affine.
@ La formule est facile établir avec une récurrence sur H. (Exercice)
Proposition : Propriétés de fy, cas ReLU (On verra la preuve plus tard.)

Pour tout réseaux fully-connected, avec la fonction d’activation ReLU et I'identité sur la
derniére couche X

@ La fonction fy est continue
@ La fonction fy est affine par morceaux

@ |l existe une partition compatible ayant moins de 2" * -1 morceaux dont les
en Ty
morceaux sont des polyédres ayant au plus ny +--- + ny_1 faces.

F. Malgouyres Fondements théoriques du deep-learning 2024 18/84
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Réseaux convolutifs

e ..

Subsampling Convolutions Subsampling  Fully connected

Figure: Source : wikipedia page "apprentissage profond"




Réseaux convolutifs

AN
M 1 couche d’entrée couches cachées couche de sortie
7

Dk,

@ Chaque sommet contient un signal/une image. On parle de canal.
@ Les canaux de la couche d’entrée correspondent aux canaux (ex (r, g, b)) de x.
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Réseaux convolutifs / /

des signaux de taille N ( M?
H couches (on dit aussi H— 1 couches cachées) /
les tailles ng, ny,- -+, ny € N des différentes couches (£ Nx nombre de canaux)

On note fy(x): le résultat obtenu en calculant le contenu de la couche h pour
I'entrée x P Wmfum(

@ On note W, e R™*™-1 : |a matrice concaténant des matrices de convolutions
pour passer de la couche h—1 et la couche h

@ On note by € R™ : le biais ajouté a la couche h
@ On note op: la fonction d’activation appliquée a chaque couche
> Elle applique la méme fonction a chaque entrée d’'un vecteur

|

Laction du réseau : la fonction fy |

{ fo(x) = vect(x) |
fh(X)ZUh(thh_1(X)+bh) ,Vh=1,--- H
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Réseaux convolutifs: Matrice circulante, Toeplitz, bloc
circulante... calculant des convolutions

- —

On suppose v, x € RV, Le signal v est supposé (N)—périodique : f
Vo = VN pour tout ' = 0..N — 1 /[/) /
S(H=t) W (W) g bV

N («) Lﬁ N(~+)-c1 ~ + 2 /{LNW"@

1) N ok M

ey @ Xo Z ?VO n' Xn
X1 %n,\_oiugnf
= . =VxX
VN-1 o
Vi X N-1
0 N1 X o YN-1-n/ Xnf
F. Malgouyres F i du de
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Réseaux convolutifs: Exemple
Couche 0 1 2 3

’/%\NI\/
ke 3xy Pondd g>ﬂ]
R N
Q,’KW

Figure: Réseau convolutif

Ci-dessous,
@ chaque * est une matrice composant une convolution et un échantillonnage
) chil)que o eﬂgn vecteur colonne de taille N (cas sans sous-échantillonnage)
(AR VAN s

TR L M T M T W LR
bg=( ),

f3(X)=U(W3 O'(W1X+b1) +b3)
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Réseaux convolutifs: Propriétés

Remarques |

@ Les formules sont les mémes que dans le casilillfy%ected. Seules les fagons
de construire les W, et fo(x) différent.

@ Un réseau convolutif contient des couches convolutives et des couches
fully-connected.

@ Un réseau convolutif est un réseau fully-connected dans lequel on impose
une structure.

Proposition : Propriétés de fy, cas linéaire
Pour tout réseaux convolutif linéaire , fy est affine:
fry(x) = Wy --- W X+b;_,

ou
bly = Wy--- Wabg + -+ Wby _1 + by

De plus, x -—» est une concaténation de convolutions du signal de départ.

(Preuve en exercice)
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Les réseaux de neurones

Proposition : Propriétés de fy, cas ReLU

Pour tout réseau de neurones, avec la fonction d’activation ReLU et I'identité sur la
derniére couche

@ La fonction fy est continue
@ La fonction fy est affine par morceaux

@ |l existe une partition compatible ayant moins de 2" **#-1 morceaux dont les
morceaux sont des polyedres ayant au plus ny +--- + ny—1 faces.
y y

@ Réciproque dans : Arora, Raman, et al. "Understanding Deep Neural Networks
with Rectified Linear Units." ICLR, 2018:

Toute fonction continue, affine sur un nombre fini de polyhédres (dont I'union est

R™) peut étre représenté par un réseau de neurone ReLU.

F. Malgouyres F i du deep-learning 2024
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Beaucoup de variantes imporfntes
-7\ <0

7N\
/L\JL 4{*’ [( W\ - /%M

A

@ Des architectures pour éviter le “vanishing/exploding gradient”: ex : Couches
"Res-net" Sﬁ%f - e

fa(X) = a(Whiwi,m_;g(/)x/:%ﬂ + b,,+fh,2(x))

@ Des architectures plus évoluées, dédiés a des applications.

> En vision : U-Net (segmentation), YOLO (detection), transformer.
> Séries temporelles et modéles de language : RNN, LSTM, GRU, SEM transformer.
Iigle((E @19 Ushne Belo]S)

> etc LL N
@ etc
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Modélisation avec des réseaux

“\X h DY MT;/\AHA; Ll |

”

L P
Autoencoder et VAE : Un réseau compresse, un réseau décompresse. 7!

Création d’embeddings : Deux réseaux envoient une image et un texte dans un

méme espace de caractéristiques. (Ex : Visual Query Answering (VQA))

@ Generative Adversarial Networks (GAN) : un réseau génere des données; un
réseau discrimine les données générées de vraies données.

@ Réduction de biais dans les données (FairGAN) : Un réseaux envoie les

données dans un espace de caractéristiques et ses poids sont optimisés pour

qu’un autre réseau classifiant sur un critére pertinent fonctionpe, un troisiéme

réseau classifiant sur un critére non-pertinent échoué. ~~" 223
@ etc E‘ it

{rm/bm rte
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Loptimisation : Premieres propriétés
@ On dispose d'un échantillon (x;, y;)i=1..n-
@ On dispose d’'un réseau de profondeur H, d’architecture fixée,

> de paramétre
9=(WH,...,W1,bH,...,b1)€G)

> les fonctions d’activation sont notées o
La prédiction est la fonction

fB(X)ZUH(WH"‘ o1(Wix+by) "‘+bH)

@ Les réseaux RelLU:
> op=RelLU, pour h=1,...,H-1
> Cas de la régression : oy = Id
> Cas de la classification : oy est softmax.

@ On considére une fonction co(t définie par

E:® — R
0 — E(0)=X%L,L(fo(xi) yi)

pour une fonction colt L: % x % — R.

F. Malgouyres F i du deep-I ing 2024
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Loptimisation : Premieres propriétés

Proposition: Non-coercivité dans le cas ReLU

Pour tout réseau ReLU, pour tout échantillon d’apprentissage, la fonction E n’est pas
coercive.

Preuve utilisant ’homogénéité:
On considére 6 avec des biais nuls et, pour tout A > 0, on définit o* par

Wi=A""w, et W!'=A""W,vh=2..,H

et des biais nuls.
Comme pour tout A >0, o(At) = Aa(t), on a pour tout x et tout A > 0,

OH(/IAWH"' 01(/1H71W1X) )
fa(x)

Donc E(0) = E(6%), pour tout A > 0.
Donc E n’est pas coercive.

fg/l (X)
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Loptimisation : Premieres propriétés

Proposition: Non-convexité

Pour la loss quadratique L(y’,y) = (¥’ — y)?, le réseaux ReLU fully connnected
d’architecture (1,1,1) et I'échantillon constitué de I'exemple (x,y) = (1,0), le risque
empirique est non convexe.

Preuve: On a pour tout (w;, w») € R? avec wy =0, et pour (by,bs) = (0,0)
E(W1, Wg,b1,b2) = (WgO’(W1X+b1)+b2 = y)2 = (W1 W2)2.

Cette fonction n’est pas convexe car:
@ En (wy,wp)=(0,1), E(0,1,0,0)=0
@ En(w,wz)=(1,0), E(1,0,0,0)=0
@ En (wy,wp)=(0.5,0.5)=0.5x(1,0)+0.5% (0,1),

E(0.5,0.5,0,0)=0.25 > 0=0.5x E£(1,0,0,0)+0.5 x £(0,1,0,0).

F. Malgouyres F i du d
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Outline

e Loptimisation des réseaux de neurones

@ La Rétropropagation et ses défauts



La Rétropropagation
On suppose:

@ La fonction colt est de la forme :

n
60— E(0)=)_L(fy(xi),yi)
=1

ou LestC!.
@ On suppose que, pour tout he {1,...,H}, op est C!

> On peut régulariser o p
> |l existe un cadre formel pour faire du calcul différentiel et de I'optimisation avec des
activations comme RelLU

@ Sous ces hypotheses: E est différentiable.
@ Les frameworks de deep learning utilisent la différentiation automatique.

@ Ci-dessous, on ne considére qu’un unique exemple (x, y):
» On somme si besoin plusieurs gradients VL(fy(x;), yi)

F. Malgouyres F i du deep-learning 2024 34/84




La Rétropropagation
@ W, la matrice pour passer de la couche h—1 a h,
e f/'(x), le contenu de la couche h,
o df(x)=0}(Wnf)'(x) +bp).

Proposition: Gradient pour un réseau fully-connected
Onapourh=1..H,i=1..np, j=1..np_1

0E i
@)= 47 60] [0 8T
e
d(bp);
ot A"(x) € R™ est défini par

h( )= { vy1L(f9( )Y) ,Sih=H
Wy, ,.diag(df*" (x)).A""(x) , sinon

(8) = ()] AP(0)

I

Rq: W,T,Jr1 remonte d’un niveau dans le réseau: Rétropropagation.

F. Malgouyres F éori du deep-learning 2024
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Rétropropagation: Problémes connus

@ “Vanishing/Exploding gradient” :
> Siw/ .diag(dé’+1 (x)) est systématiquement une contraction = “Vanishing
gradient”

> Si W;Jr1 .diag(dg” (x)) augmente systématiquement la norme = “Exploding
gradient”

F. Malgouyres F i du deep-I ing 2024
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Rétropropagation: Probléemes connus

Dans certaines régions de I’espace, la fonction objectif est trés irréguliére :

Pour une fonction d’activation homogéne1 (notamment ReLU):
Pour A>0,1~0

wi=A""w, et Wi=A""wpvh=2.H
b} =A""by et bi=A""b,vh=2.H
On a, pour tout x, f2(x) = fy(x), pour h> 1
[ (] [ (0], (aD)itx)
D[R] [a)], A7 af()
O
OWp

0E
aWh’IJ

(6%)

mais 2E-(61) = A~(H=N) 2& (0) et e (01)= A-(H=1) 8E_(g),

bh W1 i
Les petlts bﬁ ont de forts gradients et seront multlplles par des forts W,;l.

T Attention & la non-différentiabilité en 0
F. Malgouyres F i du d

p-learning 2024

37/84



Pour gagner en profondeur, faciliter 'apprentissage

@ Couches ResNet
fa(x) = O'(Wh U(Wh_1 fr—a(X) + bh_1) + bh+fh_2(X))

@ Batch normalisation : On centre (au mieux) les données aprés chaque couche, a
I'aide d’'un opérateur diagonal.

@ Contraindre les matrices Wy, a étre orthogonales ou presque. Bonus: Gain de
robustesse.

@ Augmenter la largeur. Pb: Complexité = largeur?.
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Paysage de la fonction objectif : Introduction

Rappel, pour tout 0:

0< R(fhp) - R* ('excés de risque)
= R(fy) - R(fH) (erreur de généralisation)
+ R(fh) - B) (erreur d’optimisation)
+ R(f) - R(f) <e
+ R(fp+) - R(fy) (erreur de généralisation)
+ R(fp+) - R* (erreur d’approximation)

On utilise un algorithme d’optimisation pour trouver un 6, on veut que
ﬁ(fg) - igf ﬁ(fg)
soit le plus faible possible.

Idéalement, on voudrait que cette quantité soit nulle ou au moins on voudrait la borner
supérieurement.

F. Malgouyres F i du deep-learning 2024 41/84




Paysage de la fonction objectif : Introduction
On suppose que 8 — R(fy) est C? partout. On a

- - - 1 o
R(fy) = R(fy«) + (VgR(fy+),0 —0%) + E(Vgﬁ(fg*)(a—e*),9—9*> +0(1l6 —6*11?)

On distingue:
@ 0* est un minimiseur global:
~ V0,  R(fy-) <R(f)
> R(fy~) =ming R(fy)
@ 0* est un minimiseur local:
> |l existe un voisinage ouvert @ de 6* tel que

v0eo, R(fy«)<R(fy)

@ 0" est un point critique du second ordre:
> Ona
VR(f«)=0 et  V2R(fp«)=0
@ 0% est un point critique du premier ordre:
» Ona R
VR(fg+)=0
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Paysage de la fonction objectif : Introduction

@ 0* est un point selle si c’est un point critique qui n’est ni un minimiseur local, ni
un maximiseur local
> Un point selle 8* est strict : si ce n'est pas un point critique du second ordre (i.e.,

le Hessian a une v.p. négative).
> Un point selle 8* est non-strict: si c’est un point critique du second ordre (i.e. le
Hessian est semi-defini positif et a une v.p. égale a 0. Typiquement, un terme d’ordre

supérieur en fait un point selle.).

05 1

15

(a) Point selle strict (b) Point selle non-strict
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Paysage de la fonction objectif : Introduction

Optimisation non convexe avec les mains |

Pour des fonctions non-convexes, on sait montrer que

dans un cadre assez vaste, I'algorithme du gradient (ou gradient stochastique)
converge vers un point critique du premier ordre

dans un cadre plus restreint, I'algorithme du gradient converge vers un point
critique du second ordre

Pour le gradient stochastic, sans vitesse de convergence, que les itérés
convergent vers un minimiseur local.

S. Gadat, F. Panloup, S. Saadane. "Stochastic heavy ball." Electronic Journal of
Statistics 12.1 (2018): 461-529.

J. Lee, M. Simchowitz, M. Jordan, B. Recht." Gradient Descent Converges to
Minimizers." COLT 2016.
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Paysage pour les réseaux larges

Différents énoncés décrits dans

@ Gori, Tesi, "On the problem of local minima in backpropagation", IEEE PAMI, 1992
@ Yu, Chen, "On the local minima free condition of backpropagation learning", IEEE

Trans. Neural Networks, 1995

@ Nguyen, Hein, "The loss surface of deep and wide neural networks", ICML, 2017

On considére:
@ un probléme de régression
@ un réseau fully-connected de paramétre 8 = (W+,...,Wy,by,...,by)
@ des observations (x',y")j=1.n:

F. Malgouyres F i du deep-I ing 2024
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Paysage pour les réseaux larges

Théoreme (Le Paysage pour les réseaux larges)

On suppose que o est C' et que, pour tout t € R, o’ (t) # 0. On suppose que le coiit L
est C', & valeur dans R* et tel que L(0) = 0. On suppose aussi que VL(y) =0 si et
seulement siy =0. On note X = [x"---x"] e R™*" et A= ( ]f(T )
n

On considére un point critique du premier ordre 6 = (W1, ...,Wy,b+,...,by) de E.
On suppose que rang (A) = n et que, pour tout he {1,..., H}, rang (Wp) = np,.
Alors, on a

R(f) =0

et 0 est un minimiseur global.

Les hypotheses fortes sont celles sur le rang. Elles impliquent notamment
n<nmny+1 et NH<NH-1<--<Ng

Nb: Ci-dessus l'indice 0 est arbitraire car on pourrait supposer que les x; sont le
résultat des premiéres couches d’un réseau.
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Géométrie locale des réseaux ReLU fully-connected

Plan



Lobjet étudié
@ Etant donné un réseau RelLU
@ X eR™*" (resp Y € R™*") contiennent n exemples d’entrées (resp sorties) dans
R™ (resp dans R™)
@ On note fy(X) € R™-*" |a prédiction de X par le réseau de paramétre 6 € RP
@ Pour apprendre, on résoud (par exemple)

argming lIfo(X) - Y2

@ On étudie les ensembles
> I'image {fy(X) | 6 varies}
> la pre-image {0’ | fg/(X) = fg(X)}

{fo(X) | 0 varie}

?
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Analogie avec la régularisation ¢
@ Soient A€ R™P, y e R"

@ On écrit la régularisation¢' sous la forme

argmin, |Ax—y|?
Ixli =7

{Ax | lIxll1 = 7} = conv(Aq, —As, -+, Ap, —Ap)
As




Analogie avec la régularisation ¢°

@ Soient A€ R™P, y e R"
@ On écrit la régularisation?' sous la forme

argmin,, [|Ax —y||?
Ixllo <k

{Ax | lIxllo =1}
A3

Az

A1 _A1

—As

F. Malgouyres F iques du deep-learning 2024
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Lobjet étudié
@ Etant donné un réseau RelLU
@ X eR™*" (resp Y € R™*") contiennent n exemples d’entrées (resp sorties) dans
R0
@ On note fy(X) € R™-*" |a prédiction de X par le réseau de paramétre 6 € RP
@ Pour apprendre, on résoud (par exemple)

argming lIfo(X) - Y2

@ On étudie les ensembles
> I'image {fy(X) | 6 varies}
> la pre-image {0’ | fg/(X) = fg(X)}

{fo(X) | 0 varie}

?
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Lobjet étudié

@ On étudie les ensembles
> I'image {fy(X) | 6 varies};
> la pre-image {0 | fyr(X) = fy(X)}.

Rp Rn,_ xn

Jo(X)
0

0" | for (X) = fp(X)}



Geéométrie locale des réseaux ReLU fully-connected.
On note E les arcs du réseaux et B les neurones des couches 1 jusqu’a H.

On note 6 € RE x RE que I'on identifie, si besoin, a
(Wi,..., Wi, ..., BH) € (RM70 5o x RPHXMH-1) 5 (RM x -+ x R,
On rappelle
fo(x)=x
{ fh(X)ZJh(thh_1(X)+bh) ,Vh=1,---,H

Pour ne N*, on définit la fonction pattern d’activation
a:R™*"x (RExRE) — {01 (1t npg)xn
(X,0) — a(X,0)
ou

1 si [Wafpo1(x) +bp], 20
0 sinon,

a(Xx,0);, ={

pour v le neurone correspondant a i, he {1,...,H—1} la couche de v, et la j©m®
colonne x/ de X.

Pour X € R™*" fixé, elle atteint un nombre fini de valeur que 'on note AY,..., A% .
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Geéométrie locale des réseaux ReLU fully-connected.
On note, pour X € R™*" fixé et pour j € {1,...,qx},
% =Int{0 e RE x RP | a(X,0) =AY},

etmx=|{jell,....q | %} # 8}
Quitte & changer I'ordre, on suppose que les %', ..., %, sont non-vides.

Lemme (Prédiction polynomiale par morceaux en 6)

Pour tout ne N*, X e R™*"_ les ensembles @71)( D ..,@v,)n(x sont non-vides, ouverts et
disjoints
@ Pourtoutj=1,...,mx, 8 — fy(X) est une fonction polynomiale de degré
inférieur & H sur %}~

—~yv\C
@ Le complémentaire (U/";); %jx ) est fermé et de mesure de Lebesgue nulle.

Rq : La fonction 8 — fy(X) est une composition de fonctions continues, elle est
continue.
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Geéométrie locale des réseaux ReLU fully-connected.
Pour ne N*, X e R™*" et je {1,...,mx}, on note

X _ X _ 77X _ X
r; —HT%rk(ng(X)) et " =10e | rk(Dfy(X))=r"}.
J

Théoreme (J. Bona-Pellissier, F. Bachoc, F. Malgouyres 2024)

Pour tout réseau ReLU, ne N*, X e R™*" par définition
o UL,...,uy, sont non-vides et disjoints;

@ Pourtoutje{1,...,mx}, la fonction 6 — a(X,0) est constante sur %jx et prend
des valeurs distinctes pourj' # ;

@ Pourtoutje{1,...,mx}, 60— rk(Dfy(X)) est constante sur%j" et vaut rjX.
De plus,

@ Les ensembles %1’( ,...,%ﬁ,ﬁx sont ouverts;
c
° (Ul"l); GZJJ.X ) est fermé et de mesure de Lebesgue nulle;

@ Pourtoutje{l,...,mx}, 8 — fy(X) est une fonction polynomiale de degré
inférieur & H sur %}~
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Geéométrie locale des réseaux ReLU fully-connected.

Corollaire

Pour tout réseaux RelLU fully-connected, profond.
Pour toutne N*, X e R™*" je{1,...,mx} etO € GZJI.X, il existe ex,9 >0 tel que
@ Limage locale
{fgr(X)eR™*M | 10" -0l <exp}
est une variété réguliére de dimension rk (Dfg(X));
@ /a pre-image

{0'eRExRE | fp(X) =fy(X) and 110’ -0l <exp}

est une variété réguliére de dimension |E| + |B| - rk (Dfy(X)).

F. Malgouyres
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Quelles sont les positions relatives des zones ?
Interprétation des expériences

fo(X)

0 c RP R?*Ne

Figure: (Gauche) Représentation schématiques des %jx et (droite) de leurs images
fo(X)16e2), jent,.... 7).
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Quelles sont les positions relatives des zones ?

Un exemple

@ ng=n=np=1,0=(ab,c,d)eR* n=3, X=(0,1,2) e R"*3,

fo(X) = (bo(c)+d , bo(a+c)+d , ba(2a+c)+d)eR"3.
@ 2 espace vectoriel orthogonal a (1,1,1).

y=0

. f(X)
0=(abcd)eR* ———— RI*3
c
% _
3 %A{(
oy X
.?/2
=0 ~y a
)}/1)(
ff//6 a+c=0
2a+c=0

F. Malgouyres
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7777777777,
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Experience 1: Comportement pendant 'apprentissage

Description de
I'expérience

architecture
(784,30,30,30,10);

nombre of parametres: 25720;

Données d’apprentissage
MNIST Xirain de taille 4000;

Données de test MNIST Xiest
de taille 20000;

Données aléatoires Xrandom
(Bruit Gaussien) de taille
20000.

F. Malgouyres

Dimension locale pendant I'apprentissage

260001 -. 1071
~-.
N -
24000
© Max rank e
'é . —- Rank X_random
& 22000 Rank X_test
5 “ —— Rank X_train P
[ . (o]
5 20000 - Train loss [1072 =
G
X
c
& 18000
1074
16000 .
102 103
Epochs
v
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Experience 2: Comportement quand la largeur varie

@ architecture (784, w, w,w,10), pour plusieurs w;
@ Données d’'apprentissage MNIST Xi i, de taille 4000;
@ Données de test MNIST Xiegt de taille 10000;

@ Données aléatoires Xrangom (Bruit Gaussien) de taille 40000.

40000

35000 'o,.. Max rank — Tes.t error 2o
S . —- Rank X_random == Train error 4
‘g 30000 —— Rank X_test + Train loss - g
£ 25000 -., —— Rank X_train 1575
= '0. - l’__
° 20000 * =
2 . 108
S 15000 ~< . ©
B .h.a . o
£ 10000 S 058
2 il fro]

5000 SsnmemmtET o ___
0 0.0

104

Number of parameters




Experience 3: Comportement quand X est bruité

@ Architecture (784,30,30,30,10);
@ Bruit Gaussien additif sur Xiain-

@ Méme données.

26000 Lo17s
r 0.150
24000
s r 0.125
z
22000
£ tolo0g
5 B
3 g
g S
S cnannd  mmmmmmmmmm e = F0.075 E
L e — E
]
- —— Max rank r 0.050
18000 4 —— Ranks X_test
—— Ranks X_train | 0,025
~-- Testerror
16000 - === Trainerror | o000

1074 1073 1072 107t 10°
Noise amplitude




Le paysage pour les réseaux linéaires

@ Introduction

@ Paysage pour les réseaux linéaires

@ Paysage pour les réseaux linéaires (cas a 1 couche cachée)
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© Le paysage pour les réseaux linéaires
@ Introduction



Paysage de la fonction objectif : Introduction

Rappel, pour tout 0:

0< R(fhp) - R* ('excés de risque)
= R(fy) - R(fH) (erreur de généralisation)
+ R(fh) - B) (erreur d’optimisation)
+ R(f) - R(f) <e
+ R(fp+) - R(fy) (erreur de généralisation)
+ R(fp+) - R* (erreur d’approximation)

On utilise un algorithme d’optimisation pour trouver un 6, on veut que
ﬁ(fg) - igf ﬁ(fg)
soit le plus faible possible.

Idéalement, on voudrait que cette quantité soit nulle ou au moins on voudrait la borner
supérieurement.
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Paysage de la fonction objectif : Introduction
On suppose que 8 — R(fy) est C? partout. On a

- - - 1 o
R(fy) = R(fy«) + (VgR(fy+),0 —0%) + E(Vgﬁ(fg*)(a—e*),9—9*> +0(1l6 —6*11?)

On distingue:
@ 0* est un minimiseur global:
~ V0,  R(fy-) <R(f)
> R(fy~) =ming R(fy)
@ 0* est un minimiseur local:
> |l existe un voisinage ouvert @ de 6* tel que

v0eo, R(fy«)<R(fy)

@ 0" est un point critique du second ordre:
> Ona
VR(f«)=0 et  V2R(fp«)=0
@ 0% est un point critique du premier ordre:
» Ona R
VR(fg+)=0
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Paysage de la fonction objectif : Introduction

@ 0* est un point selle si c’est un point critique qui n’est ni un minimiseur local, ni
un maximiseur local
> Un point selle 8* est strict : si ce n'est pas un point critique du second ordre (i.e.,

le Hessian a une v.p. négative).
> Un point selle 8* est non-strict: si c’est un point critique du second ordre (i.e. le
Hessian est semi-defini positif et a une v.p. égale a 0. Typiquement, un terme d’ordre

supérieur en fait un point selle.).

05 1

15

(a) Point selle strict (b) Point selle non-strict
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Paysage de la fonction objectif : Introduction

Optimisation non convexe avec les mains |

Pour des fonctions non-convexes, on sait montrer que

dans un cadre assez vaste, I'algorithme du gradient (ou gradient stochastique)
converge vers un point critique du premier ordre

dans un cadre plus restreint, I'algorithme du gradient converge vers un point
critique du second ordre

Pour le gradient stochastic, sans vitesse de convergence, que les itérés
convergent vers un minimiseur local.

S. Gadat, F. Panloup, S. Saadane. "Stochastic heavy ball." Electronic Journal of
Statistics 12.1 (2018): 461-529.

J. Lee, M. Simchowitz, M. Jordan, B. Recht." Gradient Descent Converges to
Minimizers." COLT 2016.
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© Le paysage pour les réseaux linéaires

@ Paysage pour les réseaux linéaires



Paysage pour les réseaux linéaires

Pointeurs bibliographiques |

@ Baldi, Hornik, "Neural networks and principal component analysis: Learning from
examples without local minima", Neural networks, 1989.

@ Baldi, Hornik, "Learning in linear neural networks: A survey", IEEE Transactions
on neural networks, 1995.

@ Kawaguchi, "Deep learning without poor local minima", NeurlPS 2016
@ .... (Notamment dans les groupes de S. Arora a Princeton, de F. Bach a 'ENS)

@ E. Achour, S. Gerchinovitz, F. Malgouyres, "The loss landscape of deep linear
neural networks: a second-order analysis", Journal of Machine Learning
Research, 2024.
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Paysage pour les réseaux linéaires

On note

@ XeR%**" et Y e R%*" les matrices contenant les données.

o R(W) =X IWyWy_1---WoWixi— il = | Wy--- Wi X = V|2
¢ n
n
ZXX:ZX/X/TZXXTERdXXdX , Zyyzzy/yiTZ YYTERddey,
i=1 i=1
n n
Sxy =Y Xiy] =XYTeR™%Y | Syx=Y yix| = yx eRV*%,
i=1 i=1
"]
12 =55l X e RY*T,
sa SVD

=1/2=uavT,
avec U e Rdyxdy, A= diag((&,-),-:kdy) € Rdyxn, VeR™",

Imax = min(dy, M,...,NH-1,0dy)
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Paysage pour les réseaux linéaires

On suppose
@ dy=dy=n
@ Xxx estinversible et Zxy est de rang plein
@ les valeurs singuliéres de 31/2 sont distinctes

Lemme (Inférence et valeurs critiques) |

Soit W = (W4, ..., Wy) un point critique du premier ordre de R et r = rk( Wy --- Wy).
Il existe un unique sous-ensemble ¥ < [1,d,] de taille r tel que:

Wy Wy = Up UL Zyx T35

La valeur critique correspondante vaut R(W) =tr(Zyy) - Yjesr 62.
On dit que le point critique W est associé a . .

Proposition |

Pour tout & < [1,dy] de taille r € [0, rmax], il existe un point critique W associé a .# .
V.
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Paysage pour les réseaux linéaires

@ Pivot (i,j) € [1,HI]?, avec i>j
@ Blocs complémentaires du pivot (/,):

Premier bloc complémentaire : Wj_q--- Wi Zxy Wy --- Wi+

Second bloc complémentaire : Wj_1--- W4

@ Pivot tenu pour W : Lun des blocs complémentaires est de rang rk(Wy... W)

@ W est point critique tenu: W est un point critique et tous les pivots sont tenus
pour W
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Paysage pour les réseaux linéaires

[W p. c. du premier ordre de ARJ

ri=rk(Wy---Wy)
31 .7 < [1dy] de taille rt.q. Wi+ Wy = Uy UL Zyx 23] et R(W) =tr(Zyy) - Ljes 62

W est un minimiseur global W estun p.s. strict § ... w, = argminrk(R)<r IRX — Y2

O mm

W est un p.s. strict W est un p.s. NON strict

Figure: Theorem [E. Achour et al.]




Paysage pour les réseaux linéaires

Proposition (E. Achour et al.)
@ Pour H = 2, il n’existe pas de point selle non-strict.

@ Pour H = 3, pour tout r < rmax, il existe des points critiques associés a [1, r] tenus
et non-tenus.

Proposition (E. Achour et al.)

On note Fmax = [1, rmax] et OmaxA: [1, dy] \ Fmax = [rmax + 1,0, 1.

W est un minimiseur global de R si et seulement si i/ existe des matrices inversibles
Dpy_q € RO-1%dh-1 D. e R *% ot des matrices Ag € R(dy—max)* (dh-1~Imax)
(Wp) o € R(Gh=rmax)x(dh-1=rmax) pour he [2,H— 1], et Mp € R(%1~max)xd tgjs que:

WH = [Uymax’ UQmaxAR] D;I1—1
Ifmax 0

Wh = Dn 0 (Wh)pm

D',  Vhel2,H-1]

ur Zyxz_1
W1 = D1 [ S maxMD XX
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Paysage pour les réseaux linéaires

Empiriqguement, on trouve:

008
007 0.0020
1 006 £
3 00015 &
3 005 r“’
2 o0e ‘5?
0.0010 ¥
2 03 E
002 o000 =
— non-strict saddle point
0824 — ﬁr\([lsaﬂﬂ\e Dl'm!tp oot
o 200 40 600 &0 000 0 500 1000 1500 2000 2500 3000
epoch epach
(a) Initialisation au voisinage d’un point selle (b) Histogramme des epoch d’échappement

strict vs non-strict




Paysage pour les réseaux linéaires

Conclusion [E. Achour et al.]

@ Classification de 'ensemble des points critiques en: minimiseurs globaux;
points selles stricts; point selles non-stricts.

@ Tout point critique du second ordre qui n'est pas un minimiseur global conduit
a une solution de la régression linéaire sous contrainte de rang.

@ Les points selles non-stricts sont associés avec rmax valeurs plateau pour le
risque empirique

@ Paramétrisation des minimiseurs globaux
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@ Paysage pour les réseaux linéaires (cas a 1 couche cachée)



Paysage pour les réseaux linéaires (cas a 1 couche cachée)

On simplifie
@ CasH=2
@ On note pour Ae R™*™M et Be R >
L
E(AB)=) lyi—
i=1
@ On note pour D e R™"
L
F(D)=) lyi—
i=1

@ On note
L
Zxx = ZX,‘XI-TERnOXno ,
i=1

L
T No XN,
Zyx =) yix; eR™X™
i=1

ABx;||?

2
Dxill

L
T ngxn
ny=Zx,-yi € R™*"2

i=1

L
Zyy =) yiy] eREX™®

i=1

F. Malgouyres F iques du d
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Paysage pour les réseaux linéaires (cas a 1 couche cachée)

Remarques

Ona
@ Pour tout C € R™*" inversible, AB= (AC)(C'B)=A'B
© Si Zxyx est inversible alors

TyxZyx € argminp F(D)

@ Soit M e R"™P avec p < nde rang p. Pour tout x € R”, la projection Py (x) de x sur
I'espace vectoriel généré par les colonnes de M vaut

Pu(x) = M(M™M)""M" x
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Paysage pour les réseaux linéaires (cas a 1 couche cachée)
Lemme 1

Si Zxx est inversible. Soient A€ R™*™ telle que rang (A) = ny et Be R™*™_ Alors,
(A, B) est un point critique du premier ordre de E si et seulement si

ABSxxBT =3yxBT et  B=(ATA)TATZ 2!
XX

Lemme 2
Si Zxx est inversible. Soient A€ R™*™ telle que rang(A) = nq et Be R™*",
Les deux assertions suivantes sont équivalentes:
@ (A, B) est un point critique du premier ordre de E
Q
AB = PsSyxZyk
et
PpAZ = PAZPa=2Py
pour
T =TyxIZxy €R™X™
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Paysage pour les réseaux linéaires (cas a 1 couche cachée)

On diagonalise (Z est symétrique)
z=UAUT

avec A € R™*™ diagonale et U € R™*" unitaire.

Pour & c {1,---,no}, on note Us la matrice extraite de U en prenant les colonnes
d’indice dans .#.

Proposition 1: Paramétrisation des points critiques
Si Zxx est inversible. Soient A€ R™*™ et Be R™*™ avec A telle que rang(A) = ny.
On suppose que les valeurs propres de X sont distinctes.

Alors, (A, B) est un point critique du premier ordre de E si et seulement si il existe
C e RM*M inversible et & < {1,---, no} de taille ny tels que

A=UyC et B=C'ULZyxZ3)
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Paysage pour les réseaux linéaires (cas a 1 couche cachée)
Pour simplifier les notations, on suppose les valeurs propres de X ordonnées:

o >A2>--->/1n2

Proposition 2: minimiseur global < minimiseur local
Si Zxx est inversible. Soient A€ R™*™ et Be R™*™ avec A telle que rang (A) = ny.

On suppose que les valeurs propres de X sont distinctes.
@ pour tout point critique du premier ordre (A, B) de E et pour . définissant A et B
(voir la proposition précédente), on a
o
AB= Py, ZyxZyk
Q
E(AB)=trace(Zyy)— ) A;
&s?
@ Si (A, B) est un minimiseur global alors c’est un point critique du premier ordre
associé a & =1{1,---,nq}.

@ (A B) est minimiseur local si et seulement si c’est un minimiseur global.
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Merci pour votre attention !



