Simulations stochastiques - TD 5 (correction)

Modeéle de Bernoulli : intervalles de confiance

Exercice 1. & L objectif de [’exercice est de comparer numériquement les deuz in-
tervalles de confiance étudiés dans le cours pour estimer le parameétre 0 d’un modéle
de Bernoulli. Toutes les simulations numériques seront réalisées avec des échantillons
X1, Xo,..., X, i B(0) pour différentes tailles d’échantillon n, différentes valeurs
de 0, et différents niveaur . On répondra notamment auz questions suivantes :

1. Rappeler la formule des deuz intervalles de confiance vus en cours (celui construit
avec l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev et celui construit avec le TCL).

Pour 0, = %Z?:l X, l'intervalle de niveau de confiance « construit avec BT

s’écrit . .
To = [a G, } |

" vVano vViana

et celui construit avec le TCL s’écrit

- ~ 0,(1—0,) ~
Lo = |00 — qu-ay) ¥, On + q1-a/2)

avec ¢(1—q/2) le quantile d’ordre 1 — a/2 de la gaussienne.

2. On prend 0 = 1/2 et a = 0.05. Pour chaque valeur de n € {3,10,100,1000},
simuler Nymus = 10 échantillons de taille n et vérifier pour chaque échantillon si

les intervalles de confiance obtenus contiennent la vraie valeur de 0. En déduire

. . ~BT ~TCL . . =
une estimation o,y et o, N”,  du niveau de risque Py (In,a 3 9) de chacun

4 . BT/TCL ,
des deuz intervalles I, . A-t-on bien ) N/mm S a comme attendu ¢ Est-ce vrai

pour tout n ?

En général c’est OK, sauf pour n = 3 ou n = 10, oll on a au contraire
arqk  >> a, ce qui n'est pas étonnant étant donné que lintervalle de

confiance est un intervalle asymptotique, valable dans le régime n — oo.

3. Méme question avec 0 =1/2 et a € {0.1,0.2,0.3}. Commentaires ?
Sans commentaires... ¢’est globalement pareil.

4. Méme question avec 6 € {0.2,0.1,0.01} et o = 0.05. La valeur de 6 influence-
t-elle le niveau de risque effectif de 'intervalle de confiance construit avec le
TCL?

Lorsque @ se rapproche de 0, le nombre d’observation nécessaire pour que &f%icf <
a est de plus en plus grand (pour = 0.01, méme n = 1000 est insuffisant).
En pratique, on impose des conditions (recette d’ingénieurs), qui se justifie par
des résultats de type Berry-Essen, pour pouvoir utiliser 'intervalle de confiance
asymptotique donné par le TCL : par exemple, on prend n > 30, nf > 5,
n(l—46)>5.



5. Quel arqgument mathématique permet de guider le choix de Ngmys ¢
On construit un intervalle de confiance (d’un niveau a choisir) pour la probabilité

P [6’ ¢ ch}: de largeur proportionnelle & 1/+v/Ngimuys-

Exercice 2. Soit X une variable aléatoire de loi B(0). Nous allons montrer le résultat
suivant da o Hoeffding (lemme d’Hoeffding, 1963) :

2
VAER, InE(FY) < % . (1)

Cette inégalité est tres utile pour démontrer des inégalités de déviation non-asymptotiques.
Dans toute la suite, on pose () = ln]E(e’\(X*EX)) pour tout A € R.

1. Calculer ¢(X) et Y'(X\) puis montrer que ¥(0) = '(0) = 0.

Remarquons que
E(e,\(X—JEX)) _ E(GA(X—G)) — 010 o (1— ).
On obtient alors que
P(A) =In (90X 4 (1 - 0)e ™) =1In (e (0e* + (1 - 0))) = —\0+1In (e* + (1 — 0)) .

En dérivant, on obtient

e 1
"N=-0+——+— =0+ ———
v +66’\—|—1—9 +1—|—1T?96*)"
d’out ¥(0) = ¢'(0) = 0.
2. Montrer que, pour tout A € R,
1__967>‘
w//()\) — 0

On dérive 'inverse de 1+ I%f)e*’\ avec les formules de la dérivée d’un inverse, et

on obtient directement le résultat.
3. Etudier la fonction u — u/(1 + u)? sur Ry et montrer que u/(1+ u)* < 1/4
pour tout u = 0.

Ici , on est dans la méme configuration que lorsque 1'on veut prouver que u(1 —
u) < 1/4. La dérivée de u — u/(1 + u)? s’écrit

(I+u)?—2u(l+u)  (14+u)(l—u)
Trat - rar

qui est positif sur [0, 1] et négatif sur [1, +o00[, ce qui fait que la fonction u/(1+u)?
est croissante jusqu’en 1 puis décroissante. On en déduite que

1
uw/(1+u)? <1/(14+1)* = T
4. En déduire que "(N\) < 1/4 pour tout X € R, puis en déduire l'inégalité (1).

Indications : on commencera d’abord par le cas ot X > 0 en montrant que ' (\) < \/4,
puis (X)) < AN2/8. On traitera enfin le cas A < 0 (attention aux signes!).



Pour majorer ¢’ sur [0, +00[ , on peut utiliser I’égalité

W) = /(0) + / ' (t)dt

qui est facilement majorable en utilisant les 3 questions précédentes. En effet,
YP'(0) =0 et ¥"(t) < 1/4, donc pour A > 0, on a

A
P'(N) <0 +/0 idt = \/4.

Une fois qu’on a obtenu ¢'(A) < \/4 sur [0, +o00[, on écrit cette fois

/w O+/A§1dt:)\2/8,

qui est I'inégalité de Hoeffding lorsque X\ > 0.

Pour A < 0, il faut faire attention a remettre les intégrales dans le bon sens,
pour avoir des bornes dans le bon sens :

v =0+ [ waa=vo - [ o

qu’on minore par
0
1
0— / —dt = \/4,
\ 4

0 0 t
—/ w’(t)dt<0—/ —dt = \*/8,
A A 4

qui est I'inégalité de Hoeffding lorsque A > 0.

et on écrit ensuite

Exercice 3 (Intervalle de confiance avec le lemme d’Hoeffding). Dans toute la suite,
on suppose qu’on a acces G un échantillon X1, Xo, ..., X, de v.a. indépendantes et de
loi de Bernoulli de paramétre 6 € (0,1) inconnu. On note 0, = 1 =30 Xi la moyenne
empirique.

1. Montrer que ]E(exp(z A(X; — 9)) = [E(exp( (Xy — 9))]”, puis utiliser 'in-

i=1n
égalité (1) prouvée a Uexercice 2 (le lemme d’Hoeffding), pour montrer que :

~ 2
VACR, lnE<eA(9“*9)) A
Sn

Par I'indépendance des X, on a

On en déduit que

e (3200 -) ) <o o2 -0))]

3



Mais I'inégalité de Hoeffding nous dit que

o e (205 0) Y] (20 - 3o ) « 22,

ce qui permet de conclure

mE(@A@Fe)) _ mE(eXp <i %(Xi —~ 9))) =nln {E <exp<%(X1 — 9)))] < ;—;

. A Daide de linégalité de Markov, montrer que, pour tout x > 0,

IP’(@L >0+ x) < e’/ (8n) g—Ae pour tout X > 0 .

En optimisant en X\, en déduire que P(é\n >0+ x) < e’ pour tout x > 0.
Ici, il y a une astuce fréquemment utilisé en probabilité, qui consiste a appliquer

I'inégalité de Markov a la variable aléatoire 00 Vioila le calcul
P[ﬁn >0+x} :P[A(én—e) > )\x]

_p [ex(é\n—e) > exx}

E[e)6n—0)]
< Bl ) S | (Markov)
e x
6)\2/871
S—0 = exp(A\?/8n — Az)  (question 1)
e x

On cherche le lambda qui minimise exp(A?/8n—A\z). Autrement dit, on cherche le
minimum du polynéme de second degré \?/8n— Az, atteint en A = —b/2a = 4nz.
On a donc, en utilisant 'inégalité pour A\ = 4nz, que

P [@1 >0+ x} < exp(—2na?).

. Montrer que, de méme, ]P’(@\n <0 - x) < 6_2”“*’2, pULS que
P(‘@\n - 9’ > 3:) < 9e2na? pour tout x > 0.

Comment interpréter cette inégalité ?
Pour l'inégalité dans ’autre sens, il faut utiliser la méme chose avec —A\.

P[§n<9—x] :P[—A(@n—e) >)\x}
_p [e"\@_e) - e_’\:”}

E [6/\(@\'” _0)]]
e)\:p

2
o /8n

< (Markov)

= exp(A\?/8n — Az) (question 1).
e X

De méme que précédemment, on prend A\ = 4nx pour obtenir P(é\n <0 - {E) <
e~2ne” Dloq

2

P(‘é\n—ﬁ‘ >$):P[§n<0—x} +P[§n>0+m] < e

C’est un controle de la déviation de #,, & sa moyenne, donc un controle de 'erreur
de l'estimateur 6,, de 6.



4. Utiliser 'inégalité précédente pour montrer que ['intervalle aléatoire donné par

i o = {é\n - ./% ;@1 + \/% } est un intervalle de confiance pour 0 de

niveau (de risque) . Attention, le niveau doit étre garanti pour tout n € N¥,
contrairement auz intervalles de confiance de niveau asymptotique o pour les-
quels le niveau n’est garanti qu’approximativement lorsque n — +00. Dans notre
cas, on parlera donc d’intervalle de confiance non-asymptotique.

. . . . _ 2 -, . .
Pour avoir un niveau a, il faut avoir 2e2"*" = o dans 'inégalité de la question

In(2/a)
2n

PO ¢ I,,) :P<|§n—9\ > W) =<a

+oo
5. On pose o(z) = e % /2/\/21 pour x > 0 et ®(u) = / o(x)dx pour u > 0.

précédente. Ca correspond & z = . On a donc

Montrer que - (—z7 ()= (1+272)p(z), puis u'p(u) < (1+u~?)D(u) pour
tout u > 0, el en déduire que

Yu >0, P(u) > Q) -
U+ u-
Calculons
d L z2e /2 o
d]}(_x @(x)) \/ﬂ—i-e 222 (L’ = (1—|—ZE )90( )7
d’on

el == [ () e

= / oo(l + 27 Hp(z)dr < (1 + u2)/ N o(z)dr = (14 u"?)®(u),

o(u)
utu—1

ce qui entraine ®(u) >

In(2/c) )
20(1-6) |-

Utiliser ensuite l’inégalité de la question précédente pour montrer que ce niveau
asymptotique est plus proche de o que celui de intervalle de confiance construit
avec l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev. Est-ce logique ¢ souhaitable ¢

On a d’apres le TCL

In(2/a) _ In(2/a)
SRUIN S SRR o B o)

6. Montrer que le niveau asymptotique est égal a lirf Py (fna ] 9) = 2@(
n—-+0o0o

En appelant u, = ;gg/fg)), on a donc
. 7 = 20(Ua)
ImPy(l,o Z0) =2P(u,) > ————
mPo(f 3 6) = 26(u) > 25"

Or 6(1 — 6) < 1/4, donc u, > /2In(2/a) > \/2In(2) > 1. D’ot

U +uyt < g + 1 < 20y,



On a done

20(ta) _ 2p(ua) _ (a/2)707

Uo Fugzl T 2ug n(2/a)
20(1-0)

Quand « proche de 0, ce terme est bien supérieur a exp(—1/2«) obtenu pour
I'intervalle de confiance construit avec BT.

Exercice 4. Comparer les intervalles de confiance étudiés dans 'exercice 1 avec 'inter-
valle de confiance non-asymptotique construit dans I'exercice 3. Toutes les simulations
numériques seront réalisées avec des échantillons X, Xo, ..., X, S B(0) pour dif-
férentes tailles d’échantillon n, différentes valeurs de 6, et différents niveaux a. On

répondra notamment aux questions suivantes :

1. & Comment vérifier numériquement que l'intervalle de confiance de I'exercice 3
est bien de niveau o ? Est-ce vrai pour tout n € N*?

2. Quel intervalle de confiance non-asymptotique est le moins large entre celui
construit avec 'inégalité de Bienaymé-Tchebychev (cf. cours) et celui construit
avec le lemme d’Hoeffding (exercice 3)7 La réponse est-elle vraie pour tout
a € (0,1) ou dépend-elle de la valeur de a?

3. & Vérifier numériquement votre réponse a la question précédente.

4. & En pratique, que prendriez-vous comme intervalle de confiance ?



