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1 Introduction1.1 Ce qui ne sera pas trait�eBien que des milliers de publications soient parues sur le sujet, la d�enomination\M�ethodes de Monte-Carlo" reste assez impr�ecise dans la litt�erature, et varie selon lessp�ecialit�es (math�ematiques, recherche op�erationnelle, automatique, physique, informa-tique). Chez certains auteurs, elle tend �a englober tout ce qui a trait �a l'utilisationdu hasard dans les programmes informatiques, c'est-�a-dire �a la fonction Random. Cecirepr�esente un champ beaucoup trop vaste pour le cadre de ce cours (le livre r�ecent deFishman [35] malgr�e ses 700 pages n'est pas exhaustif), et recouvre de fait des sujetsassez distincts.Commen�cons par une liste de domaines plus ou moins interconnect�es, li�es �a l'utilisa-tion du hasard sur ordinateur, que nous n'aborderons pas ou peu (chacun d'eux justi-�erait un cours complet en soi).� La construction des g�en�erateurs pseudo-al�eatoires, ou comment coder ef-�cacement une fonction Random. C'est un probl�eme que nous consid�ererons arbi-trairement comme r�esolu par Marsaglia et Zaman [61, 62], bien qu'une litt�eratureimportante continue �a se d�evelopper sur la question. Quatre r�ef�erences de basesont les livres de Knuth [56], Dudewicz et Ralley [29], Fishman [35], Gentle [38].L'article de Ripley [75] est une bonne introduction.� La simulation des variables al�eatoires, ou comment transformer un appelde Random (r�ealisation d'une variable al�eatoire de loi uniforme sur [0; 1]) en unevariable al�eatoire de loi donn�ee. Ce sujet est abord�e �a niveau �el�ementaire dans denombreux manuels, par exemple les livres de Bouleau [12], Snell [89] ou Berger [9].Il est trait�e �a fond par Devroye dans [26]. Nous nous contenterons de quelquesindications sur les trois principes g�en�eraux que sont l'inversion, le rejet et lad�ecomposition.� La simulation des processus stochastiques ou comment transformer unesuite de variables al�eatoires ind�ependantes et de même loi (suite d'appels deRandom) en un processus quelconque (martingale, châ�ne ou processus de Markov,champ al�eatoire, processus de di�usion . . . ). Plusieurs livres traitent de la si-mulation des processus, parmi lesquels celui de Bouleau et L�epingle [14]. Pourles processus de di�usion les livres de Kloeden et Platen [54, 55] sont la r�ef�erenceindispensable. Nous nous limiterons au sch�ema de discr�etisation le plus simple,le sch�ema d'Euler-Maruyama.� La construction et la simulation de mod�eles stochastiques, par exempleen recherche op�erationnelle ou automatique (r�eseaux de �les d'attente, syst�emes�a �ev�enements discrets. . . : voir entre autres [80, 82, 84, 83, 86, 92, 96]). C'est unsujet su�samment important pour avoir suscit�e le d�eveloppement de langagesde programmation sp�ecialis�es comme SIMULA ou plus r�ecemment MODLINE etQNAP (sur les aspects algorithmiques voir aussi Watkins [94]). Nous ne traiteronspas non plus de l'utilisation du calcul stochastique en analyse �nanci�ere, ni desutilisations de la simulation dans ce contexte (voir [46, 58, 69, 59]).1



� L'analyse probabiliste d'algorithmes. Etudier la complexit�e d'un algorithme(d�eterministe) dans le pire ou le meilleur des cas, re
�ete rarement son comporte-ment sur des donn�ees courantes. On a donc souvent recours �a une analyse \enmoyenne" o�u les donn�ees d'entr�ee de l'algorithme sont tir�ees au hasard, en un sensqui d�epend du type de probl�eme �etudi�e. Sur cette question, plusieurs r�ef�erencesde la litt�erature informatique sont accessibles au math�ematicien appliqu�e, parmilesquelles Graham et al. [41] ou le livre de Hofri [43], plus sp�ecialis�e.� Les algorithmes randomis�es. Ce sujet s'est d�evelopp�e ces dix derni�eres ann�eessous l'impulsion d'informaticiens th�eoriciens. Parmi les probl�emes dont la solutionpeut être programm�ee, on distingue ceux qui sont r�esolubles en un temps qui ned�epasse pas une certaine puissance de la taille du probl�eme de ceux qui ne le sontpas (NP-complets). Pour certains de ces derniers, on a pu trouver des algorithmesde r�esolution approch�ee en temps polynômial, �a base essentiellement de châ�nesde Markov. Leur �etude devient un domaine important de l'informatique th�eorique(voir Sinclair [88] ou Motwani et Raghavan [68]).� Les m�ethodes de Monte-Carlo en statistique. De nombreuses questionsd'estimation, de tests ou de repr�esentation de donn�ees se ram�enent �a des probl�e-mes num�eriques d'optimisation ou de r�esolution de syst�emes de grande taille.Les m�ethodes qui seront pr�esent�ees dans ce cours connaissent un grand succ�esaupr�es des statisticiens, qui en ont d�eduit des versions adapt�ees �a leurs typesde probl�eme (�echantillonnage de Gibbs, algorithmes EM, SEM. . . : voir Robert[78, 79] et McLachlan [64]). Il est tr�es arti�ciel de couper, comme nous le fe-rons, les m�ethodes de r�esolution de probl�emes d�eterministes de leurs applicationsnaturelles en statistique. Du
o [30, 31] traite d'ailleurs sans distinction les deuxtypes d'applications. Robert [77, 78, 79] montre bien l'importance et l'int�erêt desm�ethodes de Monte-Carlo en statistique, en particulier bay�esienne.� Les algorithmes de �ltrage. Il existe de nombreuses m�ethodes adapt�ees auxcas o�u les donn�ees du probl�eme �a traiter ne sont pas connues exactement, soitqu'elles proviennent d'un calcul num�erique entach�e d'erreurs importantes, soitqu'elles soient calcul�ees �a partir d'un �echantillon statistique. Filtrage de Kalman,m�ethodes de fonctions splines [32] ou ondelettes [4], algorithmes de Robbins-Monro ou Kiefer-Wolfowitz, toute une panoplie de techniques permettent detraiter des donn�ees bruit�ees (voir Benv�eniste et al. [8] pour une r�ef�erence g�en�erale,et [95] pour le cas de l'analyse d'images). L�a aussi notre s�eparation entre lesm�ethodes o�u le hasard provient du mod�ele et celles o�u il est apport�e par l'utilisa-tion de la fonction Random est tout �a fait arti�cielle. Les processus stochastiquessous-jacents sont essentiellement les mêmes, comme le montre bien Du
o [31](voir aussi [57]).
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1.2 Ce qui sera trait�eQue reste-t-il donc ?Nous d�esignerons surtout dans ce cours par m�ethodes de Monte-Carlo des algorithmesutilisant la fonction Random pour r�esoudre un probl�eme num�erique d�eterministe (calculd'int�egrale, r�esolution de syst�eme, r�esolution d'�equation di��erentielle, optimisation).Les m�ethodes num�eriques d�eterministes ayant connu le d�eveloppement que l'on sait,il est l�egitime de se poser la question de l'int�erêt d'en rajouter qui fassent appel auhasard, l�a o�u il n'a rien �a faire a priori. L'objectif �a atteindre �etant la solution ap-proch�ee d'un certain probl�eme avec une pr�ecision " �x�ee, un crit�ere de choix importantdans le choix d'une m�ethode num�erique est le temps d'ex�ecution, mesur�e en nombred'op�erations �el�ementaires (la complexit�e de l'algorithme). Intervient alors la notion detaille du probl�eme, qui est un entier n dont la signi�cation est habituellement claireen fonction du contexte. C'est la dimension de l'espace pour une int�egrale multiple, lataille de la matrice pour la r�esolution d'un syst�eme, etc. . . Les complexit�es des m�ethodesnum�eriques d�eterministes d�ependent habituellement de la taille de fa�con polynomiale,typiquement en O(n2) ou O(n3). Tout aussi typiquement, une m�ethode de Monte-Carlor�esoudra le même probl�eme en O(n). Cela semble miraculeux : o�u est donc le pi�ege ?Il est dans la constante cach�ee par l'expression O(n). Cette constante d�epend de lapr�ecision " �a atteindre. Pour une dimension donn�ee, il est fr�equent qu'une m�ethodenum�erique atteigne la pr�ecision " en un temps O(log("�1)) (en id�ealisant, cela signi�eque chaque nouveau pas d'it�eration fait passer la pr�ecision de 10�k �a 10�(k+1)). Pourune raison li�ee au th�eor�eme central limite, les m�ethodes de Monte-Carlo atteignent lapr�ecision " en O("�2), ce qui est tr�es lent (typiquement 106 it�erations pour une pr�ecisionde 10�3). D�eterministe Monte-CarloK log("�1)n2 K"�2 nC'est donc dans des cas o�u la taille n du probl�eme est tr�es grande et l'exigence sur lapr�ecision faible (" grand) qu'il faut envisager les m�ethodes de Monte-Carlo. Au d�ebut,pour des raisons de clart�e, les exemples trait�es seront en basses dimensions. En pratique,on ne calcule pas une int�egrale double ou triple, on ne r�esoud pas un syst�eme 2� 2 (nimême 100�100) avec une m�ethode de Monte-Carlo. L'utilisation du hasard ne devientconcurrentielle qu'�a partir de dizaines de dimensions pour une int�egrale ou de milliersd'�equations pour un syst�eme. Il peut même se faire que la taille du probl�eme soit telleque les m�ethodes d�eterministes �echouent pour des raisons de place en m�emoire. Parexemple, la taille maximale des syst�emes lin�eaires que l'on peut r�esoudre actuellementest de l'ordre de 106 (voir Stewart [90]). Dans certains cas, une m�ethode de Monte-Carlo ira bien au-del�a. Remarquons �egalement que les deux approches peuvent êtrecompl�ementaires. De nombreuses m�ethodes num�eriques demandent �a être initialis�eespar une valeur d�ej�a assez proche de la solution (par exemple Newton-Raphson). Unem�ethode de Monte-Carlo pourra fournir �a peu de frais cette initialisation.Pour r�esumer, on peut voir les m�ethodes de Monte-Carlo comme des m�ethodes rela-tivement peu pr�ecises, mais faciles �a impl�ementer, robustes, et destin�ees en priorit�e aux3



probl�emes de tr�es grande taille. Signalons en�n que dans de nombreux cas les m�ethodesde Monte-Carlo se prêtent bien �a la parall�elisation, sujet que nous n'aborderons pas(voir Shonkwiler et Van Vleck [87], Del Corso [25] et Trouv�e [93]).1.3 Pr�erequis et planCe cours a un objectif r�esolument pratique. Il se veut accessible �a tout �etudiantde DEA, ayant re�cu une formation minimale en probabilit�es. Aucune connaissanceparticuli�ere, autre qu'un peu de bon sens, ne sera suppos�ee acquise. Les seules notionsde probabilit�e qui seront utilis�ees sont la notion de suite de variables ind�ependantes(fonctions d'appels de Random successifs), le th�eor�eme central limite, qui est l'outil debase pour d�eterminer la pr�ecision d'un algorithme de Monte-Carlo, et les châ�nes deMarkov, vues comme des algorithmes it�eratifs o�u chaque nouveau pas est calcul�e enfonction du pr�ec�edent et d'un nouveau tirage al�eatoire. Les connaissances probabilistescorrespondantes �gurent dans tous les manuels classiques, qui vont en g�en�eral bienau-del�a (par exemple Berger [9], Bouleau [12, 13], Breiman [15], Feller [33, 34], Snell[89]. . . ). Sur les châ�nes de Markov plus particuli�erement, on pourra se reporter au livrer�ecent de Br�emaud [16]. Les r�ef�erences de base restent Chung [22] et Kemeny et Snell[50]. Un point de vue plus appliqu�e est celui de Barucha-Reid [7] et Karlin et Taylor[47, 48]. C� inlar [23] est particuli�erement clair. Les livres de Neuts [70, 71] proposentune vision syst�ematiquement tourn�ee vers l'outil informatique.La deuxi�eme partie traite des m�ethodes �a tirages ind�ependants pour les calculsd'int�egrales, exprim�ees comme des esp�erances de variables al�eatoires. C'est �a cetteoccasion que nous aborderons les g�en�erateurs pseudo-al�eatoires et la simulation deslois de probabilit�e usuelles, pour en donner quelques principes de base. Les calculsd'int�egrales par Monte-Carlo sont trait�es de mani�ere plus ou moins d�etaill�ee dans denombreux manuels, comme ceux de Kennedy et Gentle [51], Hammersley et Handscomb[42], Gentle [38], Morgan [67], Rubinstein [81], Ripley [74], Kleijnen [52, 53]. Sanssurprises sur le plan th�eorique, elles fourniront surtout l'occasion de rappeler un certainnombre de bases probabilistes et algorithmiques, l'objectif principal �etant de d�evelopperl'�etat d'esprit assez particulier qui pr�eside �a une impl�ementation e�cace des m�ethodesde Monte-Carlo. Il s'agit en e�et de s'habituer �a consid�erer que la vitesse d'ex�ecution del'algorithme est ce qui conditionne avant tout la pr�ecision du r�esultat. On illustrera cepoint de vue �a l'aide de plusieurs astuces de programmation, habituellement regroup�eessous l'appellation de \m�ethodes de r�eduction de la variance".Au del�a des calculs d'int�egrales, les m�ethodes les plus r�epandues font appel �a lasimulation de châ�nes de Markov. La troisi�eme partie traite des m�ethodes markoviennesqui, comme dans la partie pr�ec�edente, utilisent la loi des grands nombres pour calculerune esp�erance. Cette esp�erance est celle d'une variable al�eatoire qui est fonction de latrajectoire d'une châ�ne de Markov sur un intervalle de temps born�e. Elle est approch�eepar une moyenne des valeurs prises par la variable sur un grand nombre de trajectoiresind�ependantes. L'application aux syst�emes lin�eaires nous servira surtout �a introduireles m�ethodes de r�esolution d'�equations aux d�eriv�ees partielles. Comme r�ef�erence de4



base sur le sujet, nous utiliserons le livre de Lapeyre et al. [59].La quatri�eme partie traite d'un autre type de m�ethodes markoviennes. Ces m�etho-des explorent un espace d'�etats soit de mani�ere homog�ene pour approcher une mesured'�equilibre donn�ee (m�ethodes MCMC [78]), soit de mani�ere dirig�ee �a la recherche d'unpoint (extr�emum d'une fonction [17]). Dans ce dernier cas, il s'agit de suivre une trajec-toire d'une châ�ne de Markov, qui visite avec une probabilit�e croissante un voisinage dela cible �a atteindre. Parmi ces techniques, on peut ranger les m�ethodes neuronales, quenous n'aborderons pas (voir [3, 63, 76]). Nous traiterons surtout le recuit simul�e [5, 10,18] et d�ecrirons l'heuristique des algorithmes g�en�etiques [6, 19, 20, 21, 39, 44, 65, 66],et de l'algorithme MOSES [36]. Ces algorithmes peuvent être vus comme des m�ethodesde descente de gradient, \bruit�ees" a�n d'�eviter les pi�eges d'�eventuels minima locaux.Les questions th�eoriques de convergence et de pr�ecision des m�ethodes d'explorationmarkovienne sont souvent tr�es di�ciles. Elles ont donn�e lieu �a une intense activit�ede publication ces 15 derni�eres ann�ees (voir Salo�-Coste [85]). Nous n'aborderons cesquestions que de mani�ere assez super�cielle dans le cadre des châ�nes r�eversibles. Lesdeux livres de Du
o [30, 31] constituent une r�ef�erence de base, d'un niveau sensiblementsup�erieur �a celui de ce cours.
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2 M�ethodes �a tirages ind�ependants2.1 G�en�erateurs pseudo-al�eatoires2.1.1 PostulatsTous les langages (ou presque) disposent d'un g�en�erateur pseudo-al�eatoire. Les syn-taxes varient : ran, gran, rand, Random. . . Ce sont des fonctions, qui au dire des manuelsd'utilisation, \retournent des nombres au hasard". Ce que l'on entend par \nombres auhasard" d�epend d'abord du type des nombres (bool�eens, entiers, r�eels). Nous convien-drons de noter Random la fonction qui \retourne un r�eel au hasard dans [0; 1]". Cecirecouvre en fait deux propri�et�es distinctes, que nous admettrons comme postulats.Postulats1. 8a; b ; 0 � a < b � 1 Prob[Random 2]a; b] ] = b� a.2. Les appels successifs de Random sont des variables al�eatoires ind�ependantes.En d'autres termes, on d�ecide que la suite des appels de Random est une suite de vari-ables al�eatoires ind�ependantes, de loi uniforme sur [0; 1]. Dans ce qui suit, la notationProb d�esigne la loi de cette suite, �a savoir le produit indic�e par IN de copies de lamesure de Lebesgue sur [0; 1].Interpr�etation : Dans le langage courant \au hasard" ne signi�e pas seulemental�eatoire mais en plus uniform�ement r�eparti. Choisir au hasard, c'est donner les mêmeschances �a tous les r�esultats possibles (�equiprobabilit�e). On attend d'un r�eel \au hasard"dans [0; 1] qu'il tombe entre 0:4 et 0:5 avec probabilit�e 1=10, de même qu'entre 0:8 et0:9. Deux intervalles inclus dans [0; 1] ont la même probabilit�e d'être atteints s'ils ontmême longueur, et cette probabilit�e est la longueur des intervalles. Les postulats ci-dessus ont une autre cons�equence. Si on consid�ere des couples successifs d'appels deRandom comme des coordonn�ees de points du plan, ces points sont des \points auhasard" dans [0; 1]2. Le sens pr�ecis �etant que ces points sont ind�ependants et8a; b ; 0 � a < b � 1 ; 8c; d ; 0 � c < d � 1Prob[ (Random1, Random2) 2]a; b]�]c; d] ] = (b� a)(d� c) :La probabilit�e qu'un point dont les deux coordonn�ees sont des appels de Random tombedans un rectangle est la surface de ce rectangle. Ceci peut �evidemment être �etendu endimension quelconque. Des triplets d'appels de Random successifs sont les coordonn�eesde \points au hasard" dans le cube [0; 1]3, etc. . .Proposition 2.1 Pour tout k 2 IN�, soient (R1; : : : ; Rk) k appels successifs de Ran-dom. Les postulats 1) et 2) entrâ�nent que pour tout rectangleD =]a1; b1]� � � ��]ak; bk]; 0 � ai < bi � 1 ; i = 1; : : : ; k ;P rob[ (R1; : : : ; Rk) 2 D ] = (b1 � a1) � � � (bk � ak) :7



La probabilit�e pour Random de tomber sur n'importe quelle valeur particuli�ere estnulle : 8a 2 [0; 1] Prob[ Random = a ] = 0;car 8" > 0 ; P rob[ Random = a ] � Prob[ Random 2]a� "; a] ] = " :En cons�equence, Prob[ Random 2 ]a; b] ] = Prob[ Random 2 [a; b] ]= Prob[ Random 2 [a; b[ ]= Prob[ Random 2]a; b[ ] :Il y a un paradoxe �a admettre �a la fois que Random peut prendre une in�nit�e de valeursdistinctes et ne prend jamais aucune valeur particuli�ere. Nous verrons en pratique lasituation est l�eg�erement di��erente, sans que cela remette en cause les postulats ded�e�nition de Random.Une fois admis ces deux postulats, toute analyse d'algorithmes contenant Randomest une d�emonstration math�ematique qui ne doit contenir aucun �a-peu-pr�es.Exemple 1 : (Int( � ) d�esigne la partie enti�ere).X  � (Int( Random| {z }R1 �3 )) � (Int( Random| {z }R2 �2 )) :La variable al�eatoire X prend les valeurs 0, 1 ou 2.Prob[X = 2] = Prob[ Int( R1 � 3 ) = 2 et Int( R2 � 2 ) = 1 ]= Prob[ R1 2 [2=3; 1[ et R2 2 [1=2; 1[ ]= �1� 23��1� 12�= 16 :On montre de même que Prob[X = 1] = 1=6 et Prob[X = 0] = 4=6.Remarque : Contrairement aux apparences, l'algorithme ci-dessus ne retourne pas devaleurs entre 3 et 6. En th�eorie, la probabilit�e que Random retourne la valeur 1 estnulle. En pratique, les g�en�erateurs sont le plus souvent cod�es de mani�ere �a ne retournerni 0 ni 1.Exemple 2 : Lancer de d�e. D  � Int(Random � 6) + 1Pour tout k 2 f1; : : : ; 6g,Prob[D = k] = Prob[ Int( Random � 6 ) = k � 1 ]= Prob[Random � 6 2 [k � 1; k[ ]= Prob[Random 2 [(k � 1)=6; k=6[ ]= k6 � k�16 = 16 :8



Il ne faut pas d�eduire de cet exemple que Int(Random�k) est la bonne mani�ere de tirerun entier au hasard entre 0 et k�1. Les g�en�erateurs courants permettent di��erents typesde sorties : r�eelles uniformes sur l'intervalle [0; 1], mais aussi bool�eennes, enti�eres, etmême complexes.Nous noterons Random(fx1; : : : ; xkg) la fonction qui retourne une valeur \au hasard"sur l'ensemble �ni fx1; : : : ; xkg. Ses appels successifs sont des variables al�eatoires ind�e-pendantes et le postulat 1) est remplac�e par :Prob[Random(fx1; : : : ; xkg) = xi] = 1k ; 8i = 1; : : : ; k :Les g�en�erateurs permettent de simuler des suites d'exp�eriences al�eatoires ind�ependan-tes, et donc de calculer de fa�con approch�ee des probabilit�es par application de la loides grands nombres.nA  0R�ep�eter n foisexp�erienceSi A r�ealis�e alors nA  nA + 1�nSi�nR�ep�eterfA  nA=n :La variable fA est la fr�equence exp�erimentale de l'�ev�enement A au cours des nexp�eriences.Exemple :nA  0R�ep�eter n foisD  Random(f1; : : : ; 6g) (Lancer d'un d�e)Si D � 4 alors nA  nA + 1�nSi�nR�ep�eterfA  nA=n :En sortie de cet algorithme, fA contient un nombre d'autant plus proche de 0:5 que nest grand. Plus le nombre d'exp�eriences est grand, plus pr�ecis est le r�esultat. Il est doncessentiel qu'une boucle de simulation soit la plus rapide possible. Il faut en �eliminertoutes les op�erations coûteuses ou inutiles.2.1.2 Suites uniformesAu vu de la suite de r�eels retourn�ee par un g�en�erateur particulier, comment d�eciderque ce g�en�erateur convient ? Le seul moyen pratique d'estimer une probabilit�e est del'exprimer comme une limite de fr�equences exp�erimentales.9



D�e�nition 2.2 Une suite (xn); n 2 IN, �a valeurs dans [0; 1] est dite k-uniforme sipour tout rectangleD =]a1; b1]� � � ��]ak; bk]; 0 � ai < bi � 1 ; i = 1; : : : ; k ;limn!1 1n n�1Xi=0 11D((xki; xki+1; : : : ; xk(i+1)�1)) = (b1 � a1) � � � (bk � ak) :La notation 11D d�esigne la fonction indicatrice de l'ensemble D.11D(y) = ( 1 si y 2 D ;0 sinon :Le vecteur (xki; xki+1; : : : ; xk(i+1)�1) est le i-i�eme k-uplet d'�el�ements cons�ecutifs de lasuite. La somme n�1Pi=0 11D((xki; xki+1; : : : ; xk(i+1)�1)) est le nombre de k-uplets d'�el�ementscons�ecutifs de la suite qui appartiennent �a D parmi les n premiers.La d�e�nition ci-dessus dit donc que parmi les k-uplets d'�el�ements cons�ecutifs de lasuite, la proportion de ceux qui tombent dans un rectangle donn�e doit tendre vers levolume de ce rectangle (en dimension k). Cette d�e�nition est passablement utopique.En particulier elle entrâ�ne que la probabilit�e que Random tombe sur un point donn�eest nulle. Comme qu'il n'y a qu'une quantit�e d�enombrable de rationnels dans [0; 1], laprobabilit�e de tomber sur un rationnel est �egalement nulle. Or l'ordinateur ne connâ�tque les d�ecimaux, et même seulement un nombre �ni d'entre eux, donc la fonctionRandom ne peut retourner que des rationnels. . . Qu'�a cela ne tienne, si on sait construireune suite uniforme de chi�res entre 0 et 9, on pourra en d�eduire des r�eels au hasarddans [0; 1], approch�es �a la k-i�eme d�ecimale, en consid�erant des k-uplets cons�ecutifs dechi�res de la suite initiale. C'est le principe des \tables de nombres au hasard" quel'on trouve encore dans certains livres. La même remarque vaut bien sûr en base 2. Ilsu�rait donc de savoir d�e�nir ce qu'est une suite de bits au hasard. Voici la d�e�nitionde k-uniformit�e pour les suites de bool�eens.D�e�nition 2.3 Une suite x = (xn) de bool�eens dans f0; 1g, est dite k-uniforme sipour tout ("1; : : : ; "k) 2 f0; 1gk :limn!1 1n n�1Xi=0 11f("1;:::;"k)g((xki; xki+1; : : : ; xk(i+1)�1)) = 12k :Ce que l'on attend en fait de la suite des appels de Random, c'est qu'elle soitk-uniforme, pour tout entier k (on dit 1-uniforme). C'est �evidemment illusoire, carl'in�ni n'existe pas pour un ordinateur. Tout ce que l'on peut faire, c'est v�eri�er que riend'invraisemblable ne se produit pour la suite �nie observ�ee. C'est pr�ecis�ement l'objetdes tests statistiques que de distinguer le plausible de ce qui est trop peu vraisemblable.\D�e�nition" Un N�uplet de nombres dans [0; 1] sera dit pseudo-al�eatoire s'il passeavec succ�es une s�erie de tests statistiques, chacun �etant destin�e �a v�eri�er une cons�e-quence de la k-uniformit�e. Le nombre de ces tests ainsi que l'entier k sont fonctioncroissante de l'exigence de l'utilisateur.Des quantit�es de tests ont �et�e imagin�es pour mettre les g�en�erateurs �a l'�epreuve.10



2.1.3 Impl�ementationParmi les di��erentes formalisations du hasard qui ont pu être propos�ees, la notionde suite1-uniforme est la seule utilisable en pratique : elle est la seule que l'on puissetester pour un g�en�erateur donn�e et elle su�t �a justi�er toutes les applications desg�en�erateurs pseudo-al�eatoires. Les g�en�erateurs conseill�es ci-dessous, comme ceux quisont livr�es avec les compilateurs courants, sont issus d'une longue exp�erimentationstatistique, et n'ont surv�ecu au temps que parce qu'ils ont donn�e satisfaction �a denombreux utilisateurs, ce qui n'empêche pas de rester vigilant.Comment sont-ils programm�es ? Même les suites r�ecurrentes les plus simples peu-vent être chaotiques et donc constituer des exemples de suites apparemment al�eatoires.Et ce, même si le sens intuitif de al�eatoire (impossible �a pr�evoir) est contradictoireavec la d�e�nition d'une suite r�ecurrente (chaque terme fonction connue du pr�ec�edent).Il n'est pas trop di�cile d'engendrer des suites qui aient un comportement al�eatoire.Pour un ordinateur, il n'existe qu'un nombre �ni de valeurs. Les valeurs de Random sonttoujours calcul�ees �a partir d'entiers r�epartis dans f0; 1; : : : ;M�1g o�u M est un grandnombre (de l'ordre 108 au moins pour les g�en�erateurs usuels). Pour retourner un r�eeldans [0; 1], il su�t de diviser par M . En pratique, un nombre �ni de valeurs peuventseules être atteintes, et elles le sont avec une probabilit�e positive. Ceci contredit lespostulats de d�e�nition de Random mais ne constitue pas un inconv�enient majeur dansla mesure o�u M est tr�es grand. Pour obtenir un autre type de r�ealisations, comme parexemple des entiers uniformes sur f0; : : : ; kg ou des bool�eens (pile ou face), passer parles appels de Random est inutile, il vaut mieux partir du g�en�erateur sur f0; : : : ;M�1gsans diviser au pr�ealable par M . Ceci est pris en compte par la plupart des langagescourants.La valeur retourn�ee par un g�en�erateur est une fonction de la valeur pr�ec�edente oudes valeurs obtenues pr�ec�edemment. Dans le premier cas la suite calcul�ee est une suiter�ecurrente. Une \graine" u0 �etant choisie dans f0; : : : ;M�1g, les valeurs successivesde la suite sont d�e�nies par un+1 = g(un), o�u g est une fonction de f0; : : : ;M�1g danslui-même, su�samment simple pour être calcul�ee rapidement.On se heurte alors �a un probl�eme important : toute suite r�ecurrente sur un ensemble�ni est p�eriodique. La suite de valeurs retourn�ee par Random bouclera forc�ement. Peut-on consid�erer comme al�eatoire une suite p�eriodique ? Oui peut-être, si la p�eriode estsu�samment �elev�ee par rapport au nombre de termes que l'on utilise. La prudences'impose en tout cas et il faut se m�e�er de l'id�ee intuitive que plus le passage deun �a un+1 sera compliqu�e, plus leurs valeurs seront ind�ependantes et meilleur sera leg�en�erateur.Les g�en�erateurs les plus simples sont les g�en�erateurs par congruence. Ils sont de laforme suivante : g(u) = (Au+ C) modulo M :Divers r�esultats math�ematiques permettent de justi�er les \bons" choix de A, C etM . Ils sont tomb�es en d�esu�etude du fait de l'apparition de nouveaux g�en�erateurs plusperformants. Le g�en�erateur suivant �etait tr�es r�epandu et donnait en g�en�eral satisfaction.11



Il peut encore servir comme d�epannage.g(u) = 16807 u modulo 2147483647 :Tout g�en�erateur n�ecessite une initialisation. Pour une même valeur de la graine u0,c'est la même suite de valeurs qui sera calcul�ee �a chaque fois. Pour obtenir des r�esultatsdi��erents d'une ex�ecution �a l'autre, il est n�ecessaire de changer la graine au d�ebut dechaque ex�ecution. Selon les langages, cette initialisation peut être laiss�ee au choix del'utilisateur, ou être r�ealis�ee �a partir du compteur de temps (fonction randomize enTurbo Pascal, seed en C. . . ). L'instruction de randomisation doit �gurer uneseule fois, en d�ebut de programme principal. La solution de l'initialisation parle compteur de temps peut poser un probl�eme sur les gros syst�emes o�u l'horloge estd'acc�es r�eserv�e.On trouve sur le r�eseau un ensemble de proc�edures propos�ees par Marsaglia et Za-man. Ces proc�edures sont pr�esent�ees sous forme de �chier compress�e, selon les syst�emesd'exploitation (par exemple FSULTRA1.ZIP pour DOS). Une fois d�ecompress�e on ob-tient un ensemble de proc�edures en Assembleur, Pascal, C, Fortran qui impl�ementent leg�en�erateur ULTRA, dont les qualit�es sont tr�es sup�erieures �a celles des g�en�erateurs clas-siques. C'est ce g�en�erateur que nous conseillons d'utiliser dans sa version Assembleur,de pr�ef�erence aux g�en�erateurs des langages courants.La qualit�e d'une simulation est largement conditionn�ee par sa rapidit�e d'ex�ecution.La mani�ere de programmer joue donc un rôle essentiel. En particulier on prendra garde�a �evacuer de la boucle principale du programme toute op�eration inutile. De même ilfaut syst�ematiquement chercher �a remplacer les op�erations coûteuses par d'autres plusrapides, même si cela donne un programme moins �el�egant �a lire. Il est bon d'avoir entête un ordre de grandeur des coûts relatifs de certaines op�erations : a�ectations, tests,Random, additions en entier et en r�eel, multiplications en entiers et en r�eels, fonctions\ch�eres" (exp, log, sqrt, cos. . . ). Le probl�eme est qu'il est di�cile d'attribuer des coûtspr�ecis aux op�erations de base, dans la mesure o�u ces coûts d�ependent tr�es fortementnon seulement du processeur, mais aussi du langage, et même du compilateur utilis�epour ce langage. A titre d'exemple, voici des temps en secondes, mesur�es sur un PCavec processeur 486DX33, pour des boucles de 107 it�erations contenant chacune uneop�eration �el�ementaire, �ecrites en TurboPascal. Ces r�esultats ne peuvent pas être priscomme des �evaluations de dur�ees pour des op�erations bool�eennes, enti�eres ou r�eellesquelconques. Il est impossible de savoir en g�en�eral quelles optimisations locales uncompilateur donn�e est capable de r�ealiser.Le seul conseil que l'on puisse donner est de tester syst�ematiquement les di��erentesoptions possibles sur des boucles de taille r�eduite, et de conserver la plus rapide pourle calcul en vraie grandeur. Un peu de bon sens et de pratique su�sent en g�en�eral �a�eviter les erreurs les plus grossi�eres.
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version 4.0 4.0 5.5 5.5 7.0 7.0coprocesseur sans avec sans avec sans avecBoucle vide 2.69 2.69 2.69 2.70 2.69 3.30B :=true 3.30 3.29 3.30 3.29 3.90 3.29K :=1234 3.90 3.30 3.29 3.30 3.29 3.30X :=1.234 6.32 32.73 4.51 4.50 4.51 4.50B :=(1234<2345) 3.29 3.90 3.29 3.30 3.29 3.30B :=(1.234<2.345) 22.52 18.90 3.30 3.29 3.30 3.29K :=1234+2345 3.30 3.29 3.35 3.35 3.29 3.90K :=1234�2345 3.29 3.90 3.30 3.90 3.30 3.30X :=1.234+2.345 41.36 38.40 5.05 4.45 4.50 4.50X :=1.234�2.345 52.23 38.99 4.50 4.50 4.51 4.51K :=123*234 3.30 3.30 3.30 3.30 3.29 3.29X :=1234/2345 367.12 53.06 5.06 4.50 4.51 5.11X :=1.234*2.345 292.75 38.39 4.50 4.51 4.50 4.51X :=1.234/2.345 364.76 53.44 5.11 5.11 4.50 4.50X :=Random 45.59 82.61 43.33 79.64 42.90 82.33X :=sqrt(1.234) 2233.16 80.41 2302.15 55.20 2172.25 55.482.1.4 Complexit�e et hasardParmi les di��erentes formalisations du hasard qui ont pu être propos�ees, la notion desuite uniforme est la seule utilisable en pratique : elle est la seule que l'on puisse testerpour un g�en�erateur donn�e et elle su�t �a justi�er toutes les applications de la fonctionRandom. Une \vraie" suite al�eatoire doit être uniforme. Mais peut-on consid�erer commeal�eatoire toute suite uniforme ? Nous allons voir que non, malheureusement.Comme l'ordinateur ne peut donner que des approximations d�ecimales des r�eels, ilsu�rait de savoir construire une suite al�eatoire de chi�res entre 0 et 9, pour en d�eduiredes r�eels au hasard dans [0; 1], approch�es �a la k-i�eme d�ecimale, en consid�erant des k-uplets cons�ecutifs de chi�res de la suite initiale. La même remarque vaut bien sûr enbase 2. Il su�rait donc de savoir d�e�nir ce qu'est une suite de bits au hasard.Limitons-nous donc aux suites de bits dans f0; 1g. On attend d'une telle suite qu'ellesoit le r�esultat typique d'une suite de tirages de Pile ou Face. Voici trois s�equencesparticuli�eres : 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 00 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 10 1 1 0 1 0 0 0 1 1 0 1 1 1 0 0La troisi�eme a meilleur aspect que les deux premi�eres. Elle a pourtant exactement lamême probabilit�e de sortir telle quelle �a Pile ou Face : 1=216. Parmi les 1000-uplets debits, tous ont a priori la même probabilit�e de sortir : 1=21000. Toute suite al�eatoire debits doit contenir n�ecessairement une in�nit�e de fois 1000 z�eros �a la suite. Accepterions-nous qu'un g�en�erateur de bits retourne ne serait-ce que 100 z�eros �a la suite ? Cela parâ�tpeu vraisemblable. 13



Sur les 3 exemples ci-dessus, nous �ecarterions le premier car il semble violer la 1-uniformit�e. Nous �ecarterions le second au nom de la 2-uniformit�e. Mais que dire alorsde la suite concat�en�ee de tous les entiers en base 2 (suite de Champernowne) ?0 1 1 0|{z}2 1 1|{z}3 1 0 0| {z }4 1 0 1| {z }5 1 1 0| {z }6 1 1 1| {z }7 1 0 0 0| {z }8 1 0 0 1| {z }9 1 0 1 0| {z }10 1 0 1 1| {z }11 1 1 0 0| {z }12 1 1 0 1| {z }13 : : :On montre qu'elle est 1-uniforme. Mais comment quali�er d'al�eatoire une suite aussiparfaitement pr�evisible ?La d�e�nition la plus intuitive du hasard, celle des dictionnaires, n'a aucun rapportavec l'uniformit�e. Est al�eatoire ce qui est impr�evisible. Une suite serait donc al�eatoiresi on ne pouvait pas pr�evoir son (n+1)-i�eme terme connaissant les n premiers. La suite0 1 0 1 0 1 0 1 : : : 0 1 : : :n'est pas al�eatoire car sans avoir �ecrit les 999 premiers termes on sait que le 1000-i�emesera \1" et le suivant \0". La suite0 1 1 0 1 0 1 1 1 0 0 1 0 1en revanche, ne semble pas pr�esenter de r�egularit�e, de con�guration qui permettraitd'en pr�evoir les termes suivants. Une suite est donc al�eatoire si elle n'a pas de r�egle deconstruction simple.On peut voir une r�egle de construction comme un moyen de compresser une suiteen un algorithme qui l'engendre.Exemple :R�ep�eter n fois�ecrire 0 puis 1�nR�ep�eterTraduit en châ�ne de bits, la seule chose qui d�epend de n dans cet algorithme est le test.La longueur de la châ�ne de bits sera log2 n+constante, pour engendrer �a l'ex�ecutionune châ�ne de longueur 2n (log2 n est le nombre de bits n�ecessaires pour �ecrire n, �a 1pr�es).Notons X� l'ensemble de toutes les châ�nes de bits de longueur �nie. Si x 2 X�, salongueur (nombre de bits) sera not�ee l(x). Un algorithme est une application de X�dans lui-même. X� ��! X�y �! xinput outputSoit �(�) la taille de � exprim�ee en bits (hors input).D�e�nition 2.4 On appelle complexit�e de x relative �a � l'entier :K�(x) = inf f l(y); �(y) = x g+ �(�) (= +1 si x 62 �(X�)) :14



En d'autres termes K�(x) est une mesure de la taille de l'information qu'il fautdonner �a l'algorithme � pour produire x. Dans l'exemple ci-dessus, une châ�ne de log2 nbits su�sait �a produire la châ�ne de longueur 2n0 1 0 1 � � � � � � 0 1| {z }n fois :D�e�nition 2.5 On appelle complexit�e de x l'entier :K(x) = inf� K�(x) :K(x) est la quantit�e minimale d'information n�ecessaire pour produire x.Remarque : Bien que ceci n'ait pas la pr�etention d'être un cours de complexit�e, ondoit tout de même signaler que les d�e�nitions ci-dessus n'ont de sens que si on restreintquelque peu la notion d'algorithme. Si on en reste aux applications quelconques de X�dans X�, on se heurte �a des paradoxes du type de celui de R. Berry :\Le plus petit nombre qu'on ne puisse pas d�e�nir en moins de 20 mots".Le bon cadre est celui des fonctions r�ecursives, calculables par machines de Turing.Pour engendrer une suite donn�ee de n bits, l'algorithme brutal consiste �a les �ecriretous les uns apr�es les autres. Il correspond �a l'application identique I de X� dans lui-même. Relativement �a cet algorithme la complexit�e de toute suite de n bits est n. Doncla complexit�e de toute suite est major�ee par sa longueur :8x KI(x) = l(x) =) K(x) � l(x) :Dire qu'une suite est al�eatoire, c'est dire qu'on ne peut pas faire mieux que l'algo-rithme brutal pour l'engendrer.D�e�nition 2.6 Soit x = (xn)n2IN� une suite de bits. Elle est dite al�eatoire si il existeune constante c telle que pour tout n :9c 8n K((x1; : : : ; xn)) � n� c :D'apr�es la proposition suivante, la plupart des suites sont al�eatoires.Proposition 2.7 Le cardinal de l'ensemble des suites de bits de longueur n dont lacomplexit�e est minor�ee par n�c est au moins :2n(1� 2�c) :D�emonstration : Parmi les inputs susceptibles d'engendrer les suites de longueur n,seuls ceux dont la longueur est inf�erieure �a (n� c) nous int�eressent. Il y en a au plus :20 + 21 + � � �+ 2n�c�1 = 2n�c � 1 :Chaque couple (input+algorithme) engendre au plus une suite de longueur n. Il y adonc au plus 2n�c suites de longueur n dont la complexit�e est inf�erieure �a n� c.2 15



Concr�etement, parmi toutes les suites de longueur n, une proportion de 1=210 '10�3 d'entre elles seulement sont de complexit�e < n� 10.Il devrait donc être facile de trouver des suites al�eatoires puisque la plupart d'entreelles le sont. Paradoxalement, le probl�eme de d�emontrer qu'une suite particuli�ere estal�eatoire est ind�ecidable en g�en�eral.2.2 Th�eor�eme central limite2.2.1 Enonc�eEn simulation, la situation typique est celle o�u on ex�ecute un tr�es grand nombre defois une boucle, en calculant �a chaque passage des r�ealisations de variables al�eatoiresind�ependantes. Le r�esultat recherch�e est une esp�erance, que l'on estime par la moyenneempirique des variables simul�ees. Pas plus en simulation qu'en physique ou en biologieon ne donnera un r�esultat sans indication sur sa pr�ecision. C'est le th�eor�eme centrallimite qui permet de calculer cette pr�ecision.Th�eor�eme 2.8 Soit (Xn); n 2 IN� une suite de variables al�eatoires ind�ependantes demême loi, d'esp�erance � et de variance �2 �nies. Posons8n 2 IN� ; Xn = X1 + � � �+Xnn et Zn = pn� �Xn � �� :La suite (Zn)n2IN� converge en loi vers la loi normale N (0; 1), c'est-�a-dire :8a; b �1 � a < b � +1 limn!1 Prob[a < Zn < b] = Z ba 1p2�e�x2=2 dx :Interpr�etation La fonction 1p2�e�x2=2 joue un rôle extrêmement important en proba-bilit�es (courbe de Gauss). C'est une fonction paire, qui d�ecrô�t rapidement �a l'in�ni.Voici quelques valeurs pour : g(a) = Z a�a 1p2�e�x2=2 dx :a 1 1:96 2 2:5758 3 4 +1g(a) 0:6826 0:95 0:9544 0:99 0:9973 0:999994 1Dans le th�eor�eme central limite, � est la valeur �a estimer. Les n valeurs X1; : : : ; Xnconstituent un �echantillon de mesures al�eatoires ind�ependantes d'esp�erance �. La quan-tit�e (X1+ � � �+Xn)=n est la moyenne empirique de l'�echantillon, qui d'apr�es la loi desgrands nombres doit converger vers l'esp�erance �. Le th�eor�eme central limite donne lapr�ecision de cette approximation. Il faut le lire intuitivement comme suit. Si n est assezgrand alors Zn est tr�es probablement compris entre �3 et 3. Soit encore :X1 + � � �+Xnn � � 2 "� 3�pn ; + 3�pn# ;16



ou bien Xn (moyenne empirique) est �egale �a � �a 3�=pn pr�es. On formalise ceci par lanotion d'intervalle de con�ance.Le th�eor�eme central limite est utilis�e pour des valeurs �nies de n. L'id�ee concr�ete estla suivante. Si n est assez grand, la variable centr�ee r�eduite (esp�erance 0, variance 1) Znassoci�ee �a la somme de n variables ind�ependantes suit approximativement la loiN (0; 1).Si on r�ealise suf�samment de simulations de Zn et que l'on trace un histogramme desvaleurs obtenues, celui-ci ne sera pas tr�es loin de la courbe 1p2�e�x2=2. Pas plus loinen tout cas que si on avait simul�e des variables al�eatoires de loi N (0; 1). Si Z suit laloi N (0; 1), alors Y = �Z + � suit la loi N (�; �2). On peut aussi dire que pour n assezgrand une somme de n variables al�eatoires ind�ependantes suit approximativement uneloi normale, dont l'esp�erance et la variance sont respectivement la somme des esp�eranceset la somme des variances des variables que l'on ajoute. Le probl�eme est de savoir �apartir de quelle valeur n est \assez grand", pour la pr�ecision d�esir�ee. Cela d�ependbeaucoup de la loi des Xn. L'approximation est d'autant meilleure que la loi des Xnest plus sym�etrique. En particulier, le bon comportement de la loi uniforme vis �a visdu th�eor�eme central limite conduit �a un algorithme approch�e de simulation pour la loiN (0; 1), qui peut être plus rapide que l'algorithme polaire que nous verrons plus loin.X  � �6R�ep�eter 12 foisX  � X+Random�nR�ep�eterJusti�cation Si (Rn) d�esigne la suite des appels de Random (suite de variablesind�ependantes de loi uniforme sur [0; 1]), on a :R1 + � � �+Rn � n=2pnq 112 L�! N (0; 1) :On �evite une division et on obtient une approximation d�ej�a correcte en prenant n = 12.Cet algorithme n'est cependant pas conseill�e avec les g�en�erateurs classiques. Son prin-cipal inconv�enient est de consommer trop d'appels de Random, ce qui pose le probl�emede la d�ependance des r�ealisations successives.Pour des lois plus dissym�etriques comme la loi exponentielle, l'approximation nor-male n'est pas valable pour des sommes de quelques dizaines de variables. On peut laconsid�erer comme justi��ee �a partir de quelques centaines. En simulation, ce sont desmilliers, voire des millions de variables qui sont engendr�ees, et l'approximation normaleest tout �a fait l�egitime.2.2.2 Intervalles de con�anceL'id�ee de l'estimation par intervalle de con�ance est de d�e�nir, autour de la moyenneempirique, un intervalle al�eatoire (d�ependant des n exp�eriences) qui contienne � avecune forte probabilit�e. C'est l'amplitude de cet intervalle qui mesure la pr�ecision del'estimation. 17



Th�eor�eme 2.9 Soit (Xn); n 2 IN� une suite de variables al�eatoires ind�ependantes demême loi, d'esp�erance � et variance �2 �nies. Posons :8n 2 IN ; Xn = X1 + � � �+Xnn et S2n = X21 + � � �+X2nn �X2n :Soit � un r�eel > 0 (petit). Soit z� le r�eel > 0 tel que :Z +z��z� 1p2�e�x2=2 dx = 1� � :Posons T1 = Xn � z��pn ; T 01 = Xn � z�qS2npn ;T2 = Xn + z��pn ; T 02 = Xn + z�qS2npn :Alors : limn!1 Prob[ � 2 [T1; T2] ] = limn!1Prob[ � 2 [T 01; T 02] ] = 1� � :On dit que les intervalles al�eatoires [T1; T2] et [T 01; T 02] sont des intervalles de con�ancepour �, de niveau de con�ance asymptotique 1� �.Interpr�etation La valeur � �etant inconnue, il n'y a pas de raison a priori pour quel'�ecart-type � soit connu. S'il est inconnu, on l'estime par l'�ecart-type empirique qS2n.C'est la raison pour laquelle nous donnons deux intervalles de con�ance. La valeur dez� est lue dans une table, ou retourn�ee par un module de calcul num�erique. Les valeursles plus courantes sont les suivantes :� 0:01 0:02 0:05z� 2:5758 2:3263 1:96Les intervalles [T1; T2] et [T 01; T 02] sont al�eatoires. A l'issue de la s�erie de n exp�eriences,T1 et T2 auront pris des valeurs particuli�eres t1 et t2. On ne pourra pas dire qu'il y aune probabilit�e 1� � pour que � appartienne �a [t1; t2]. Aussi bien � que t1 et t2 sontdes r�eels �x�es et le r�esultat � 2 [t1; t2] sera soit vrai soit faux mais ne d�ependra plusdu hasard. Ce qu'on pourra dire, c'est que cet encadrement est obtenu �a l'issue d'uneexp�erience qui avait un fort pourcentage de chances de donner de bons r�esultats. Pour� = 0:01, si on r�ep�ete 100 fois la s�erie de n exp�eriences pour obtenir 100 intervalles, onpeut s'attendre �a ce que l'un d'entre eux soit faux.Il faut comprendre un intervalle de con�ance comme une pr�ecision donn�ee sur lavaleur estim�ee de � :� = Xn � z��pn ou � = Xn � z�qS2npn :18



Selon le niveau de con�ance, z� varie en gros entre 2 et 3. Seulement deux facteursin
uent vraiment sur la pr�ecision : le nombre d'exp�eriences n et la variance �2. Pource qui est du nombre d'exp�eriences, la pr�ecision est de l'ordre de n�1=2. C'est une\mauvaise" pr�ecision, mais on n'y peut rien. En revanche, on aura int�erêt �a tenter leplus possible de r�eduire �. C'est l'origine de l'expression \m�ethodes de r�eduction dela variance". Malheureusement la r�eduction de la variance s'accompagne en g�en�erald'une augmentation du temps d'ex�ecution de l'algorithme. Si en divisant l'�ecart-typepar 2 on double en même temps le temps d'ex�ecution, on n'aura rien gagn�e. Plus que lavariance, le crit�ere d'�evaluation �a retenir pour un calcul par simulation est la pr�ecisionatteinte pour un temps d'ex�ecution donn�e (mesur�e �evidemment sur la même machine,avec le même compilateur).Le calcul d'un intervalle de con�ance s'e�ectue grâce �a des variables cumulantesdans la boucle de simulation.Somme  � 0Somme2  � 0R�ep�eter n foisExp�eriencecalcul de XSomme  � Somme +XSomme2  � Somme2 +X �X�nR�ep�eterMoyenne  � Somme =nVariance  � Somme2 =n� moyenne�moyenneAmplitude  � z��Sqrt(Variance=n)T1  � Moyenne � AmplitudeT2  � Moyenne + AmplitudeNous avons suppos�e jusque-l�a que les valeurs apr�es chaque op�eration sont \exactes".En pratique, le nombre d'it�erations est souvent tr�es grand. Une somme de 106 termespeut devenir tr�es impr�ecise si on ne prend pas certaines pr�ecautions, comme de d�eclarerla variable cumulante en double pr�ecision, voire de d�ecouper la boucle principale endeux boucles embô�t�ees.2.2.3 Estimation d'une probabilit�eSupposons que la quantit�e �a estimer soit la probabilit�e p d'un �ev�enement. On r�ealiseune suite d'exp�eriences ind�ependantes, en notant �a chaque fois si l'�ev�enement est r�ealis�e(1) ou non (0). La variable al�eatoire correspondant �a la n-i�eme exp�erience est not�eeXn. Les Xn suivent la loi de Bernoulli de param�etre p .Prob[Xn = 0] = 1�p ; Prob[Xn = 1] = p :� = IE[Xn] = p et �2 = Var[Xn] = p(1�p) :La somme X1+ � � �+Xn (nombre de r�ealisations de l'�ev�enement sur n exp�eriences) suitla loi binomiale B(n; p). La moyenne empirique Xn de l'�echantillon est ici la fr�equence19



exp�erimentale de l'�ev�enement. La variance empirique S2n est �egale �a Xn(1�Xn). Il est�a remarquer ici que la variance et la variance empirique sont major�ees par 1=4.Exemple : l'aiguille de Bu�on.On lance au hasard une aiguille sur un parquet. On supposera pour simpli�er que lalongueur de l'aiguille est �egale �a la largeur d'une lame de parquet. Le probl�eme consiste�a calculer la probabilit�e pour que l'aiguille tombe �a cheval sur 2 lames de parquet.Une concr�etisation de cette exp�erience se trouve au palais de la d�ecouverte : les\lames de parquet" sont m�etalliques, l'aiguille est retenue par un �electro-aimant ettombe quand le visiteur appuie sur un interrupteur. Si elle tombe �a cheval sur deuxlames, il y a contact et un compteur est incr�ement�e. On peut donc calculer la fr�equenceexp�erimentale. Celle-ci est remarquablement proche de 2=� (des millions de visiteursont appuy�e sur le bouton. . . ). On a donc un moyen \exp�erimental" de calculer �. Notonsque l'exp�erience du palais de la d�ecouverte est d�ej�a une analogie, une id�ealisation duprobl�eme initial : c'est un mod�ele physique.Mod�ele math�ematique.Les hypoth�eses sont les suivantes.{ La position du milieu de l'aiguille est un r�eel au hasard entre 0 et 1=2.{ L'angle de l'aiguille avec l'axe vertical est un r�eel au hasard entre 0 et �=2.{ Ces deux variables al�eatoires sont ind�ependantes.Comme cons�equence du mod�ele math�ematique, on peut d�emontrer que la probabilit�echerch�ee vaut 2=�.Calcul par simulationnA  0R�ep�eter n foisX  � Random=2�  � Random ��=2Si cos(�) � 1� 2X Alors nA  � nA + 1�nSi�nR�ep�eterXn  nA=nA l'issue de n exp�eriences, on obtient une valeur de la fr�equence exp�erimentale nA=n etdonc un intervalle de con�ance [T1; T2]. L'intervalle [2=T2; 2=T1] est aussi un intervallede con�ance pour la valeur �. Voici par exemple des r�esultats obtenus sur n = 106exp�eriences. Xn = 0:636438 ; 2Xn = 3:14249 :Pour 1�� = 0:99 (z� = 2:5758) et 1�� = 0:95 (z� = 1:96), les intervalles de con�ancepour la probabilit�e sont respectivement :[0:6352 ; 0:6377] et [0:6355 ; 0:6374] :20



Ils correspondent aux encadrements suivants pour la valeur de � :[3:1364 ; 3:1486] et [3:1378 ; 3:14715] :Dans les deux cas (calcul math�ematique et simulation) on n'a fait que d�evelopper lescons�equences des hypoth�eses de d�e�nition du mod�ele. La simulation n'a pas plus derapport avec la r�ealit�e physique que le calcul math�ematique. D'ailleurs, on est oblig�ed'introduire la valeur de � dans l'algorithme pour au bout du compte. . . en d�eduireune estimation de cette valeur ! Le miracle est que les cons�equences calcul�ees des hy-poth�eses de mod�elisation puissent avoir un rapport avec une r�ealit�e physique, ou end'autres termes que le mod�ele math�ematique puisse être valid�e par confrontation avecl'exp�erience.2.3 Inversion2.3.1 PrincipeLa m�ethode d'inversion est la plus simple des m�ethodes g�en�erales de simulation. Elleconsiste �a composer un appel de Random avec l'inverse de la fonction de r�epartition dela loi �a simuler. Soit F cette fonction de r�epartition. C'est une fonction de IR dans [0; 1],croissante au sens large et continue �a droite. Nous convenons de d�e�nir son inverse dela fa�con suivante. 8u 2 [0; 1] ; F�1(u) = inf fx ; F (x) � ug :Proposition 2.10 Soit F une fonction de r�epartition sur IR et U une variable al�eatoirede loi uniforme sur [0; 1]. La variable al�eatoire X = F�1(U) a pour fonction der�epartition F .D�emonstration :8x 2 IR ; P rob[X � x] = Prob[ inf fy ; F (y) � Ug � x ]= Prob[ U � F (x) ]= F (x) : 2Exemple : Loi exponentielle de param�etre �.F (x) = (1� e��x)11IR+(x) :8u 2]0; 1]; F (x) = u() x = �1� log(1� u) :D'o�u l'algorithme de simulation :X  � � log(Random)=� : 21



(Il est inutile de calculer � log(1�Random)=� car Random et 1�Random suivent lamême loi).La m�ethode d'inversion n'est exacte qu'�a condition de connâ�tre l'expression ex-plicite de F�1, comme pour la loi exponentielle. C'est rarement le cas. Si on veutappliquer la m�ethode �a la loi normale par exemple, il faudra se donner une table devaleurs de F et proc�eder par interpolation lin�eaire. On simulera alors une loi dont lafonction de r�epartition, lin�eaire par morceaux, n'est qu'une approximation de la vraiefonction de r�epartition. En plus de l'impr�ecision, cette m�ethode pr�esente deux autresinconv�enients. L'un est l'encombrement de la place m�emoire, l'autre est la lenteur dueau nombre �elev�e de tests, même avec une recherche dichotomique. Même quand onconnâ�t explicitement F�1, la m�ethode d'inversion est rarement la plus e�cace pourles variables �a densit�e.2.3.2 Lois discr�etesUn choix al�eatoire dans un ensemble �ni ou d�enombrable peut toujours se ramener�a la simulation d'une loi de probabilit�e sur IN (il su�t de num�eroter les �eventualit�es).Nous supposons d'abord que les �eventualit�es sont des r�eels rang�es par ordre croissant.fxi ; i 2 f1; : : : ; ng ou i 2 IN; ; xi < xi+1 ; 8ig :Consid�erons la loi qui charge la valeur xi avec probabilit�e pi (i � 1). La fonction der�epartition correspondante est d�e�nie par :F (x) = ( 0 si x < x1p1 + � � �+ pi = Fi si xi � x < xi+1 :L'algorithme de simulation par inversion est l'algorithme naturel de choix entre di��eren-tes �eventualit�es.i � 1choix �RandomTantQue (choix> Fi) fairei � i+ 1�nTantQueX  � xiIl est inutile de recalculer les sommes p1 + � � � + pi �a chaque passage dans la boucle.De même, le nombre de tests de l'algorithme ci-dessus valant i avec probabilit�e pi,on aura int�erêt �a ranger les �eventualit�es par ordre de probabilit�es d�ecroissantes. Si lenombre de valeurs est important, il vaudra mieux utiliser un algorithme de recherchedichotomique, qui sera plus rapide que la recherche s�equentielle.Exemple : simulation de la loi de PoissonSi X suit la loi de Poisson de param�etre � on a :Prob[X = n] = e���n=n! = �nProb[X = n� 1] :22



Il n'y a pas d'expression simple pour la fonction de r�epartition et l'ensemble des valeurspossibles est in�ni. Il faut donc calculer les valeurs Fi au fur et �a mesure. L'algorithmeest le suivant.P  � e��F  � PX  � 0choix  � RandomTantQue (choix > F )X  � X + 1P  � P � �=XF  � F + P�nTantQueMais simuler une seule valeur n'a aucun sens. L'algorithme ci-dessus sera sans douteappel�e un grand nombre de fois et recalculera �a chaque fois les mêmes valeurs de lafonction de r�epartition. Voici par exemple les 6 premi�eres valeurs de cette fonction pour� = 1. i 0 1 2 3 4 5Fi 0; 3679 0; 7358 0; 9193 0; 9810 0; 9963 0; 9994On a tout int�erêt �a mettre dans un tableau en d�ebut de programme ces 6 valeurs, quitte�a calculer les suivantes le cas �ech�eant. Dans environ 9994 cas sur 10000, les 6 valeurspr�ecalcul�ees su�ront.En d�ebut de programme :Tableau des F [i], i = 0 � � �MAXFMAX  � F [MAX]PMAX  � F [MAX]� F [MAX � 1]Dans la boucle principale :choix �RandomSi (choix � FMAX)alors X  � 0TantQue (choix > F [X])X  � X + 1�nTantQueSinonX  �MAXP  � PMAXF  � FMAXTantQue (choix > F )X  � X + 1P  � P � �=XF  � F + P 23



�nTantQue�nSiCet exemple peut être �etendu �a n'importe quelle loi discr�ete. Si on l'utilise convenable-ment la m�ethode d'inversion est une excellente m�ethode de simulation des lois discr�etes,en particulier quand un faible nombre de valeurs ont une probabilit�e cumul�ee prochede 1. L'utiliser convenablement signi�e :{ �eliminer au maximum les calculs r�ep�et�es (comme ci-dessus).{ classer les valeurs de la fonction de r�epartition par ordre d�ecroissant si on utiliseune recherche s�equentielle ou bien utiliser une recherche par dichotomie.Histogrammes : Modi�ons l�eg�erement l'algorithme de choix al�eatoire entre k �even-tualit�es fx1; : : : ; xkg, en lui rajoutant une interpolation lin�eaire. Quand choix tombedans l'intervalle ]Fi�1; Fi], au lieu de retourner xi comme pr�ec�edemment, nous re-tournons : xi�1 + (xi � xi�1) � choix � Fi�1Fi � Fi�1 :Ceci revient �a remplacer la fonction de r�epartition en escalier par une fonction der�epartition lin�eaire par morceaux, passant par les points (xi; Fi). La distribution deprobabilit�e correspondante admet pour densit�e une fonction en escalier (constante surles intervalles ]xi�1; xi[). C'est un histogramme. Simuler une loi de probabilit�e parinversion �a partir d'une table de valeurs de la fonction de r�epartition, comme �evoqu�eplus haut, revient �a remplacer sa densit�e par une discr�etisation en une fonction enescalier, qui est un histogramme.2.4 M�ethodes de rejet2.4.1 Lois uniformesSoit X une variable al�eatoire produite par un algorithme A utilisant la fonctionRandom. La loi d'une variable al�eatoireX est une mesure sur IR, image par l'algorithmeA de la loi des appels de Random successifs. Conditionner par un �ev�enement E deprobabilit�e non nulle revient �a remplacer cette loi Prob[ � ] par Prob[ � jE]. Il est alorsnaturel de modi�er la loi de X pour la remplacer par sa loi conditionnelle sachant E.C'est la mesure sur IR d�e�nie pour tout intervalle B de IR par :Prob[X 2 B jE] = Prob[X�1(B) \ E]Prob[E] :En pratique, passer de la probabilit�e Prob[ � ] �a la probabilit�e conditionnelle Prob[ � jE]revient �a remplacer l'algorithme A par le suivant.R�ep�eter A Jusqu'�a (E r�ealis�e).Si X est une variable al�eatoire calcul�ee par A, alors la loi de X en sortie de la boucleci-dessus est la loi conditionnelle de X sachant E. Cette simple observation est �a la base24



de tr�es nombreuses m�ethodes de simulation. Le coût d'une telle m�ethode est lui-mêmeal�eatoire, car il d�epend du nombre de passages dans la boucle \R�ep�eter . . . Jusqu'�a".Ce nombre suit la loi g�eom�etrique de param�etre Prob[E]. Son esp�erance vaut donc1=Prob[E].Exemple :Soit � 2]0; 1[. Consid�erons l'algorithmeR�ep�eterX  �RandomJusqu'�a X � �D�esignons par R l'appel de Random. La loi de X en sortie de cet algorithme a pourfonction de r�epartition :FEX (x) = Prob[R � x jR � � ] = 8>>><>>>: 0 si x � 0x� si x 2 [0; �]1 si x � � :La densit�e correspondante est : fEX (x) = 1�11[0;�](x) :C'est celle de la loi uniforme sur [0; �]. L'algorithme ci-dessus retourne donc un r�eelau hasard entre 0 et �. Il peut sembler plus �economique de multiplier un appel deRandom par � pour arriver au même r�esultat. Cela peut d�ependre du compilateur etde la valeur de �. Voici quelques temps d'ex�ecution observ�es, pour une boucle de taille10000 en centi�emes de secondes (TurboPascal 4.0 sur PC 386).� 0:1 0:2 0:3 0:5 0:8 0:99X  � � � Random 94 93 94 44 93 93R�ep�eter X  � Random Jusqu'�a X < � 182 94 60 33 22 22La technique ci-dessus vaut pour toutes les lois uniformes. Pour tirer au hasard (loiuniforme) dans un ensemble D on peut tirer au hasard dans un ensemble D0 qui lecontient et rejeter tous les tirages qui ne tombent pas dans D. Voici un �enonc�e pluspr�ecis pour les domaines de IRk.Proposition 2.11 Soient D et D0 deux domaines mesurables de IRk tels queD � D0 et 0 < v(D) � v(D0) < +1 ;o�u v(D) et v(D0) d�esignent les volumes respectifs de D et D0 dans IRk.Soit X un point al�eatoire de loi uniforme sur D0. La loi conditionnelle de X sachant\X 2 D" est la loi uniforme sur D. 25



D�emonstration : L'�ev�enement E par lequel on conditionne est \X 2 D". Sa probabilit�eest Prob[E] = ZD 1v(D0)11D0(x) dx = v(D)v(D0) :Pour tout pav�e B (produit cart�esien d'intervalles) inclus dans IRk, on a :Prob[X 2 B jE] = Prob[X 2 B \D]=Prob[E]= v(D0)v(D) ZB\D 1v(D0)11D0(x) dx= 1v(D) ZB 11D(x) dx : 2La traduction algorithmique est la suivante.R�ep�etertirer un point X au hasard dans D0Jusqu'�a (X 2 D)Le nombre moyen de passages dans la boucle suit la loi g�eom�etrique G � v(D)v(D0)�. Ona donc int�erêt �a choisir D0 le plus proche possible de D, mais su�samment simplepour ne pas ralentir la simulation. Ce sont les lois uniformes sur les pav�es (produitsd'intervalles) qui sont les plus rapides �a simuler. On r�ealisera en g�en�eral un compromisen construisant D0 comme une r�eunion de pav�es disjoints.ExempleLoi uniforme sur le disque unit�eR�ep�eterX  � 2 � Random� 1Y  � 2 � Random� 1S  � X �X + Y � YJusqu'�a (S < 1)D = f(x; y) ; x2 + y2 � 1g v(D) = � ;D0 = [�1; 1]2 v(D0) = 4 ;le nombre moyen de passages dans la boucle estv(D0)v(D) = 4� ' 1:27 :La simulation des lois uniformes revient souvent dans les applications. Le r�esultatsuivant montre que la simulation d'une loi de densit�e quelconque peut toujours seramener �a la simulation d'une loi uniforme.26



Proposition 2.12 Soit f une densit�e de probabilit�e par rapport �a la mesure de Lebes-gue sur IRk, continue par morceaux, etDf = f(x; u) 2 IRk � IR+ ; 0 < u < f(x)g :Soit X un vecteur al�eatoire �a valeurs dans IRk et U une variable al�eatoire r�eelle. Lecouple (X;U) suit la loi uniforme sur Df si et seulement si1. X a pour densit�e f ,2. la loi conditionnelle de U sachant \X = x" est la loi uniforme sur [0; f(x)].D�emonstration : La densit�e de la loi uniforme sur Df est :f(X;U)(x; u) = 1v(Df) 11Df (x; u) :Cette densit�e est bien le produit des deux densit�es :f(X;U)(x; u) = f(x) � 1f(x)11[0;f(x)](u)� : 2En d'autres termes, une variable al�eatoire de densit�e f est l'abscisse d'un point auhasard sous le graphe de f . Ce qui vient d'être dit pour des densit�es par rapport �a lamesure de Lebesgue s'�etend directement �a des mesures quelconques.Une id�ee r�ecurrente dans les m�ethodes de Monte-Carlo est qu'il est �a peu pr�es�equivalent, sur le plan de la complexit�e algorithmique, d'�evaluer la taille d'un do-maine (qu'il s'agisse d'�enum�eration ou d'un calcul d'int�egrale) ou de tirer au hasarddes �el�ements de ce domaine (voir [1, 2]). Nous venons d'en fournir une premi�ere il-lustration. L'algorithme qui tire des points au hasard dans D peut calculer en mêmetemps le rapport v(D)=v(D0). Il permet donc aussi de calculer des int�egrales.Soit �a int�egrer la fonction f , suppos�ee positive, continue et born�ee sur le domaine� de IRd, de volume �ni. Cela revient �a calculer le volume du domaine D de IRd+1d�e�ni par D = f(x; u) 2 IRd � IR ; x 2 � ; 0 � u � f(x)g :I = Z� f(x) dx = v(D) = ZIRd+1 11D(x) dx :L'id�ee g�en�erale de la m�ethode de rejet consiste �a tirer des points au hasard dans undomaine D0 contenant D et �a compter ceux d'entre eux qui tombent dans D. Leurproportion converge vers 1v(D0) Z� f(x) :On estimera donc I par le produit de v(D0) par la fr�equence exp�erimentale des pointsqui tombent dans D. La variance �2 pour cet estimateur de I est�2 = I(v(D0)� I) :27



Pour un nombre de tirages donn�e, la pr�ecision sera d'autant meilleure que D0 seraplus proche de D. Mais bien sûr, approcher au mieux le domaine D comporte un coûtalgorithmique qu'il faudra mettre en balance avec le gain en pr�ecision.2.4.2 Lois quelconquesProposition 2.13 Soit � une mesure positive sur IRk, f et g deux densit�es de proba-bilit�e sur (IRk; �) telles qu'il existe une constante c v�eri�ant :8x 2 IRk ; cg(x) � f(x) :Soit X une variable al�eatoire de densit�e g par rapport �a � et U une variable al�eatoirede loi uniforme sur [0; 1], ind�ependante de X. Alors la loi conditionnelle de X sachantl'�ev�enement E \cUg(X) < f(X)" a pour densit�e f par rapport �a �.D�emonstration : Si � est la mesure de Lebesgue, on d�eduit le r�esultat des propositions2.11 et 2.12. Voici une d�emonstration directe.Deux remarques pr�eliminaires :� Si g(x) = 0 alors f(x) = 0 (le support de f est inclus dans celui de g).� La constante c est plus grande que 1 car c Z g(x)�(dx) � Z f(x)�(dx).Calculons d'abord Prob[E].Prob[E] = Prob[(X;U) 2 f(x; u) ; cug(x) < f(x)g]= Zf(x;u) ; cug(x)<f(x)g g(x)11[0;1](u)�(dx)du= Zfx ; g(x)>0g g(x) Z f(x)cg(x)0 11[0;1](u)du! �(dx)= Zfx ; g(x)>0g g(x) f(x)cg(x) �(dx)= 1c ZIRk f(x)�(dx)= 1c :On veut montrer que la densit�e conditionnelle de X sachant E est f(x) soit, pour toutpav�e B de IRk : Prob[X 2 B jE] = ZB f(x)�(dx) :
28



Prob[X 2 B jE] = c Prob[X 2 B et E]= c Zf(x;u) ; x2B ; cug(x)<f(x)g g(x)11[0;1](u)�(dx)du= c Zx2B g(x) Z f(x)cg(x)0 11[0;1](u)du! �(dx)= c ZB g(x) f(x)cg(x) �(dx)= ZB f(x)�(dx) ;en supposant (sans perte de g�en�eralit�e) que B est inclus dans le support de g. 2Cette proposition permet de partir d'une densit�e g facile �a simuler pour simuler uneloi de densit�e f quelconque. L'algorithme est le suivant.R�ep�eterSimuler X de densit�e gU  �RandomJusqu'�a (cUg(X) < f(X))Le nombre de passages dans la boucle suit la loi g�eom�etrique G �1c�, d'esp�erance c.On aura donc int�erêt �a choisir g assez proche de f de sorte que la constante c =maxff(x)=g(x)g soit la plus faible possible.ExempleSoit �a simuler la loi de densit�e :f(x) = 2�p1� x211[�1;1](x) :(loi de l'abscisse d'un point au hasard dans le disque unit�e). Partons de la loi uniformesur [�1; 1] : g(x) = 1211[�1;1](x) :Prenons c = 4� (n'importe quelle constante sup�erieure �a 4� conviendrait mais il fautchoisir c minimale). Voici l'algorithme.R�ep�eterX  � 2 � Random� 1U  �RandomJusqu'�a � 4�U 12 < 2�p1�X2�On l'�ecrira �evidemment :R�ep�eterX  � 2 � Random� 1 29



U  �RandomJusqu'�a (U � U < 1�X �X)Cet algorithme revient �a tirer X comme l'abscisse d'un point au hasard sur le demi-disque sup�erieur : f(x; u) ; x2 + u2 < 1; u � 0g :Ceci n'est pas surprenant au vu de la proposition 2.12.2.4.3 Lois discr�etesOn peut appliquer la proposition 2.13 dans le cas o�u � est la mesure de d�enombre-ment sur un ensemble �ni ou d�enombrable.Proposition 2.14 Soient p = (p(i))i2I et q = (q(i))i2I deux lois de probabilit�es surun même ensemble I, �ni ou d�enombrable. Supposons qu'il existe une constante c telleque : 8i 2 I ; p(i) � cq(i) :Soit X une variable al�eatoire de loi q et U une variable al�eatoire de loi uniformesur [0; 1], ind�ependante de X. Alors la loi conditionnelle de X sachant l'�ev�enement\Ucq(X) < p(X)" est la loi p.La probabilit�e de l'�ev�enement par lequel on conditionne est 1=c. Le nombre moyende tirages avant acceptation est donc c. Il faut choisir c le plus petit possible (c =max p(i)=q(i)). Par rapport �a la m�ethode d'inversion, cette proposition n'a d'int�erêtque si d'une part q est tr�es rapide �a simuler et d'autre part p est proche de q (c prochede 1). En pratique, on ne l'utilise gu�ere que si q est la loi uniforme sur un ensemble�ni. R�ep�eterX  � Random(f1; : : : ; ng)Jusqu'�a (Random< np(X)=c)Cette m�ethode sera meilleure qu'une m�ethode d'inversion typiquement pour un grandnombre d'�eventualit�es quand leurs probabilit�es sont peu di��erentes.Exemple.Soit k un entier �x�e. Consid�erons la loi p = (p(k)) sur f1; : : : ; ng d�e�nie parp(k) = 12n� 1 si k = 1 ;= 22n� 1 si k = 2; : : : ; n :Un algorithme suivant la m�ethode d'inversion prendrait au mieux de l'ordre de log(n)op�erations par variable engendr�ee. Dans la simulation par rejet �a partir de la loi uni-forme, la boucle principale sera ex�ecut�ee en moyenne c = 2n=(2n�1) fois. L'algorithmeest le suivant. 30



R�ep�eterX  � Random[f1; : : : ; ng]test  � vraiSi (X = 1) alorsSi (Random< 0:5) alorstest  � faux�nSi�nSiJusqu'�a (test = vrai)2.5 D�ecomposition2.5.1 PrincipeSoit � une mesure sur IRk et (fn); n 2 IN une famille de densit�es de probabilit�esur (IRk; �). Soit (pn); n 2 IN une loi de probabilit�e sur IN. Notons f la densit�e deprobabilit�e : f = Xn2IN pnfn :Proposition 2.15 Soit (Xn); n 2 IN une famille de variables al�eatoires telles queXn ait pour densit�e fn par rapport �a �. Soit N une variable al�eatoire de loi (pn),ind�ependante de la suite (Xn). La variable al�eatoire X = XN a pour densit�e f parrapport �a �.D�emonstration : Si B est un pav�e de IRk, on a :Prob[X 2 B] = Xn2INProb[X 2 B jN = n]Prob[N = n]= Xn2INProb[Xn 2 B] pn= Xn2IN pn ZB fn(x)�(dx)= ZB f(x)�(dx) : 2L'algorithme de simulation de la loi de densit�e f est doncChoisir n avec probabilit�e pnChoisir X de densit�e fnLa m�ethode de d�ecomposition est particuli�erement naturelle quand on souhaite simulerla loi uniforme sur une r�eunion de domaines disjoints. Soit Di ; i = 1; : : : ; n une famillede domaines disjoints de IRk, de volumes �nis. Notons D leur r�eunion. La loi uniforme31



sur D a pour densit�e 1v(D)11D(x) = nXi=1 v(Di)v(D) 1v(Di)11Di(x) :C'est une combinaison convexe des densit�es des lois uniformes sur les domaines Di.Pour simuler la loi uniforme sur D on peut donc proc�eder en deux temps.Choisir i avec probabilit�e v(Di)=v(D)Tirer x au hasard sur DiL'algorithme tire au hasard un point dans l'un des domaines Di, choisi avec uneprobabilit�e proportionnelle �a son volume. Ceci est un cas particulier de la m�ethodeg�en�erale de d�ecomposition des lois �a densit�e.2.5.2 Lois �a densit�eQuand � est la mesure de Lebesgue sur IRk, on peut interpr�eter l'algorithme ded�ecomposition par r�ef�erence au cas des densit�es uniformes. Nous avons vu (proposition2.12) que choisir un vecteur X de densit�e f revient �a choisir un point au hasard dansle domaine Df = f(x; u) 2 IRk � IR+ ; 0 � u � f(x)g :L'algorithme de d�ecomposition revient �a d�ecouper le domaine D, de volume 1 enune r�eunion de domaines Dn, de volumes pn. Dans les applications de la m�ethodede d�ecomposition, on s'arrange pour choisir un d�ecoupage de sorte qu'avec une forteprobabilit�e, on ait �a simuler des lois uniformes.Exemple.Consid�erons la densit�e suivante.
f(x) =

8>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>:
0 si x < 025x si x 2 [0; 1]35 � 15x si x 2 [1; 2]�15 + 15x si x 2 [2; 3]85 � 25x si x 2 [3; 4]0 si x > 4Voici un algorithme de simulation par d�ecomposition correspondant au d�ecoupageen 6 densit�es de la �gure (remarquer que les probabilit�es pi sont les aires respectivesdes morceaux du d�ecoupage.)choix  � Random(f1; : : : ; 10g)Selon choix 32
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choix = 1 ou 2 faireX  �Max(Random, Random) (densit�e 1 avec proba 1=5)choix = 3 ou 4 faireX  � Random +1 (densit�e 2 avec proba 1=5)choix = 5 ou 6 faireX  � Random +2 (densit�e 3 avec proba 1=5)choix = 7 ou 8 faireX  � Min(Random, Random)+2 (densit�e 4 avec proba 1=5)choix = 9 faireX  � Min(Random, Random)+1 (densit�e 5 avec proba 1=10)choix = 10 faireX  � Max(Random, Random)+2 (densit�e 6 avec proba 1=10)�nSelon2.5.3 Lois discr�etesSoit (Xn); n 2 IN une famille de variables al�eatoires �a valeurs dans IN telles que :8n;m 2 IN ; P rob[Xn = m] = pnm :Soit (pn); n 2 IN une loi de probabilit�e sur IN. Pour tout m 2 IN, posons :qm = Xn2IN pn pnm :On simule la loi de probabilit�e q = (qm) par l'algorithme :Choisir n avec probabilit�e pnChoisir m avec probabilit�e pnmCeci revient �a simuler un pas d'une châ�ne de Markov sur IN (voir section 3.1).Pour une loi discr�ete q = (qm), la simulation par inversion est bien adapt�ee au caso�u un petit nombre parmi les probabilit�es qm ont une somme d�ej�a proche de 1. La si-mulation par rejet, au contraire, convient bien au cas o�u les di��erences entre probabilit�essont faibles. La m�ethode de d�ecomposition permet de r�ealiser des compromis.33



Exemple.Soit k un entier �x�e. Consid�erons la loi q = (q(k)) sur f1; : : : ; 2ng d�e�nie par :q(k) = 14(2n� 1) si k = 1 ;= 24(2n� 1) si k = 2; : : : ; n ;= 64(2n� 1) si k = n + 1; : : : ; 2n� 1 ;= 34(2n� 1) si k = 2n :Un algorithme suivant la m�ethode d'inversion prendrait au mieux de l'ordre de log(n)op�erations par variable engendr�ee. Dans la simulation par rejet �a partir de la loi uni-forme, la boucle principale sera ex�ecut�ee en moyenne environ 1:5 fois. L'algorithmesuivant commence par choisir entre les deux sous-ensembles f1; : : : ; ng et fn+1; : : : ; 2ngpar inversion, puis simule par rejet �a partir de la loi uniforme dans chacun des deuxintervalles.R�ep�eterSi Random< 0:25 alorsX  � Random[f1; : : : ; ng]test  � vraiSi (X = 1 ) alorsSi (Random< 0:5) alorstest  � faux�nSi�nSiSinonX  � Random[fn+ 1; : : : ; 2ng]test  � vraiSi (X = 2n) alorsSi (Random< 0:5) alorstest  � faux�nSi�nSi�nSiJusqu'�a (test = vrai)2.6 Simulation des lois normalesBien que nous ayons choisi de ne pas entrer dans les d�etails des m�ethodes de simula-tions des lois usuelles, nous ferons une exception pour la loi normale. Tout d'abord parce34



qu'elle entre comme ingr�edient essentiel dans les simulation des �equations di��erentiellesstochastiques, mais aussi pour donner des exemples de calculs de complexit�e sur desalgorithmes de simulation. De nombreuses m�ethodes sont propos�ees dans les manuels.Toutes ne sont pas �a conseiller. Il est bien sûr possible de trouver une m�ethode ded�ecomposition, adapt�ee non seulement �a la densit�e de la loi N (0; 1) mais aussi auxqualit�es du g�en�erateur et du compilateur, qui soit plus rapide que celles qui suivent(voir Devroye [26] ou Morgan [67]). Les m�ethodes que nous donnons ici sont faciles �aprogrammer.2.6.1 PrincipeDeux algorithmes de simulation usuels sont bas�es sur le r�esultat th�eorique suivant.Proposition 2.16 Soit (X; Y ) un couple de variables al�eatoires, de loi uniforme surle disque unit�e D = f(x; y) ; x2 + y2 < 1g :Soit (R;�) le couple de coordonn�ees polaires correspondant :X = R cos� ; Y = R sin� :On pose : R0 = q�4 logR :Alors : U = R0 cos� et V = R0 sin�sont deux variables al�eatoires ind�ependantes, de même loi N (0; 1).D�emonstration :Nous commen�cons par d�eterminer la densit�e du couple (R;�), par le changementde variables suivant. � : D n (]0; 1[�f0g) �! ]0; 1[�]0; 2�[(x; y) �! (r; �)��1 : ]0; 1[�]0; 2�[ �! D n (]0; 1[�f0g)(r; �) �! (r cos �; r sin �)J��1 = ������ cos � �r sin �sin � r cos � ������ = r :fR;�(r; �) = 1�11D(r cos �; r sin �)r = r�11]0;1[�]0;2�[(r; �) ;fR(r) = Z 2�0 1�r11]0;1[(r)d� = 2r11]0;1[(r) ;f�(�) = Z 10 1�r11]0;2�[(�)dr = 12�11]0;2�[(�) :35



Les variables R et � sont ind�ependantes, R de loi triangulaire sur ]0; 1[, � de loiuniforme sur ]0; 2�[). D�eterminons la loi de R0.FR0(r0) = Prob[R0 � r0] = Prob �q�4 logR < r0� = 0 si r0 � 0 ;FR0(r0) = Prob �R > exp��14r02�� = 1� FR �exp�14r02� si r0 > 0 :D'o�u la densit�e fR0(r0) = 12r0 exp�14r02fR(exp�14r02) si r0 > 0 ;fR0(r0) = r0 exp(�12r02)11IR+(r0) : (2.1)D�eterminons en�n la densit�e du couple (U; V ), par un nouveau changement de variables.	 : IR+�]0; 2�[ �! IR2 n (]0;+1[�f0g)(r0; �) �! (u; v) = (r0 cos �; r0 sin �)	 restreint �a ]0; 1[�]0; 2�[ co��ncide avec ��1, doncJ	�1 = 1J��1(r0(u; v); �(u; v)) = 1r0 = 1pu2 + v2 :D'o�u fU;V (u; v) = fR0;�(r0(u; v); �(u; v)) 1pu2 + v2= 12�pu2 + v2 exp�12(u2 + v2) 1pu2 + v2= 12� exp�12(u2 + v2)= � 1p2� exp�u22 �� 1p2� exp�v22 � : 22.6.2 Algorithme polaireNous avons vu pr�ec�edemment comment simuler la loi uniforme sur le disque unit�e.R�ep�eterX  � 2 � Random� 1Y  � 2 � Random� 1S  � X �X + Y � YJusqu'�a (S < 1) (* (X; Y ) de loi uniforme sur le disque unit�e *)Z  � Sqrt(�2 � log(S)=S) (* changement de norme *)36



U  � Z �XV  � Z � YJusti�cation : Z = s�2 logR2R2 = 1Rq�4 logR = R0R ;U = R0RX = R0 cos�et de même V = R0 sin� :D'apr�es la proposition 2.16, U et V sont ind�ependantes et de même loi N (0; 1). Cetalgorithme engendre donc les variables al�eatoires 2 par 2. Ce n'est pas un inconv�enientdans la mesure o�u un grand nombre de simulations sont n�ecessaires et o�u les r�esultatsU et V pourront être utilis�es successivement.Etudions maintenant le coût de cet algorithme. Rappelons que le nombre d'ex�ecu-tions de la boucle \R�ep�eter . . . Jusqu'�a" suit une loi g�eom�etrique de param�etre �=4,d'esp�erance 4=� ' 1:27. Voici le tableau des nombres moyens d'op�erations pour unevariable al�eatoire engendr�ee.A�ectations Tests Additions Random Multiplications Fonctions ch�eres3� 1:27 + 32 1:272 5� 1:27 + 12 2� 1:272 2� 1:27 + 32 22Temps d'ex�ecution observ�es pour 20000 simulations en Pascal sur PC 386 : entre24.27s. et 24.34s.2.6.3 Algorithme de Box-MullerFr�equemment propos�e dans les manuels cet algorithme est bas�e sur la même m�etho-de polaire, mais programm�ee di��eremment.R0  � Sqrt(�2 � log(Random))� � 2Pi � RandomU  � R0 � cos �V  � R0 � sin �Justi�cation : En se reportant �a la d�emonstration de la proposition 2.16, il su�t dev�eri�er que q�2 log(Random) a la même densit�e (2.1) que R0.Pour r0 � 0 :Prob �q�2 log(Random) < r0� = Prob �Random > exp�12r02� = 1� exp(�12r02) :D'o�u la densit�e : r0 exp(�12r02)11IR+(r0) :Voici le tableau des nombres moyens d'op�erations pour une variable engendr�ee.37



A�ectations Tests Additions Random Multiplications Fonctions ch�eres42 0 12 22 32 42Temps d'ex�ecution observ�e pour 20000 simulations en Pascal sur PC 386 : 39:99s.(1.64 fois plus lent que l'algorithme polaire). Mais selon les compilateurs, il peut sefaire que l'algorithme de Box-Muller soit plus rapide que l'algorithme polaire.2.6.4 Conditionnement d'exponentiellesVoici une m�ethode di��erente propos�ee dans certains manuels.Proposition 2.17 Soit X et Y deux variables al�eatoires ind�ependantes et de même loi,exponentielle de param�etre 1. La loi conditionnelle de X sachant E = \Y > 12(1�X)2"a pour densit�e : fEX (x) = 2p2�e�x2=2 11IR+(x) :Soit S une variable al�eatoire ind�ependante de X et Y , prenant les valeurs �1 avecprobabilit�e 1=2. Alors SX suit la loi N (0; 1).D�emonstration : Prob[E] = Z +10 e�x Z +1(1�x)22 e�y dydx= Z 10 e�1=2e�x2=2 dx= p2�2 e�1=2' 0; 76 :P rob[X � x et E] = Z x0 e�u Z +1(1�u2)2 e�ydydu = Z x0 e�1=2e�u2=2du :Donc FEX (x) = Prob[X � x et E]Prob[E] = 2p2� Z x0 e�u2=2duet fEX (x) = 2p2�e�x2=2 11IR+(x) :P rob[SX � x] = 12 + 12 Z x0 fEX (u)du si x � 0Prob[SX � x] = 12 Z +1�x fEX (u)du si x � 0d'o�u la densit�e de SX : 1p2�e�x2=2 :38



2Voici l'algorithme correspondant.R�ep�eterX  � � log(Random)Y  � � log(Random)Jusqu'�a (Y > (1�X)2=2)Si (Random< 0:5) alors X  � �XLe nombre d'ex�ecutions de la boucle suit une loi g�eom�etrique G(Prob[E]), d'esp�erance1=Prob[E] ' 1:32. Voici le tableau des nombres moyens d'op�erations pour une variableengendr�ee.A�ectations Tests Additions Random Multiplications Fonctions ch�eres2� 1:32 + 12 1:32 + 1 2� 1:32 2� 1:32 + 1 1:32 2� 1:32Temps d'ex�ecution observ�es pour 20000 simulations en Pascal sur PC 386 : entre 66:3et 67:1 secondes (2,7 fois plus cher que l'algorithme polaire).2.6.5 Lois normales multidimensionnellesDe la simulation de la loi N (0; 1) on d�eduit celle de la loi normale d'esp�erance � etde variable �2 quelconques par une transformation a�ne. Si X suit la loi N (0; 1), alorsY = �X+� suit la loi N (�; �2). La situation est analogue en dimension k quelconque.Tout d'abord si X1; : : : ; Xk sont ind�ependantes et de même loi N (0; 1), alors le vecteur(Xi) suit la loi normale dans IRk, d'esp�erance nulle et de matrice de covariance identit�e :Nk(0; I). On en d�eduit la simulation d'une loi normale d-dimensionnelle quelconque parla proposition suivante.Proposition 2.18 Soit � un vecteur de IRk et � une matrice deMk�k(IR), sym�etriquepositive. Soit X = (Xi) un vecteur al�eatoire de loi Nk(0; I) dans IRk. Soit A une matricecarr�ee d'ordre k telle que A tA = �. Alors le vecteur Y = AX+� est un vecteur gaussiende moyenne � et de matrice de covariance �.D�emonstration : Toute combinaison lin�eaire des coordonn�ees de Y est combinaisona�ne des coordonn�ees de X, et suit une loi normale. Le vecteur Y est donc gaussien.On a : IE[Y ] = A IE[X] + � = � ;et IE[(Y � �) t(Y � �)] = A IE[X tX]A = A tA = � : 2Il faut donc trouver une matrice A telle que A tA = �. C'est un probl�eme tr�es classique.Une des r�eponses est impl�ement�ee dans la plupart des librairies d'alg�ebre lin�eaire. C'est39



la d�ecomposition de Cholesky. Dans le cas o�u � est d�e�nie positive, cette m�ethodecalcule colonne par colonne une matrice A, triangulaire inf�erieure telle que A tA = �.Voici par exemple le cas particulier d = 2. Soit (X1; X2) un couple de variables al�eatoiresind�ependantes, de même loi N (0; 1). Soient �1 et �2 deux r�eels quelconques, �1 et �2deux r�eels positifs et � un r�eel compris entre �1 et 1. Posons :Y1 = �1 + �1X1 ;Y2 = �2 + �2(�X1 +p1� �2X2) :Les variables al�eatoires Y1 et Y2 forment un couple gaussien, leurs esp�erances respectivessont �1 et �2, leurs variances sont �21 et �22 et leur coe�cient de corr�elation est �.2.7 Calculs d'esp�erances2.7.1 PrincipeIl existe de nombreuses mani�eres d'utiliser la loi des grands nombres pour calculerune int�egrale. Soit �a int�egrer la fonction f , suppos�ee positive, continue et born�ee surle domaine � de IRd, de mesure �nie.I = Z� f(x) dx :La m�ethode de rejet calcule le volume d'un domaine de IRd+1. Soit fX une densit�e deprobabilit�e, strictement positive sur �, nulle en dehors. Pour tout x 2 �, posons :g(x) = f(x)=fX(x) :Soit (Xn)n2IN une suite de variables al�eatoires ind�ependantes de densit�e fX . L'esp�eran-ce de g(Xn) est : IE[g(Xn)] = Z� g(x)fX(x) dx = I :On obtient donc une valeur approch�ee de l'int�egrale par la moyenne empirique desg(Xn).I  � 0R�ep�eter n foistirer X dans � selon la densit�e fXI  � I + g(X)�nR�ep�eterI  � I=nLa pr�ecision est contrôl�ee par la variance :�2 = Z�(g(x)� I)2fX(x) dx ;= Z� I f(x) f(x)I fX(x)  1� I fX(x)f(x) !2 dx :40



La pr�ecision est donc d'autant meilleure que la densit�e fX est proche de f(x)=I. A lalimite, elle vaut 0 si la densit�e est proportionnelle �a la fonction. Mais ceci n'est d'aucuneutilit�e pratique car pour savoir simuler suivant une densit�e proportionnelle �a f , il fautpouvoir la calculer, c'est-�a-dire connâ�tre I.L'algorithme le plus simple est obtenu pour la loi uniforme sur �.I  � 0R�ep�eter n foistirer X au hasard dans �I  � I + f(X)�nR�ep�eterI  � I � v(�)=nLa variance dans ce cas est�2 = Z�(v(�)f(x)� I)2 1v(�) dx :Cette variance est meilleure que celle que l'on obtient par la m�ethode de rejet appliqu�eeau domaine D0 = �� [0;maxx2� f(x)] ;qui vaut �02 = I�v(�)maxx2� f(x)� I� :2.7.2 Variables n�egativement corr�el�eesL'id�ee des variables n�egativement corr�el�ees (antithetic variates) est extrêmements�eduisante quand on la pr�esente en dimension 1. Soit f une fonction croissante d�e�niesur [0; 1], et supposons que l'on veuille calculer son int�egrale. On peut l'approcher parles moyennes empiriques des images par f d'appels de Random successifs, comme nousvenons de le voir. On peut aussi remarquer queZ[0;1] f(x) dx = Z[0;1] 12(f(x) + f(1� x)) dx ;et donc approcher l'int�egrale par1n nXi=1 12(f(ui) + f(1� ui)) ;o�u les ui sont des appels successifs de Random. Si U d�esigne une variable de loi uniformesur [0; 1] (appel de Random), 1� U a la même loi que U . La variance devientV ar[12(f(U) + f(1� U))] = 12�V ar[f(U)] + Cov[f(U); f(1� U)]� :Comme f est croissante, f(U) et f(1� U) sont corr�el�ees n�egativementCov(f(U); f(1� U)) � 0 :41



Pour un même nombre d'appels de Random, on a certes alourdi l'algorithme en doublantle nombre d'�evaluations de f , mais on a divis�e par plus de deux la variance.Le probl�eme avec cette astuce est de l'appliquer valablement en dimension sup�erieu-re (rappelons qu'on ne calcule pas des int�egrales simples par Monte-Carlo). De nom-breuses heuristiques ont �et�e avanc�ees, sans pour autant aboutir �a des algorithmes op-timis�es, valables pour tous types de fonctions (voir [52] p. 186{200, [35] p. 311{321).2.7.3 R�eduction de la varianceNous ne ferons pas ici un recensement exhaustif des multiples astuces regroup�eessous le nom de \m�ethodes de r�eduction de la variance". Deux principes doivent êtregard�es en m�emoire.1. Plus on a d'information sur la fonction �a int�egrer, mieux on pourra ajuster l'al-gorithme de mani�ere �a diminuer la variance. Il faut se souvenir qu'en pratique onn'utilise un algorithme de Monte-Carlo que dans des cas o�u la fonction est tr�esdi�cile �a �etudier.2. Une diminution de la variance s'accompagne en g�en�eral d'une augmentation ducoût. Or c'est la pr�ecision atteinte pour un coût donn�e qui compte.Nous illustrerons les multiples mani�eres de calculer une int�egrale par un algorithme deMonte-Carlo, sur un exemple �el�ementaire en dimension 1 :Z 20 x2 dx = 83 :Pour chacune des 10 m�ethodes propos�ees, on pourra �a titre d'exercice �ecrire l'algo-rithme, calculer le nombre moyen d'appels de Random, de multiplications, d'additionset de tests. On v�eri�era que c'est bien la valeur 8=3 qui est calcul�ee, mais surtout que lavariance annonc�ee est la bonne. On en d�eduira un classement des m�ethodes par ordred'e�cacit�e.M�ethode 1 : Rejet sur le domaine � avec :� = [0; 2]�[0; 4] :V ariance = 83 �8� 83� = 14:22 :M�ethode 2 : Rejet sur le domaine � avec :� = [0; 1]�[0; 1] [ [1; 2]�[0; 4] :V ariance = 83 �5� 83� = 6:22 :
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M�ethode 3 : Rejet sur le domaine � avec :� = [0; 12]�[0; 14] [ [12 ; 1]�[0; 1] [ [1; 32]�[0; 94] [ [32 ; 2]�[0; 4] :V ariance = 83 �308 � 83� = 2:89 :M�ethode 4 : Esp�erance par rapport �a la loi de densit�e fX avec :fX(x) = 1211[0;2](x) :V ariance = 25645 = 5:69 :M�ethode 5 : Esp�erance par rapport �a la loi de densit�e fX avec :fX(x) = 1511[0;1](x) + 4511[1;2](x) :V ariance = 5936 = 1:64 :M�ethode 6 : Esp�erance par rapport �a la loi de densit�e fX avec :fX(x) = 23011[0; 12 ](x) + 83011[ 12 ;1](x) + 183011[1; 32 ](x) + 323011[ 32 ;2](x) :V ariance = 22274608 = 0:48 :M�ethode 7 : Esp�erance par rapport �a la loi de densit�e fX avec :fX(x) = 12x11[0;2](x) :V ariance = 89 = 0:89 :M�ethode 8 : Esp�erance par rapport �a la loi de densit�e fX avec :fX(x) = 13x11[0;1](x) + 13(3x� 2)11[1;2](x) :V ariance = 7136 + 481(�45 + 4 log(4)) = 0:18 :
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M�ethode 9 : Variables n�egativement corr�el�ees :Z 20 x2 dx = 12 Z 20 (x2 + (2�x)2) dx :Rejet sur le domaine � avec : � = [0; 2]�[0; 4] :V ariance = 83(4� 83) = 3:56 :M�ethode 10 : Variables n�egativement corr�el�ees :Z 20 x2 dx = 12 Z 20 (x2 + (2�x)2) dx :Esp�erance par rapport �a la loi de densit�e fX avec :fX(x) = 1211[0;2](x) :V ariance = 1645 = 0:35 :2.8 Suites d�eterministesOn attend des k-uplets cons�ecutifs d'appels de Random qu'ils se comportent commedes points au hasard dans [0; 1]k. Nous avons traduit ceci par la notion de k-uniformit�e.C'est cette propri�et�e qui est utilis�ee dans la m�ethode de rejet (pour k = d+1) aussi bienque dans le paragraphe pr�ec�edent. Une suite (un) de vecteurs de [0; 1]k est uniforme si8D =]a1; b1]� : : :�]ak; bk] � [0; 1]k ; limn!1 1n nXi=111D(ui) = v(D) :Intuitivement, on demande �a une suite uniforme dans [0; 1]k de \visiter r�eguli�erement"tout [0; 1]k. On exige beaucoup d'un g�en�erateur en demandant qu'il soit uniforme pourtout k, si on n'utilise en fait que la k-uniformit�e pour une valeur pr�ecise de k. Or dansles m�ethodes que nous avons vues jusqu'ici, la valeur de k est �x�ee par la nature duprobl�eme (k = d ou d + 1). Pour k �x�e, il est possible de construire des ensembles depoints qui visitent [0; 1]k plus r�eguli�erement et plus vite que des k-uplets d'appels deRandom. Deux m�ethodes sont tr�es r�epandues.2.8.1 Points r�eguli�erement r�epartisPour k �x�e, consid�erons l'ensemble suivant demk points r�eguli�erement r�epartis dans[0; 1]k. �(m1m ; : : : ; mkm ) ; (m1; : : : ; mk) 2 f1; : : : ; mgk� :44



Dans tous les algorithmes de calculs d'int�egrales vus pr�ec�edemment, on peut remplacerles moyennes sur n appels de Random par des moyennes sur les mk points d�e�nis ci-dessus. Pour un nombre de points n = mk �x�e, les calculs seront plus rapides qu'avecdes appels de Random. La pr�ecision pourra être meilleure dans les cas o�u la fonction �aint�egrer est su�samment r�eguli�ere (voir [12], p. 226).2.8.2 Suites de Van der CorputL'inconv�enient de la m�ethode pr�ec�edente est que pour augmenter le nombre depoints (passer de m �a m+1) il faut recalculer tous les points. Il est donc souhaitablede disposer d'une suite d�eterministe de points qui visite [0; 1]k plus r�eguli�erement quela suite des appels de Random. De telles suites sont dites \�a discr�epance faible". Lesplus courantes sont les suites de Van der Corput, d�e�nies comme suit. Pour k �x�e,consid�erons les k premiers nombres premiers (2,3,5,7,11. . . ). Soit �i le i-i�eme nombrepremier de la liste. Chaque entier n admet une �ecriture unique en base �i.n = a0(n) + a1(n)�i + � � �+ a`(n)�ì ;avec 0 � aj(n) < �i : On lui associeui(n) = a0(n)�i + � � �+ a`(n)�`+1i :On d�e�nit alors la suite (u(n)); n 2 IN d'�el�ements de [0; 1]k paru(n) = (u1(n); : : : ; uk(n)) :On peut utiliser cette suite exactement comme une suite de k-uplets cons�ecutifs d'ap-pels de Random. Pour une fonction f d�e�nie sur [0; 1]k, on majore l'erreur d'approxima-tion entre la moyenne des f(u(n)) et l'int�egrale de f sur [0; 1]k comme suit ([12] p. 229).������ 1n nXj=1 f(u(j)) � Z[0;1]k f(x) dx������ < V (f) kYi=1 �i log(�in)log(�i) ! 1n ;o�u V (f) d�esigne la variation totale de la fonction f . L'erreur d'approximation est del'ordre de (log(n))k=n, ce qui est meilleur que 1=pn. Il est �a noter cependant quecette erreur augmente fortement avec la dimension. De plus, le calcul des ui(n), s'il estpeu coûteux pour de faibles valeurs de i, deviendra vite assez lourd en dimension plusgrande (le 10-i�eme nombre premier est 29, le 100-i�eme est 541, le 1000-i�eme est 7919).Il est donc pr�evisible que sur les probl�emes de tr�es grande dimension, la suite de Vander Corput ne soit pas concurrentielle par rapport �a l'utilisation de Random. Pour plusde d�etails sur les suites �a discr�epance faible, se reporter �a Bouleau [14] p. 67-95.2.9 ExercicesExercice 2.1 D�eterminer la loi de la variable al�eatoire X, en sortie des algorithmessuivants : 45



1. N  � Int(Random*4)X  � Int(Random*N)2. N  � Int(Random*3)X  � 0Pour I de 0 �a N faireX  � X + IFinPour3. X  � 0 ; Y  � 1R�ep�eterX  � X + 1 ; Y  � Y=2Jusqu'�a (Random > Y )4. N  � 0R�ep�eter n foisSi (Random < p) alors N  � N + 1�nSi�nR�ep�eterX  � 0R�ep�eter N foisSi (Random < q) alors X  � X + 1�nSi�nR�ep�eter5. X  � 0R�ep�eter n foisSi (Random < p) alorsSi(Random < q) alors X  � X + 1�nSi�nSi�nR�ep�eter6. P  � p ; F  � P ; X  � 1C  �RandomTantQue (C > F ) faireP  � P � (1� p)F  � F + PX  � X + 1�nTantQue7. N  � 0X  � 0R�ep�eterSi(Random < p) alors N  � N + 1�nSiX  � X + 1Jusqu'�a (N = r) 46



8. X  � 0R�ep�eter r foisR�ep�eterX  � X + 1Jusqu'�a (Random < p)�nR�ep�eterExercice 2.2 On consid�ere l'algorithme suivant, o�u Int d�esigne la partie enti�ere.X  � 0R�ep�eter 3 foisN  � 0R�ep�eterA � Int(Random � 3)N  � N + 1Jusqu'�a (A < 2)Si (A = 0) alors X  � X + 1�nSi�nR�ep�eter.1. Quelle est la loi de la variable al�eatoire X ?2. Calculer la probabilit�e de l'�ev�enement X � 2.3. Quelle est la loi de la variable al�eatoire N ?4. Quelle est son esp�erance ?5. Calculer la probabilit�e de l'�ev�enement N � 2.6. Sur 10000 r�ep�etitions ind�ependantes de cet algorithme, on a observ�e les r�esultatssuivants pour X : Valeurs 0 1 2 3E�ectifs 1264 3842 3681 1213(a) Donner un intervalle de con�ance pour la probabilit�e de l'�ev�enement X � 2,au niveau de con�ance 0:95, puis 0.99.(b) Combien faudrait-il e�ectuer de r�ep�etitions ind�ependantes de l'algorithmepour que l'amplitude de l'intervalle de con�ance au niveau 0:95 soit inf�erieure�a 0:001 ?(c) Donner un intervalle de con�ance pour l'esp�erance de X, au niveau de con-�ance 0:95, puis 0.99.(d) Combien faudrait-il e�ectuer de r�ep�etitions ind�ependantes de l'algorithmepour que l'amplitude de l'intervalle de con�ance au niveau 0:95 soit inf�erieure�a 0:001 ?7. Sur 10000 r�ep�etitions ind�ependantes de cet algorithme, on a observ�e les r�esultatssuivants pour N :Valeurs 1 2 3 4 5 6 7 8E�ectifs 6613 2247 799 215 82 33 9 247



(a) Donner un intervalle de con�ance pour la probabilit�e de l'�ev�enement N � 2,au niveau de con�ance 0:95, puis 0.99.(b) Combien faudrait-il e�ectuer de r�ep�etitions ind�ependantes de l'algorithmepour que l'amplitude de l'intervalle de con�ance au niveau 0:95 soit inf�erieure�a 0:001 ?(c) Donner un intervalle de con�ance pour l'esp�erance de N , au niveau de con-�ance 0:95, puis 0.99.(d) Combien faudrait-il e�ectuer de r�ep�etitions ind�ependantes de l'algorithmepour que l'amplitude de l'intervalle de con�ance au niveau 0:95 soit inf�erieure�a 0:001 ?Exercice 2.3 Pour chacun des algorithmes suivants calculer l'amplitude des intervallesde con�ance de niveau 0; 95 et 0; 99 sur la valeur �nale deX, pour n = 104, puis calculerles valeurs de n pour lesquelles ces amplitudes sont inf�erieures �a 10�3 et 10�5.1. X  � 0R�ep�eter n foisX  � X+Random�nR�ep�eterX  � X=n2. X  � 0R�ep�eter n foisX  � X + 10�Random�nR�ep�eterX  � X=n3. X  � 0R�ep�eter n foisSi (Random < 0; 5) X  � X + 1�nSi�nR�ep�eterX  � X=n4. X  � 0R�ep�eter n foisSi (Random < 0; 05) X  � X + 1�nSi�nR�ep�eterX  � X=n
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5. X  � 0R�ep�eter n foisR�ep�eterX  � X + 1Jusqu'�a (Random < 0; 5)�nR�ep�eterX  � X=nExercice 2.4 Ecrire un algorithme de simulation par inversion pour les lois suivantes.1. Loi binomiale B(5; 1=2).2. Loi binomiale B(5; 9=10).3. Loi binomiale B(5; 1=10).4. Loi g�eom�etrique de param�etre p 2]0; 1[.5. Loi binomiale n�egative de param�etres r 2 IN� et p 2]0; 1[ :P [X = k] =  k�1r�1!pr(1� p)k�r ; 8k 2 fr; r+1; : : :g :6. Loi hyperg�eom�etrique de param�etres N 2 IN� et m;n 2 f1; : : : ; Ng.P [X = k] = �mk��N�mn�k ��Nn� ; 8k 2 f0; : : : ;min(m;n)g :7. Loi sur ZZ d�e�nie par : P [X = k] = 132�jkj ; 8k 2 ZZ :8. Loi sur IN� d�e�nie par : P [X = k] = 1k2 + k ; 8k 2 IN� :Exercice 2.5 Ecrire un algorithme de simulation par rejet �a partir de la loi uniformesur l'ensemble des valeurs prises, pour les lois suivantes (n est un entier > 1 �x�e). Pourchacun des algorithmes, calculer le nombre moyen d'appels de Random.1. Loi binomiale B(5; 1=2).2. Loi binomiale B(5; 1=10).3. Loi sur f1; : : : ; ng d�e�nie par :P [X = k] = n+ 1n(k2 + k) ; 8k 2 f1; : : : ; ng :49



4. Loi sur f�n; : : : ; ng d�e�nie par :P [X = k] = jkjn(n+ 1) ; 8k 2 f�n; : : : ; ng :5. Loi sur fn; : : : ; 2n� 1g d�e�nie par :P [X = k] = 2nk2 + k ; 8k 2 fn; : : : ; 2n� 1g :Exercice 2.6 Ecrire un algorithme de simulation pour les lois suivantes (n est un entiersup�erieur �a 1 �x�e). Pour chacun des algorithmes, calculer le nombre moyen d'appels deRandom.1. Loi sur f1; : : : ; 2ng d�e�nie par :P [X = k] = 12n si k impair,= k2n(n + 1) si k pair.2. Loi sur f1; : : : ; 3ng d�e�nie par :P [X = k] = 16n si k 2 f1; : : : ; ng ;= 13n si k 2 fn + 1; : : : ; 2ng ;= 12n si k 2 f2n+ 1; : : : ; 3ng :3. Loi sur f1; : : : ; 3ng d�e�nie par :P [X = k] = 112n si k 2 f1; n+ 1; 2n+ 1g ;= 2n� 112n(n� 1) si k 2 f2; : : : ; ng ;= 4n� 112n(n� 1) si k 2 fn+ 2; : : : ; 2ng ;= 6n� 112n(n� 1) si k 2 f2n+ 2; : : : ; 3ng :Exercice 2.7 Soit n un entier �x�e. On d�e�nit les lois de probabilit�e p1 et p2 surl'ensemble f1; : : : ; ng par :p1(1) = 1=(2n� 1) ;p1(k) = 2=(2n� 1) ; 8k = 2; : : : ; n :p2(k) = 3=(3n� 2) ; 8k = 1; : : : ; n� 1 ;p2(n) = 1=(3n� 2) :50



On d�e�nit la loi de probabilit�e p sur f1; : : : ; 2ng par :p(k) = (1=3) p1((k + 1)=2) si k est impair,= (2=3) p2(k=2) si k est pair.1. Ecrire un algorithme de simulation par rejet pour la loi p1, �a partir de la loiuniforme sur f1; : : : ; ng. Quel est le nombre moyen d'appels de Random dans cetalgorithme ?2. Même question pour la loi p2.3. Ecrire un algorithme de simulation par rejet pour la loi p, �a partir de la loiuniforme sur f1; : : : ; 2ng. Quel est le nombre moyen d'appels de Random danscet algorithme ?4. En utilisant les algorithmes des questions 1. et 2., �ecrire un algorithme de sim-ulation par d�ecomposition pour la loi p. Quel est le nombre moyen d'appels deRandom dans cet algorithme ?Exercice 2.8 Ecrire un algorithme de simulation pour les lois suivantes.1. Loi sur IN2 d�e�nie par :P [X = (k; h)] = e�1k! 2h+1 ; 8(k; h) 2 IN2 :2. Loi sur IN2 d�e�nie par :P [X = (k; h)] = e�hhkk! 2h+1 ; 8(k; h) 2 IN2 :Exercice 2.9 On dispose d'un �ecran de Nx � Ny pixels que l'on souhaite colorier auhasard. Les couleurs sont num�erot�ees de 1 �a K, et on souhaite que le nombre de pixelsa�ect�e �a la couleur i soit exactement ni (0 < ni < NxNy), pour tout i = 1; : : : ; K. Onpropose trois m�ethodes.{ Echantillonnage al�eatoire s�equentiel :Pour chacune des couleurs, puis pour chaque pixel, on d�ecide ou non de le colorier,avec une probabilit�e d�ependant du nombre de pixels d�ej�a colori�es.{ Echantillonnage al�eatoire par rejet :Pour chacune des couleurs, on tire au hasard un pixel de l'�ecran jusqu'�a en trouverun non colori�e, et on le colorie, jusqu'�a avoir le bon nombre de pixels de chaquecouleur.{ Permutation al�eatoire des pixels :On commence par ordonner l'ensemble des pixels dans un tableau de taille NxNy.On colorie les n1 premiers pixels de la couleur 1, les n2 suivants de la couleur 2,etc. . . On permute ensuite al�eatoirement le tableau de pixels.1. Ecrire l'algorithme correspondant �a chacune des trois m�ethodes.2. Pour chacun des trois algorithmes, d�emontrer que toutes les mani�eres possiblesde colorier l'�ecran peuvent être obtenues avec la même probabilit�e.51



3. Comparer les dur�ees d'ex�ecution des trois algorithmes, en fonction des param�etresdu probl�eme.4. Pour Nx = 640, Ny = 480, K = 16 et ni = 19200 ; i = 1; : : : ; 16, quel algorithmechoisiriez-vous ?Exercice 2.10 Soit f une application de IN� dans l'intervalle ]0; 1[. On consid�ere lavariable al�eatoire X en sortie de l'algorithme Af suivant.X  � 0R�ep�eterX  � X + 1Jusqu'�a ( Random < f(X) )On conviendra que X prend la valeur 1 si l'algorithme ne se termine pas.1. Lorsque f est constante, quelle est la loi de la variable X ? Quelle est sonesp�erance ?2. Pour tout n 2 IN�, calculer Prob[X > n] et Prob[X = n].3. D�emontrer que l'algorithme Af se termine si et seulement si :1Xk=1 f(k) =1 :4. On pose, pour tout entier k � 1,f(k) = 1� 2�(1=2)k :Montrer que Prob[X =1] = 1=2.5. On pose, pour tout entier k � 1,f(k) = 1� 1k + 1 :(a) D�eterminer la loi de la variable X.(b) Calculer la fonction g�en�eratrice de X.(c) Calculer IE[X] et V ar[X].6. On pose, pour tout entier k � 1,f(k) = 1k + 1 :(a) D�eterminer la loi de la variable al�eatoire X.(b) Calculer la fonction g�en�eratrice de X.(c) Montrer que X n'admet pas d'esp�erance. Qu'en concluez-vous pour le tempsd'ex�ecution de l'algorithme ? 52



7. On pose, pour tout entier k � 1,f(k) = 2k + 1k2 + 2k + 1 :(a) Montrer que l'algorithme Af se termine.(b) Quelle est la loi de la variable X ?(c) Calculer IE[X] et montrer que V ar[X] n'existe pas.Exercice 2.11 Ecrire un algorithme de simulation par inversion pour les lois dont lesdensit�es suivent.1. f(x) = ��x��1e��x�11IR+(x) :(Densit�e de la loi de Weibull de param�etres � > 0 et � > 0).2. f(x) = �x��111[0;1](x) :(Densit�e de la loi B�eta B(�; 1), le param�etre � est > 0.)3. f(x) = ���x���111[�;+1[(x) :(Densit�e de la loi de Pareto de param�etres � > 0 et � > 0).Exercice 2.12 D�eterminer la loi de la variable al�eatoire X, en sortie des algorithmessuivants :1. X  � 1:6�Random2. R�ep�eterX  � 2�RandomJusqu'�a (X < 1:6)Quelle est la loi du nombre de passages dans la boucle pour le deuxi�eme algorithme ?Lequel des deux algorithmes vous semble le plus rapide ?Exercice 2.13 D�eterminer la fonction de r�epartition puis la densit�e s'il y a lieu, de lavariable al�eatoire X en sortie des algorithmes suivants :1. X  �Sqrt(Random)2. X  � 1=Random3. X  � (2�Random�1)24. N  � Int(Random�2)X  � N�Random5. N  � Int(Random�2 + 1)X  � N�Random6. Choix �RandomSi (Choix < 0:4)Alors X  � RandomSinon X  � Random +1�nSi 53



Exercice 2.14 Soit X une variable al�eatoire dont la loi est sym�etrique par rapport �al'origine (X et �X suivent la même loi). Soit Y une variable al�eatoire de même loi quejXj et S une autre variable al�eatoire ind�ependante de Y prenant les valeurs �1 et +1avec probabilit�e 1=2. Montrer que Z = S:Y suit la même loi que X.Application : donner un algorithme de simulation pour la loi de densit�e f d�e�nie par :f(x) = 12 exp(�jxj) ; 8x 2 IR :Exercice 2.15 On consid�ere la densit�e de probabilit�e f suivante.f(x) = (1� jxj)11[�1;1](x) :1. Utiliser la m�ethode d'inversion pour donner un algorithme de simulation de la loide densit�e f .2. Ecrire un algorithme de simulation par rejet �a partir de la loi uniforme sur [�1; 1].3. Montrer que X a pour densit�e f en sortie de l'algorithme suivant :X  � RandomY  � RandomSi (Y < X) alors X  � Y �nSiSi (Random < 0:5) alors X  � �X �nSi4. Lequel des trois algorithmes est le plus rapide ?Exercice 2.16 On consid�ere la densit�e de probabilit�e f suivante.f(x) = 23(x11[0;1](x) + 11[1;2](x)) :1. Utiliser la m�ethode d'inversion pour donner un algorithme de simulation de la loide densit�e f .2. Ecrire un algorithme de simulation par rejet �a partir de la loi uniforme sur [0; 2].3. Soient Y et Z deux V.A. ind�ependantes telles que Y suit la loi uniforme sur[0; 1] et Z suit la loi uniforme sur [0; 2]. Quelle est la fonction de r�epartition de lavariable al�eatoire S = maxfY; Zg ?4. Montrer que la variable al�eatoire X a pour densit�e f en sortie de l'algorithmesuivant :U  � RandomSi (U < 1=3 )alors X  � 3 � U + 1sinon Y  � 3 � (U � 1=3)=2Z  �Random �2Si (Y > Z)alors X  � Y 54



sinon X  � Z�nSi�nSi5. Lequel des algorithmes propos�es est le plus rapide ?Exercice 2.17 1. Donner un algorithme de simulation par inversion pour la loiexponentielle de param�etre � > 0, de densit�e :f�(x) = �e��x11IR+(x) :2. Donner un algorithme de simulation par inversion pour la loi g�eom�etrique deparam�etre 1=2, d�e�nie pour tout k 2 IN� par :p(k) = 12k :3. On consid�ere la loi de probabilit�e sur IR+ d�e�nie par la densit�e f suivante.f(x) = e�x=2(1� e�x=2)211IR+(x) :Calculer la fonction de r�epartition de cette loi. En d�eduire un algorithme desimulation par inversion pour la loi de densit�e f .4. Montrer que pour tout x 2 IR+, f(x) � 2e�x. En d�eduire un algorithme desimulation par rejet pour la loi de densit�e f , �a partir de la loi exponentielle deparam�etre 1. Quel est le nombre moyen d'appels de Random dans cet algorithme ?5. Montrer que pour tout x 2 IR+, on a :f(x) = +1Xk=1 12k ke�kx11IR+(x) :En d�eduire un algorithme de simulation par d�ecomposition pour la loi de densit�ef , utilisant les algorithmes des questions 1 et 2.Exercice 2.18 L'algorithme suivant calcule une valeur approch�ee deI = Z[0;1]2 xy dxdy :I  � 0R�ep�eter n foisX  �RandomY  �RandomU  �RandomSi (U < X � Y ) Alors I  � I + 1�nSi�nR�ep�eterI  � I=n 55



1. Calculer le nombre d'appels de Random n�ecessaires pour que l'amplitude del'intervalle de con�ance de niveau 0; 95 soit inf�erieure �a 10�3.2. On consid�ere le d�ecoupage de � = [0; 1]2 en 4 carr�es�1 = [0; 0:5]�[0; 0:5] ; : : : ; �4 = [0:5; 1]�[0:5; 1] :Pour i = 1; : : : ; 4, soit �i le maximum de la fonction xy sur �i. On d�e�nit ledomaine D0 par D0 = 4[i=1�i � [0; �i] :Ecrire l'algorithme de simulation par rejet pour le calcul de I �a partir du domaineD0.3. Calculer le nombre d'appels de Random n�ecessaires pour que l'amplitude del'intervalle de con�ance de niveau 0; 95 soit inf�erieure �a 10�3.4. Mêmes questions pour un d�ecoupage irr�egulier en 4 carr�es�1 = [0; u]�[0; u] ; : : : ; �4 = [u; 1]�[u; 1] :5. Quelle valeur de u est optimale ?6. Reprendre l'exercice pour un d�ecoupage de � en 9 carr�es.
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3 M�ethodes markoviennes �a temps �ni3.1 Simulation des châ�nes de Markov3.1.1 D�e�nition algorithmiqueUne châ�ne de Markov est classiquement d�e�nie comme une suite de variablesal�eatoires pour laquelle la meilleure pr�ediction que l'on puisse faire pour l'�etape n+1 sion connâ�t toutes les valeurs ant�erieures est la même que si on ne connâ�t que la valeur�a l'�etape n (le futur et le pass�e sont ind�ependants conditionnellement au pr�esent). Nouspartons ici d'une d�e�nition moins classique, mais plus proche des applications.D�e�nition 3.1 Soit E un espace mesurable. Une châ�ne de Markov sur E est unesuite de variables al�eatoires (Xn) ; n2IN �a valeurs dans E telle qu'il existe :1. une suite (Un) ; n 2 IN de variables al�eatoires ind�ependantes et de même loi, �avaleurs dans un espace probabilis�e U ,2. une application mesurable � de IN� E � U dans E telle que :8n 2 IN ; Xn+1 = �(n;Xn; Un) :On distingue plusieurs cas particuliers.� Si l'application � ne d�epend pas de n, la châ�ne est dite homog�ene.� Si l'application � ne d�epend pas de x, la châ�ne est une suite de variablesind�ependantes. Si � ne d�epend ni de n ni de x, c'est une suite de VAIID.� Si l'application � ne d�epend pas de u, � d�e�nit un syst�eme it�eratif. La châ�neest une suite r�ecurrente (d�eterministe si sa valeur initiale est d�eterministe).Toutes les châ�nes de Markov que nous consid�erons ici sont homog�enes. On peut tou-jours passer du cas non homog�ene au cas homog�ene en rempla�cant Xn par le couple(n;Xn).C'est �evidemment aux appels d'un g�en�erateur pseudo-al�eatoire qu'il faut penserpour la suite (Un) de la d�e�nition 3.1. En pratique une châ�ne de Markov est simul�eede mani�ere it�erative comme le dit la d�e�nition 3.1. Une initialisation dans E estd'abord choisie (al�eatoire ou non). Puis chaque nouveau pas est simul�e selon une loi deprobabilit�e d�ependant du point atteint pr�ec�edemment. Cette simulation utilise un ouplusieurs appels de Random successifs, qui constituent la variable Un.En toute rigueur, les châ�nes de Markov au sens de la d�e�nition 3.1 devraients'appeler \châ�nes de Markov simulables". Elles v�eri�ent la propri�et�e suivante, dite\propri�et�e de Markov".Proposition 3.2 Soit (Xn); n 2 IN une châ�ne de Markov. Pour tout n � 0 et pourtoute suite d'�etats i0; : : : ; in 2 E, la loi conditionnelle de Xn+1 sachant\X0 = i0; : : : ; Xn = in" est �egale �a la loi conditionnelle de Xn+1 sachant \Xn = in".D�emonstration : Notons IP la loi de probabilit�e conjointe de X0 et de la suite (Un).D'apr�es la d�e�nition 3.1, Un est ind�ependante de X0; : : : ; Xn. Pour tout sous ensemble57



mesurable B de E, on a :IP[Xn+1 2 B jX0 = i0; : : : ; Xn = in] = IP[�(Xn; Un) 2 B jX0 = i0; : : : ; Xn = in]= IP[�(in; Un) 2 B]= IP[Xn+1 2 B jXn = in] : 2C'est cette propri�et�e d'\oubli du pass�e" qui constitue la d�e�nition classique des châ�nesde Markov. Il est naturel de se demander s'il existe des châ�nes de Markov, au sens dela proposition 3.2, qui ne soient pas simulables. Il n'en existe pas si E est d�enombrable,ou si E = IRd, muni de sa tribu de bor�eliens. On n'en rencontrera donc jamais enpratique.Exemple : Marches al�eatoires.Soit (Un); n2IN une suite de variables al�eatoires ind�ependantes et de même loi surIRd. La suite de variables al�eatoires (Xn); n2IN d�e�nie par X0 2 IRd et8n ; Xn+1 = Xn + Un ;est une châ�ne de Markov. Comme cas particulier, si X0 2 ZZ etIP[Un = �1] = IP[Un = 1] = 1=2 ;on obtient la marche al�eatoire sym�etrique sur ZZ (jeu de Pile ou Face).Si Un suit la loi normale N (0; h), on obtient une discr�etisation du mouvementbrownien standard sur IR.Ces deux exemples s'�etendent facilement en dimension quelconque (marche al�eatoiresym�etrique sur ZZd et mouvement brownien standard dans IRd). Plus g�en�eralement, soit(G; �) un groupe topologique quelconque, muni de sa tribu des bor�eliens. Soit P uneloi de probabilit�e sur G, et (Un) une suite de variables al�eatoires de même loi � sur G.La suite de variables al�eatoires d�e�nie par X0 2 G et pour tout n � 0 :Xn+1 = Xn � Un ;est une châ�ne de Markov sur G, dite \marche al�eatoire de pas �". Les marchesal�eatoires sur les groupes constituent un cas particulier important de châ�ne de Markov.3.1.2 Espace d'�etats �ni ou d�enombrableLorsque E = fi; j; : : :g est un ensemble �ni ou d�enombrable, la famille de lois deprobabilit�e des variables al�eatoires �(n; i; Un) (cf. d�e�nition 3.1) avec laquelle on tire lepas n+1 �a partir du pas n, est habituellement not�ee sous forme matricielle. Si la châ�neest homog�ene, cette famille ne d�epend pas de n. Dans ce cas, on note pij la probabilit�ede choisir l'�etat j �a partir de l'�etat i :pij = IP[�(i; Un) = j] = IP[Xn+1 = j jXn = i] ; 8i; j 2 E :58



Dans la relation ci-dessus, IP d�esigne encore la loi de probabilit�e conjointe de X0 et dela suite (Un).La probabilit�e pij porte le nom de \probabilit�e de transition de i �a j". La matriceP = (pij)i;j2E ;est la matrice de transition de la châ�ne. C'est une matrice �a coe�cients positifs ounuls telle que la somme des �el�ements d'une même ligne vaut 1. Comme nous le verronsdans les exemples des paragraphes suivants, il arrive fr�equemment dans les applicationsque pour un �etat i donn�e, le nombre d'�etats j directement accessibles depuis i (telsque pij > 0) soit faible. La matrice de transition est alors tr�es creuse (elle contientbeaucoup de z�eros). Il est plus �economique de r�esumer les probabilit�es de transitionspar le diagramme de transition. C'est un graphe orient�e et pond�er�e, dont l'ensembledes sommets est E. Une arête de poids pij va de i �a j si pij > 0.L'algorithme de simulation d'une châ�ne de Markov homog�ene de matrice de tran-sition P est le suivant.n � 0Initialiser XR�ep�eteri � X f�etat pr�esentgchoisir j avec probabilit�e pijX  � j f�etat suivantgn � n+1Jusqu'�a (arrêt de la simulation)L'algorithme ci-dessus correspond bien �a la d�e�nition 3.1, dans la mesure o�u les choixsuccessifs sont e�ectu�es �a l'aide d'appels de Random renouvel�es �a chaque it�eration(consid�er�es comme ind�ependants des pr�ec�edents). Supposons par exemple que la loi(pij)j2E soit simul�ee par inversion. Notons� Un le n-i�eme appel de Random.� � l'application de E � [0; 1] dans E qui au couple (i; u) associe l'inverse de lafonction de r�epartition de la loi (pij)j2E, �evalu�e en u.L'algorithme calcule bien Xn+1 = �(Xn; Un) :Ceci a une port�ee plutôt th�eorique. Il ne faudrait pas en d�eduire que c'est forc�ementpar inversion que l'on doit simuler la loi (pij)j2E. Dans certains cas un autre type desimulation (par exemple par rejet ou d�ecomposition) pourra s'av�erer plus e�cace.
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Exemple : Voici une matrice de transition sur E = fa; b; c; d; eg.
P = a b c d ea 0:2 0:2 0:2 0:2 0:2b 0 0:2 0:3 0 0:5c 0:3 0:3 0 0:4 0d 0 0:3 0:3 0:3 0:1e 0 1 0 0 0L'algorithme ci-apr�es simule une châ�ne de Markov de matrice de transition P . Il n'estpas optimal mais il illustre quelques m�ethodes standard.Tableau E = [a; b; c; d; e]n � 0Initialiser XR�ep�eteri � X f�etat pr�esentgSelon ii = a : j  � E[Int(Random � 5) + 1]i = b : Choix  � RandomSi (Choix < 0:5) alors j  � esinon Si (Choix < 0:8) alors j  � csinon j  � b�nSi�nSii = c : Choix  � RandomSi (Choix > 0:6) alors j  � dsinon j  � E[Int(Random � 2) + 1]�nSii = d : R�ep�eterTest  � Vraij  � E[Int(Random � 4) + 2]Si j = e alorsSi (Random > 1=3) alors Test  � Faux �nSi�nSiJusqu'�a (Test=Vrai)i = e : j  � b�nSelonX  � j f�etat suivantgn � n+1Jusqu'�a (arrêt de la simulation) 60



3.1.3 Relations alg�ebriquesLa loi d'une châ�ne de Markov (Xn) est enti�erement d�etermin�ee par la donn�ee de laloi de X0 et de la matrice de transition P , au sens o�u pour tout n, la loi conjointe de(X0; : : : ; Xn) s'exprime en fonction de la loi de X0 et de P . La matrice de transition Pcontient toute l'information sur l'�evolution de la châ�ne, qui est commune �a toutes lesconditions initiales. Cette information se lit sur les puissances successives de P .Proposition 3.3 Soit (Xn) une châ�ne de Markov homog�ene de matrice de transitionP . Alors1. Pour toute suite d'�etats i0; i1; : : : ; in de E,IP[X0 = i0 et : : : et Xn = in] = IP[X0 = i0] pi0i1 : : : pin�1in :2. Pour tout entier n, notonsp(n)ij = IP[Xn = j jX0 = i] = IP[Xm+n = j jXm = i] ; 8m :C'est la probabilit�e de transition de i �a j en n pas. On a�p(n)ij �i;j2E = P n :3. Notons p(n) la loi de Xn : p(n) = (IP[Xn = i])i2E :On a p(n) = tP np(0) :D�emonstration : Nous montrons uniquement le premier point. Les suivants s'en d�edui-sent de mani�ere imm�ediate. La formule est vraie pour n = 0. Supposons-la vraie pourn. Si IP[X0 = i0 et : : : et Xn = in] = 0 ;alors pour tout in+1, IP[X0 = i0 et : : : et Xn+1 = in+1] = 0 :Sinon : IP[X0 = i0 et : : : et Xn+1 = in+1]= IP[Xn+1 = in+1 jX0 = i0 et : : : et Xn = in]IP[X0 = i0 et : : : et Xn = in]= IP[Xn+1 = in+1 jXn = in]IP[X0 = i0 et : : : et Xn = in]= pinin+1IP[X0 = i0 et : : : et Xn = in] :61



Le r�esultat est donc vrai �a l'ordre n + 1. 2Dans la d�e�nition des probabilit�es de transition en n pas, on peut comprendre lanotation IP[Xn = j jX0 = i] soit comme une probabilit�e conditionnelle, soit commeune probabilit�e relative �a la loi des Un, quand l'initialisation est �x�ee �a X0 = i.On peut voir l'�evolution en loi de la suite (Xn) comme un syst�eme dynamiquelin�eaire dont tP est la matrice d'�evolution.p(n+ 1) = tPp(n) :Il est assez naturel au vu des relations ci-dessus que des techniques num�eriques utilisentl'�evolution des châ�nes de Markov pour la r�esolution de syst�emes lin�eaires. Ces tech-niques font l'objet du paragraphe suivant.3.2 R�esolution de syst�emes lin�eaires3.2.1 Puissances de matricesConsid�erons un syst�eme d'�equations de taille d, mis sous la forme :(I � A)z = b ;o�u A = (aij) 2 Md�d(IR) ; b 2 IRd. On suppose que la matrice I � A est inversible etque : limk!+1 I + A+ � � �+ Ak = (I � A)�1 :C'est le cas en particulier sous la condition su�sante suivante :maxi dXj=1 jaijj < 1 :On peut donc approcher la solution z du syst�eme par la suite de vecteurs (z(k))d�e�nie par : z(k) = (I + A + � � �+ Ak)b :Nous allons d�e�nir, �a partir des trajectoires d'une châ�ne de Markov, une variableal�eatoire dont l'esp�erance est �egale au produit scalaire t'z(k), o�u ' = ('i) est unvecteur de IRd. Par exemple si ' = 11fig, le produit scalaire est la i-i�eme coordonn�eede z(k).Consid�erons une châ�ne de Markov (Xm); m 2 IN �a valeurs dans f1; : : : ; dg dont laloi est d�e�nie par1. La loi de X0 : (pi)i2E ;2. La matrice de transition P = (pij)i;j2E :On d�e�nit la suite de variables al�eatoires (Wm) �a partir de la châ�ne (Xm) parX0 = i0; : : : ; Xm = im =) Wm = 'i0pi0 ai0i1 : : : aim�1impi0i1 : : : pim�1im bim :Remarquons qu'en pratique la trajectoire i0; : : : ; im ne peut être suivie par la châ�neque si sa probabilit�e est strictement positive, �a savoir pi0 pi0i1 : : : pim�1im > 0.62



Proposition 3.4 Supposons que :1: 8i ; 'i 6= 0 =) pi > 0 ;2: 8i; j ; aij 6= 0 =) pij > 0 :Alors : IE[Wm] = t'Amb :D�emonstration : L'id�ee de la d�e�nition de Wm est de r�ealiser une moyenne des facteurs'i0ai0i1 : : : aim�1im qui interviennent dans le calcul de t'Am, au travers des trajectoiresde la châ�ne Xm. Il faut pour cela que tous les facteurs non nuls puissent e�ectivementêtre atteints, et c'est la signi�cation des hypoth�eses de cette proposition. L'esp�erancede Wm vau :t IE[Wm] = X 'i0pi0 ai0i1 : : : aim�1impi0i1 : : : pim�1im bim pi0pi0i1 : : : pim�1im= X'i0ai0i1 : : : aim�1imbim ;la somme portant sur les trajectoires i0; : : : ; im de probabilit�e non nulle, c'est-�a-diretelles que : pi0pi0i1 : : : pim�1im > 0 :Or t'Amb = X'i0ai0i1 : : : aim�1imbim ;o�u la somme porte sur les i0; : : : ; im tels que le produit correspondant soit non nul.D'o�u le r�esultat. 2Pour calculer une valeur approch�ee de t'z(k), il ne reste plus qu'�a d�e�nir :Zk = kXm=0Wm ;dont l'esp�erance est : IE[Zk] = t'z(k) :Cette esp�erance sera approch�ee par la moyenne empirique des valeurs prises par Zk surun grand nombre de trajectoires ind�ependantes de longueur k de la châ�ne (Xm). Voicil'algorithme correspondant.S  � 0R�ep�eter n foism � 0Choisir i0 dans f1; : : : ; dg avec probabilit�e pi0X  � i0W  � 'i0=pi0Z  � 'i0=pi0 � bi0R�ep�eter 63



i � XChoisir j avec probabilit�e pijX  � jW  � W � aij=pijZ  � Z +W � bjm � m + 1Jusqu'�a (m = k)S  � S + Z�nR�ep�eterS  � S=nUn caract�ere int�eressant de cet algorithme est qu'on peut utiliser les mêmes trajec-toires pour calculer simultan�ement plusieurs produits scalaires, par exemple toutes lescoordonn�ees de z. Il est même possible de calculer toute la matrice (I � A)�1. Desvariantes de cet algorithme ont �et�e propos�ees qui n'utilisent qu'une seule trajectoire,suivie su�samment longtemps (voir Rubinstein [81] p. 158-169).Comme on l'aura constat�e, on dispose d'une grande latitude pour choisir la loiinitiale ainsi que les probabilit�es de transition. La seule contrainte que nous ayonsdonn�ee est que les pi doivent s'annuler au plus aussi souvent que les 'i, et les pij queles aij. La question se pose donc d'optimiser la m�ethode par un choix judicieux des piet pij. Le probl�eme est que la variance de Zk est impossible �a calculer en g�en�eral. Toutau plus peut-on donner quelques conseils de bon sens. La châ�ne de Markov la plusrapide �a simuler est la suite de variables ind�ependantes de loi uniforme sur f1; : : : ; dg.Elle correspond au choix pi = pij = 1d ; 8i; j :Ce n'est pas n�ecessairement elle qu'il faut utiliser. En ce qui concerne la loi initiale(pi), le choix d�epend de l'objectif. Si on souhaite calculer toutes les coordonn�ees dez(k), la loi uniforme sera le meilleur choix. Si c'est une seule coordonn�ee, c'est del'indice correspondant qu'il faudra faire partir toutes les trajectoires. Pour la matricede transition, il est di�cile de donner des indications pr�ecises. Quand la matrice A estpleine (tous ses coe�cients sont non nuls), le choix pij = 1=d sera probablement unbon choix. C'est rarement le cas en pratique. Les gros syst�emes lin�eaires proviennent dela discr�etisation de probl�emes int�egro-di��erentiels pour lesquels les matrices sont assezcreuses. Dans ce cas, c'est un choix algorithmiquement raisonnable que d'adapter lamatrice de transition �a la matrice du syst�eme, en annulant pij quand aij = 0. Nous enverrons un exemple dans le paragraphe suivant avec le probl�eme (3.1). Signalons en�nque l'algorithme, pour être impl�ement�e e�cacement devra être quelque peu modi��e.En particulier les quotients aij=pij seront calcul�es en d�ebut de programme, et non pas�a chaque passage dans la boucle principale. De plus il sera judicieux de faire en sortequ'un maximum d'entre eux soient �egaux �a �1 de mani�ere �a �eviter des multiplications.Dans le cas o�u tous les pij ne s'annuleraient pas en même temps que les aij, il faut �eviterde continuer �a simuler des trajectoires pour lesquelles le facteur Wm est nul (modi�erle test d'arrêt de chaque trajectoire). 64



3.2.2 Utilisation d'un �etat absorbantUne variante de la m�ethode pr�ec�edente permet d'atteindre en moyenne t'z, et nonpas seulement t'z(k). L'astuce consiste �a introduire un �etat absorbant pour la châ�ne(Xm) que l'on simule. Soit P = (pij) une matrice de transition sur :E = f1; : : : ; d; ag ;telle que : 8i = 1; : : : ; d ; pai = 0 et 9m > 0 ; p(m)ia > 0 :Une châ�ne de Markov (Xm) de matrice P admet a comme �etat absorbant : toutetrajectoire, quel que soit son point de d�epart, atteindra a au bout d'un nombre �ni depas, et n'en partira plus.Le point de d�epart de la châ�ne est choisi comme pr�ec�edemment avec la loi (pi)1�i�d.Toutes les trajectoires de la châ�ne sont donc de la forme (i0; i1; : : : ; im; a; a : : :), aveci` 2 f1; : : : ; dg pour tout ` entre 0 et m.A la châ�ne (Xm) on associe la variable al�eatoire Z 0 d�e�nie par :X0 = i0; : : : ; Xm = im; Xm+1 = a =) Z 0 = 'i0pi0 ai0i1 : : : aim�1impi0i1 : : : pim�1im bimpima :Proposition 3.5 Supposons que :1: 8i ; 'i 6= 0 =) pi > 0 ;2: 8i; j ; aij 6= 0 =) pij > 0 ;3: 8i ; bi 6= 0 =) pia > 0 :Alors IE[Z 0] = t'z :D�emonstration : L'esp�erance de Z 0 vaut :IE[Z 0] = +1Xm=0X 'i0pi0 ai0i1 : : : aim�1impi0i1 : : : pim�1im bimpima pi0pi0i1 : : : pim�1impima ;= +1Xm=0X'i0ai0i1 : : : aim�1imbim ;la seconde somme portant sur les trajectoires i0; : : : ; im de probabilit�e non nulle, c'est-�a-dire telles que : pi0pi0i1 : : : pim�1im > 0 :Or : t'z = t' +1Xm=0Amb= +1Xm=0X'i0 ai0i1 : : : aim�1im bim ;65



o�u la seconde somme porte sur les i0; : : : ; im tels que le produit correspondant soit nonnul. D'o�u le r�esultat. 2L'esp�erance sera comme d'habitude approch�ee par la moyenne empirique des valeursprises par Z 0 sur un grand nombre de trajectoires ind�ependantes de la châ�ne (Xm).L'�ecriture de l'algorithme correspondant est laiss�ee au lecteur en exercice. Les remar-ques d�ej�a faites sur l'optimisation de l'algorithme pr�ec�edent restent vraies pour celui-ci.3.3 Probl�emes di��erentielsLes probl�emes di��erentiels issus de la physique sont �a l'origine de l'introduction desm�ethodes de Monte-Carlo. L'id�ee consiste encore �a exprimer la solution du probl�eme �ar�esoudre comme l'esp�erance d'une certaine variable al�eatoire, fonction d'une trajectoired'une châ�ne de Markov. On obtient alors une approximation de la solution, commedans les paragraphes pr�ec�edents, en calculant la moyenne empirique des valeurs prisespar cette variable al�eatoire sur un grand nombre de trajectoires ind�ependantes.Nous allons voir que l'utilisation du hasard est ici beaucoup plus qu'une astuce deprogrammation. Il y a un lien math�ematique profond entre certains syst�emes d'�equa-tions aux d�eriv�ees partielles, les probl�emes de physique dont ils sont issus, et les proces-sus de di�usion. Nous ne d�evelopperons ce lien que pour certaines de ses cons�equencesnum�eriques.Les quelques exemples que nous donnons ici ne constituent qu'une introduction �aun sujet en plein d�eveloppement. Nous commen�cons par l'exemple basique du probl�emede la chaleur.3.3.1 Le probl�eme de la chaleurAppliquons la m�ethode du paragraphe 3.2.2 �a la discr�etisation d'un probl�eme deDirichlet simple. Soit D le carr�e unit�e ouvert, @D son bord. Le probl�eme consiste �atrouver une fonction harmonique sur le carr�e, de valeur �x�ee sur le bord.8<: �z(x) = 0 ; 8x 2 Dz(x) = b(x) ; 8x 2 @D : (3.1)Choisissons un pas de discr�etisation h (inverse d'un entier), et examinons la versiondiscr�etis�ee du probl�eme sur une grille de pas h.G = fx 2 D : x = (hi; hj) ; i; j = 1; : : : ; dg ;o�u d = (1=h � 1). Cette version discr�etis�ee est un syst�eme lin�eaire de d2 �equations�a d2 inconnues. A chaque point x de la discr�etisation correspond une �equation, quifait intervenir les quatre voisins y1; y2; y3; y4 de x sur la grille de discr�etisation. Les�equations des points dont un des voisins est sur le bord �etant particuli�eres, on obtientdes �equations de trois types. 66



8>>>>>>>><>>>>>>>>: 1) z(x)� 14(z(y1) + z(y2) + z(y3) + z(y4)) = 02) z(x)� 14(z(y1) + z(y2) + z(y3)) = 14b(y4)3) z(x)� 14(z(y1) + z(y2)) = 14(b(y3) + b(y4) :Les �equations du type 1 sont celles correspondant aux points qui ont leurs 4 voisins �al'int�erieur du carr�e, celles du type 2 aux points qui ont un voisin (y4) sur le bord, cellesdu type 3 aux 4 points qui ont deux voisins (y3 et y4) sur le bord. Ce syst�eme est bienmis sous la forme (I � A)z = b. La technique d'approximation par châ�ne de Markovavec �etat absorbant (paragraphe 3.2.2) s'applique ici de mani�ere particuli�erement na-turelle, puisqu'on peut prendre pour probabilit�es de transition pxy les coe�cients axydu syst�eme. pxy = 14 8x; y 2 G ; kx� yk = h ;= 0 dans tous les autres cas :(La norme k:k est la norme euclidienne). Supposons que l'on souhaite obtenir la valeurde la solution au point x0 de la discr�etisation. Le point de d�epart de la châ�ne simul�eesera x0. L'�evolution de la châ�ne est la suivante. Pour chaque point de la discr�etisationayant ses 4 voisins �a l'int�erieur du carr�e, l'un de ces 4 voisins est choisi au hasardcomme point suivant et la simulation continue. Si le point de d�epart a un voisin sur lebord, alors avec probabilit�e 1=4 la trajectoire s'arrête et la valeur retourn�ee pour Z 0 estla valeur de b sur ce voisin. Si le point de d�epart a deux voisins sur le bord, alors avecprobabilit�e 1=2 la trajectoire s'arrête et la valeur retourn�ee est la moyenne des valeursde b sur ces deux points. En r�esum�e on laisse �evoluer une marche al�eatoire sym�etriquedans hZZ2, jusqu'�a ce qu'elle atteigne le bord de D. L'algorithme estime z(x0) par lamoyenne empirique des valeurs prises par la condition de bord b sur les valeurs �nalesd'un grand nombre de trajectoires ind�ependantes partant de x0.Quel est au juste le rôle de la g�eom�etrie du r�eseau et de la discr�etisation de pas h ?Il n'est pas tr�es important. La marche al�eatoire sym�etrique sur hZZ2 d�ecoulait de ladiscr�etisation du laplacien. Sa propri�et�e importante est d'estimer localement le lapla-cien, en un sens probabiliste que nous explicitons ci-dessous.Proposition 3.6 Soit fe1; : : : ; edg une base orthonorm�ee de IRd. Soit (Xn)n2IN la mar-che al�eatoire sym�etrique sur ZZd, de pas Xn+1 �Xn = Gn o�u les Gn sont ind�ependantset IP[Gn = �ei] = 12d :Soit ' une fonction deux fois continûment di��erentiable sur IRd. Alors :limh!0+ 2dh2 IE['(hXn+1)� '(x) j hXn = x] =limh!0+ 1h2 dXi=1('(x+ hei)� '(x)) + ('(x� hei)� '(x)) = �'(x) :67



Cette proposition n'a bien sûr rien de profond. Elle explicite pourtant un lien importantentre l'analyse num�erique et les probabilit�es. Ce lien est le suivant. Pour calculer lelaplacien d'une fonction en analyse num�erique, on fait la somme de di��erences �niesde la fonction, calcul�ees dans les 2d directions de l'espace. En probabilit�e on tire auhasard une de ces di��erences �nies pour se d�eplacer dans sa direction. En esp�erance,cela revient au même �a une constante pr�es. La traduction probabiliste du fait quela moyenne des di��erences �nies, (pond�er�ee par 1=h2) converge vers le laplacien, estle fait que la marche al�eatoire sym�etrique de pas h, convenablement acc�el�er�ee (en1=h2) converge vers le mouvement brownien standard dans IR2. Le rapport entre lemouvement brownien standard et le laplacien est fondamental.Proposition 3.7 Soit ' une fonction deux fois continûment di��erentiable sur IRd.Soit fW (t) ; t � 0g le mouvement brownien standard dans IRd. Alors pour tout t � 0 :lim�t!0+ 1�t� IE['(W (t+ �t)) jW (t) = x]� '(x) � = 12�'(x) :On comprendra donc qu'il n'est pas vraiment utile de discr�etiser par un r�eseau carr�epour r�esoudre le probl�eme de Dirichlet (3.1). On obtiendra un r�esultat analogue enrempla�cant la marche al�eatoire sym�etrique sur hZZ2 par une discr�etisation de pas �t =h2 du mouvement brownien. Le principe de l'algorithme reste le même : pour �evaluerla solution z(x) au point x du domaine, on calculera la moyenne, sur un grand nombrede trajectoires partant de x, des valeurs prises par b au point o�u la trajectoire atteintpour la premi�ere fois le bord.Apr�es avoir en quelque sorte court-circuit�e l'�etape de discr�etisation, nous pouvonsnous poser la question du rapport entre la r�esolution du probl�eme de Dirichlet par lemouvement brownien et le probl�eme physique initial. En termes physiques le probl�eme(3.1) s'�enonce de la fa�con suivante. Supposons que D soit une plaque m�etallique (bonneconductrice de chaleur). Fixons la temp�erature sur le bord de D �a la fonction b, et lais-sons s'�etablir l'�equilibre thermique. Quand cet �equilibre sera atteint, la temp�eratureau point x de la plaque sera z(x). Mais qu'est-ce qui transmet l'�energie des bords dela plaque vers le point x pour �equilibrer sa temp�erature ? C'est l'agitation al�eatoiredes particules �a l'int�erieur de la plaque. Ces particules ne se d�eplacent pas selon unmouvement brownien d'un point du bord vers un point quelconque du domaine carelles ne sont mobiles que localement. Mais la transmission d'�energie entre particulesse fait par des cumuls de petites interactions al�eatoires locales et il n'est pas irr�ealistede mod�eliser cette transmission par un mouvement brownien. En d'autres termes, lam�ethode de Monte-Carlo que nous venons de voir, au-del�a de ses aspects num�eriques,peut être vue comme une mod�elisation al�eatoire du ph�enom�ene physique, et constitueune alternative �a la mod�elisation d�eterministe par le laplacien. Ce n'est bien sûr pasune co��ncidence que le même terme \di�usion" apparaisse en physique, en analyse eten probabilit�es (même si les sens qui lui sont donn�es dans ces trois disciplines peu-vent sembler a priori n'avoir que peu de rapport entre eux). Sur cette coh�erence entremod�elisation d�eterministe et al�eatoire, probl�emes di��erentiels et simulation de proces-sus de di�usion, on pourra se reporter �a la troisi�eme partie de Kloeden et Platen [54]ainsi qu'�a Talay [91] et aux autres articles du même ouvrage.68



Le rapport entre le mouvement brownien et le laplacien se g�en�eralise aux processusde di�usion. Cela fournit le principe de m�ethodes de Monte-Carlo pour la r�esolutionde nombreux probl�emes di��erentiels. Nous en donnerons plusieurs exemples dans lesparagraphes suivants. Auparavant, nous pr�esentons l'algorithme de simulation le plussimple des processus de di�usion.3.3.2 Simulation des processus de di�usionLa r�ef�erence g�en�erale sur le sujet est le livre de Kloeden et Platen [54]. Nous nepr�esentons ici que la m�ethode la plus simple, qui est la g�en�eralisation aux processus dedi�usion de la m�ethode d'Euler pour les solutions d'�equations di��erentielles ordinaires.Les processus de di�usion sont solutions de probl�emes de Cauchy stochastiques.8<: dX(t) = �(t; X(t))dt+ �(t; X(t))dWtX(0) = X0 ; (3.2)o�u { �(t; x) est une fonction de IR+ � IRd dans IRd ;{ �(t; x) est une fonction de IR+ � IRd dansMd�d0(IR) ;{ fWt ; t � 0g d�esigne le mouvement brownien standard dans IRd0 :Sans perte de g�en�eralit�e, on peut supposer d0 � d. Par d�e�nition, une solution duprobl�eme (3.2) sur l'intervalle [0; T ] est un processus stochastique fX(t) ; t 2 [0; T ]g, �atrajectoires continues, v�eri�ant pour tout t 2 [0; T ],X(t) = X0 + Z t0 �(s;X(s))ds + Z t0 �(s;X(s))dWs ; (3.3)o�u la seconde int�egrale est une int�egrale stochastique au sens de Itô (voir [13, 45, 54]).De plus, le processus fX(t) ; t 2 [0; T ]g doit être adapt�e au sens o�u sa valeur �a l'instantt est connue exactement si la trajectoire du mouvement brownien entre 0 et t estconnue : dans l'�evolution de X(t), le hasard ne provient que du mouvement brownien.Dans le cas o�u les fonctions � et � ne d�ependent pas de t, le processus de di�usioncorrespondant est dit homog�ene. Le r�esultat ci-dessous est le plus classique et le plussimple des r�esultats d'existence et d'unicit�e. Dans ce th�eor�eme, k:k d�esigne n'importequelle norme de vecteur ou de matrice, selon le cas.Th�eor�eme 3.8 Supposons les hypoth�eses suivantes v�eri��ees.1. Les fonctions �(t; x) et �(t; x) sont mesurables en t, pour tout x 2 IRd.2. Il existe une constante positive K telle que pour tout t 2 [0; T ] et tout x; y 2 IRd,k�(t; x)� �(t; y)k+ k�(t; x)� �(t; y)k � Kkx� yk :(Les fonctions � et � sont uniform�ement lipschitziennes en x.)3. Il existe une constante positive K 0 telle que pour tout t 2 [0; T ] et tout x 2 IRd,k�(t; x)k2 + k�(t; x)k2 � K 0(1 + kxk2) :(Les fonctions � et � sont �a croissance au plus lin�eaire en x.)69



4. La variable al�eatoire X0 admet une variance et est ind�ependante du mouvementbrownien fWt ; t � 0g.Alors il existe une solution fX(t) ; t 2 [0; T ]g du probl�eme (3.2) adapt�ee �a trajectoirescontinues, telle que supfIE[X2(t)] ; t 2 [0; T ]g < +1 :De plus, il y a unicit�e trajectorielle : si fX(t) ; t 2 [0; T ]g et fY (t) ; t 2 [0; T ]g sontdeux solutions, IP[ supfkX(t)� Y (t)k ; t 2 [0; T ]g = 0 ] = 1 :Pour r�esoudre num�eriquement un probl�eme de Cauchy d�eterministe (�(t; x) = 0), lemoyen le plus simple est la m�ethode d'Euler. Cette m�ethode s'�etend naturellement aucas des di�usions sous le nom de m�ethode d'Euler-Maruyama. Elle consiste �a calculerune approximation de X(t) sur une discr�etisation de l'intervalle [0; T ], par une châ�nede Markov.Soit fX(t) ; t 2 [0; T ]g le processus de di�usion solution du probl�eme de Cauchy (3.2).Fixons un pas de temps �t > 0 et notons tn la suite des instants de discr�etisation.tn = n �t ; n � 0 :Soit (�Wn) la suite des incr�ements de la discr�etisation correspondante du mouvementbrownien fWt ; t � 0g. �Wn = Wtn+1 �Wtn ; n � 0 :Par d�e�nition du mouvement brownien, la suite (�Wn) est une suite de vecteurs al�eatoi-res dans IRd0 , ind�ependants et de même loi. Chacune des coordonn�ees de �Wn suit laloi normale N (0; �t), de moyenne 0 et de variance �t (d'�ecart-type p�t).D�e�nissons la châ�ne de Markov ( ~Xn) par ~X0 = X0 et pour n � 0~Xn+1 = ~Xn + �(tn; ~Xn) �t+ �(tn; ~Xn) �Wn :Dans le cas o�u les fonctions � et � ne d�ependent pas de t, ( ~Xn) est une châ�ne deMarkov homog�ene.Sous certaines hypoth�eses de r�egularit�e, les variables al�eatoires ~Xn approchent lesvariables al�eatoiresX(tn) de la solution exacte, au sens o�u l'erreur quadratique moyenneentre solution exacte et solution approch�ee tend vers 0 quand le pas �t tend vers 0.Th�eor�eme 3.9 Supposons que les hypoth�eses du th�eor�eme 3.8 soient v�eri��ees et quede plus il existe une constante K 00 > 0 telle que pour tout s; t 2 [0; T ] et tout x 2 IRd,k�(t; x)� �(s; x)k+ k�(t; x)� �(s; x)k � K 00jt� sj1=2 :D�e�nissons l'erreur globale EG(�t) parEG(�t) = maxn IE[( ~Xn �X(tn))2 j ~X0 = X(0) = x0]1=2 ; tn 2]0; T ] o :Alors quand �t tend vers 0, EG(�t) = O(p�t) :70



L'erreur globale EG est une erreur quadratique moyenne maximale. En pratique, lepoint de d�epart x0 est connu \exactement". C'est donc EG qui mesure la pr�ecision del'approximation trajectorielle.L'algorithme de simulation de la châ�ne de Markov ( ~Xn) est tr�es facile �a impl�ementer.Hors de la boucle principale :D�e�nir les constantes �t et p�tD�e�nir la fonction "Normale" qui retourne un vecteurde d0 variables ind�ependantes de loi N (0; 1).Initialiser X0.Boucle principale :t � 0~X  � X0TantQue (t < T )~X  � ~X + �t � �(t; ~X) + �(t; ~X):(p�t � Normale)t � t+ �t�nTantQueDans l'algorithme ci-dessus, le produit \�(t; ~X):(p�t �Normale)" est le produit d'unematrice par un vecteur. S'il y a lieu, il faudra �evidemment le programmer �a part.L'�evaluation des fonctions �(t; ~X) et �(t; ~X) pourra �egalement se faire �a l'ext�erieur dela boucle principale. En ce qui concerne la fonction Normale, qui retourne d0 variablesal�eatoires ind�ependantes de loi N (0; 1), elle peut être programm�ee en utilisant l'al-gorithme polaire du paragraphe 2.6.2. Dans ce cas, il faudra prendre garde �a utilisersuccessivement les deux variables al�eatoires retourn�ees par cet algorithme. Ceci ne posepas de probl�eme si d0 est pair, mais peut conduire �a doubler les instructions dans laboucle principale (simuler deux pas cons�ecutifs) si d0 est impair.Il existe de nombreuses autres m�ethodes pour simuler les processus de di�usion (voirKloeden et Platen [54]). La m�ethode d'Euler-Maruyama, si elle est la moins pr�ecise detoutes, pr�esente l'avantage d'être la plus naturelle, la plus facile �a programmer, et laplus rapide �a l'ex�ecution. Dans le cas d�eterministe, la m�ethode d'Euler est connue pour\cumuler les erreurs" (au sens ou l'�ecart entre la solution exacte et son approximationnum�erique augmente avec le temps). C'est aussi le cas pour la version stochastique. Leprobl�eme de la stabilit�e num�erique est abord�e dans [54] p. 331-337. Des techniques der�eduction de variance appropri�ees aux m�ethodes de Monte-Carlo utilisant ce type desimulation ont �et�e propos�ees. Nous ne les aborderons pas (voir [54] p. 511-527).3.3.3 Probl�emes de DirichletC'est la g�en�eralisation du probl�eme (3.1) que nous consid�erons ici. La pr�esentationque nous en faisons est celle de [45] p. 364-365 (voir aussi [14] p. 237). Nous nouspla�cons dans le cas de di�usions homog�enes (les coe�cients � et � du probl�eme (3.2)ne d�ependent pas de t). 71



L'application � va de IRd dans IRd, � de IRd dans Md�d0(IR). On note S = (sij)l'application qui �a x 2 IRd associeS(x) = (sij(x)) = �(x) t�(x) :L'op�erateur di��erentiel du second ordre associ�e �a la di�usion fX(t) ; t � 0g est not�eA. C'est son g�en�erateur en tant que processus de Markov homog�ene : voir paragraphesuivant. A une application ', de IRd dans IR, deux fois di��erentiable, il associe :A' (x) = 12 dXi;j=1 sij(x) @2'@xi@xj (x) + dXi=1 �i(x) @'@xi (x) :L'op�erateur A est dit elliptique au point x si la forme quadratique de matrice S(x) eststrictement positive. Remarquons que A est elliptique au point x si et seulement si lamatrice �(x) est de rang d. On supposera donc d�esormais que d0 = d.Le probl�eme de Dirichlet g�en�eralis�e est le suivant. Soit D un domaine ouvert born�econnexe de IRd et @D sa fronti�ere, suppos�ee su�samment r�eguli�ere (lipschitzienne parmorceaux). Soient a; b; c trois applications continuesa : D �! [0;+1[ ; b : @D �! IR ; c : D �! IR :Le probl�eme consiste �a trouver une application z continue de D dans IR, deux foiscontinûment di��erentiable sur D, telle que :8<: Az(x)� a(x)z(x) = c(x) ; 8x 2 Dz(x) = b(x) ; 8x 2 @D : (3.4)Le th�eor�eme suivant montre que la solution du probl�eme (3.4) peut sous certaineshypoth�eses s'�ecrire comme l'esp�erance d'une fonction de la trajectoire du processus dedi�usion solution du probl�eme de Cauchy stochastique (3.2), suivie jusqu'�a ce qu'elleatteigne le bord de D.Th�eor�eme 3.10 Supposons que l'op�erateur A soit elliptique en tous les points de D.Supposons que les applications � et � v�eri�ent les conditions du th�eor�eme 3.8.Notons fXx(t) ; t � 0g la solution du probl�eme de Cauchy (3.2), partant de X0 = x.Le temps d'atteinte du bord de D est la variable al�eatoire �x d�e�nie par :�x = infft � 0 ; Xx(t) =2 Dg :Soit Zx la variable al�eatoire d�e�nie par :Zx = b(Xx(�x)) exp�� Z �x0 a(Xx(t)) dt� � Z �x0 c(Xx(t)) exp�� Z t0 a(Xx(s)) ds� dt :Alors pour tout x 2 D on a : IE[Zx] = z(x) ;o�u z(x) est la valeur en x de la solution du probl�eme de Dirichlet (3.4).72



D'apr�es ce th�eor�eme, on peut donc calculer une valeur approch�ee de la solution duprobl�eme (3.4) au point x en simulant des trajectoires partant de x, jusqu'�a ce qu'ellesatteignent le bord de D, et en calculant les valeurs prises par la variable al�eatoire Zxdont l'esp�erance vaut z(x). La moyenne empirique de ces valeurs est l'approximationcherch�ee. L'impl�ementation pose quelques probl�emes pratiques, en particulier de pr�eci-sion num�erique sur le calcul des int�egrales et des exponentielles. Un autre probl�eme estcelui du temps d'atteinte du bord par la di�usion. L'hypoth�ese que IE[�x] est �nie n'estpas particuli�erement restrictive et sera vraie en dehors des cas pathologiques. Cettevaleur IE[�x] contrôle le coût de l'algorithme puisque pour un pas de discr�etisation �t,et un nombre de trajectoires simul�ees N , l'esp�erance du nombre total de pas simul�essera NIE[�x]=�t. Un pas de discr�etisation trop faible par rapport �a IE[�x] conduira �a untemps de calcul beaucoup trop long.3.3.4 Equations de Fokker-Planck et Feynman-KacNous avons d�ej�a employ�e le terme de \g�en�erateur" �a propos de l'op�erateur elliptiqueA dans le paragraphe pr�ec�edent. Sans rentrer dans des d�etails qui sortiraient du cadrede ce cours, comprendre la signi�cation de ce terme nous permettra de comprendrepourquoi suivre au cours du temps les trajectoires d'un processus de di�usion, permetde r�esoudre certains probl�emes di��erentiels. Comme dans le paragraphe pr�ec�edent, lesapplications � et � ne d�ependent pas de t pour l'instant. Elles sont suppos�ees v�eri�erles hypoth�eses du th�eor�eme 3.8. Le processus de di�usion solution du probl�eme (3.2)pour X0 = x, est encore not�e fXx(t) ; t � 0g.Proposition 3.11 Soit ' une application continue born�ee de IRd dans IR. Pour toutt > 0, on note St ' l'application qui �a x 2 IRd associeSt '(x) = IE['(Xx(t))] :Alors1. L'application St ' est continue et born�ee.2. Quand t tend vers 0+, St ' converge uniform�ement vers '.3. Pour tous s; t � 0, Ss+t ' = St Ss ' = Ss St ' :Les propri�et�es �enonc�ees ci-dessus font de la famille d'op�erateurs lin�eaires fSt ; t � 0gun semi-groupe. C'est ce semi-groupe qui d�ecrit la dynamique d'�evolution inh�erente �al'�equation dX = �(X)dt+ �(X)dW :La propri�et�e essentielle est la troisi�eme. Elle d�ecoule du caract�ere markovien et del'homog�en�eit�e (voir par exemple [13]).Sous les hypoth�eses du th�eor�eme de Hille-Yosida, tout semi-groupe admet un g�en�e-rateur qui, formellement, est sa d�eriv�ee logarithmique. Dans le cas du semi-groupeassoci�e �a un processus de di�usion, ce g�en�erateur est l'op�erateur A du paragraphe73



pr�ec�edent. Pour toute fonction ' de IRd dans IR deux fois continûment di��erentiableet born�ee, on a ddtSt ' = ASt ' = StA' ; (3.5)avec A' (x) = 12 dXi;j=1 sij(x) @2'@xi@xj (x) + dXi=1 �i(x) @'@xi (x) :On peut alors traduire la relation (3.5) entre le semi-groupe et son g�en�erateur dedi��erentes mani�eres.Notons u(t; x) = St '(x) = IE['(Xx(t))]. Alors u(t; x) est solution du probl�emedi��erentiel suivant. 8><>: @u(t; x)@t = Au(t; x)u(0; x) = '(x) : (3.6)Mais pour tout T > 0 �x�e et tout t 2 [0; T ], on peut aussi remonter le temps, etconsid�erer v(t; x) = u(T � t; x). Cette fonction est solution du probl�eme di��erentielsuivant. 8><>: �@v(t; x)@t = Av(t; x)v(T; x) = '(x) : (3.7)L'op�erateur A �etant elliptique, sous des hypoth�eses de r�egularit�e su�sante descoe�cients � et �, on d�emontre que la variable al�eatoire Xx(t) admet une densit�e parrapport �a la mesure de Lebesgue sur IRd, pour tout x 2 IRd et tout t > 0. Supposonsque ce soit le cas et notons p(t; x; y) cette densit�e. Pour toute fonction ' continue etborn�ee, elle v�eri�e IE['(Xx(t))] = ZIRd '(y) p(t; x; y) dy :De plus quand t tend vers 0, la mesure de densit�e p(t; x; y) converge vers la masse deDirac �(x) au point x : limt!0+ p(t; x; y) dy = �(x) :Les deux �equations (3.5) entrâ�nent les suivantes.@p(t; x; y)@t = 12 dXi;j=1 sij(x) @2@xi@xj p(t; x; y) + dXi=1 �i(x) @@xi p(t; x; y) : (3.8)@p(t; x; y)@t = 12 dXi;j=1 @2@yi@yj (sij(y) p(t; x; y)) � dXi=1 @@yi (�i(y) p(t; x; y)) : (3.9)La premi�ere �equation porte le nom d'�equation de Fokker-Planck, ou �equation de Kol-mogorov r�etrograde (les d�eriv�ees portent sur x qui est la variable de d�epart). La seconde74



�equation porte le nom d'�equation de Feynman-Kac, ou �equation de Kolmogorov directe(elle porte sur la variable d'arriv�ee). La famille de densit�es fp(t; x; y)g constitue doncun syst�eme fondamental de solutions, ou noyau fondamental. On obtient la solutiong�en�erale des �equations (3.8) et (3.9) en prenant le produit de convolution de p(t; x; y)par une fonction quelconque.Exemple : Noyau de la chaleurLe mouvement brownien standard est un processus de di�usion particulier, correspon-dant �a � = 0 ; � = Id. Ses composantes sont ind�ependantes. S'il part du point x = (xi)�a l'instant s, sa densit�e �a l'instant s+t sera le produit des densit�es des composantes, �asavoir le produit des densit�es de lois normales de moyenne xi et de variance t.p(t; x; y) = dYi=1 1p2�te� (yi�xi)22t = 1(2�t)d=2 e� ky�xk22t ;o�u k:k d�esigne la norme euclidienne de IRd. C'est le noyau de la chaleur, solution desdeux \�equations de la chaleur" suivantes, �a comparer avec la proposition 3.7.@p(t; x; y)@t = 12 �x p(t; x; y) ;et @p(t; x; y)@t = 12 �y p(t; x; y) :Ce qui vient d'être dit pour le cas des di�usions homog�enes reste valable dans lecas non homog�ene, même si on perd alors l'interpr�etation de l'op�erateur di��erentiel Acomme g�en�erateur d'un semi-groupe. Ce qui suit est tir�e de Karatzas et Shreve [45]p. 366-369.Soient � et � deux fonctions de IR+� IRd dans IRd etMd�d(IR) respectivement. Onnote S = (sij) l'application qui �a (t; x) 2 IR+ � IRd associeS(t; x) = (sij(t; x)) = �(t; x) t�(t; x) :L'op�erateur di��erentiel At est par d�e�nition celui qui associe �a une application ', deIRd dans IR, deux fois di��erentiable,At' (x) = 12 dXi;j=1 sij(t; x) @2'@xi@xj (x) + dXi=1 �i(t; x) @'@xi (x) :Les conditions sous lesquelles les a�rmations qui vont suivre sont vraies portentsur { la r�egularit�e des fonctions � et �, ainsi que des fonctions b et c du probl�eme (3.12)ci-dessous,{ la croissance lin�eaire ou polynômiale de ces mêmes fonctions,75



{ l'ellipticit�e uniforme des op�erateurs At.(Se reporter �a [45] pour les �enonc�es pr�ecis). On note fX(t) ; t � 0g le processus dedi�usion, solution du probl�eme de Cauchy (3.2). Les op�erateurs At �etant elliptiques, si� et � sont su�samment r�eguli�eres, alors le processus fX(t) ; t � 0g admet un noyau detransition, not�e p(s; x; t; y). Pour toute fonction ' continue et born�ee, ce noyau v�eri�e,pour tout couple d'instants 0 � s < t,IE['(X(t))jX(s) = x] = ZIRd '(y) p(s; x; t; y) dy :De plus, on a : limt�s!0+ p(s; x; t; y)dy = �(x) ;Ce noyau de transition est solution des �equations de Fokker-Planck (3.10) et de Feyn-man-Kac (3.11) ci-dessous.@p(s; x; t; y)@s = 12 dXi;j=1 sij(s; x) @2@xi@xj p(s; x; t; y) + dXi=1 �i(s; x) @@xi p(s; x; t; y) :(3.10)@p(s; x; t; y)@t = 12 dXi;j=1 @2@yi@yj (sij(t; y) p(s; x; t; y)) � dXi=1 @@yi (�i(t; y) p(s; x; t; y)) :(3.11)Consid�erons le probl�eme di��erentiel suivant.8><>: �@u(t; x)@t = Atu(t; x) + c(t; x)u(T; x) = b(x) : (3.12)La notation Atu(t; x) d�esigne l'image par l'op�erateur At de l'application qui �a x 2 IRdassocie u(t; x). La solution de (3.12) (sur [0; T ]� IRd) s'�ecrit :u(t; x) = ZIRd p(t; x; T; y)b(y) dy + Z Tt ZIRd p(t; x; �; y) c(�; y) dyd� :Consid�erons le probl�eme plus g�en�eral suivant.8><>: �@u(t; x)@t = Atu(t; x) + a(t; x)u(t; x) + c(t; x)u(T; x) = b(x) : (3.13)La solution de ce probl�eme s'�ecrit comme l'esp�erance d'une variable al�eatoire, fonctiondes trajectoires du processus de di�usion issu de x �a l'instant t fXx(s) ; s 2 [t; T ]g, dela fa�con suivante.u(t; x) = IE "b(Xx(T )) exp Z Tt a(s;Xx(s)) ds!+ Z Tt c(�;Xx(�) exp�Z �t a(s;Xx(s)) ds� d�# :76



Tous les r�esultats th�eoriques de ce paragraphe se traduisent de mani�ere algorith-mique en des m�ethodes de r�esolution approch�ee de probl�emes di��erentiels paraboliques.Pour ce qui est des solutions fondamentales sous forme de noyau, elles peuvent être ap-proch�ees par des histogrammes : l'histogramme �a l'instant t > s des valeurs prises parN trajectoires de la di�usion, partant toutes de x �a l'instant s, est une approximationde la fonction (de y) p(s; x; t; y).3.4 M�ethodes particulairesL'int�erêt des probl�emes di��erentiels des paragraphes 3.3.3 et 3.3.4 est plus de faireressortir une coh�erence dans la mod�elisation que de proposer des m�ethodes num�eriquese�caces. Au moins en basse dimension, pour la r�esolution des probl�emes lin�eaires(de type Dirichlet ou Fokker-Planck), les m�ethodes de Monte-Carlo sont beaucoupmoins e�caces que les m�ethodes d'�el�ements �nis classiques. Nous allons montrer danscette derni�ere partie que les processus de di�usion peuvent servir �a r�esoudre certainsprobl�emes d'EDP non lin�eaires. Notre r�ef�erence g�en�erale sera ici l'ouvrage collectif [40],et en particulier les contributions de M�el�eard p. 42{95 et Pulvirenti p. 96{126 (voir aussi[59]). Nous nous contenterons de d�egager quelques id�ees g�en�erales sur la propagationdu chaos et la r�esolution de certaines �equations aux d�eriv�ees partielles non lin�eaires pardes m�ethodes stochastiques. Nous renvoyons �a [40] et aux nombreuses r�ef�erences de cetouvrage pour le traitement math�ematique, qui est d'un niveau souvent tr�es sup�erieur�a celui de ces notes. Notre objectif est de faire apparâ�tre une fois de plus la coh�erenceentre le point de vue d�eterministe et le point de vue stochastique, tout en restant leplus proche possible des consid�erations algorithmiques.3.4.1 Propagation du chaosDans les m�ethodes des paragraphes pr�ec�edents, la solution �etait �ecrite commel'esp�erance d'une certaine fonction d'un processus de di�usion. Il su�sait de calculercette esp�erance de mani�ere approch�ee en appliquant la loi des grands nombres �a Ntrajectoires ind�ependantes. L'id�ee ici sera encore d'approcher une solution par desmoyennes empiriques en utilisant la loi des grands nombres. Mais on l'appliquera �a unefamille de processus qui ne sont ind�ependants qu'asymptotiquement. Par analogie avecles mod�eles physiques �a propos desquels ces m�ethodes sont apparues, les processus quiinteragissent sont appel�es particules, d'o�u le nom de m�ethodes particulaires.Il s'agit en g�en�eral d'un ensemble de N processus de di�usion, (fXNi (t) ; t �0g)i=1;:::;N dont chacun interagit de mani�ere sym�etrique avec tous les autres, les in-teractions individuelles restant faibles. Nous pr�ecisons ce cadre �a l'aide de l'exempleintroductif de Pulvirenti, [40] p. 97.Exemple :Soit K une application de IRd dans IRd, de classe C1. Pour N 2 IN�, consid�erons le
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syst�eme d'�equations di��erentielles ordinaires suivant.dXNi (t)dt = 1N NXj=1K(XNi (t)�XNj (t)) ; i = 1; : : : ; N : (3.1)Supposons que la condition initiale de ce syst�eme soit form�ee de vecteurs al�eatoiresind�ependants (XNi (0))i�N . Les vecteurs solution (XNi (t))i�N ne sont pas ind�ependants.Il est cependant possible de montrer que pour tout k 2 IN et pour tout t > 0, levecteur (XNi (t))i�k converge en loi, lorsque N tend vers l'in�ni, vers une mesure pro-duit. En d'autres termes, les XNi (t) sont asymptotiquement ind�ependants pour tout t.Consid�erons la mesure empirique �N(t) associ�ee au vecteur (XNi (t))i�N :�N(t) = 1N NXi=1 �(XNi (t)) ;o�u �(x) d�esigne la masse de Dirac au point x 2 IRd. Soit ' une fonction test (de classeC1, �a support compact sur IRd). On a :ddth �N(t) ; ' i = ddt 1N NXi=1'(XNi (t))= 1N NXi=1 � ddtXNi (t)�:r'(XNi (t))= 1N NXi=1 � 1N NXj=1K(XNi (t)�XNj (t))�:r'(XNi (t))= h �N(t) ; K � �N (t):r' i= �h div[(K � �N (t))�N(t)] ; ' i ;o�u K � �N(t)(x) = R K(x � y)�N(t)(dy) : En d'autres termes, �N(t) est une solutionfaible de l'�equation non lin�eaire suivante.@�@t + div[(K � �)�] = 0 : (3.2)Supposons qu'au temps t = 0, la mesure �N (0) converge vers la mesure f(0; x)dx. C'estle cas si les conditions initiales sont des variables al�eatoires ind�ependantes de densit�ef(0; x), par la loi des grands nombres. On peut alors d�emontrer, les variables XNi (t)�etant asymptotiquement ind�ependantes, que leur mesure empirique �N (t) convergepour tout t vers la mesure f(t; x)dx, o�u f(t; x) est solution forte de (3.2), pour lacondition initiale f(0; x). On a donc mis en correspondance l'�equation non lin�eaire(3.2), avec le syst�eme (3.1). En pratique, on pourra approcher la solution (forte) de(3.2) par un histogramme des coordonn�ees de la solution de (3.1), pour N assez grand.Dans cet exemple, deux propri�et�es ont jou�e un rôle essentiel.78



1. Si lesXNi (0) sont ind�ependantes, alors lesXNi (t) sont asymptotiquement ind�epen-dantes quand N tend vers l'in�ni. Cette propri�et�e porte le nom de propagationdu chaos.2. La mesure empirique �N(t) converge vers une mesure d�eterministe, par la loi desgrands nombres.De ces deux propri�et�es, on con�coit que la premi�ere entrâ�ne la seconde. Elles sont en fait�equivalentes pour des lois �echangeables, au sens du th�eor�eme suivant (voir par exempleM�el�eard [40] p. 66).Th�eor�eme 3.12 Pour tout N 2 IN�, soit (XNi )i�N un vecteur de variables al�eatoires�a valeurs dans IRd, de loi �echangeable, c'est-�a-dire que (XNi ) a même loi que (XN�(i))pour toute permutation � des coordonn�ees. Soit � une loi de probabilit�e sur IRd. Lesdeux propri�et�es suivantes sont �equivalentes.1. Pour tout k � 0, le vecteur (XNi )i�k converge en loi vers la mesure produit �
k.2. La mesure empirique �N = 1N NXi=1 �(XNi )converge vers la mesure �.Les paragraphes qui suivent sont consacr�es �a d'autres exemples d'applications de lamême d�emarche.3.4.2 Equations de McKean-VlasovL'�equation de Vlasov mod�elise le comportement d'un gaz �a forte densit�e de par-ticules, pour lesquelles les collisions sont si fr�equentes que leur e�et peut être d�ecritpar une di�usion dont le terme de d�erive interactif traduit l'attraction ou la r�epulsiondes particules. C'est McKean qui le premier a donn�e la traduction stochastique de cemod�ele. L'�equation de McKean-Vlasov dans IRd s'�ecrit sous la forme g�en�erale suivante,que l'on peut voir comme une g�en�eralisation de l'�equation de Fokker-Planck (3.8).@�(t)@t = 12 dXi;j=1 @2@xi@xj (sij[x; �(t)])�(t)� dXi=1 @@xi (�i[x; �(t)])�(t) ; (3.3)o�u �(t) est une mesure de probabilit�e sur IRd et�[x; �] = ZIRd �(x; y)�(dy) ; �(x; y) 2 IRd ;S[x; �] = �[x; �] t�[x; �] ;�[x; �] = ZIRd �(x; y)�(dy) ; �(x; y) 2 Md�d0(IR) ;
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pour toute mesure de probabilit�e � sur IRd. L'�equation (3.3) doit être comprise au sensfaible : pour toute fonction test ', on doit avoir@@th�(t); 'i = h �(t) ; 12 dXi;j=1 sij[x; �(t)] @2'@xi@xj + dXi=1 �i[x; �(t)] @'@xi i : (3.4)L'id�ee, comme en 3.3.4, est d'associer �a (3.3) un g�en�erateur, et une �equation di��eren-tielle stochastique. Le g�en�erateur est l'op�erateur di��erentiel A(�), qui �a une fonctiontest ' associe : A(�)'(x) = 12 dXi;j=1 sij[x; �] @2'@xi@xj + dXi=1 �i[x; �] @'@xi : (3.5)L'�equation di��erentielle stochastique correspondante est :dX = �[X(t); �(t)]dt+ �[X(t); �(t)]dW ; (3.6)o�u fW (t) ; t � 0g est le mouvement brownien standard dans IRd0. Dans (3.6), �(t)d�esigne la loi �a l'instant t de X(t), d'o�u la non lin�earit�e. On peut comprendre physique-ment cette �equation en disant que la trajectoire d'une particule entre les instants t ett + dt est celle d'une di�usion dont les coe�cients d�ependent non seulement de la po-sition de la particule �a l'instant t, mais aussi de la densit�e globale �(t) des particules.Nous ne donnerons pas les conditions d'existence et d'unicit�e de la solution de (3.6)(voir [40] p. 46).L'algorithme de simulation approch�ee de cette solution est tout �a fait naturel. Ilsu�t en e�et de simuler une famille de processus de di�usion, par exemple par lam�ethode d'Euler-Maruyama vue en 3.3.2, en rempla�cant dans les coe�cients de d�erive� et de di�usion �, la loi �(t) par son approximation �a l'aide de la mesure empirique :�N (t) = 1N NXi=1 �(Xi(t)) :Pour N 2 IN�, on est alors conduit �a d�e�nir l'ensemble de di�usions (XNi )i�N commesolution du syst�eme d'�equations di��erentielles stochastiques \ordinaires" :dXNi (t) = �[XNi (t); �N (t)]dt+ �[XNi (t); �N(t)]dWi(t) ; (3.7)o�u pour i � N les fWi(t) ; t � 0g sont des mouvements browniens ind�ependants.On montre alors que les \particules" solutions de (3.7) v�eri�ent la propri�et�e depropagation du chaos. Si �a l'instant 0 elles sont ind�ependantes, alors quand N tendvers l'in�ni elles sont asymptotiquement ind�ependantes pour tout t et leur mesureempirique converge vers la solution de (3.3).80



3.4.3 Equations de BoltzmannLes �equations de Boltzmann mod�elisent le comportement d'un gaz dont les mol�ecu-les, en plus de leur mouvement di�usif, subissent des chocs qui modi�ent instan-tan�ement leur vitesse. Tenir compte de ces chocs impose des discontinuit�es qui ra-joutent une di�cult�e suppl�ementaire par rapport au cas pr�ec�edent. Consid�erons ene�et la variable d'�etat position{vitesse (z; v) 2 IR3 � IR3, pour une mol�ecule de gaz.Un choc est une transition instantan�ee de l'�etat (z; v) vers l'�etat (z; v0). Un processusmod�elisant ces chocs est donc un cas particulier de processus de saut pur dans IRd. Detels processus peuvent être d�e�nis par leur g�en�erateur, avec le même sens math�ematiquedonn�e �a celui-ci qu'en 3.3.4. Si ' d�esigne une fonction test sur IRd, le g�en�erateur B(�)du processus de saut est d�e�ni, pour toute mesure de probabilit�e � sur IRd par :B(�)'(x) = Z ('(x + h)� '(x)) �(x; �; dh) ; (3.8)o�u �(x; �; dh) d�esigne une famille de mesures positives born�ees sur IRd. Nous noteronsj�(x; �)j la masse totale de la mesure �(x; �; dh) :j�(x; �)j = Zh2IRd �(x; �; dh) :Il faut comprendre la d�e�nition du g�en�erateur B(�) comme suit. Si x est l'�etat courantde la particule, alors x sautera avec taux j�(x; �)j, c'est-�a-dire au bout d'un tempssuivant la loi exponentielle de moyenne 1=j�(x; �)j. Au bout de ce temps, x sauteravers x+h , o�u h sera choisi selon la loi de probabilit�e �(x; �; dh)=j�(x; �)j. La mesure deprobabilit�e � dont d�epend le g�en�erateur B(�) est pour l'instant un param�etre. Commedans (3.5), � sera interpr�et�ee comme la loi de probabilit�e du processus courant.Le mod�ele le plus g�en�eral sera obtenu en superposant un processus de di�usion et unprocessus de saut ind�ependants. Cela se fait en ajoutant au g�en�erateur A(�) de (3.5),le g�en�erateur B(�) qui vient d'être d�e�ni. Cette extension conduit fort naturellement�a r�esoudre l'�equation suivante, qui g�en�eralise (3.3), et que nous interpr�eterons au sensfaible, comme (3.4). La solution est une mesure de probabilit�e �(t) sur IRd, telle quepour toute fonction test ', on ait :@@th�(t); 'i = h �(t) ; A(�(t))'+ B(�(t))' i : (3.9)L'id�ee de la m�ethode particulaire consiste �a simuler un ensemble de N processus dedi�usion avec sauts, (fXi(t)g)i�N , qui interagissent par l'interm�ediaire de leur mesureempirique, comme le syst�eme d�e�ni par (3.7). Ce syst�eme v�eri�e la propri�et�e de pro-pagation du chaos, et pour des conditions initiales ind�ependantes, sa mesure empirique�N (t) converge vers la solution de (3.9). Plutôt que de d�etailler le r�esultat th�eorique deconvergence, pour lequel nous renvoyons �a M�el�eard [40], p. 54{63, nous donnerons unalgorithme de simulation. L'algorithme que nous proposons n'est �evidemment pas leseul possible (voir M�el�eard [40] p. 63). Il consiste �a simuler le vecteur des N di�usions,en lui superposant un processus de sauts, simul�e par une technique de rejet classique.81



Pour appliquer cette technique au processus de saut de g�en�erateur B(�), nous de-vons supposer que le taux de saut est uniform�ement born�e.supx;� j�(x; �)j = C < +1 :La constante C est en quelque sorte l'�echelle de temps selon laquelle se produisent lessauts. Supposons tout d'abord que la partie di�usion n'existe pas. On a alors �a simulerN processus de saut pur, interagissant seulement par l'interm�ediaire de leur mesureempirique. L'algorithme de simulation du vecteur (fXi(t)g)i�N de ces N processus estle suivant.t � 0Initialiser (X1; : : : ; XN)R�ep�eterchoisir i avec probabilit�e 1=Ncalculer j�(Xi; �N)jSi (Random < j�(Xi; �N )j=C) alorschoisir h selon la loi �(Xi; �N ; dh)=j�(Xi; �N)jXi  � Xi + hFinSit � t+ 1=(NC)Jusqu'�a (arrêt de la simulation)Nous devons maintenant superposer cet algorithme de saut avec un processus dedi�usion. La seule di�cult�e consiste �a harmoniser les deux �echelles de temps,1. celle de la châ�ne associ�ee aux N processus de di�usion par la m�ethode d'Euler-Maruyama, qui d�epend du pas de discr�etisation �t (voir 3.3.2),2. celle des processus de saut, pour laquelle l'intervalle de temps entre deux tenta-tives de saut cons�ecutives vaut en moyenne 1=(NC).L'algorithme que nous proposons consiste �a acc�el�erer l'�echelle de temps du processus desaut de 1=(NC) jusqu'�a �t, quitte �a augmenter le nombre de sauts �ctifs. Ceci suppose�evidemment que �t soit inf�erieur �a 1=(NC). Il semble raisonnable, pour �eviter tropd'appels inutiles de Random, de faire en sorte que 1=(NC) et �t soient relativementproches, ce qui impose que N �t soit de l'ordre de 1=C. Il n'est pas �evident que C soite�ectivement calculable, auquel cas on le remplacera par un majorant, au prix d'unenouvelle perte de temps en sauts �ctifs.L'algorithme de simulation est le suivant.t � 0Initialiser (X1; : : : ; XN)R�ep�eterPour i de 1 �a N (* di�usion *)Xi  � Xi + �t � �(Xi; �N) + �(Xi; �N):(p�t � Normale)FinPourchoisir i avec probabilit�e 1=N (* sauts *)82



calculer j�(Xi; �N)jSi (Random < j�(Xi; �N )jC �t1=(NC)) alorschoisir h selon la loi �(Xi; �N ; dh)=j�(Xi; �N)jXi  � Xi + hFinSit � t+ �t (* �echelle de temps *)Jusqu'�a (arrêt de la simulation)3.5 ExercicesExercice 3.1 Des objets, nomm�es x; y1; y2; : : : ; yN�1; sont rang�es dans un tableau detaille N dans lequel on acc�ede de mani�ere s�equentielle. A chaque acc�es au tableau,on recherche l'un des N objets, soit x avec probabilit�e a, soit l'un des N�1 autres,avec probabilit�e b pour chacun d'eux (a + (N�1)b = 1). Le choix �a chaque acc�es estind�ependant des recherches pr�ec�edentes.Les probabilit�es d'acc�es a et b sont a priori inconnues, mais on soup�conne que l'objetx est plus fr�equemment appel�e que les autres. Dans toute la suite on supposera donca > b. A chaque acc�es, on d�ecide de d�eplacer l'objet choisi, de mani�ere �a ce qu'il soitplac�e plus pr�es de la tête du tableau s'il est fr�equemment appel�e. Deux strat�egies sontenvisag�ees.1. Move ahead : Si l'objet choisi est le premier, il n'est pas d�eplac�e. Sinon, il est�echang�e avec l'objet qui le pr�ec�edait. On note Xn 2 f1; : : : ; Ng le rang de l'objetx dans le tableau �a l'issue du n-i�eme acc�es.(a) Montrer que fXn ; n 2 INg est une châ�ne de Markov homog�ene.(b) Ecrire le diagramme de transition et la matrice de transition de la châ�nefXn ; n 2 INg.(c) Soit p = (pi) ; i = 1; : : : ; N la mesure stationnaire de la châ�ne fXn ; n 2INg. Montrer que pour tout i = 2; : : : ; N ,pipi�1 = ba :(d) En d�eduire que la suite des pi est d�ecroissante (on dit que la strat�egie estauto-arrangeante).2. Move to front : Si l'objet choisi est le premier, il n'est pas d�eplac�e. Sinon, il estplac�e en tête, et les objets qui le pr�ec�edaient sont d�ecal�es vers la droite. On noteYn 2 f1; : : : ; Ng le rang de l'objet x dans le tableau �a l'issue du n-i�eme acc�es.(a) Montrer que fYn ; n 2 INg est une châ�ne de Markov homog�ene.(b) Ecrire le diagramme de transition et la matrice de transition de la châ�nefYn ; n 2 INg. 83



(c) Soit q = (qi) ; i = 1; : : : ; N la mesure stationnaire de la châ�ne fYn ; n 2 INg.Montrer que pour tout i = 2; : : : ; N ,qiqi�1 = (N � i + 1)ba+ (N � i)b :(d) En d�eduire que la suite des qi est d�ecroissante.3. Comparaison :(a) Montrer que pour tout i = 2; : : : ; N ,pipi�1 < qiqi�1 :(b) En d�eduire que p1 > q1.(c) Laquelle des deux strat�egies choisiriez-vous ?Exercice 3.2 Soit d un entier pair et � 2]0; 1=d[. Soit A une matrice de dimension dtelle que sur chaque ligne, la moiti�e des coe�cients valent +�, l'autre moiti�e ��. Soitb le vecteur dont toutes les coordonn�ees valent 1.1. Ecrire la solution du syst�eme : (I � A)z = b :2. Soit z(k) la solution approch�ee �a l'ordre k.z(k) = (I + A + � � �+ Ak)b :Comment choisir k pour être sûr que jz � z(k)j soit inf�erieur �a 10�3 ?3. Ecrire l'algorithme de calcul de la i-i�eme coordonn�ee de z(k), en appliquant lapremi�ere des deux m�ethodes pr�ec�edentes (paragraphe 3.2.1), pourpij = 1d ; 8i; j = 1; : : : ; d :4. Calculer la variance de Zk.5. En d�eduire le nombre de trajectoires n�ecessaires pour que l'amplitude de l'inter-valle de con�ance soit inf�erieure �a 10�3.6. Soit � 2]0; 1=d[. Ecrire l'algorithme de calcul de la i-i�eme coordonn�ee de z par laseconde des deux m�ethodes pr�ec�edentes (paragraphe 3.2.2), pourpij = � ; 8i; j = 1; : : : ; d :7. Quelle est la loi du nombre moyen de pas de la châ�ne avant absorption ?8. Calculer la variance de Z 0.9. En d�eduire le nombre de trajectoires n�ecessaires pour que l'amplitude de l'inter-valle de con�ance soit inf�erieure �a 10�3.84



10. Discuter de l'int�erêt �eventuel de choisir � 6= �.11. Comparer les deux m�ethodes.Exercice 3.3 1. Ecrire un algorithme de simulation approch�ee pour le processusde di�usion dans IR, solution de l'�equation di��erentielle stochastique :8<: dX(t) = sin(X(t))dt+ cos(X(t))dWtX(0) = X0 ; (3.10)o�u fWt ; t � 0g d�esigne le mouvement brownien standard dans IR et X0 unevariable al�eatoire de carr�e int�egrable ind�ependante de fWt ; t � 0g.2. En d�eduire un algorithme de calcul approch�e de la fonction z, de [�1; 1] dans IR,solution du probl�eme di��erentiel suivant.8>><>>: 12 cos2(x)d2zdx2 (x) + sin(x)dzdx(x)� z(x) = 0 ; 8x 2]� 1; 1[z(�1) = z(1) = 1 : (3.11)Exercice 3.4 Soit A l'op�erateur di��erentiel qui �a une application ', de IR2 dans IR,deux fois di��erentiable, associe :A' (x1; x2) =(1+cos2 x1)@2'@x21 (x1; x2) + 2 sin(x1+x2) @2'@x1@x2 (x1; x2) + (1+cos2 x2)@2'@x22 (x1; x2)+ x1 @'@x1 (x1; x2) + x2 @'@x2 (x1; x2) :1. Montrer que l'op�erateur A est elliptique en tout point (x1; x2) de IR2.2. SoitD le disque unit�e ouvert de IR2. On consid�ere le probl�eme de Dirichlet suivant.8><>: Az(x1; x2)� (x1 + x2)2z(x1; x2) = e�(x1+x2)2 ; 8(x1; x2) 2 D ;z(x1; x2) = 1 ; 8(x1; x2) 2 @D : (3.12)Ecrire un algorithme de Monte-Carlo pour le calcul approch�e de la solution enun point (x1; x2) quelconque de D.3. On consid�ere l'�equation parabolique :@u@t (t; x1; x2) = Au(t; x1; x2) :Ecrire un algorithme de calcul approch�e du noyau fondamental p(t; x1; x2; y1; y2)de cette �equation.
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4. En d�eduire un algorithme de r�esolution approch�ee du probl�eme de Cauchy suiv-ant :8><>: @u@t (t; x1; x2) = Au(t; x1; x2) ; 8(t; x1; x2) 2 [0; T ]� IR� IR ;u(0; x1; x2) = e�(x1+x2)2 ; 8(x1; x2) 2 IR� IR : (3.13)5. On note At l'op�erateur di��erentiel d�e�ni par :At' = etA' :6. Modi�er les algorithmes des questions pr�ec�edentes pour la r�esolution du probl�emesuivant.8><>: @u@t (t; x1; x2) = Atu(t; x1; x2) ; 8(t; x1; x2) 2 [0; T ]� IR� IR ;u(0; x1; x2) = cos(x1x2) ; 8(x1; x2) 2 IR� IR : (3.14)7. Ecrire un algorithme de r�esolution approch�ee du probl�eme suivant.8><>: @u@t (t; x1; x2) = Atu(t; x1; x2) + cos(tx1x2) u(t; x1; x2) + sin(tx1x2) ;u(T; x1; x2) = 1 : (3.15)Exercice 3.5 Soit A l'op�erateur di��erentiel qui �a une application ', de IR2 dans IR,deux fois di��erentiable, associe :A' (x1; x2) = 12e�x21 @2'@x21 (x1; x2) + 1p2e�(x21+x22)=2 @2'@x1@x2 (x1; x2) + 12e�x22 @2'@x22 (x1; x2) :1. Ecrire un algorithme de simulation pour un processus de di�usion homog�enef(X1(t); X2(t)) ; t � 0g, admettant l'op�erateur A pour g�en�erateur.2. SoitD le disque unit�e ouvert de IR2. On consid�ere le probl�eme de Dirichlet suivant.8<: Az(x1; x2)� z(x1; x2) = 1 ; 8(x1; x2) 2 D ;z(x1; x2) = 2 ; 8(x1; x2) 2 @D : (3.16)Donner l'expression de la solution du probl�eme (3.16) au point x = (x1; x2) 2 D,en fonction du temps d'atteinte du bord de D, �x d�e�ni par :�x = infft � 0 ; Xx(t) =2 Dg ;o�u fXx(t)g = f(Xx1 (t); Xx2 (t)) ; t � 0g est un processus de di�usion de g�en�erateurA, tel que : (Xx1 (0); Xx2 (0)) = (x1; x2) :3. En d�eduire un algorithme de calcul approch�e de la solution z du probl�eme (3.16).86



4 Exploration markovienneLes m�ethodes d'exploration markoviennes, ou m�ethodes de Monte-Carlo par châ�nede Markov (MCMC), ont �et�e consid�erablement d�evelopp�ees ces 10 derni�eres ann�ees(voir Robert [78] ou Fishman [35]). Si p est une loi de probabilit�e �a simuler, l'id�ee estde l'exprimer comme la mesure stationnaire d'une châ�ne de Markov. Deux alternativess'o�rent alors. La premi�ere est la m�ethode de simulation exacte de Propp et Wilson(section 4.1.3) qui consiste �a coupler dans le pass�e plusieurs trajectoires de la châ�ne.L'autre alternative consiste �a simuler la châ�ne dans le futur pendant suf�sammentlongtemps, jusqu'�a ce qu'elle approche sa mesure stationnaire. L�a deux alternatives sontencore possibles, la m�ethode s�equentielle et la m�ethode parall�ele. Dans la premi�ere onobtient un �echantillon de taille n en extrayant n valeurs r�eguli�erement espac�ees d'uneseule trajectoire. Dans la seconde on simule n trajectoires ind�ependantes jusqu'�a uncertain temps d'arrêt. C'est surtout cette derni�ere que nous �etudierons (section 4.1.5).Quelques algorithmes d'optimisation stochastique seront introduits ensuite, princi-palement le recuit simul�e, les algorithmes g�en�etiques et l'algorithme MOSES. Bien queces algorithmes simulent des châ�nes de Markov non homog�enes, on peut n�eanmoinsutiliser les r�esultats sur la vitesse de convergence des châ�nes homog�enes pour �etudierleur comportement, comme nous le ferons pour le recuit simul�e en 4.2.2 et 4.2.3.4.1 Comportement asymptotiqueLes r�esultats d�ecrivant la classi�cation des �etats d'une châ�ne de Markov sur unensemble �ni, ses mesures stationnaires, la convergence vers ces mesures, sont extrême-ment classiques et se retrouvent dans de nombreux manuels [7, 15, 23, 33, 47, 50]. Pourl'essentiel, nous nous limiterons aux châ�nes de Markov �a temps discret r�eversibles,puisque ce sont elles que l'on rencontre dans la plupart des m�ethodes markoviennes deMonte-Carlo. Ce choix entrâ�ne une grande simpli�cation du traitement math�ematique.4.1.1 Mesures stationnaires et mesures r�eversiblesSoit E = fi; j; : : :g un ensemble �ni. Soit P = (pij) la matrice de transition d'unechâ�ne de Markov homog�ene sur l'ensemble �ni E (voir 3.1.2). La somme des coe�cientsde chaque ligne de P vaut 1. Autrement dit, le vecteur 11E dont toutes les coordonn�eesvalent 1 est vecteur propre de P , associ�e �a la valeur propre 1. Donc 1 est �egalementvaleur propre de tP . Les mesures de probabilit�e, vecteurs propres de tP associ�es �a lavaleur propre 1 sont les �etats d'�equilibre de la châ�ne.D�e�nition 4.1 Soit p = (pi)i2E une mesure de probabilit�e sur E. On dit que p estune mesure stationnaire de la châ�ne de Markov de matrice de transition P , ou que lamatrice P est p-stationnaire, si tP p = p :Il faut comprendre cette d�e�nition par r�ef�erence �a la proposition 3.3. Soit (Xn); n 2 INune châ�ne de Markov de matrice de transition P . Supposons que la loi de X0 soit unemesure stationnaire p, alors pour tout n � 1, la loi de Xn est encore p (d'o�u le nom87



de mesure stationnaire). On d�emontre que toute matrice de transition admet au moinsune mesure stationnaire. La r�eversibilit�e est un cas tr�es particulier de stationnarit�e.D�e�nition 4.2 Soit p = (pi)i2E une mesure de probabilit�e sur E. On dit que p estune mesure r�eversible pour la châ�ne de Markov de matrice de transition P , ou que lamatrice P est p-r�eversible, si pi pij = pj pji ; 8i; j 2 E : (4.1)Le livre de Kelly [49] est une bonne r�ef�erence g�en�erale sur la r�eversibilit�e et ses appli-cations. La relation (4.1) s'appelle condition de bilan d�etaill�e. Observons tout d'abordqu'une mesure r�eversible est n�ecessairement stationnaire. En e�et si on somme parrapport �a j l'�equation (4.1), on obtientpi = Xj2E pj pji ; 8i 2 E ;qui est la condition de stationnarit�e.Si p est une mesure r�eversible et si la loi de Xm est p, alors non seulement la loi deXm+1 est encore p (stationnarit�e), mais on a :IP[Xm = i et Xm+1 = j] = IP[Xm = j et Xm+1 = i] :C'est la raison pour laquelle on parle de mesure r�eversible. Soit P une matrice detransition p-r�eversible. Soient i et j deux �etats tels que pi > 0 et pj = 0. Alors pij = 0.Donc la restriction de P �a l'ensemble des �etats i tels que pi > 0 est encore une matricede transition, qui est r�eversible par rapport �a la restriction de p �a son support. Quitte�a r�eduire l'espace d'�etats, on peut donc se ramener au cas o�u la mesure r�eversible p eststrictement positive (pi > 0; 8i 2 E). C'est ce que nous supposerons d�esormais.La condition de bilan d�etaill�e (4.1) s'�ecrit sous une forme matricielle qui nous seratr�es utile par la suite. Soit p = (pi)i2E une mesure de probabilit�e strictement positivesur E. Notons D la matrice diagonale dont le coe�cient d'ordre (i; i) est ppi.D = Diag( (ppi ) ; i 2 E ) :On v�eri�e imm�ediatement que la matrice de transition P est p-r�eversible si et seulementsi la matrice DPD�1 est sym�etrique.Pour donner des exemples de châ�nes admettant une mesure r�eversible, nous com-men�cons par observer qu'on peut toujours \sym�etriser" une matrice de transition ad-mettant p comme mesure stationnaire, pour la rendre p-r�eversible.Proposition 4.3 Soit P une matrice de transition et p = (pi)i2E une mesure sta-tionnaire pour P , telle que pour tout i, pi > 0. Soit P � la matrice D�2 tPD2, etQ = (P + P �)=2. Alors les matrices P � et Q sont des matrices de transition, P �est p-stationnaire et Q est p-r�eversible.La matrice P � est celle de l'adjoint de l'op�erateur de matrice P dans L2(p). Une matricede transition P est p-r�eversible si l'op�erateur est auto-adjoint dans L2(p). Par souci de88



simplicit�e, nous avons choisi de nous en tenir �a une pr�esentation matricielle �el�ementaire,même si beaucoup de r�esultats s'�ecrivent de mani�ere beaucoup plus �el�egante avec leformalisme de l'analyse hilbertienne.L'observation suivante est imm�ediate, mais elle contient bon nombre d'applications.Proposition 4.4 Supposons que P soit une matrice de transition sym�etrique, alors Padmet la loi uniforme sur E comme mesure r�eversible.Exemple : Marches al�eatoires sym�etriques.Supposons E muni d'une structure de graphe non orient�e G = (E;A), o�u A d�esignel'ensemble des arêtes : A � nfi; jg ; i; j 2 Eo :Soit r le degr�e maximal d'un sommet du graphe.r = maxi2E n���fj 2 E : fi; jg 2 Ag���o ;o�u j:j d�esigne le cardinal d'un ensemble �ni. D�e�nissons la matrice de transition P =(pij) par pij = 1r si fi; jg 2 A ;= 0 si fi; jg =2 A ;les coe�cients diagonaux �etant tels que la somme des �el�ements d'une même lignevaut 1. La châ�ne de Markov de matrice de transition P s'appelle marche al�eatoiresym�etrique sur le graphe G. La matrice P est, �a une transformation pr�es, ce que lescombinatoriciens nomment le laplacien du graphe G (voir [11]). Cet exemple est �arapprocher de la proposition 3.6.Il existe une analogie �etroite entre les châ�nes de Markov sym�etriques et les r�eseaux�electriques (voir [28]). Les �etats de E sont vus comme les sommets d'un r�eseau, reli�es pardes lignes �electriques. L'analogue de la probabilit�e de transition pij est la conductance(inverse de la r�esistance) de la ligne reliant i �a j.Des crit�eres pour v�eri�er si une matrice de transition donn�ee admet ou non unemesure r�eversible ont �et�e donn�es par Kolmogorov (voir [49]). Nous nous int�eresseronsplutôt ici �a la construction d'une matrice de transition p-r�eversible, quand p est unemesure donn�ee. Voici une m�ethode g�en�erale.Proposition 4.5 Soit Q = (qij) une matrice de transition sur E, v�eri�antqij > 0 =) qji > 0 ; 8i; j 2 E :Soit p = (pi)i2E une loi de probabilit�e strictement positive sur E. D�e�nissons la matricede transition P = (pij) de la fa�con suivante : pour i 6= jpij = qij min(pj qjipi qij ; 1) si qij 6= 0 ;= 0 sinon : (4.2)89



Les coe�cients diagonaux sont tels que la somme des �el�ements d'une même ligne vaut1.La matrice de transition P est p-r�eversible.On peut voir la proposition ci-dessus comme une extension de la m�ethode de rejetqui permet de simuler une loi de probabilit�e quelconque �a partir d'une autre. Dans laproposition 4.5, la matriceQ s'appellematrice de s�election. L'algorithme correspondantporte le nom d'algorithme de Metropolis.Initialiser Xt � 0R�ep�eteri � Xchoisir j avec probabilit�e qij� � (pj � qji)=(pi � qij)Si (� � 1) alorsX  � jSinonSi (Random < �) alorsX  � j�nSi�nSit � t+1Jusqu'�a (arrêt de la simulation)Tel qu'il est �ecrit, cet algorithme n'est �evidemment pas optimis�e. Dans la plupart desapplications, la matrice de transition Q est sym�etrique, ce qui simpli�e le calcul ducoe�cient de rejet � (remarquer qu'il vaut mieux dans ce cas tester si pj < pi avantde faire le calcul de �). Tr�es souvent, l'espace des �etats est naturellement muni d'unestructure de graphe d�eduite du contexte d'application, et on choisit alors pour Q lamatrice de transition de la marche al�eatoire sym�etrique sur ce graphe.Exemple : Ensemble des stables d'un graphe.Soit G = (S;B) un graphe �ni non orient�e, dont S est l'ensemble des sommets etB � S � S l'ensemble des arêtes. On consid�ere l'ensemble E des stables de ce graphe.Un sous-ensemble R de S est dit stable si8x; y 2 R ; fx; yg =2 B :L'algorithme suivant simule une châ�ne de Markov irr�eductible et ap�eriodique qui admetla loi uniforme sur E pour mesure r�eversible.R � ;t � 0R�ep�eterchoisir x au hasard dans SSi (x 2 R) 90



alors R � R n fxgsinon Si (8y 2 R ; fx; yg =2 B)alors R � R [ fxg�nSi�nSit � t+ 1Jusqu'�a (arrêt de la simulation)L'ensemble des stables E est un sous-ensemble de l'ensemble E 0 de tous les sous-ensembles de S. E 0 est naturellement muni d'une structure de graphe (hypercube), pourlaquelle deux sous-ensembles sont voisins s'ils di��erent en un seul �el�ement. L'algorithmeci-dessus simule la marche al�eatoire sur cet hypercube (�a chaque pas on choisit un�el�ement de S au hasard, on le rajoute �a l'ensemble courant s'il n'y �etait pas, on leretranche sinon). Pour obtenir une marche al�eatoire sym�etrique sur l'ensemble desstables, il su�t d'imposer la contrainte que l'on ne peut rajouter un �el�ement x �a R quesi R [ fxg est encore stable.Supposons maintenant que l'on veuille simuler la loi de probabilit�e sur E telle que laprobabilit�e de tout stable R est donn�ee parpR = 1Z �jRj ;o�u � est un r�eel strictement positif, et Z = PR2E �jRj. Il est inutile de calculer laconstante de normalisation Z pour appliquer l'algorithme de Metropolis (proposition4.5). Pour � > 1, l'algorithme est le suivant (on le modi�erait de mani�ere �evidente pour� < 1).R � ;t � 0R�ep�eterchoisir x au hasard dans SSi (x 2 R)alors Si (Random < 1=�) alors R � R� fxg�nSisinon Si (8y 2 R ; fx; yg =2 B)alors R � R [ fxg�nSi�nSit � t+ 1Jusqu'�a (arrêt de la simulation)Dans la section suivante, nous d�ecrivons une premi�ere application des m�ethodesMCMC au d�enombrement de grands ensembles.91



4.1.2 D�enombrement par châ�ne de MarkovCe qui suit s'inspire de Aldous [1, 2] (voir aussi [68, 88]).Etant donn�e un domaine (ensemble �ni ou bien ouvert connexe dans IRd), les deuxprobl�emes consistant d'une part �a �evaluer sa taille (cardinal ou bien volume d-dimen-sionnel) et d'autre part �a simuler la loi uniforme sur ce domaine sont li�es, et même�equivalents au moins au sens de la complexit�e algorithmique. Une m�ethode g�en�eralepour la simulation de la loi uniforme sur un domaine D quelconque est la m�ethode derejet. L'algorithme consiste �a tirer au hasard dans un ensemble D0 qui le contient etrejeter tous les tirages qui ne tombent pas dans D (cf. proposition 2.11). Le coût de cetalgorithme est proportionnel au nombre de passages dans la boucle principale, qui suitla loi g�eom�etrique de param�etre v(D)=v(D0). Dans le cas d'un domaine de IRd, le coûtde la m�ethode de rejet crô�t exponentiellement avec la dimension de l'espace. Prenonscomme exemple la boule unit�e de IRd.Bd = fx = (xi) 2 IRd ; Xx2i < 1g :Pour simuler la loi uniforme sur Bd, on peut l'inclure dans le cube Cd :Cd = fx = (xi) 2 IRd ; jxij < 1 ; 8ig :Le coût de l'algorithme de rejet correspondant est proportionnel au rapport du volumede Cd �a celui de Bd. Si d est pair, ce rapport vaut :v(Cd)v(Bd) = 2d (d=2)!�d=2 :Pour d = 10 et d = 20, on trouve respectivement 4 102 et 4 107. Il n'existe pas d'algo-rithme connu pour simuler de mani�ere exacte la loi uniforme sur un ensemble convexeborn�e K quelconque, avec un coût polynomial en la dimension de l'espace. Il n'en existepas non plus pour calculer son volume.Soit K un convexe born�e de IRd , h un pas de discr�etisation et Kh = K \ hZZd.On peut approcher le volume de K par hdjKhj, ce qui ram�ene le calcul de v(K) �a unprobl�eme de d�enombrement. De même la loi uniforme sur Kh est une approximationde la loi uniforme sur K.Nous avons vu en 4.1.1 une m�ethode g�en�erale de simulation approch�ee pour laloi uniforme sur un ensemble �ni E quelconque. Il s'agit de suivre pendant assezlongtemps une châ�ne de Markov sur E dont la matrice de transition soit irr�eductible etsym�etrique. Dans la pratique, on inclut l'ensemble E dans l'ensemble des sommets d'ungraphe r�egulier (E 0; A) (par exemple Kh � hZZd). On simule alors la marche al�eatoiresym�etrique sur (E 0; A), partant dans E, en ne conservant que les pas qui restent dansE. Initialiser Xt � 0R�ep�eter 92



i � Xchoisir j au hasard parmi les voisins de i dans E 0Si (j 2 E) alors X  � j�nSit � t+ 1Jusqu'�a (arrêt de la simulation)On peut voir cet algorithme comme un cas particulier de l'algorithme de Metropolis(proposition 4.5), ou comme une extension de la technique classique de rejet. Soit (Xt)la châ�ne de Markov produite par l'algorithme ci-dessus. Comment l'utilise-t-on pour�evaluer la taille de E ? Soit A un sous-ensemble de E. D'apr�es le th�eor�eme 4.12, laproportion de temps que la châ�ne passe dans A converge vers la probabilit�e de A pourla mesure r�eversible. limT!1 1T TXt=111A(Xt) = jAjjEj : (4.3)Si le cardinal de A est connu ou a �et�e calcul�e auparavant, on en d�eduira une �evaluationdu cardinal de E, �a condition que le rapport jAj=jEj ne soit pas trop petit. En pratique,on d�eterminera une suite embô�t�ee d'ensemblesA1 � A2 � � � � � Ak � E :Le premier sous-ensemble A1 est choisi de sorte qu'il puisse être d�enombr�e exactement.Puis les rapports jAij=jAi+1j sont estim�es par (4.3). On multiplie alors ces rapportspour en d�eduire une estimation de la taille de E.4.1.3 Simulation exacte d'une mesure stationnaireUne m�ethode r�ecente, et extrêmement astucieuse, due �a J. Propp et D. Wilson[72], permet si l'on souhaite simuler une loi de probabilit�e p = (pi) et que l'on disposed'une matrice de transition P = (pij) pour laquelle p est stationnaire, de construire unalgorithme de simulation exacte de p, avec un test d'arrêt explicite. Pour comprendrecette m�ethode, repartons de la d�e�nition algorithmique 3.1.Soit (Ut)t2IN une suite de VAIID, �a valeurs dans un espace mesurable U et IP leurloi de probabilit�e. Soit E = fi; j; : : :g un ensemble �ni, et � une application de E � Udans E telle que pour tout i; j 2 E et pour tout t 2 IN :IP[ �(i; Ut) = j ] = pi;j :L'application de E dans E qui �a i associe �(i; Ut) est une application al�eatoire de Edans E. Si on compose deux telles applications, on obtient une nouvelle applicational�eatoire, et l'image de cette nouvelle application a au plus autant d'�el�ements que lesimages de chacune des deux composantes. Si on compose entre elles su�samment de cesapplications, on peut s'attendre �a ce que l'image de la compos�ee �nisse par ne contenirqu'un seul �el�ement. L'id�ee de Propp et Wilson consiste �a composer successivement �agauche (vers le pass�e) les applications �(i; Ut) jusqu'�a ce que la compos�ee devienneconstante. Miraculeusement, la valeur de cette constante est i avec probabilit�e pi.93



La suite d'applications al�eatoires que l'on souhaite d�e�nir est une châ�ne de Markov�a valeurs dans EE. Soit F une application al�eatoire de E dans E (variable al�eatoire �avaleurs dans EE), ind�ependante de la suite (Ut). On d�e�nit la suite (Ft)t2IN d'applica-tions al�eatoires de E dans E par F0 = F et pour tout t � 0 :Ft+1(i) = Ft(�(i; Ut)) ; 8i 2 E :Autrement dit, en notant �t l'application al�eatoire �(�; Ut) :Ft = F � �1 � � � � � �t�1 :On v�eri�e imm�ediatement que la suite (Ft)t2IN est bien une châ�ne de Markov sur EE.On notera IPF sa loi.On suppose que la matrice P est irr�eductible et ap�eriodique. Pour tout i 2 E, onnote f (i) l'application constamment �egale �a i (f (i)(j) = i ; 8j 2 E). Le fait que Psoit irr�eductible et ap�eriodique entrâ�ne que les applications f (i), i 2 E sont les seuls�etats absorbants de la châ�ne de Markov (Ft). Mais cela ne su�t pas pour a�rmer quela châ�ne (Ft) est absorb�ee avec probabilit�e 1 dans l'un de ces �etats. Voici un contreexemple. Soit E = fa; bg et P la matrice carr�ee d'ordre 2 dont les quatre coe�cientsvalent 1=2. Soit (Ut) une suite de VAIID de Bernoulli, avec IP[Ut = 0] = IP[Ut = 1] =1=2. D�e�nissons � par :�(a; 0) = a ; �(b; 0) = b ; �(a; 1) = b ; �(b; 1) = a :On a bien IP[�(i; Ut) = j] = 1=2. Pourtant, si F est l'application identique alors pourtout t, Ft est �egale �a l'application identique ou bien �a la transposition de a et b chacuneavec probabilit�e 1=2, et n'est donc jamais constante. Pour �eviter ce pi�ege nous imposonsque le cardinal de l'image puisse toujours diminuer.8E 0 � E ; jE 0j > 1 =) IP[ j�(E 0; Ut)j < jE 0j ] > 0 : (4.4)Th�eor�eme 4.6 Soit T le temps d'absorption de la châ�ne (Fn) :T = infft 2 IN ; Ft est constanteg :Sous l'hypoth�ese (4.4), T est une variable al�eatoire presque sûrement �nie, d'esp�erance�nie. De plus, si I d�esigne l'application identique de E dans E, alors, pour tout i 2 E :IPI [FT = f (i)] = pi :D�emonstration : Par l'hypoth�ese (4.4), toutes les applications autres que les applicationsconstantes sont des �etats transients de la châ�ne (Ft), et la châ�ne atteint n�ecessairementl'un des �etats absorbants au bout d'un temps �ni. En fait on peut donner une �evaluationgrossi�ere du temps d'absorption T . L'hypoth�ese que la matrice de transition P =(pi;j)i;j2E est irr�eductible et ap�eriodique, entrâ�ne que toutes les puissances de P �apartir d'un certain rang ont tous leurs coe�cients positifs. On notera m le plus petit94



entier tel que la matrice Pm a tous ses coe�cients strictement positifs. Il existe donc� strictement inf�erieur �a 1 tel que :IPF [T > m] < � ;quelle que soit la loi de F . Par la propri�et�e de Markov, pour tout k � 1 :IPF [T > km] < �k :Et donc : IE[T ] = 1Xh=0 IP[T > h] = 1Xk=0m�1Xh=0 IP[T > km + h]< 1Xk=0m�k = m1� � :On peut donc s'attendre �a ce que la châ�ne soit absorb�ee en un temps raisonnable.Reste �a montrer que c'est bien la mesure stationnaire p qui est atteinte au moment del'absorption. Pour toute application f �x�ee, de E dans E, notons :pf(i) = IPf [FT = f (i) ] :Dire que pour F0 � f , FT = f (i) est �equivalent �a �1 � � � � � �N 2 f�1(i), soit aussi�a I � �1 � � � � � �N 2 f�1(i). Mais si la châ�ne, partant de I arrive �a l'instant Ndans l'ensemble f�1(i), elle sera n�ecessairement absorb�ee en un point de cet ensemble.R�eciproquement, si la châ�ne partant de I est absorb�ee en un point de f�1(i), alors, encomposant �a droite avec f , la châ�ne partant de f sera absorb�ee en I. On a donc :pf (i) = Xj2f�1(i) pI(j) :Mais en d�ecomposant sur les valeurs de la premi�ere application al�eatoire �1 :pI(i) = Xf2EE IP[�1 = f ]pf(i)= Xf2EE IP[�1 = f ] Xj2f�1(i) pI(j)= Xj2E pI(j) Xf2EEf(j)=i IP[�1 = f ]= Xj2E pI(j)IP[�1(j) = i]= Xj2E pI(j) pji :La mesure pI est donc bien �egale �a la mesure stationnaire p (qui est unique puisque Pest irr�eductible). 295



Pour simuler exactement la mesure p, il su�t donc en th�eorie de composer les applica-tions al�eatoires �1 � � � � ��t jusqu'�a ce que la compos�ee soit constante. La valeur de laconstante obtenue est distribu�ee selon la loi p. Rappelons qu'on n'utilise une m�ethodeMCMC pour simuler une loi de probabilit�e que quand l'espace d'�etats est trop grandpour que l'on puisse utiliser une m�ethode directe. Calculer explicitement les imagesde tous les �el�ements de l'ensemble E est donc exclu. L�a intervient un point crucialde la m�ethode de Propp et Wilson. Dans la d�e�nition de �, on dispose d'une grandelatitude. Rien ne dit en particulier que les images (�(i; U)) doivent être des variablesind�ependantes. On pourra donc choisir � de mani�ere �a ce qu'il su�se que les imagespar �1 � � � � � �t de quelques �etats seulement co��ncident, pour pouvoir a�rmer quel'application est constante. L'adaptation de la m�ethode �a toutes sortes de probl�emesconcrets a fait l'objet de nombreuses publications ces 5 derni�eres ann�ees. Nous ne lad�evelopperons pas ici.On pourrait penser qu'il aurait �et�e plus naturel de composer les applications al�eatoires�a droite (vers le futur), plutôt qu'�a gauche. On d�e�nirait ainsi une châ�ne de Markov,(Gt)t2IN, �a valeurs dans EE, par G0 = G, ind�ependante de la suite (Ut), et pour toutt � 0 : Gt+1(i) = �(Gt(i); Ut) ; 8i 2 E :Sous l'hypoth�ese (4.4), l'ensemble des applications constantes ff (i) ; i 2 Eg est l'u-nique classe r�ecurrente de cette châ�ne de Markov. Le temps d'atteinte S de cetteclasse r�ecurrente est encore presque sûrement �ni. On pourrait s'attendre �a ce quel'application constante GM soit f (i) avec probabilit�e pi. Ce n'est pas n�ecessairementle cas. Supposons par exemple qu'il existe un couple (i; j) 2 E tel que pi;j = 1. On aalors : IPG[GS = f (j) ] = 0 :4.1.4 Convergence vers une mesure r�eversibleEn dehors de la simulation exacte du paragraphe 4.1.3, le moyen de simuler unemesure stationnaire est de simuler une châ�ne de Markov pendant un nombre de passu�sant pour que la mesure stationnaire soit �a peu pr�es atteinte. Le probl�eme est ded�eterminer ce \nombre de pas su�sant". La question de la vitesse de convergence estd'une grande importance pratique. Elle n'est encore qu'imparfaitement r�esolue. Nousdonnons quelques �el�ements de r�eponse dans le cas r�eversible (voir Salo�-Coste [85] pourplus de d�etails).Nous consid�erons ici une matrice de transition P sur un ensemble �ni E, admettantcomme mesure r�eversible la mesure p, strictement positive sur E. Si (Xt) est une châ�nede Markov de matrice de transition P , partant de l'�etat i en t = 0, alors la loi de Xt estla i-i�eme ligne de la matrice P t, que nous noterons P (t)i , son coe�cient d'ordre j �etantnot�e p(t)ij (probabilit�e de transition de i �a j en t pas). Notre but dans ce paragraphe estd'�etudier le comportement asymptotique de P (t)i .Nous commen�cons par une description du spectre de P . Nous notons encore D la96



matrice diagonale D = Diag( (ppi ) ; i 2 E ) :La matrice DPD�1 est sym�etrique. Notons I la matrice identit�e sur E.Lemme 4.7 Les formes quadratiques de matrices I � DPD�1 et I + DPD�1 sontpositives.D�emonstration : La forme quadratique de matrice I �DPD�1 associe au vecteur u =(ui)i2E la quantit�e :Q(u; u) = tu (I �DPD�1) u = 12 Xi;j2E pi pij  uippi � ujppj!2 : (4.5)La forme quadratique de matrice I+DPD�1 associe au vecteur u = (ui)i2E la quantit�e :Q0(u; u) = tu (I +DPD�1) u = 12 Xi;j2E pi pij  uippi + ujppj!2 : (4.6)2Th�eor�eme 4.8 Soit P une matrice de transition p-r�eversible. Alors1. Les valeurs propres de la matrice P sont toutes r�eelles et comprises entre �1 et1.2. La valeur propre 1 est simple si et seulement si :8i; j 2 E ; 9k1; : : : ; k` 2 E ; pik1pk1k2 : : : pk`j > 0 : (4.7)3. Si l'un des coe�cients diagonaux pii de P est non nul, et si (4.7) est vrai, alors�1 n'est pas valeur propre de P .Ces propri�et�es du spectre des matrices de transition r�eversibles sont des cas particuliersde propri�et�es plus g�en�erales que l'on d�eduit classiquement du th�eor�eme de Perron-Frobenius (voir par exemple [23]). L'hypoth�ese de r�eversibilit�e permet d'en donner uned�emonstration �el�ementaire.D�emonstration : CommeDPD�1 est sym�etrique, ses valeurs propres sont toutes r�eelles,et ce sont celles de P . Les valeurs propres de I�DPD�1 et de I+DPD�1 sont positivesou nulles. Donc celles de P sont comprises entre �1 et 1. Un vecteur u non nul annule(4.5) si et seulement si pour tout couple i; j tel que pij > 0, on auippi = ujppj :L'ensemble des vecteurs u v�eri�ant ceci est de dimension 1 si et seulement si tout �etati est reli�e �a tout autre �etat j par une suite de transitions, de probabilit�es strictement97



positives (propri�et�e (4.7)). On dit alors que la châ�ne (ou sa matrice de transition) estirr�eductible.Supposons que la forme quadratique (4.6) s'annule pour un vecteur u. Pour tout itel que pii > 0, on doit avoir ui = 0, mais aussi uj = 0 pour tout j tel que pij > 0.Supposons que (4.7) soit vrai, alors le vecteur u doit être nul. Donc la forme quadratique(4.6) est strictement positive et �1 n'est pas valeur propre de P . Si (4.7) est vrai etsi �1 est valeur propre de P , on dit que la châ�ne (ou sa matrice de transition) estp�eriodique de p�eriode 2. Dans le cas contraire, on dit que la châ�ne (ou sa matrice detransition) est ap�eriodique. 2Nous supposerons d�esormais que P est irr�eductible et ap�eriodique. Dans ce cas, 1est valeur propre simple de P , et toutes les autres valeurs propres sont strictementcomprises entre �1 et 1. De plus p est la seule mesure stationnaire de la châ�ne.Notons d le cardinal de E et (�`) ; ` = 1; : : : ; d les valeurs propres de P , rang�ees parordre d�ecroissant, avec leur multiplicit�e.�1 = 1 > �2 � � � � � �d > �1 :Les matrices sym�etriques DP tD�1 sont diagonalisables dans une même base orthonor-m�ee de vecteurs propres. Soit (�`) ; ` = 1; : : : ; d une telle base, o�u �` est un vecteurpropre associ�e �a �`. Pour �1 on choisira :�1 = (ppj)j2E :Pour tout couple (u; v) de vecteurs de IRd, on a :tuDP tD�1 v = dX̀=1 tu�` tv�` �t̀ : (4.8)Comme cas particulier, on obtient le r�esultat suivant.Proposition 4.9 p(t)ij = pj + ppjppi dX̀=2�`(i)�`(j) �t̀ : (4.9)D�emonstration : Il su�t d'appliquer (4.8) �au = 1ppi11fig et v = ppj11fjg : 2La formule (4.9) montre que la suite des matrices P t converge �a vitesse exponentiellevers la matrice dont toutes les lignes sont �egales �a tp. Autrement dit, quel que soitle point de d�epart de la châ�ne (valeur de X0), la loi de Xt converge vers la mesurer�eversible p. De plus, pour s �x�e et t tendant vers l'in�ni, les variables al�eatoires Xs98



et Xs+t sont asymptotiquement ind�ependantes. Le probl�eme dans les applications estd'�evaluer pr�ecis�ement la valeur de t �a partir de laquelle on peut consid�erer avec unemarge d'erreur �x�ee que la loi de Xt est p, ou que Xs et Xs+t sont ind�ependantes.La formule (4.9) n'est pas d'un grand secours car, sauf cas tr�es particulier, on nepeut pas diagonaliser explicitement la matrice DPD�1. Il existe dans la litt�erature denombreuses majorations, qui expriment en substance la même id�ee de convergence �avitesse exponentielle vers la mesure d'�equilibre, que ce soit dans le cas r�eversible oudans le cas g�en�eral, pour des châ�nes �a temps discret ou �a temps continu (voir Salo�-Coste [85] ou Diaconis et Salo�-Coste [27]). Plusieurs notions de distance permettentde mesurer l'�ecart entre la loi de la châ�ne �a l'instant t et sa mesure r�eversible. Nousn'utiliserons que deux d'entre elles, la distance en variation totale et la distance duchi-deux. La distance en variation totale entre P (t)i et p est :kP (t)i � pk = maxF�E jP (t)i (F )� p(F )j = 12 Xj2E jP (t)i (j)� pjj : (4.10)La distance du chi-deux est :�(P (t)i ; p) = Xj2E (P (t)i (j)� pj)2pj : (4.11)Par l'in�egalit�e de Cauchy-Schwarz, on a :kP (t)i � pk � 12(�(P (t)i ; p))1=2 : (4.12)La proposition suivante donne la majoration la plus simple pour la distance du chi-deux. Nous utiliserons plutôt la distance en variation totale au paragraphe 4.1.5.Proposition 4.10 Soit p une mesure de probabilit�e strictement positive sur E et P unematrice de transition irr�eductible ap�eriodique et p-r�eversible. Soient �` ; ` = 1; : : : ; dles valeurs propres de P rang�ees par ordre d�ecroissant et� = maxfj�`j ; ` = 2; : : : ; dg < 1 :Alors �(P (t)i ; p) � 1pi �2t : (4.13)D�emonstration : Ecrivons (4.9) sous la forme suivante.ppj 0@p(t)ijpj � 11A = 1ppi dX̀=2�`(i)�`(j) �t̀ :Ceci est la j-i�eme coordonn�ee d'un vecteur de IRd dont les coordonn�ees dans la base(�`) sont 1ppi �`(i)�t̀ ; ` = 2; : : : ; d :99



Comme la base (�`) est orthonorm�ee, le carr�e de la norme de ce vecteur vautXj2E pj 0@p(t)ijpj � 11A2 = 1pi dX̀=2�2̀(i) �2t` : (4.14)En majorant chacun des facteurs �2t` par �2t, on obtient�(P (t)i ; p) � 1pi �2t dX̀=2�2̀(i)� 1pi �2t : 2Voici une autre in�egalit�e du même type, pour l'esp�erance d'une fonction quelconquede Xt.Proposition 4.11 Avec les hypoth�eses de la proposition 4.10, soit f une applicationde E dans IR. Notons :IEp[f ] = Xj2E f(j)pj et V arp[f ] = Xj2E(f(j)� IEp[f ])2pj :Soit (Xt); t 2 IN une châ�ne de Markov de matrice de transition P . Alors pour touti 2 E et tout t 2 IN, on a :� IE[f(Xt) jX0 = i]� IEp[f ] �2 � 1pi �2t V arp[f ] : (4.15)D�emonstration : Appliquons (4.8) aux vecteurs u et v, o�u u est le vecteur 11fig=ppi, etv = (vj)j2E est d�e�ni par : vj = ppj(f(j)� IEp[f ]) :Alors tuDP tD�1 v = Xj2E p(t)ij �f(j)� IEp[f ]� = IE[f(Xt) jX0 = i]� IEp[f ] :Mais aussi tuDP tD�1 v = dX̀=1 tu�` tv�` �t̀= 0 + dX̀=2 �`(i)ppi tv�` �t̀ :Par l'in�egalit�e de Cauchy-Schwarz, on obtient�IE[f(Xt) jX0 = i]� IEp[f ]�2 � dX̀=2 �2̀(i)pi �2t` dX̀=2(tv�`)2� 1pi �2t dX̀=1�2̀(i) dX̀=1(tv�`)2 :100



Dans cette derni�ere relation, la premi�ere somme vaut 1 (la base (�`) est orthonorm�ee),et la seconde vaut kvk2 = Xj2E pj (f(j)� IEp[f ])2 = V arp[f ] : 2En g�en�eral, l'espace d'�etats E est tr�es grand, et on ne cherche pas �a estimer simul-tan�ement toutes les probabilit�es pj. On souhaite par contre estimer l'esp�erance d'unefonction f de la châ�ne �a l'�equilibre (par exemple une fonction de coût). Les quantit�esIEp[f ] et V arp[f ] sont l'esp�erance et la variance de f sous la mesure r�eversible, c'est-�a-dire les limites de IE[f(Xt)] et V ar[f(Xt)] quand t tend vers l'in�ni. En pratique, lasimulation de la châ�ne part d'un �etat i �x�e, et on cherche �a savoir au bout de combiende temps l'�equilibre est atteint avec une pr�ecision donn�ee. Les propositions 4.10 et 4.11montrent que ce temps est d'autant plus court que � est loin de 1. Malheureusement,on ne connâ�t pas en g�en�eral la valeur de �. On est alors amen�e �a en donner des majora-tions, et de nombreuses techniques ont �et�e invent�ees pour cela. Nous ne d�evelopperonspas cet aspect, pour lequel nous renvoyons �a [85, 27].Au vu de la proposition 4.11, il parâ�t naturel d'estimer IEp[f ] par une moyenne desvaleurs prises par f sur une trajectoire de la châ�ne, suivie su�samment longtemps.Ceci est justi��e par le th�eor�eme suivant.Th�eor�eme 4.12 Soit p une loi de probabilit�e strictement positive sur E et P unematrice de transition p-r�eversible et irr�eductible. Soit f une fonction de E dans IR et(Xt) une châ�ne de Markov de matrice de transition P . Alors presque sûrement,limt!1 f(X1) + � � �+ f(Xt)t = IEp[f ] :La suite de variables al�eatoires (f(Xt)) v�eri�e donc la loi des grands nombres. Maispour appliquer le th�eor�eme 4.12, il faut pouvoir estimer l'erreur commise quand onestime IEp[f ] par la moyenne empirique des f(Xs) ; s = 1; : : : ; t. Dans le cas de variablesind�ependantes, nous disposons pour cela du th�eor�eme central limite pour en d�eduire desintervalles de con�ance. Un th�eor�eme central limite est vrai pour la suite (f(Xt)) (voir[22] p. 94). Mais la variance asymptotique, qui d�etermine l'amplitude des intervalles decon�ance, n'est pas V arp[f ]. Elle est en g�en�eral impossible �a calculer, et peut être tr�esgrande. Se pose d'autre part le probl�eme de d�eterminer la valeur de n pour laquelle onpeut consid�erer avec une bonne approximation que la moyenne des f(Xs) ; s = 1; : : : ; test distribu�ee suivant une loi normale. Il est intuitivement clair qu'on a peu de chancesd'obtenir de bons r�esultats si la châ�ne n'a pas atteint son �etat d'�equilibre bien avantn. On devrait donc e�ectuer une moyenne des valeurs f(Xt) sur un �echantillon de tr�esgrande taille, ce qui serait extrêmement coûteux.Ce n'est pas ainsi que l'on proc�ede en pratique. On fait partir la châ�ne d'une valeurX0 quelconque, et on la laisse d'abord �evoluer pendant un nombre de pas t0, su�santpour que l'on puisse consid�erer que l'�equilibre est atteint. C'est le pr�echau�age. Puison continue en �evaluant la fonction f �a des instants s�epar�es par t1 pas, o�u t1 est101



su�samment long pour que les variables al�eatoires �evalu�ees en ces instants puissentêtre consid�er�ees comme ind�ependantes (en g�en�eral on choisit t1 plus court que t0). Onobserve donc en fait n valeurs extraites de la suite (f(Xt)) :�f(Xt0+kt1)� ; k = 0; : : : ; n�1 :C'est par la moyenne de ces n valeurs, consid�er�ees comme des variables al�eatoiresind�ependantes de moyenne IEp[f ] et de variance V arp[f ], que l'on estime IEp[f ]. Pourd�eterminer la pr�ecision de l'estimation, on applique la technique classique des intervallesde con�ance. Bien que plusieurs heuristiques aient �et�e propos�ees (voir le chapitre 6 deRobert [78]), peu de r�esultats rigoureux permettent une d�etermination claire de t0 et t1.Dans la section suivante, nous �etudions la m�ethode consistant �a ex�ecuter en parall�elen copies ind�ependantes de la châ�ne.4.1.5 Convergence abrupte d'un �echantillonCe qui suit est issu de [97, 98, 99], o�u �gurent les d�emonstrations des r�esultats.Nous supposons toujours que l'objectif est d'obtenir un �echantillon de taille n d'uneloi de probabilit�e p, qui est r�eversible pour une matrice de transition P , irr�eductibleet ap�eriodique. L'id�ee ici est de simuler en parall�ele n copies ind�ependantes d'unechâ�ne de Markov de matrice de transition P , partant toutes du même �etat i 2 E.On simule alors une \châ�ne-�echantillon" fX(t)g = f(X(t)1 ; : : : ; X(t)n )g sur En, �a coor-donn�ees, ind�ependantes, telle que :(X(0)1 ; : : : ; X(0)n ) = (i; : : : ; i) = ~{ 2 En :La probabilit�e de transition de (i1; : : : ; in) �a (j1; : : : ; jn) est :pi1j1 : : : pinjn :Notons ~P (t)~{ la loi de la châ�ne-�echantillon �a l'instant t, par ~p sa mesure d'�equilibre, etpar k ~P (t)~{ � ~pk la distance en variation totale entre les deux.k ~P (t)~{ � ~pk = maxF�En j ~P (t)~{ (F )� ~p(F )j :Le r�esultat principal de [97] est le suivant.Th�eor�eme 4.13 Soit c une constante positive.1. Si t > logn+ c2 log 1=�alors k ~P (t)~{ � ~pk < 12  �1 + exp e�cpi !!1=2 :
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2. Supposons w(i) = X`: j�`j=� v2̀(i) > 0. Il existe n0 > 0 tel que pour n > n0 ett < logn� c2 log(1=�) ;alors k ~P (t)~{ � ~pk > 1� 4 exp �ecw2(i)8pi(1� pi)! :En d'autres termes, la châ�ne-�echantillon converge d'une mani�ere tr�es abrupte. Peuavant l'instant log n2 log(1=�) , elle est encore tr�es loin de l'�equilibre. Imm�ediatement apr�es,elle s'en rapproche exponentiellement vite. Paradoxalement, on peut donc dire quel'�equilibre est atteint non pas quand t tend vers l'in�ni, mais �a l'instant (d�eterministe)log n2 log(1=�) . Si le but est d'obtenir un �echantillon de taille n de la loi p, c'est-�a-dire uner�ealisation de ~p, on doit simuler la châ�ne �echantillon jusqu'�a l'instant de convergence,et il est essentiellement inutile de la simuler beaucoup plus longtemps. Cependantl'instant de convergence s'exprime �a l'aide de la valeur �, qui d�epend du spectre de P ,et est donc inconnue en g�en�eral. Il existe cependant plusieurs moyens de d�etecter cetinstant de convergence, en utilisant les propri�et�es statistiques de l'�echantillon que l'onest en train de simuler.Soit f une fonction d'�etat, d�e�nie sur E �a valeurs dans IR. Rappelons qu'en g�en�eral,le but de la simulation est l'�evaluation de l'esp�erance d'une telle fonction sous la mesurep. Consid�erons la moyenne empirique de f �a l'instant t :S(t)i (f) = 1n nXm=1 f(X(t)m ) :Quand n tend vers l'in�ni, et pour t sup�erieur �a l'instant de convergence log n2 log(1=�) , cettemoyenne empirique converge vers hf; pi = Pj2E f(j)pj. On esp�ere que S(t)i (f) ne seraproche de hf; pi qu'�a l'instant de convergence, permettant ainsi de le d�etecter. Il existeplusieurs mani�eres de formaliser cette intuition. Nous commen�cons par la plus simple,le temps d'atteinte.D�e�nition 4.14 Supposons f(i) < hf; pi. Le temps d'atteinte associ�e �a i et f est lavariable al�eatoire Ti(f) d�e�nie par :Ti(f) = inff t � 0 : S(t)i (f) � hf; pi g :Au vu du th�eor�eme 4.1.5, il est naturel de s'attendre �a ce que Ti(f) soit proche del'instant de convergence. C'est le cas lorsque hf; P (t)i i est une fonction croissante dutemps. Dans la d�e�nition 4.14, supposer que f(i) < hf; pi n'est pas une restrictionimportante. Si ce n'est pas le cas, il su�t de remplacer f par �f . La même remarquevaut pour la proposition 4.15 : si hf; P (t)i i est une fonction d�ecroissante du temps, alorsh�f; P (t)i i est croissante.Proposition 4.15 Supposons que i et f soient tels que :103



� wi(f) = X`: j�`j=�Xj2E f(j)ppjppi v`(i) v`(j) 6= 0 ;� hf; P (t)i i est une fonction croissante de t.Alors : Ti(f)  log(n)2 log(1=�)!�1tend vers 1 en probabilit�e quand n tend vers l'in�ni.En d'autres termes, log(n)=(2Ti(f)) est un estimateur consistant de log(1=�). L'hy-poth�ese cruciale de cette proposition est que l'esp�erance de f sous P (t)i est une fonctioncroissante de t. Dans certains cas (châ�nes de naissance et mort, syst�emes de spin) desr�esultats de monotonie stochastique permettent de v�eri�er cette hypoth�ese a priori.Mais en pratique, on dispose de tr�es peu de renseignements sur P et p, et les hy-poth�eses de la proposition 4.15 ne peuvent pas être valid�ees. Pire encore, l'esp�erancede f sous p ne peut pas être calcul�ee, et c'est pr�ecis�ement le but de la simulation quede l'�evaluer. Le temps de m�elange, d�e�ni ci-dessous, est une r�eponse �a ce probl�eme.D�e�nition 4.16 Soient i1 et i2 deux �el�ements de E tels que : f(i1) < hf; pi et f(i2) >hf; pi. Soient S(t)i1 (f) et S(t)i2 (f) les moyennes empiriques de f calcul�ees sur deux �echan-tillons ind�ependants de tailles n1 et n2, partant avec toutes leurs coordonn�ees �egales�a i1 et i2 respectivement. Le temps de m�elange associ�e �a i1, i2 et f est la variableal�eatoire Ti1i2(f) d�e�nie par :Ti1i2(f) = inff t � 0 : S(t)i1 (f) � S(t)i2 (f) g :L'avantage du temps de m�elange est qu'il n'est pas n�ecessaire de connâ�tre la valeur dehf; pi pour le d�e�nir. Il v�eri�e un r�esultat de convergence analogue au temps d'atteinte.Proposition 4.17 Supposons que i1 i2 et f soient tels que :� Au moins une des deux quantit�es wi1(f) et wi2(f) est non nulle.� hf; P (t)i1 i est une fonction croissante de t.� hf; P (t)i2 i est une fonction d�ecroissante de t.Alors : Ti1i2(f)  log(n1 + n2)2 log(1=�) !�1tend vers 1 en probabilit�e quand n1 et n2 tendent vers l'in�ni.La m�ethode propos�ee se r�esume donc ainsi. Il faut d'abord choisir une fonction d'�etatf . En pratique, ce choix s'impose souvent naturellement. Si la valeur cible hf; pi estconnue, et que le probl�eme est de simuler une r�ealisation de ~p, il su�t de choisirun �etat initial i tel que S(t)i (f) soit monotone en moyenne, puis de simuler la châ�ne�echantillon jusqu'�a ce que S(t)i (f) atteigne la valeur cible. Dans la plupart des appli-cations cependant, hf; pi est inconnu, et l'objectif est pr�ecis�ement d'en calculer uneestimation. Il faut alors choisir deux �etats initiaux i1 et i2, et simuler deux châ�nes-�echantillons ind�ependantes, une partant de i1, l'autre de i2, jusqu'au premier instant o�u104



les deux moyennes empiriques S(t)i1 (f) et S(t)i2 (f) co��ncident. Le th�eor�eme 4.13 montreque le nombre total de pas sera de l'ordre de n logn, pour obtenir un �echantillon detaille n.La critique principale que l'on peut faire �a la m�ethode propos�ee, est qu'elle reposesur des r�esultats asymptotiques, pour une taille d'�echantillon tendant vers l'in�ni etun espace d'�etats �x�e. Or en pratique la taille de l'�echantillon, de l'ordre de quelquescentaines, est bien inf�erieure �a celle de l'espace d'�etats. L'exp�erience montre que lam�ethode peut quand même donner des r�esultats satisfaisants dans ce cas. Pour l'illus-trer, voici une application �a des �echantillons de taille 100 d'ensembles stables sur desgraphes lignes. Le graphe G = (S;B) a pour ensemble de sommets S = f1; : : : ; sg etpour ensemble d'arêtes B = f fw;w+1g ; w = 1; : : : ; s�1 g. L'espace d'�etats E estl'ensemble des stables du graphe G, dont le cardinal est le s-i�eme terme d'une suite deFibonacci. La mesure p est la loi uniforme sur E et la matrice de transition est celle dela marche al�eatoire sym�etrique sur E d�e�nie par l'algorithme donn�e en exemple dansla section 4.1.1. Deux fonctions d'�etats sur E, f1 et f2, ont �et�e consid�er�ees. La premi�ereest l'indicatrice des ensembles contenant le premier sommet.f1(�) = 1 si �(1) = 1 ; 0 sinon :La seconde est la taille d'un ensemble stable.f2(�) = vXx=1 �(x) :L'esp�erance de f1 et f2 sous la loi uniforme p se calculent explicitement. La table 1donne les valeurs exactes de jEj et hf2; pi pour s de 10 �a 100. La valeur de hf1; piconverge exponentiellement vite vers (3�p5)=2 = 0:381966. Des �echantillons de tailles jEj hf2; pi10 144 2.916720 17711 5.680730 2:1783 106 8.444640 2:6791 108 11.208550 3:2951 1010 13.972460 4:0527 1012 16.736470 4:9845 1014 19.500380 6:1306 1016 22.264290 7:5401 1018 25.0282100 9:2737 1020 27.7921Tab. 1: Nombre de stables et taille moyenne d'un stable de loi uniforme pour le grapheligne �a s sommets.100 ont �et�e engendr�es, en utilisant les temps de m�elange comme test d'arrêt. Aucune105



assurance ne peut être donn�ee quant aux hypoth�eses de la proposition 4.17. Dansune premi�ere s�erie d'exp�eriences, le test d'arrêt �etait bas�e sur f1. Les 50 premi�erescoordonn�ees de l'�echantillon �etaient initialis�ees �a l'ensemble vide, les 50 suivantes, �al'ensemble form�e du seul point 1. Donc les valeurs initiales de S(0)�1 (f1) et S(0)�2 (f1) �etaient0 et 1 respectivement. La simulation a �et�e arrêt�ee au temps de m�elange T�1�2(f1). Pourvalider l'�echantillon obtenu, l'esp�erance de f2 sous p a �et�e estim�ee par la taille moyennedes 100 ensembles de l'�echantillon �a cet instant. L'exp�erience a �et�e r�ep�et�e 100 foispour chaque s = 10; 20; : : : ; 100, la moyenne et l'�ecart-type �etant calcul�es sur les 100r�ep�etitions. Les r�esultats �gurent dans la table 2. Bien que les temps de m�elange aient�et�e tr�es courts, la taille moyenne est correctement estim�ee (comparer avec la table 1).s tempsm�elange(moyenne) tempsm�elange(�ecart�type) taillemoyenne(moyenne) taillemoyenne(�ecart�type)10 21.00 8.70 2.92 0.1120 39.32 18.34 5.63 0.1730 60.65 25.83 8.36 0.1840 81.90 32.67 11.13 0.2150 102.59 39.96 13.86 0.2360 129.12 49.88 16.61 0.2770 136.36 58.18 19.25 0.4180 148.28 56.86 22.04 0.4290 187.13 67.89 24.86 0.39100 203.90 77.24 27.55 0.50Tab. 2: R�esultats exp�erimentaux pour 100 �echantillons de 100 stables sur le grapheligne �a s sommets. Temps de m�elange et taille moyenne des stables.Dans la s�erie d'exp�eriences suivante, les rôles de f1 et f2 �etaient invers�es. Le tempsde m�elange �etait bas�e sur f2, et l'�echantillon �etait utilis�e pour estimer la probabilit�e decontenir le premier sommet : hf1; pi. La moiti�e de l'�echantillon �etait initialis�ee �a l'ensem-ble vide, l'autre moiti�e �a l'ensemble f1; : : : ; sg tout entier. L'exp�erience �etait r�ep�et�ee100 fois, comme pr�ec�edemment. Les r�esultats �gurent dans la table 3. La probabilit�ede contenir le premier sommet (valeur th�eorique ' 0:382) est correctement estim�ee,avec un �ecart-type faible sur les 100 r�ep�etitions.4.2 Recuit simul�eLes algorithmes de recuit simul�e sont destin�es �a des probl�emes de minimisationdi�ciles, au sens o�u une recherche syst�ematique est rendue impossible par la taille del'espace, et o�u la fonction �a minimiser a un tr�es grand nombre de minima locaux que l'onsouhaite �eviter pour trouver le minimum global. Ces algorithmes ont �et�e test�es sur tousles probl�emes d'optimisation c�el�ebres, et appliqu�es dans de nombreux contextes. Uneimportante litt�erature s'est d�evelopp�ee autour de leurs performances et des r�esultatsth�eoriques permettant de les justi�er. Ce qui suit s'inspire de [5, 10, 27].106



s tempsm�elange(moyenne) tempsm�elange(�ecart�type) fr�equence dupremier sommet(moyenne) fr�equence dupremier sommet(�ecart�type)10 22.40 4.74 0.382 0.04720 46.87 8.89 0.381 0.05130 74.93 13.64 0.381 0.04640 103.15 21.10 0.381 0.04950 128.58 21.75 0.379 0.04660 160.87 23.66 0.381 0.05170 188.19 29.03 0.377 0.04680 216.77 34.82 0.375 0.04790 251.17 39.18 0.380 0.048100 284.23 49.59 0.377 0.049Tab. 3: R�esultats exp�erimentaux pour 100 �echantillons de 100 stables sur le grapheligne �a s sommets. Temps de m�elange et fr�equence des stables contenant le premiersommet.4.2.1 Mesures de GibbsD�e�nition 4.18 Soit E un ensemble �ni et p = (pi)i2E une loi de probabilit�e stricte-ment positive sur E. L'entropie de la loi p est la quantit�eH(p) = �Xi2E pi log pi :L'entropie est une mesure de l'incertitude, du manque d'information li�e �a la distributionde probabilit�e p. C'est en vertu d'un principe fondamental en physique que l'on choisitcomme mod�eles, des distributions de probabilit�e d'entropie maximale. En l'absencede toute information, la distribution de probabilit�e qui maximise l'entropie est la loiuniforme sur E (incertitude maximale). L'entropie est minimale (et vaut 0) si l'un despi vaut 1 et les autres 0 (aucune incertitude).En fait, en physique, �a chaque �etat i d'un syst�eme est associ�ee une �energie f(i).On suppose connue en fonction des conditions ext�erieures, par estimation ou mesure,l'�energie moyenne du syst�eme. IEp[f ] = Xi2E f(i)pi :A �energie moyenne constante, la loi de probabilit�e qui maximise l'entropie est de laforme pi = a exp(bf(i)) ; 8i 2 E ;o�u a et b sont deux constantes. (D�emonstration par le th�eor�eme des multiplicateurs deLagrange). Cette relation entre distributions de probabilit�e et �energies s'appelle la loide Boltzmann. Les physiciens donnent une signi�cation aux constantes a et b.107



D�e�nition 4.19 On appelle mesure de Gibbs associ�ee �a la fonction d'�energie f �atemp�erature T > 0 la loi de probabilit�e pT = (pTi )i2E telle que :pTi = 1Z(T ) exp�� 1T f(i)� ; 8i 2 E ;o�u la constante de normalisationZ(T ) = Xi2E exp�� 1T f(i)� ;porte le nom de fonction de partition du syst�eme.Les mesures de Gibbs ont la particularit�e de se concentrer, �a basse temp�erature, surles �etats d'�energie minimale.Proposition 4.20 Soit f une fonction d'�energie de E dans IR et pT la mesure deGibbs associ�ee �a f �a temp�erature T . Soit Emin = fi 2 E : f(i) � f(j) 8j 2 Eg.Alors : limT!0+ pTi = 1jEminj11Emin(i) :Au vu de la proposition ci-dessus, il est naturel, pour minimiser la fonction f , dechercher �a simuler la loi pT pour une temp�erature T su�samment basse. Les valeursde f sur les �etats obtenus par une telle simulation seront proches de la valeur minimalede f sur E.La fonction de partition Z de la d�e�nition 4.19 est en g�en�eral impossible �a calculer.Heureusement, il est inutile de la calculer pour simuler une mesure de Gibbs par l'al-gorithme de Metropolis. Supposons, comme c'est en g�en�eral le cas, que E soit munid'une structure de graphe connexe r�egulier. L'algorithme est alors le suivant.Initialiser Xn � 0R�ep�eteri � Xchoisir j au hasard parmi les voisins de iSi (f(j) � f(i))Alors X  � jSinonSi (Random < exp((f(i)� f(j))=T )) alors X  � j�nSi�nSin � n+1Jusqu'�a (arrêt de la simulation)On peut voir cet algorithme comme une sorte d'algorithme de recherche locale, ou dedescente de gradient, pour lequel les pas qui vont vers les basses valeurs de la fonctionsont automatiquement e�ectu�es. S'il n'y avait que ceux-l�a, l'algorithme risquerait derester pi�eg�e dans des minima locaux de la fonction f . (Un �etat i est un minimum local108



si f(i) � f(j) pour tous les voisins j de i sur le graphe). Pour sortir de ces pi�eges,on autorise l'algorithme �a e�ectuer des pas dans la mauvaise direction, avec une faibleprobabilit�e. Le probl�eme est que �a trop basse temp�erature, la probabilit�e des pas vers lehaut est tr�es faible, et l'algorithme peut rester pi�eg�e tr�es longtemps autour de minimalocaux un tant soit peu profonds.4.2.2 Sch�emas de temp�eratureLe mot recuit (annealing) d�esigne une op�eration consistant �a fondre, puis laisserrefroidir lentement un m�etal pour am�eliorer ses qualit�es. L'id�ee physique est qu'unrefroidissement trop brutal peut bloquer le m�etal dans un �etat peu favorable. C'estcette même id�ee qui est �a la base du recuit simul�e. Pour �eviter que l'algorithme nereste pi�eg�e dans des minima locaux, on fait en sorte que la temp�erature T = T (n)d�ecroisse lentement en fonction du pas d'it�eration. L'ensemble E est suppos�e muni,comme pr�ec�edemment, d'une structure de graphe G = (E;A). On simule une châ�nede Markov non homog�ene (Xn) selon l'algorithme de Metropolis, en utilisant commematrice de s�election celle de la marche al�eatoire sym�etrique sur le graphe G et enchangeant la temp�erature en fonction du pas d'it�eration.n � 0Initialiser XR�ep�eterT  � T (n)i � Xchoisir j au hasard parmi les voisins de iSi (f(j) � f(i))Alors X  � jSinonSi (Random < exp((f(i)� f(j))=T (n))) alors X  � j�nSi�nSin � n+1Jusqu'�a (arrêt de la simulation)La fonction T (n) s'appelle le sch�ema de temp�erature (cooling schedule). Le probl�emeest �evidemment celui du choix de T (n). Il s'agit d'assurer que l'algorithme convergee�ectivement vers l'ensemble Emin des minima globaux de la fonction f , mais aussi decontrôler le temps d'atteinte de Emin.D�e�nition 4.21 Soit (Xn) la châ�ne de Markov non homog�ene produite par l'algo-rithme ci-dessus. On dit que l'algorithme converge silimn!1 IP[Xn 2 Emin] = 1 :La convergence d�epend de la profondeur des pi�eges �eventuels.D�e�nition 4.22 Soit i =2 Emin. On dit que i communique avec Emin �a hauteur h, s'il109



existe un chemin dans le graphe, reliant i �a Eminj0; j1; : : : ; j` : j0 = i ; j` 2 Emin ; fjm; jm+1g 2 A ; 8m ;tel que 8m = 0; : : : ; ` ; f(jm) � f(i) + h :La hauteur de communication h� de f est la plus petite hauteur �a laquelle tout �el�ementde E � Emin communique avec Emin.Le principal r�esultat th�eorique de convergence a �et�e d�emontr�e par Hajek en 88.Th�eor�eme 4.23 L'algorithme du recuit simul�e converge pour le sch�ema de temp�eratu-re T (n) si et seulement silimn!1T (n) = 0 et 1Xn=1 exp � h�T (n)! = +1 :Les sch�emas de temp�erature qui semblent les plus naturels au vu du th�eor�eme ci-dessusont une d�ecroissance logarithmique. Ils sont du typeT (n) = h= log(n) :La condition du th�eor�eme de Hajek est v�eri��ee pour h > h�. Evidemment, l'algorithmesera d'autant plus rapide que h sera plus proche de h�. Mais dans une vraie application,la valeur exacte de h� n'est pas connue. D'autre part aucune indication n'est donn�eesur le temps d'atteinte du minimum avec une pr�ecision donn�ee. De sorte que le r�eglagedu sch�ema de temp�erature se fait par ajustements exp�erimentaux.La fonction log est ch�ere en temps de calcul et varie lentement. Recalculer T (n) �achaque pas de temps serait singuli�erement ine�cace. Il est pr�ef�erable de maintenir latemp�erature constante sur des paliers de longueur exponentiellement croissante.8k 2 IN� ; 8n 2 ] e(k�1)h ; ekh [ ; T (n) = 1k : (4.16)Pour un tel sch�ema de temp�erature, la châ�ne de Markov est homog�ene sur des inter-valles de temps de plus en plus longs. Nous allons montrer que pour h > h�, et k assezgrand, chacun de ces intervalles de temps est su�samment long pour que la châ�neatteigne son �equilibre, �a savoir la mesure de Gibbs pour la temp�erature T du palier.Comme ces mesures de Gibbs convergent vers la loi uniforme sur Emin (proposition4.20), cela justi�e le fait que l'algorithme converge, ce qu'a�rme le th�eor�eme de Hajekpour le sch�ema particulier (4.16). Nous admettrons pour l'instant l'estimation suivantesur les valeurs propres de la matrice de transition de l'algorithme de Metropolis.Proposition 4.24 Soient �1 = 1 > �2(T ) � � � � � �d(T ) > �1 les valeurs propres dela matrice de transition de la châ�ne homog�ene produite par l'algorithme de Metropolispour la mesure de Gibbs �a temp�erature T . Il existe une constante K telle que pour tout` = 2; : : : ; d, et pour tout T > 0�2̀(T ) � 1�K exp �h�T ! :110



Dans 4.2.3, nous d�ecrirons le comportement asymptotique des fonctions �`(T ) quandT tend vers 0, justi�ant ainsi la proposition 4.24.Nous estimons le temps de convergence �a partir de la proposition 4.10. Nous notonspT la mesure de Gibbs et p(m)ij les probabilit�es de transition en m pas pour l'algorithmede Metropolis. Xj2E pTj 0@p(m)ijpTj � 11A2 � 1pTi  1�K exp �h�T !!m : (4.17)Ins�erons dans la majoration ci-dessus la temp�erature 1=k et la dur�ee du palier corres-pondant m = ekh � e(k�1)h (cf. (4.16)). Le second membre devient1pTi (1�K exp (�kh�))(ekh�e(k�1)h) � exp(�K 0 exp(k(h� h�))) :Il tend donc vers 0 quand k tend vers l'in�ni, pour h > h�.4.2.3 Spectre �a basse temp�eratureLes r�esultats de cette section sont issus d'un travail en collaboration avec Y. Colinde Verdi�ere et Y. Pan [24]. Nous supposerons ici que les valeurs de la fonction f sontmultiples d'une même quantit�e �f et que les di��erences d'�energies entre sommets voisinsvalent 0 ou ��f .8i 2 E ; f(i) 2 �f IN ; 8fi; jg 2 A ; f(i)� f(j) 2 f��f; 0;+�fg : (4.18)Cette hypoth�ese simpli�e beaucoup l'�ecriture des r�esultats qui vont suivre sans res-treindre vraiment la port�ee des arguments. Dans les cas pratiques o�u il est possiblede discr�etiser la fonction �a minimiser de mani�ere �a se ramener �a cette hypoth�ese,l'algorithme de recuit simul�e s'en trouve consid�erablement all�eg�e.UnsurT  � 0Initialiser Xn � 0R�ep�eter" � exp(��f � UnsurT)UnsurT  � UnsurT +1Palier  � exp(UnsurT � h)R�ep�eteri � Xchoisir j au hasard parmi les voisins de iSi (f(j) � f(i))Alors X  � jSinonSi (Random < ") alors X  � j�nSi 111



�nSin � n+1Jusqu'�a (n � Palier)Jusqu'�a (arrêt de la simulation)Dans ce qui suit, comme dans l'algorithme ci-dessus, on note" = exp ��fT ! :Du fait de l'hypoth�ese 4.18, la mesure de Gibbs et la matrice de transition de l'algorith-me de Metropolis s'expriment en fonction de " et seront not�ees respectivement (p"i ) et(p"ij). p"i = 1Z(") "f(i)=�f ;et p"ij = 1r si fi; jg 2 A ; f(i) � f(j) ;= "r si fi; jg 2 A ; f(i) < f(j) ;= 0 si fi; jg =2 A ;o�u r d�esigne le degr�e maximal d'un sommet du graphe G (les coe�cients diagonauxsont tels que la somme des coe�cients d'une même ligne vaut 1).Notre but ici est de d�ecrire le comportement asymptotique des valeurs propres dela matrice P " �a basse temp�erature, c'est-�a-dire quand " tend vers 0.Nous aurons besoin de quelques notations pour d�ecrire le paysage d'�energie sur legraphe. La relation de voisinage est not�ee �.i � j () fi; jg 2 A :On notera R la relation d'�equivalence regroupant les sommets du graphe qui commu-niquent �a �energie constante.8i; j 2 E ; iRj () 9k1 = i � k2 � � � � � k` = j et f(k1) = � � � = f(k`) :Les classes de cette relation seront not�ees �; �; : : : On notera encore f(�) la valeurcommune de la fonction d'�energie sur la classe �. On dira que deux classes � et �communiquent s'il existe une arête du graphe qui les relie (la di��erence jf(�)� f(�)jne peut valoir que �f dans ce cas). Une classe � est dite minimale pour la fonctiond'�energie f si elle ne communique pas avec des classes de niveau d'�energie inf�erieur.Nous d�e�nissons par r�ecurrence une suite de fonctions d'�energie d�eduites de f parremplissage successif des classes minimales.D�e�nition 4.25 Notons f0 = f . Soit E0 l'ensemble des classes minimales de f0. Pourh entier positif, supposons d�e�nie une fonction d'�energie fh sur E. Soit Eh l'ensemble112



de ses classes minimales. La fonction fh+1 est d�e�nie sur E parfh+1(i) = fh(i) + �f si 9� 2 Eh ; i 2 � ;= fh(i) sinon :La hauteur de communication h� de f est le premier indice tel que jEhj = 1.La d�e�nition de h� est bien la même qu'au paragraphe pr�ec�edent. C'est la hauteurminimale qu'il faut franchir dans le paysage d'�energie pour pouvoir sortir de n'importequel puits, sauf des minima globaux. Quand " tend vers 0, parmi les valeurs propresde P ", un certain nombre tendent vers des limites strictement inf�erieures �a 1, d'autrestendent vers 1. Ce sont celles-l�a qui contrôlent la vitesse d'acc�es �a l'�equilibre. Si �`(")est une valeur propre de P ", on notera �`(") = 1��`("). La proposition suivante d�ecritles ordres de grandeur des �`(").Proposition 4.26 Quand " tend vers 0, parmi les �`(")� jEj � jE0j valeurs convergent vers une limite strictement positive.� Pour tout h entre 1 et h�, jEh�1j�jEhj valeurs sont �equivalentes, �a une constantepr�es, �a "h.On peut interpr�eter la proposition ci-dessus de la fa�con suivante. D�eterminer les valeurspropres de P " ou de I �P " (les �`(")) �a l'ordre ", revient �a changer l'�echelle de temps,en se pla�cant sur des intervalles d'observation de longueur su�sante pour que destransitions de probabilit�e "=r (augmentations d'�energie) aient e�ectivement lieu. Cecirevient �a augmenter de 1 exactement le niveau d'�energie de chacune des classes mini-males, c'est-�a-dire �a remplacer f0 par f1. Le nombre de classes minimales ne peut querester constant ou diminuer. S'il est rest�e constant, toutes les valeurs propres \petites"sont d'ordre "2 au moins. S'il a diminu�e, la di��erence entre jE0j et jE1j est le nombrede valeurs propres d'ordre " exactement. Cette description se poursuit jusqu'�a ce quetoutes les classes minimales aient �et�e fondues en une seule. Cela arrive pour la valeurh�, la hauteur de communication de f . Toute valeur propre �`(") est donc d'ordre "ho�u h � h�. Les plus petites d'entre elles sont d'ordre "h� exactement, ce qui justi�e laproposition 4.24. Cette description est classiquement d�eduite de la th�eorie de Freidlinet Wentzell [37]. Nous ne donnerons pas une d�emonstration compl�ete de la proposi-tion 4.26, mais simplement une id�ee de justi�cation alg�ebrique. En particulier, nousa�rmons sans d�emonstration que les valeurs propres �`(") admettent un �equivalent en0 qui est une puissance enti�ere de " (on d�emontre en fait que ce sont des fonctionsanalytiques de ").D�emonstration : Les �`(") sont valeurs propres de la matrice I � P mais aussi de lamatrice I�DPD�1, introduite en 4.1.4. La forme quadratique associ�ee �a cette matrice(formule (4.5)) s'�ecrit ici de la fa�con suivante.Q(u; u) = Xi�jf(i)<f(j) 1r (p"ui � uj)2 + Xi�jf(i)=f(j) 1r (ui � uj)2 : (4.19)113



Si �`(") est valeur propre de I � P , alors il existe un vecteur u de norme 1 tel queQ(u; u) = �`("). Supposons que �`(") soit d'ordre O("). Il est facile de voir sur (4.19)que le vecteur u correspondant est tel que ses coordonn�ees sont d'ordrep" en dehors desclasses minimales, et constantes �a p" pr�es sur les classes minimales. L'espace vectorieldes vecteurs constants sur les classes minimales a pour dimension le nombre de classesminimales jE0j. Une base est constitu�ee par les vecteurs 11� ; � 2 E0. A chacun de cesvecteurs correspond une valeur propre �`(") d'ordre ". Nous utilisons ici la continuit�ede la d�ecomposition spectrale quand " tend vers 0. On it�ere ensuite le raisonnement encherchant lesquelles parmi les jE0j valeurs propres petites ainsi trouv�ees sont d'ordre"h. 2La proposition 4.26 ne fournit qu'une indication assez grossi�ere sur le comportementdes di��erentes valeurs propres. Pour �evaluer plus pr�ecis�ement la vitesse de convergencede l'algorithme de Metropolis, il faudrait disposer d'�equivalents exacts de ces valeurspropres, ainsi que des vecteurs propres associ�es (utilisation de la formule (4.14)). C'estpossible en th�eorie, mais les calculs sont pour l'instant de complexit�e sup�erieure �a larecherche syst�ematique du minimum de f , donc sans int�erêt pratique.4.2.4 Impl�ementationFinalement, l'algorithme de recuit simul�e tel qu'il sera e�ectivement programm�esera le suivant.UnsurT  � 0Initialiser Xn � 0R�ep�eterUnsurT  � UnsurT +1Palier  � exp(UnsurT � h)R�ep�eteri � Xchoisir j au hasard parmi les voisins de iSi (f(j) � f(i))Alors X  � jSinonSi (Random < exp((f(i)� f(j)) � UnsurT))alors X  � j�nSi�nSin � n+1Jusqu'�a (n � Palier)Jusqu'�a (arrêt de la simulation)Par rapport �a la th�eorie, le point essentiel est que la hauteur de communication h�n'est pas connue. Il faut voir le param�etre h comme un des \boutons de r�eglage" del'algorithme. Il devra être ajust�e exp�erimentalement. Un autre bouton de r�eglage est la114



structure de graphe choisie sur l'espace. En g�en�eral plusieurs choix sont possibles et onpourra opter pour une structure de voisinage qui permette une exploration plus rapidede l'espace si cela n'alourdit pas trop l'algorithme. A titre d'exemple, nous traitonsci-dessous un des probl�emes les plus c�el�ebres de l'optimisation combinatoire.Exemple : Le probl�eme du voyageur de commerce [60, 73].Les �el�ements de f1; : : : ; dg sont des villes dont les distances sont donn�ees.�(a; b) � 0 ; 8a; b 2 f1; : : : ; dg :On note f l'application qui �a une permutation cyclique � de f1; : : : ; dg associef(�) = d�1Xi=1 �(�i(1); �i+1(1)) :La quantit�e f(�) repr�esente la longueur totale du trajet qui visite les d villes dans l'ordresp�eci��e par �. Le probl�eme est de trouver une permutation � qui minimise f(�). Noussupposerons que les d villes sont rang�ees dans un tableau d'entiers de longueur d :ordre. Les distances �(a; b) sont rang�ees dans un tableau distance. La fonction f pourun ordre donn�e est calcul�ee comme suit.Fonction f(ordre)f  � distance[ordre[1],ordre[d]]Pour i de 1 �a d� 1f  � f+ distance[ordre[i],ordre[i + 1]]�nPourRetourner f�nFonctionNous avons besoin �egalement d'une fonction d'exploration de l'espace d'�etats, quichoisisse au hasard entre un certain nombre d'ordres \voisins" de l'ordre courant. Leplus simple consiste �a �echanger deux villes cons�ecutivesFonction permuter(ordre)�  � ordrei � Random(f1; : : : ; dg)j  � i + 1 modulo dEchanger �[i] et �[j]Retourner ��nFonctionOn obtiendra une exploration plus e�cace en permutant 3 ou 4 villes cons�ecutives �ala fois.L'algorithme principal est le suivant.UnsurT  � 0Pour i de 1 �a dordre[i]  � i 115



�nPourf1  � f(ordre)n � 0R�ep�eterUnsurT  � UnsurT +1Palier  � exp(UnsurT � h)R�ep�eterordre2  � permuter(ordre)f2  � f(ordre2)Si (f2 � f1)Alors ordre �ordre2f1  � f2Sinonproba  � exp((f1 � f2) � UnsurT)Si (Random < proba)alors ordre  � ordre2f1  � f2�nSi�nSin � n+1Jusqu'�a (n � Palier)Jusqu'�a (arrêt de la simulation)4.3 Algorithmes g�en�etiquesLes algorithmes g�en�etiques sont apparus environ dix ans avant les algorithmes derecuit simul�e, �a partir d'une autre analogie naturelle. L'id�ee de base est la même.Il s'agit de coupler une recherche syst�ematique de l'optimum avec une explorational�eatoire de l'espace d'�etats, que l'on peut quali�er de g�en�erateur de diversit�e. Celui-cidoit être su�samment puissant pour sortir l'algorithme des pi�eges que constituent lesoptima locaux de la fonction. Dans le cas des algorithmes g�en�etiques, le g�en�erateurde diversit�e est calqu�e sur celui de la s�election naturelle qui utilise le croisement etla mutation pour produire de nouveaux chromosomes. L'analogie avec la th�eorie del'�evolution constitue un attrait psychologique important de ces algorithmes, sur lesquelsune litt�erature extrêmement �etendue s'est d�evelopp�ee en peu de temps (voir [6, 44,39, 65, 66]). Les r�esultats math�ematiques rigoureux sont encore rares. C'est R. Cerf[19, 20, 21] qui dans sa th�ese a le premier d�evelopp�e une th�eorie asymptotique fond�ee surla th�eorie des perturbations de Freidlin et Wentzell [37]. Nous suivons sa pr�esentationsans rentrer dans les d�etails math�ematiques, qui sont tr�es techniques.
116



4.3.1 Version classiqueLes algorithmes g�en�etiques s'inspirent des m�ecanismes de la s�election naturelle,comme le recuit simul�e s'inspire de principes physiques. La fonction �a optimiser estici l'adaptation et c'est son maximum que l'on recherche. Nous pr�esentons d'abord laversion originale, qui est la plus proche de l'analogie naturelle.La fonction f �a maximiser est d�e�nie sur E = f0; 1gd, �a valeurs dans IR+. L'id�eeconsiste �a faire �evoluer un ensemble de taille �xe m d'�el�ements de E, comme s'il s'agis-sait d'une population naturelle de chromosomes, la fonction f mesurant l'adaptationd'un chromosome �a l'environnement. On d�e�nit une châ�ne de Markov (Xn), �a valeursdans Em. La variable Xn est donc un m-uplet (X1n; : : : ; Xmn ) d'�el�ements de E, �a savoirun m-uplet de mots binaires de longueur d : les chromosomes. L'algorithme d�ecrivantle passage de Xn �a Xn+1 se d�ecompose en trois �etapes.Xn mutation�! Yn croisement�! Zn s�election�! Xn+1 :Ces trois �etapes sont les suivantes.� Xn �! Yn : mutation. La probabilit�e de mutation p 2]0; 1[ est �x�ee au d�epart. Lamutation consiste �a d�ecider pour chaque lettre de chaque chromosome de la mod-i�er avec probabilit�e p, les md choix �etant ind�ependants. La nouvelle populationde chromosomes est Yn.� Yn �! Zn : croisement. La probabilit�e de croisement q est �egalement �x�ee. Apartir de la population Yn,m=2 couples sont form�es (par exemple en appariant lesindividus cons�ecutifs : m est suppos�e pair). Pour chacun des couples, on d�ecideind�ependamment avec probabilit�e q si le croisement a lieu. Si c'est le cas, un sitede coupure est tir�e au hasard uniform�ement entre 1 et d�1, et les segments �nauxdes deux chromosomes sont �echang�es. Par exemple :000 : : : 00011100 : : : 01110 01101 : : : 00100110 : : : 111 devient 000 : : : 00011100 : : : 01110 00110 : : : 11101101 : : : 001 :Un nouveau couple d'individus est ainsi form�e. La population Zn est constitu�eedes couples d'individus, dont certains ont �et�e crois�es (avec probabilit�e q), d'autressont rest�es inchang�es (avec probabilit�e 1�q).� Zn �! Xn+1 : s�election. Les individus de la population Xn+1 sont choisis al�eatoi-rement et ind�ependamment parmi les individus de la population Zn. La loi deprobabilit�e favorise les individus les mieux adapt�es. Le choix classique consiste �aprendre des probabilit�es proportionnelles aux valeurs de la fonction d'adaptation.Supposons que la population Zn soit constitu�ee des chromosomes �1; : : : ; �m. Laprobabilit�e de choisir le chromosome �` est alorsf(�`)f(�1) + � � �+ f(�m) :Mais on peut aussi composer f avec n'importe quelle fonction croissante positive.Le choix le plus coh�erent avec le recuit simul�e consiste �a d�e�nir la probabilit�e de117



choix de �` comme exp(kf(�`))exp(kf(�1)) + � � �+ exp(kf(�m)) ;o�u le param�etre k joue le rôle de l'inverse de la temp�erature.Des trois �etapes de l'algorithme seule la derni�ere fait intervenir la fonction f . Les deuxautres sont des �etapes d'exploration de l'espace d'�etats. C'est le g�en�erateur de diversit�e.Sans elles, l'�etape de s�election convergerait au bout d'un nombre �ni de pas vers unepopulation pour laquelle la fonction f serait constante, et en g�en�eral non optimale.On d�e�nit ainsi une châ�ne de Markov sur l'espace d'�etats Em, dont on peut v�eri�erqu'elle est irr�eductible (tous les �etats peuvent être atteints) et ap�eriodique. Elle n'ad-met pas de mesure r�eversible en g�en�eral, et les r�esultats de 4.1.4 ne s'appliquent pasdirectement. Elle admet cependant une mesure stationnaire unique vers laquelle lasuite converge en loi. Il est impossible d'expliciter cette mesure stationnaire. On esp�erequ'elle se concentre sur les populations de chromosomes �a adaptations �elev�ees, voiremaximales, donnant ainsi une valeur approch�ee du maximum de f . Cet espoir est fond�esur l'intuition, l'exp�erimentation, une solide croyance en l'harmonie de la nature, maispas sur un r�esultat math�ematique.L'algorithme g�en�etique qui vient d'être d�ecrit pr�esente un autre inconv�enient li�eau codage. Si la fonction �a traiter n'est pas d�e�nie sur f0; 1gd, il faudra s'y ramener,ce qui ne pose pas a priori de probl�eme sur un ordinateur. Mais les deux premi�eres�etapes d'exploration sont tr�es li�ees �a la repr�esentation des chromosomes. Mise �a partl'analogie biologique, on con�coit di�cilement pourquoi changer une ou plusieurs coor-donn�ees (mutation), ou bien �echanger des segments (croisement) serait particuli�erementad�equat, si la fonction f ne d�epend pas de fa�con r�eguli�ere de la repr�esentation binairedes �etats.R. Cerf a propos�e une vision des algorithmes g�en�etiques �a la fois plus g�en�erale, plusraisonnable algorithmiquement, et surtout rigoureusement fond�ee sur le plan math�ema-tique. C'est cette version que nous d�ecrivons dans la section suivante.4.3.2 Th�eorie asymptotiqueL'ensemble �ni E est maintenant quelconque, et f est une fonction de E dans IR.On note Emax l'ensemble des maxima globaux de f .Emax = fi 2 E : f(i) � f(j) ; 8j 2 Eg :On souhaite d�e�nir une châ�ne de Markov (Xn) �a valeurs dans l'ensemble Em despopulations de taille m d'�el�ements de E (les individus). L'objectif est que la loi de Xnse concentre quand n tend vers l'in�ni sur les populations de Emmax. La logique de lad�e�nition est proche de celle du recuit simul�e. Nous allons d�e�nir tout d'abord unefamille de châ�nes de Markov homog�enes (XTn ), d�ependant d'un param�etre T destin�e�a tendre vers 0. Nous examinerons d'abord la convergence des mesures stationnairesdes châ�nes (XTn ) quand T tend vers 0, vers une mesure concentr�ee sur les populations118



optimales. Ensuite nous d�e�nirons un sch�ema de temp�erature T (n) comme dans 4.2.2et nous examinerons les conditions sous lesquelles la châ�ne non homog�ene (XT (n)n )converge en loi vers une loi ne chargeant que les populations optimales.Commen�cons par d�e�nir les châ�nes homog�enes (XTn ). Le param�etre T > 0 (temp�e-rature) est �x�e. L'algorithme de d�e�nition de (XTn ) est d�ecompos�e en trois �etapes,mutation, croisement et s�election, comme pr�ec�edemment.� XTn �! Y Tn :mutation. Une matrice de transition P = (pij) sur E et un param�etrea > 0 sont �x�es. On examine ind�ependamment chacun des m individus de lapopulation XTn . Si i est un de ces individus, on d�ecide{ de le changer en l'individu j avec probabilit�e e�a=T pij ;{ ou de ne pas le changer avec probabilit�e 1� e�a=T :Une fois les m d�ecisions prises, la nouvelle population est Y Tn .� Y Tn �! ZTn : croisement. Une matrice de transition Q = (q((i1; i2); (j1; j2))) surE � E et un param�etre b > 0 sont �x�es. On examine ind�ependamment les m=2couples form�es d'�el�ements cons�ecutifs de la population Y Tn . Si (i1; i2) est l'un deces couples, on d�ecide{ de le changer en le couple (j1; j2) avec probabilit�e e�b=T q((i1; i2); (j1; j2)) ;{ ou de ne pas le changer avec probabilit�e 1� e�b=T :Une fois les m=2 d�ecisions prises, la nouvelle population est ZTn .� ZTn �! XTn+1 : s�election. Un param�etre c > 0 est �x�e. Les individus de la popula-tion XTn+1 sont choisis al�eatoirement et ind�ependamment parmi les individus dela population ZTn . Supposons que la population Zn soit constitu�ee des individusi1; : : : ; im, la probabilit�e de choisir l'individu i` estexp((c=T )f(i`))exp((c=T )f(i1)) + � � �+ exp((c=T )f(im)) :Lorsque T = 0, la mutation et le croisement n'interviennent pas. Seule compte las�election. Elle consiste alors �a tirer au hasard parmi les seuls individus de la populationZTn dont l'adaptation est maximale (�a comparer avec la proposition 4.20). Au bout d'unseul pas d'it�eration, l'adaptation de tous les individus est donc la même (sous-optimaleen g�en�eral) et au bout d'un nombre �ni de pas tous les individus sont identiques. Ceciest �a rapprocher d'un algorithme de recuit simul�e pour lequel on �xerait la temp�erature�a 0 d�es le d�epart : il resterait bloqu�e dans le premier optimum local rencontr�e.La d�e�nition de la châ�ne (XTn ) pour T > 0 doit être comprise comme une per-turbation de ce cas extrême. Cette perturbation est introduite non seulement dansla mutation et le croisement, mais aussi dans la s�election o�u chaque individu, mêmesous-optimal a une probabilit�e non nulle de survivre dans la population suivante. Il estimportant que les ordres de grandeur logarithmiques des trois perturbations soient lesmêmes si on souhaite que les trois aient un e�et. C'est la raison d'être des termes ene�a=T , e�b=T et ec=T dans les expressions ci-dessus.Tel qu'il vient d'être d�e�ni, l'algorithme comporte un tr�es grand nombre de param�e-tres qu'il convient d'examiner s�epar�ement.119



Tout d'abord les matrices de transition P etQ, ou plutôt les m�ecanismes markovienssur E et E � E auxquels elles correspondent. Dans le cas E = f0; 1gd, nous avonsvu dans le paragraphe pr�ec�edent des exemples de mutations et de croisements. Biend'autres m�ecanismes sont envisageables. Il ne semble pas avantageux de compliquerencore une situation qui est d�ej�a assez lourde algorithmiquement. Un m�ecanisme demutation le plus simple possible est conseill�e. En ce qui concerne le croisement, unmoyen tr�es simple de le d�e�nir pourrait être le suivant.8i1; i2; j1; j2 2 E ; q((i1; i2); (j1; j2)) = pi1j1 pi2j2 :Cela revient �a examiner chacun des deux �el�ements du couple ind�ependamment et �ale changer selon la matrice P . Mais ce ne serait rien d'autre qu'un nouveau passagepar l'�etape de mutation. En fait, le croisement n'est pas indispensable au bon fonc-tionnement d'un algorithme g�en�etique, contrairement �a ce que croyaient la plupart despraticiens.Une fois les matrices P et Q choisies, les autres param�etres, en dehors de T , sont lataille de la population m et les intensit�es de perturbations a; b et c. Ce sont en quelquesorte les boutons de r�eglage de l'algorithme.La châ�ne de Markov (XTn ) est irr�eductible et ap�eriodique. Elle converge donc enloi vers une mesure stationnaire unique pT (voir par exemple [50]). On souhaite v�eri�erque lorsque T tend vers 0, cette mesure stationnaire se concentre sur les populationsoptimales. Contrairement au cas du recuit simul�e, ce n'est pas toujours vrai.Th�eor�eme 4.27 Il existe une taille de population critique m�, d�ependant des autresparam�etres de l'algorithme ainsi que de la fonction f , telle que pour m > m�,limT!0+ pT (Emmax) = 1 :La d�emonstration est assez technique et il nous est impossible d'en donner un aper�cusigni�catif dans le cadre restreint de ce cours : voir [19] p. 27 et p. 72. La valeurcritique m� y est d�ecrite en fonction de a; b; c; et f de mani�ere relativement pr�ecise,mais malheureusement elle n'est pas calculable en pratique. Une id�ee importante est�a retenir du th�eor�eme 4.27, que l'on peut sch�ematiser en disant que c'est parce quela population contient beaucoup d'individus que l'algorithme fonctionne. Quand deschoix algorithmiques devront être faits, il vaudra mieux trancher en faveur d'une taillede population plus �elev�ee, quitte �a gagner du temps en supprimant le croisement et ensimpli�ant les mutations. Pour comprendre le rôle crucial de la taillem de la population,il faut imaginer le comportement de la châ�ne (XTn ) �a basse temp�erature et �a l'�equilibre.L'�etape de s�election tend �a former des populations homog�enes d'individus, eng�en�eral sous-optimaux. La châ�ne doit visiter de mani�ere r�ep�et�ee des ensembles depopulations proches de tous les ensembles homog�enes possibles. Comment proc�ede-t-elle pour aller de l'un �a l'autre ? Dans une population homog�ene apparaissent, parmutation ou croisement, des individus di��erents, �a adaptation peut-être inf�erieure �acelle du reste de la population. Si les intensit�es de perturbations et la taille de la popu-lation sont su�samment grands, ces individus pionniers seront su�samment fr�equents120



et nombreux pour survivre �a la s�election, �evoluer encore et �nalement atteindre demeilleures valeurs de la fonction d'adaptation. Une fois qu'une telle valeur est atteintepar un individu parti en �eclaireur, la s�election ram�ene �a lui l'ensemble de la population.A partir des châ�nes de Markov (XTn ), l'id�ee de l'algorithme est la même que pour lerecuit simul�e. Nous allons d�e�nir un sch�ema de temp�erature T (n) et simuler la châ�nede Markov non homog�ene (XT (n)n ).D�e�nition 4.28 On dit que l'algorithme converge silimn!1 IP[XT (n)n 2 Emmax] = 1 :Le th�eor�eme de convergence le plus g�en�eral d�emontr�e par Cerf ([19] p. 87-88) est lesuivant. Il donne une condition n�ecessaire et une condition su�sante de convergence.Th�eor�eme 4.29 Il existe 4 constantes h1; h2; h�1; h�2 d�ependant des param�etres de l'al-gorithme et de la fonction f telles que les conditions (4.20) et (4.21) ci-dessous soientrespectivement n�ecessaire et su�sante pour que l'algorithme converge.1Xn=1 exp � h1T (n)! = +1 et 1Xn=1 exp � h2T (n)! < +1 ; (4.20)1Xn=1 exp � h�1T (n)! = +1 et 1Xn=1 exp � h�2T (n)! < +1 : (4.21)L'algorithme peut donc converger si h�1 < h�2, ce qui n'est v�eri��e que quand la taillede la population est assez grande. Les constantes critiques h1; h2; h�1; h�2 jouent un rôlecomparable �a la constante h du th�eor�eme 4.23. Elles s'expriment �a l'aide de la fonctionf et des param�etres de l'algorithme, mais ne sont pas calculables en pratique.Pour les raisons math�ematiques et algorithmiques qui ont d�ej�a �et�e discut�ees en4.2.2, le sch�ema de temp�erature sera choisi constant sur des paliers de longueurs expo-nentiellement croissantes.8k 2 IN� ; 8n 2 ] e(k�1)h ; ekh [ ; T (n) = 1k : (4.22)La question �a r�esoudre est celle du choix de h, pour assurer que sur le k-i�eme palier(k assez grand), la châ�ne atteigne e�ectivement sa mesure stationnaire. Au vu duth�eor�eme 4.29, on devrait choisir h entre h�1 et h�2. Ces deux quantit�es sont inconnuesmais l'intervalle [h�1; h�2] est d'autant plus grand que m est grand. D'o�u l'int�erêt, encoreune fois, de choisir une taille de population assez grande. Le r�esultat suivant est uncas particulier qui nous semble correspondre �a une impl�ementation e�cace. Il est tr�esproche du th�eor�eme 4.23.Th�eor�eme 4.30 Sous les hypoth�eses suivantes :� la matrice P est sym�etrique et irr�eductible,� il n'y a pas de croisement (Q = I ou bien b =1),� la taille m de la population est sup�erieure �a la taille critique m�,121



il existe une hauteur critique h�, qui est une fonction born�ee de m telle que l'algorithmeconverge si et seulement silimn!1T (n) = 0 et 1Xn=1 exp � h�T (n)! = +1 :Pour le sch�ema de temp�erature (4.22), il est donc n�ecessaire et su�sant de choisirh > h�.4.3.3 Impl�ementationVoici r�esum�es quelques conseils algorithmiques que l'on peut tirer de la th�eorie deCerf pour impl�ementer simplement un algorithme g�en�etique sur un probl�eme r�eel.1. Choisir sur E une structure de graphe naturelleG de sorte que la marche al�eatoiresym�etrique sur G soit facile �a simuler. Ce sont des pas de cette marche al�eatoirequi seront simul�es dans l'�etape de mutation : chaque individu est remplac�e s'il ya lieu par un de ses voisins sur le graphe, tir�e au hasard.2. Supprimer l'�etape de croisement (b =1).3. Choisir le sch�ema de temp�erature (4.22), de sorte que le param�etre T reste con-stant sur des intervalles dont la longueur crô�t exponentiellement.Il reste alors quatre param�etres �a r�egler. Ces param�etres sont :� La taille m de la population. Choisir la valeur la plus �elev�ee possible, compatibleavec une vitesse d'ex�ecution raisonnable.� Les intensit�es a et c des perturbations. A choisir de sorte qu'au d�ebut de l'ex�ecu-tion (T grand) la châ�ne sorte rapidement du voisinage d'une population ho-mog�ene.� La vitesse de d�ecroissance h du sch�ema de temp�erature (4.22). Il faut l'ajuster demani�ere que la dur�ee des paliers ne soit pas trop longue, tout en maintenant unevariation su�sante dans les premiers paliers.Exemple : Le probl�eme du voyageur de commerce.Consid�erons l'exemple du voyageur de commerce d�ecrit dans 4.2.4. Nous reprenons lesmêmes notations pour la fonction f (c'est �f que l'on maximise) et pour la fonctionpermuter qui choisit un ordre \voisin" de l'ordre courant. L'objet de base est unepopulation de taillem d'ordres (tableau d�m d'entiers que nous noterons encore ordres :pour tout i entre 1 et m, ordres[i] contient une permutation des d villes, qui constituele i-i�eme �el�ement de la population. Les images par f des �el�ements de la populationseront rang�ees dans un tableau not�e F : F [i] = f(ordre[i]). A�n de limiter le nombre decalculs d'exponentielles, nous utiliserons un tableau EF de même taille qui contient lesvaleurs de exp(�cF [i]=T ), ainsi qu'une variable somme EF qui en contient la somme.Pour l'�etape de s�election, nous utiliserons des variables auxiliaires correspondant �aordres, F et EF . Elles seront d�esign�ees par ordres2, F2 et EF2 L'algorithme principalest le suivant. 122



UnsurT  � 0Pour i de 1 �a mordres[i]  � permutation al�eatoire de f1; : : : ; dgF [i] � f(ordre[i])EF [i] � 1�nPoursomme EF  � mn � 0R�ep�eterUnsurT  � UnsurT +1Palier  � exp(UnsurT � h)R�ep�eterfMutationsg proba mutation � exp(�a�UnsurT)Pour i de 1 �a mSi (Random < proba mutation)alors ordres[i] � permuter(ordres[i])somme EF  � somme EF � EF [i]F [i] � f(ordre[i])EF [i] � exp(�c � F [i]�UnsurT)somme EF  � somme EF + EF [i]�nSi�nPourfS�electionsg Pour i de 1 �a mproba s�election[i] � EF [i]=somme EF )�nPourPour i de 1 �a mchoisir j avec probabilit�e proba s�election[j]ordres2[i]  � ordres[j]F2[i] � F [j]EF2[i] � EF [j]�nPoursomme EF  � 0Pour i de 1 �a mordres[i]  � ordres2[i]F [i] � F2[i]EF [i] � EF2[j]somme EF  � somme EF + EF [i]�nPourn � n+1Jusqu'�a (n � Palier)Jusqu'�a (arrêt de la simulation) 123



4.4 Algorithme MOSES4.4.1 D�e�nition et convergenceLes algorithmes de recuit simul�e et les algorithmes g�en�etiques tels qu'ils ont �et�epr�esent�es jusqu'ici, pr�esentent un inconv�enient majeur. Il est impossible en pratiqued'utiliser le r�esultat de convergence th�eorique pour r�egler l'algorithme. On est con-duit �a des r�eglages exp�erimentaux des param�etres, qui sont trop nombreux pour qu'onpuisse garantir un r�eglage optimal. Le principe g�en�eral des algorithmes d'optimisa-tion stochastique est simple (coupler une recherche de l'optimum avec une explorational�eatoire de l'espace d'�etats) et autorise de multiples variantes. Parmi toutes celles quiont �et�e propos�ees, l'algorithme MOSES (Mutation-Or-Selection Evolutionary Strat-egy), d'O. Fran�cois [36], pr�esente de nombreux avantages. On peut le voir comme unevariante d'un algorithme g�en�etique sans mutation, mais il est beaucoup plus simple, �ala fois sur le plan math�ematique et sur le plan pratique. Sa caract�eristique principale estque les conditions th�eoriques de convergence ne d�ependent pas du paysage d'�energie,et peuvent donc être v�eri��ees en pratique.Comme pour un algorithme g�en�etique, il s'agit de travailler sur une populationd'individus, parmi lesquels on recherche le maximum d'une fonction f tout en op�erantdes mutations al�eatoires. La fonction f �a maximiser est toujours d�e�nie sur un ensembled'�etats E �ni, mais potentiellement tr�es grand. Comme pour les algorithmes pr�ec�edents,le choix d'une structure de graphe sur E, r�egulier et connexe, est crucial. Les conditionsde convergence des th�eor�emes 4.31 et 4.32 s'expriment de mani�ere tr�es simple en termesde la distance sur ce graphe. Si x et y sont deux �el�ements de E, un chemin de longueurn de x �a y est une suite x0 = x; x1; : : : ; xn = y de points de E tels que deux pointscons�ecutifs sont voisins. La distance de x �a y est la plus petite longueur d'un cheminentre x et y. Le diam�etre du graphe est la plus grande distance entre deux points deE. Nous le noterons D.Les mutations seront des pas de la marche al�eatoire sym�etrique sur ce graphe. Onconsid�ere une population de m individus de E. L'algorithme d�e�nit donc une châ�nede Markov sur Em. Une transition consiste �a faire muter un certain nombre, al�eatoire,d'individus, tandis que les autres sont a�ect�es �a l'optimum de la population pr�ec�edente.Le nombre de mutants est tir�e au hasard selon une loi binomiale B(m; p), dont leparam�etre p est destin�e �a tendre vers 0. Pour conserver l'homog�en�eit�e de notation avecles algorithmes pr�ec�edents, on posera p = pT = exp(�1=T ), le param�etre T jouant lerôle de la temp�erature.Pour T �x�e, on d�e�nit donc la châ�ne de Markov (XTn ) �a valeurs dans E comme lasuite des valeurs successives de la population X dans l'algorithme suivant.Initialiser X = X[1; : : : ; m]n � 0R�ep�eterD�eterminer le meilleur �el�ement x� dans la population X124



Tirer un entier M selon la loi B(m; e�1=T )Si (M > 0) alorsPour i de 1 �a Mchoisir y au hasard parmi les voisins de X[i]X[i] � y�nPour�nSiSi (M < m) alorsPour i de M + 1 �a mX[i] � x��nPour�nSin � n+ 1Jusqu'�a (arrêt de la simulation)Comme pour les algorithmes pr�ec�edents, deux r�esultats de convergence sont disponi-bles. Le premier porte sur la mesure stationnaire de la châ�ne de Markov homog�ene(XTn ), qui doit se concentrer sur les populations optimales. Le second porte sur laconvergence de la châ�ne non homog�ene (XT (n)n ), pour un sch�ema de temp�erature T (n)�x�e. Rappelons la d�e�nition de Emax :Emax = fi 2 E : f(i) � f(j) ; 8j 2 Eg :La châ�ne de Markov (XTn ) est irr�eductible et ap�eriodique. Elle converge donc en loivers une mesure stationnaire unique pT .Th�eor�eme 4.31 Si la taille m de la population est sup�erieure au diam�etre D dugraphe, alors : limT!0+ pT (Emmax) = 1 :La condition de convergence pour la châ�ne non homog�ene (XT (n)n ) est elle aussi tr�essimple.Th�eor�eme 4.32 Soit D le diam�etre du graphe. Si m > D et si T (n) v�eri�e :1Xn=1 exp � DT (n)! = +1 ;alors : limn!1 IP[XT (n)n 2 Emmax] = 1 :La comparaison de ce r�esultat avec les th�eor�emes 4.23 et 4.30 montre bien l'avantagede l'algorithme MOSES, pour lequel les conditions de convergence ne d�ependent quede la g�eom�etrie du graphe, et pas des variations de la fonction f , qui sont inconnues.4.4.2 Impl�ementationL'impl�ementation de l'algorithme MOSES est elle aussi tr�es simple. Contrairementaux algorithmes g�en�etiques, elle ne n�ecessite pas d'�evaluer la fonction sur tous les125



�el�ements de la population �a chaque �etape, mais seulement sur ceux qui ont �et�e modi��es.De même, il n'est pas n�ecessaire de conserver en m�emoire la population compl�etedes m individus, mais seulement ceux qui ont �et�e modi��es par le tirage binomial.Dans la mesure o�u la probabilit�e de modi�cation pT tend vers 0, cela entrâ�ne un gainimportant en place m�emoire. Comme pr�ec�edemment, on est amen�e �a choisir un sch�emade temp�erature T (n) qui d�ecrô�t par paliers.8k 2 IN� ; 8n 2 ] e(k�1)D ; ekD [ ; T (n) = 1k : (4.23)La di��erence est que le param�etre de r�eglage de la longueur des paliers, qui est lediam�etre du graphe, est d�etermin�e par la structure de graphe que l'on a choisie. Nousillustrons l'impl�ementation sur le même probl�eme que pr�ec�edemment.Exemple : Le probl�eme du voyageur de commerceLes notations sont celles de la section 4.2.4. C'est la fonction permuter qui choisit un or-dre \voisin" de l'ordre courant et qui d�etermine donc la structure de graphe et la valeurdu diam�etre D. Pour le cas particulier o�u la fonction �echange deux villes cons�ecutives,on peut v�eri�er qu'il faut D = d(d�1)=2 appels au maximum pour passer d'un ordrequelconque �a un autre. Mais ce n'est �evidemment pas un choix optimal. Permuter cir-culairement 3 ou 4 villes, conduira �a une diminution de la valeur de D et �a un tempsd'ex�ecution beaucoup plus faible. L'algorithme utilise une fonction de simulation bino-miale qui retourne une variable al�eatoire suivant la loi B(m; p). La probabilit�e p �etantfaible sur la plus grande partie du temps d'ex�ecution, on aura int�erêt �a la programmersuivant la m�ethode d'inversion (section 2.3.2). Cette fonction d�etermine la taille de lapopulation des mutants, qui sont seuls concern�es par la fonction permuter. La popula-tion courante est stock�ee dans le tableau de taille m ordres dont les premiers �el�ementssont des mutants, les autres �etant tous �egaux �a l'optimum de la population pr�ec�edente(Meilleur). Quand le nombre de mutants est faible, une grande partie de la populationest compos�ee d'�el�ements identiques. L'utilisation d'un tableau de taille �xe entrâ�nedonc une perte de place m�emoire et beaucoup d'op�erations inutiles. Une liste, ou unechâ�ne de pointeurs serait une structure de donn�ees mieux adapt�ee qu'un tableau.
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(* Initialisations *)Fmeilleur  � d �maxf�(a; b)gPour i de 1 �a mordres[i]  � permutation al�eatoire de f1; : : : ; dgF  � f(ordres[i])Si (F < Fmeilleur) alorsFmeilleur  � FMeilleur  � ordres[i]�nSi�nPourUnsurT  � 0n � 0(* Boucle principale *)R�ep�eterUnsurT  � UnsurT +1p � exp(�UnsurT)Palier  � exp(UnsurT �D)R�ep�eterR�ep�etern � n+1Nombre Mutants  � binomiale(m; p)Jusqu'�a (Nombre Mutants > 0)Si (Nombre Mutants < m) alorsPour i de Nombre Mutants+1 �a mordres[i]  � Meilleur�nPour�nSiPour i de 1 �a Nombre Mutantsordres[i]  � permuter(ordres[i])F  � f(ordres[i])Si (F< Fmeilleur) alorsFmeilleur  � FMeilleur  � ordres[i]�nSi�nPourJusqu'�a (n � Palier)Jusqu'�a (arrêt de la simulation)
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4.5 ExercicesExercice 4.1 Ecrire un algorithme de simulation approch�ee par châ�ne de Markovpour la loi uniforme sur :1. L'ensemble des vecteurs (k1; : : : ; kd), �a coe�cients entiers positifs ou nuls, telsque k1 + � � �+ kd = n (les entiers d et n sont �x�es).2. La sph�ere unit�e de IRd.3. L'ensemble des sous ensembles �a n �el�ements d'un ensemble �a d �el�ements.4. L'ensemble des tables de contingence de taille d, de marges �x�ees. Une table decontingence est une matrice d�d �a coe�cients entiers positifs ou nuls, o�u L = A11(sommes par lignes) et C = tA11 (sommes par colonnes) sont des vecteurs �x�es(tels que t11L = t11C).5. L'ensemble des arbres �a d sommets.6. L'ensemble des graphes connexes �a d sommets.Exercice 4.2 Ecrire un algorithme de Metropolis pour la simulation approch�ee deslois de probabilit�e suivantes.1. La loi sur l'ensemble des vecteurs d'entiers (k1; : : : ; kd) de somme n qui est telleque la probabilit�e d'un vecteur soit proportionnelle �a sa premi�ere coordonn�ee.2. La loi sur la sph�ere unit�e de IRd dont la densit�e est proportionnelle au carr�e dela premi�ere coordonn�ee.3. La loi sur l'ensemble des sous-ensembles �a n �el�ements de f1; : : : ; dg, telle que laprobabilit�e d'un sous-ensemble soit proportionnelle �a la somme de ses �el�ements.4. La loi sur l'ensemble des tables de contingence de taille d, de marges �x�ees, telleque la probabilit�e d'une table de contingence soit proportionnelle �a la somme des�el�ements de sa diagonale principale.5. La loi sur l'ensemble des arbres �a d sommets, telle que la probabilit�e d'un arbresoit proportionnelle �a son diam�etre (nombre maximum d'arêtes dans un cheminminimal joignant deux sommets).6. La loi sur l'ensemble des graphes connexes �a d sommets, telle que la probabilit�ed'un graphe connexe soit proportionnelle �a son nombre d'arêtes.Exercice 4.3 Le but de l'exercice est d'�etudier la vitesse de convergence de marchesal�eatoires sur l'hypercube E = f0; 1gd. C'est un des rares cas o�u l'on sache diago-naliser explicitement la matrice de transition, et donc �evaluer pr�ecis�ement la vitesse deconvergence.Les �el�ements de E seront not�es �; �; � : : :� = (�(i)) ; �(i) 2 f0; 1g 8i = 1; : : : ; d :L'ensemble E est naturellement muni d'une structure de graphe G = (E;A), pourlaquelle deux sommets � et � sont voisins si et seulement si ils di��erent en une coor-donn�ee et une seule. f�; �g 2 A () dXi=1 j�(i)� �(i)j = 1 :128



Soit � 2 [0; 1] un r�eel �x�e. On d�e�nit la matrice de transition P = (p��) parp�� = �=d si � et � sont voisins ;= 1� � si � = � ;= 0 dans tous les autres cas :Pour � = 0, la matrice P est la matrice identit�e, et la châ�ne correspondante estconstante. Pour � = 1 la matrice P est celle de la marche al�eatoire sym�etrique surl'hypercube G, qui �a chaque pas modi�e une coordonn�ee choisie au hasard. Cettemarche al�eatoire est p�eriodique de p�eriode 2. La probabilit�e de revenir �a l'�etat ded�epart au bout de m pas, p(m)�� , est nulle si m est impair. Pour �eviter ces deux casparticuliers, nous supposerons que 0 < � < 1.1. Soit � un �el�ement quelconque de E. Le caract�ere �� est la fonction de E dansf�1; 1g qui �a � associe ��(�) = (�1)t� � :Montrer que la famille (��)�2E est une base orthogonale. Quelle est la norme de�� ?2. Montrer que le caract�ere �� est associ�e �a la valeur propre�� = 1� 2�d dXi=1 �(i) :3. En d�eduire que les valeurs propres de P sont1 ; 1� 2�d ; 1� 4�d ; : : : ; 1� 2� ;la valeur propre 1� 2k�d �etant de multiplicit�e �dk�.4. D�eterminer, en fonction de �, la valeur de � = maxfj��j ; � 2 E ; �� 6= 1g.Nous supposerons d�esormais � � d=(1+d). Comme base orthonorm�ee de vecteurspropres, on choisira (��)�2E, o�u��(�) = 2�d=2��(�) :Notre but est d'�evaluer le nombre de pas n�ecessaires pour qu'une châ�ne deMarkov de matrice de transition P atteigne l'�equilibre avec une pr�ecision �x�ee.5. En utilisant la relation (4.13), montrer l'estimation suivante.X�2E 2�d0@p(m)��2�d � 11A2 < " si m > d2 log(2)4� � d 14� log(") :
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6. En utilisant la relation (4.9), montrer l'estimation suivante.X�2E 2�d0@p(m)��2�d � 11A2 < " si m > d log(d)4� � d4� log(log(1 + ")) :Donc l'�equilibre est atteint pour un nombre de pas de l'ordre de d log(d)=(4�),c'est-�a-dire tr�es inf�erieur �a la taille de l'espace (2d).7. On consid�ere la châ�ne de Markov sur E = f0; 1gd dont l'algorithme de simulationest le suivant.Initialiser �t � 0R�ep�eterchoisir i, de loi uniforme sur f1; : : : ; dg�(i) � 1� �(i)Si (Random < 0:5) alorschoisir j, de loi uniforme sur f1; : : : ; dg�(j) � 1� �(j)�nSit � t+ 1Jusqu'�a (arrêt de la simulation)Utiliser les r�esultats des questions pr�ec�edentes pour calculer les valeurs propresde la matrice de transition, puis �evaluer la vitesse de convergence de cette châ�nede Markov.Exercice 4.4 Pour chacun des probl�emes d'optimisation suivants, �ecrire un algorithmede recuit simul�e, un algorithme g�en�etique et un algorithmes MOSES.1. A�ectation de postes. Une matrice de coûts indic�ee par f1; : : : ; dg est donn�ee.�(i; j) � 0 ; 8i; j 2 f1; : : : ; dg :Le r�eel �(i; j) est le coût de formation de l'ouvrier i au poste de travail j. Onnote f l'application qui �a une permutation � de f1; : : : ; dg associef(�) = dXi=1 �(i; �(i)) :La quantit�e f(�) repr�esente le coût total de formation des d ouvriers pour l'a�ec-tation �. Le probl�eme est de trouver une permutation � qui minimise f(�).2. Partitionnement d'un graphe. Un graphe G = (S;A) est donn�e. A une partitionfS1; S2g de S en deux sous-ensembles, on associe la quantit�ef(S1; S2) = jA12j+ ���� jS1j � jS2j ��� ;o�u jA12j est le nombre total d'arêtes entre S1 et S2 et � > 0 est un facteurdonn�e de pond�eration. Le probl�eme consiste �a trouver une partition fS1; S2g quiminimise f(S1; S2). 130



3. Coloration d'un graphe. Un graphe G = (S;A) est donn�e. Une coloration dugraphe G est une application c de S dans f1; : : : ; jSjg telle que8i; j 2 S ; fi; jg 2 A =) c(i) 6= c(j) :Le nombre de couleurs est f(c) = jc(S)j :Le probl�eme consiste �a trouver une coloration utilisant le plus petit nombre decouleurs possible.4. Mod�ele de Ising. Un graphe G = (S;A) est donn�e. On consid�ere l'ensemble E =f0; 1gS, et l'application f qui �a une con�guration � 2 E associe le nombre d'arêtesdu graphe joignant des sommets d'�etats oppos�es.f(�) = 12 0@jAj � Xfi;jg2A(�1)�(i)+�(j)1A :Le probl�eme consiste �a trouver une con�guration � qui minimise f(�).
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