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Files d’attente

De nombreuses entreprises sous-traitent leurs centres d’appels téléphoniques
a des sociétés de services. Une de ces sociétés de services annonce dans sa
publicité sur internet qu’elle peut dimensionner le nombre d’opérateurs du
centre d’appel en fonction :

— du nombre moyen d’appels par unité de temps, A,

— de la durée moyenne des appels, 1/p,

— et d’un seuil d’attente, compté en nombre de sonneries, tel que la pro-
babilité d’attendre plus longtemps que ce seuil avant qu'un opérateur
ne réponde soit inférieur a 20 %.

L’étude des lois des temps d’attentes, entre autres, dans les files d’attente
remonte aux résultats d’Erlang en 1917 [5], qui travaillait pour la Compagnie
de Téléphone de Copenhague. Depuis, la modélisation des files d’attente et
des réseaux a connu un essor considérable du en particulier a la diversité et
a 'omniprésence des files d’attente : caisses d’'une grande surface, guichets
des compagnies de transport, réseaux téléphoniques, réseaux informatiques,
requétes des microprocesseurs, etc.

Le but de ce chapitre est de présenter des modeles élémentaires de files
d’attente et de réseaux, mais qui sont en fait représentatifs des phénomenes
observés. Plus précisément nous introduisons, dans le paragraphe 9.1, des
modeles de chaines de Markov a temps continu, vues au Chap.8, pour les
files d’attentes a K serveurs. Apres avoir exhibé le générateur infinitésimal,
nous calculons, au paragraphe 9.2 pour un serveur, et au paragraphe 9.3 pour
K serveurs, la probabilité invariante quand elle existe, le nombre moyen de
personnes dans la file d’attente, la loi asymptotique du temps d’attente pour
un client arrivant dans le systeme. Le calcul de la loi du temps d’attente
permet de comprendre comment dimensionner le nombre de serveurs a partir
du nombre moyen d’appels par unité de temps, A, de la durée moyenne des
appels, 1/, et d’une borne sur le temps moyen d’attente dans la file. On peut
également comparer, selon plusieurs criteres, les files d’attente a un et deux
serveurs, quand le serveur de la premiere file d’attente est aussi efficace que les
deux serveurs de l'autre file d’attente. Le paragraphe 9.4 aborde un exemple
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élémentaire de réseaux. Finalement, le paragraphe 9.5 présente le lien entre
certaines files d’attente et les processus de Galton-Watson, vus au Chap. 4.

Une vaste littérature sur le domaine est disponible. Nous renvoyons
aux ouvrages suivants : Bougerol [3] et Brémaud [4] pour une présentation
élémentaire, Asmussen [1], Baccelli et Brémaud [2], et Robert [7] pour une
étude plus approfondie.

9.1 Introduction

9.1.1 Modélisation des files d’attente

Nous présentons d’abord la terminologie usuelle pour la description des files
d’attente, puis nous donnerons le générateur infinitésimal de la chaine de
Markov correspondant aux files M/M/K.

Une file d’attente est décrite par un processus d’arrivée des clients, un
modele pour les temps de services des requétes exprimées et le mode de gestion
des requétes.

1. Le processus des temps d’arrivées : on utilise la notation GI si les temps
entre deux arrivées successives de clients, ou temps d’inter-arrivées, sont
des variables aléatoires indépendantes et de méme loi. Le processus d’ar-
rivée est alors la fonction de comptage associé aux temps d’inter-arrivées.
Si de plus la loi est une loi exponentielle, alors le processus des arrivées
est un processus de Poisson, et on utilise la notation M pour souligner le
caractére markovien.

2. Les temps de service : on utilise la notation GI si les temps de services
sont des variables aléatoires indépendantes de méme loi et indépendantes
du processus d’arrivée. Si de plus la loi des temps de services est une loi
exponentielle, on utilise la notation M. Nous verrons que dans ce cas, si
le processus d’arrivée est un processus de Poisson, alors I’évolution de la
taille de la file d’attente est une chaine de Markov.

3. Gestion des requétes : on distingue plusieurs éléments.
a) Le nombre de guichets ou serveurs est noté K € N* U {+oo}.

b) La taille de la salle d’attente notée k € NU{+o00}. Quand on téléphone
a un centre d’appel, si tous les opérateurs sont déja occupés, alors
I’appel est mis en attente. Au dela d’un certain nombre d’appels en
attente, correspondant a la taille de la salle d’attente, la connexion
peut étre refusée. Pour les réseaux téléphoniques, si tous les serveurs
sont occupés, ce qui correspond a un réseau saturé, alors la connexion
est refusée. Dans ce cas, la taille de la salle d’attente est donc nulle.
Enfin, on suppose que la salle d’attente est commune a tous les ser-
veurs. Ce n’est pas le cas par exemple aux caisses d’une grande surface,
ou chaque serveur a une file d’attente.
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c) Il existe plusieurs politiques de gestion des requétes.

— FIFO («First In First Out») : les clients sont servis suivant leur
ordre d’arrivée.

— LIFO («Last In First Out») : le dernier client arrivé est le pre-
mier servi. On distingue suivant que le service en cours est terminé
avant de servir le dernier client arrivé ou interrompu (LIFO avec
préemption), puis repris lorsque le service du ou des derniers clients
arrivés est terminé. Cette derniere stratégie est intéressante si les
requétes sont de types tres différents : pour un serveur informatique
elle permet par exemple de traiter rapidement les courriels courts
pour lesquels la probabilité d’interruption est faible, et d’accepter
en contrepartie que I’envoi de courriels incluant par exemple de gros
fichiers soit en partie ralenti.

— Requétes partagées : tous les clients sont servis en méme temps,
mais avec une vitesse inversement proportionnelle au nombre de
clients.

— Aléatoire : le prochain client de la file d’attente & étre servi est choisi
au hasard.

— SPT («shortest processing time») : le prochain client de la file
d’attente a étre servi est celui qui a la requéte la plus courte.

Dans ce qui suit on ne considere que la stratégie FIFO. On utilise la
notation conventionnelle de Kendall M/GI/K/k pour décrire une file d’at-
tente dont les temps d’inter-arrivées sont indépendants de méme loi exponen-
tielle, les temps de services sont indépendants de loi quelconque, le nombre de
serveurs est K et la taille de la salle d’attente est k. On omet généralement k
lorsque k = occ.

9.1.2 Présentation des files M/M /K

On consideére une file M/M/K, ou les temps d’inter-arrivées suivent la loi
exponentielle de parametre A > 0, et ol les temps de services suivent la loi
exponentielle de parametre p > 0. On note X; € N la taille du systeme a
I'instant ¢ > 0, qui comprend les clients dans la salle d’attente, ainsi que les
clients aux guichets.

On utilise la notation x A y = min(z,y).

Proposition 9.1.1. Le processus X = (X;,t > 0) est une chaine de
Markov a temps continu homogene irréductible de générateur infinitésimal
A= (A(i,7),i > 0,7 > 0) dont les termes non nuls hors de la diagonale sont
A(,i+1) =X et At +1,71) = (i A K)p pour i € N, soit

—A A 0 0
o —(A+p) A 0 ...
A=10 @AK)p —A+C2AK)p) A ... | (9.1)
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Les différentes politiques de gestion des requétes ne changent pas le temps
de travail du serveur, mais les temps d’attente des clients. La loi de X; reste
inchangée si on regarde la stratégie LIFO sans préemption, ou la stratégie des
requétes partagées. Enfin les files d’attentes M /M /K exhibent des comporte-
ments que ’on retrouve pour les files d’attente plus générales.

Démonstration. On considere les états successifs du systeme (Z,,n > 0) et
(Vi,n > 1) les temps entre les changements d’état du systeme.

Si Zy = 0, le prochain événement est ’arrivée d’un client. Donc la loi de
V1 conditionnellement & {Zy = 0} est la loi exponentielle de parametre .

Si Zy = r > 1, le prochain événement est soit 'arrivée d’un nouveau
client, a la date T, soit la fin de service de 'un des r A K clients, aux dates
S1,...,Srak. Il arrive donc a l'instant V4 = min{T, S1, ..., Syak }. D’apres le
lemme 7.4.4, la loi de V; est alors la loi exponentielle de parametre A+ (r A
K)p. De plus on a

A
P(Z, = 1| Zg=7r)=P =T Zsg=r)= ————
(Zi=r+1|Zy=1) =P |Zo =) T A K
et ( K)
rA 7!
PZi=r—1Zyg=7r)=P T Zy=1r)m —————
( 1 r | 0 T) (Vl# | 0 T) )\_'_(,’,/\K)M?

ainsi que P(|Z; — r| # 1|Zy = r) = 0. Le taux de transition, voir la remarque
8.2.5,der versr+1est égala Aet der > 1 versr —1a (r A K)u. Enfin, en
généralisant le lemme 8.1.5 & plusieurs variables exponentielles indépendantes,
on obtient que conditionnellement a V4 = T (resp. Vi1 = 5;), les variables
S1—=Vi,...,8 k= Vi (resp. T — Vi et S; —Vipour 1 <j<rAKetj#i)
sont indépendantes et de loi exponentielle de parametre p (resp. exponentielle
de parametre A pour T — V; et exponentielle de parametre p pour les autres).
En particulier, les lois de (Zy, k > 2) et de (Vi,k > 2) conditionnellement &
Zy, V1 et Z1, ne dépendent que de 7.

En itérant le raisonnement, on obtient que (Z,,n > 0) est une chaine de
Markov de matrice de transition @ = (Q(¢,5),i¢ > 0,5 > 0) définie par

QUi,j) = QNN+ (EAK)p] sij=i+],
GARK)p/[N+(EANK)u] sii>1etj=i—1.

Enfin, conditionnellement & (Z,,n > 0) les variables (V,,n > 1) sont
indépendantes, et la loi de Vj, est la loi exponentielle de parametre A+ (Zx—1 A
K)u.

Si K est fini, alors la condition (8.3) est satisfaite car les taux de sauts
sont bornés par A+ Kpu. Si K est infini, alors la condition (8.3) est satisfaite
d’apres lexercice 8.1.4. Par construction, X = (X;,¢ > 0) est une chaine
de Markov homogene & temps continu de générateur infinitésimal A, défini
par (9.1).
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Vérifions qu’elle est irréductible. Soit + # y € N. Si 2 < gy, on a
= A4,z +i+1) >0etsiz >y, ona [[—y " Az —i,z—i—1) > 0.
La chaine est irréductible d’apres ’exercice 8.3.5. a

9.2 Etude des files & un serveur : M/M/1

Les inter-arrivées des clients suivent la loi exponentielle de parametre A, et les
temps des services suivent la loi exponentielle de parameétre p. Le temps moyen
de service est E[S] = 1/u et le temps moyen entre deux arrivées de clients

est E[T] = 1/A. On définit la densité de trafic par | p = A/p. | Elle correspond

au temps moyen de service divisé par le temps moyen entre deux arrivées.
D’apres la proposition 8.4.3, A représente le nombre moyen de personnes
arrivant par unité de temps dans le systeme. De méme 1 peut également s’in-
terpréter comme le nombre moyen de personnes servies par unité de temps
par un serveur ayant une infinité de clients. Ainsi, la densité de trafic peut
aussi s’interpréter comme le nombre moyen de personnes arrivant par unité
de temps divisé par le nombre moyen de personnes servies par unité de temps.

On désire étudier le comportement de la file, X = (X;,¢t > 0), en temps
long : nombre moyen de clients dans le systeme, temps d’attente d’un nou-
veau client,... Grace aux théoremes 8.3.7 et 8.3.12, les limites en temps long
correspondent a des moyennes sous la probabilité invariante.

Dans le paragraphe 9.2.1 nous déterminons la probabilité invariante, m,
appelée aussi probabilité stationnaire. Puis nous calculons la taille moyenne
du systeme dans le régime stationnaire. Dans les paragraphes 9.2.2 et 9.2.3
nous calculons le temps moyen d’attente d’un client virtuel arrivant dans la
file d’attente a l'instant ¢, avec t grand, ou du n-iéme client, avec n grand.

9.2.1 Probabilité invariante

Proposition 9.2.1. Il existe une (unique) probabilité invariante m pour la
chaine X si et seulement si p < 1. De plus, si p < 1, la probabilité invariante
7w = (mn,n € N) est donnée par

T =p"(1—p), neN (9.2)

Remarquons que si Y est de loi 7, alors 1 + Y suit une loi géométrique
de parametre 1 — p. Enfin le cas p > 1 est abordé dans la remarque 9.5.2. La
figure 9.1 représente des simulations de la chaine X pour diverses valeurs de p.

Démonstration. La chalne est irréductible. Elle possede donc au plus une pro-
babilité invariante, m déterminée par 1A = 0, ou A est le générateur infi-
nitésimal de X donné dans la proposition 9.1.1 avec K = 1. On obtient le
systeme suivant : —Amg + um; = 0 et pour k > 2,

Ao — (>\+/~L)7Tk71 + pm = 0.



244 9 Files d’attente
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Fig. 9.1. Simulations d’une file M/M/1, t — X, pour différentes valeurs de p, avec
A=1

En sommant la premiere égalité et les égalités ci-dessus pour k < n (ce qui
revient & sommer les n premieres colonnes de A puis a multiplier le résultat a
gauche par 7), il vient

0= —Amg + pm1 + Z()\kaz — AN+ )Tt + pmy) = =ATp_1 + pmy,.
k=2

On en déduit que 7,, = pm,_1, puis que 7, = p"m. La suite (m,,n € N) définit
une probabilité si et seulement si ) .7, = 1, c’est-a-dire mp ) -, p" = 1.
Ceci n’est réalisable que si p < 1. Dans ce cas, on a pour n > 0, m, =
p" (1= p). 0

Remarque 9.2.2. Le théoréme 8.3.7 assure, si p < 1, que la suite des lois des
variables X; converge étroitement vers m quand ¢ tend vers 'infini. Le calcul
de P(X; = j | Xo = %) est difficile. On peut en trouver une expression dans
[1], p. 89 et p. 92, ainsi que I'approximation

P(X, = j | Xo=1i) — n(j) ~ C(i, j)t—3/2 e~ (VA-VA)t,
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ou C(i,j) est une constante qui dépend que de i, j, A et p. Remarquons que
le taux de décroissance dans ’exponentielle est indépendant de i et j. La

-2
quantité <\/ﬁ — ﬁ) est souvent appelée temps de relaxation du systeme.

O
Proposition 9.2.3. On suppose p < 1. En régime stationnaire, on a
P P
E[X,] = nm, = —— et Var(X;) = ———.
2T (=)

La figure 9.2 représente des simulations de 1’évolution de la moyenne en
temps du nombre d’individus dans le systéeme. D’apres le théoreme ergo-
dique, cette quantité converge vers > - nm, = p/(1 —p) si p < 1. On
peut démontrer qu’elle diverge si p > 1.

Démonstration. On a vu que si Y est de loi m, alors 1 + Y suit une loi
géométrique de parametre 1 — p. Les résultats découlent alors du paragraphe

A.2.1 (voir le tableau A.1 page 396). 0
3 60
p=1/2 p=1
2 401

t T T T T T T T T T 0 T T T T T T T T T
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
300

p=2
200 -

100

0 — T T T T
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

t
Fig. 9.2. Simulations de ¢t — %/ X5 ds, pour une file M/M/1 pour différentes
0

valeurs de p, avec A =1
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Exercice 9.2.4. Pour p > 0, calculer le temps moyen de repos du serveur
par unité de temps, c’est-a-dire lim;_. o % fot 1ix, -0 ds. ¢

Exercice 9.2.5. Calculer, en régime stationnaire, la loi du premier temps
de sortie d'un client de la file d’attente. Voir le paragraphe 9.4.2 pour plus
d’information sur le processus de sortie. ¢

9.2.2 Temps passé dans la file d’attente : client virtuel

On suppose p < 1. On considere un client virtuel arrivant a linstant ¢ dans
la file d’attente. On note W(t) le temps passé dans la file d’attente par ce
client avant que ne débute son service, et U(t), le temps total passé dans
le systeme. Bien siir on a U(t) = W (t) + S, ou S, qui représente le temps
de service du client virtuel, est une variable aléatoire indépendante de W (t)
de loi exponentielle de parametre p.

Proposition 9.2.6. On suppose p < 1. Les variables aléatoires (W (t),t > 0)
convergent en loi quand t tend vers Uinfini. Si W suit la loi limite, alors on a
P(W =0) = (1 —p) et pour s >0, P(W > s) = pe~“=Ns_ Enfin en régime
stationnaire la loi de W (t) est égale a la loi de W.

Remarquons que P(W > s | W > 0) = e~ #"N* TLa loi de W condition-
nellement & {WW > 0} est la loi exponentielle de parameétre p — A. En résumé,
quand un client virtuel arrive a l'instant ¢, ¢t grand, alors avec probabilité
1—p, il est servi tout de suite, et avec probabilité p, il doit attendre un temps
aléatoire de loi exponentielle de parametre p — A.

Démonstration. Pour X; = 0, on a W(t) = 0. Pour X; = k > 1, le systéme
comporte k clients avant 'arrivée du client virtuel. Le service de ce dernier
débutera a l'instant S; + So + ...+ Sg, ou S; représente le temps résiduel
de service du premier client du systeme et S;, i > 2, représente la durée de
service du ¢ — 1-eéme client dans la file d’attente. Par construction les variables
(Si,1 < k) sont indépendantes, les variables (5;,2 < ¢ < k) suivent des lois
exponentielles de parametre p. Par la propriété sans mémoire des lois expo-
nentielles, le temps résiduel de service, S suit également une loi exponentielle
de parametre . Si on note v; la loi de X3, on obtient pour s > 0,

k
PW(t) > s) =Y P(W(t) > s, X, =k) = z/t(k:)IP(ZSi > s)

k>0 k>1

D’apres le théoreme 8.3.7, la chaine (Xt > 0) converge en loi vers une
variable de loi . En particulier, (v, f) converge vers (m, f) pour toute fonction
f bornée. Comme m,, = p"(1 — p), on a donc
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flirgo P(W(t) > s) = Zﬂ'k]}"(zk: S; > S)

k>1
1 o
:Zpk(l—ﬁ’)m/ prul e du

S

ou pour la deuxieme égalité, on a utilisé que la somme de k variables exponen-
tielles de méme parametre, u, indépendantes suit une loi gamma de parametre
(1, k).

Enfin on a P(W(t) = 0) = P(X; = 0), qui converge vers mg = (1 — p)
quand t tend vers linfini. On en déduit que les fonctions de répartition de
(W(t),t > 0) convergent vers la fonction de répartition de la variable W,
définie par P(W < s) = 1 —P(W > 5) = 1 — pe~ =M% pour s > 0. Ceci
implique la convergence en loi de la suite (W (¢),t > 0) vers W quand ¢ tend
vers 'infini.

Enfin, en régime stationnaire, on a v; = 7, ce qui assure que W (t) a méme
loi que W. a

Exercice 9.2.7. On suppose p > 1. Soit U une variable aléatoire exponen-
tielle de parametre ;o — A > 0.

1. Montrer, en utilisant la proposition 9.2.6 et les fonctions caractéristiques,
que (U(t),t > 0) converge en loi vers U.

2. Vérifier qu’en régime stationnaire U(t) a méme loi que U.

3. Montrer et interpréter les égalités suivantes :

E[W] = % ﬁ, Ev) =+ 1.

9.2.3 Temps passé dans la file d’attente : client réel

Dans les phénomenes d’attente, il existe parfois des paradoxes. Ainsi le temps
d’attente d’un client virtuel arrivant & instant ¢, W (t), est en général différent
du temps d’attente, W,,, du n-ieme client, dit client réel, arrivé apres l'instant
initial. Par exemple dans le cas stationnaire, & t fixé, la loi du nombre de
clients dans le systeme juste avant I’arrivée du client virtuel a Iinstant ¢, noté
X;—, est m, mais pour T aléatoire, la loi du nombre de clients dans le systeme
juste avant 'instant 7', Xp— est a priori différente de 7. En effet, considérons
comme temps aléatoire 77, le temps d’arrivée du premier client apres I'instant
initial. Entre 0 et T, si Xy > 0, il existe une probabilité non nulle pour que
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des clients aient terminé leurs services. Donc, si Xy > 0, avec probabilité
strictement positive on a X, - < Xo. Ainsi la loi de XT; est différente de 7.

Pour étudier la loi asymptotique de W,,, nous regardons 1’évolution du
systéme juste avant 'arrivée des nouveaux clients. On note (73,7 > 1) la
suite des inter-arrivées des clients dans la file d’attente. Pour n > 1, on pose
Tn = Z?:l T; le temps d’arrivée du n-ieme client. Le nombre de clients dans
le systeme juste avant l'arrivée du client n est X(,) = XT; =X, — 1. On
suppose que l'instant ¢ = 0 correspond a l'arrivée d’'un nouveau client, de
sorte que Xo > 1, et on pose Xy = Xo — 1.

Proposition 9.2.8. La suite (X(,,),n > 0) est une chaine de Markov a temps
discret homogéne a valeurs dans N.

Démonstration. Soit (Z,,n > 0) la chaine trace associée & la chaine & temps
continu (X¢,¢ > 0). Par hypothese, on a Zy > 0. On pose Zy = Zp — 1
et Ry = inf{k > 1;Zy = Z;_1 + 1}, le nombre d’étapes avant Parrivée d’un
nouveau client. Pour n > 1, on considere, pour la chaine trace, la date d’arrivée
du n-ieme client, V;, € N, la taille du systéme juste avant son arrivée, Z(,), et
le temps d’inter-arrivée entre ce client et le client suivant, R,4+1 € N*. Plus
précisément, on pose Vy = 0 et pour tout n > 1, on définit par récurrence
V, = ZZ:l Ry, Z(n) =Zy, —let Rpy1 =inf{k > 1;Zx1v, = Zirv, -1+ 1}.
Par construction on a Z,) = X(,) pour tout n € N.

Nous montrons maintenant que (Z,),n > 0) est une chaine de Markov.
Par construction, pour tout n € N*, on a p.s. Z,) < Z(,,_1) + 1, avec égalité
si aucun client n’a fini son service entre larrivée du (n — 1)-iéme et du
n-ieme client. Entre les instants V,,_1 + 1 et V,; — 1, on n’observe pour la
chaine trace que des sorties de clients. On en déduit que pour k € {0, R,, — 1}
ona 2y, 1k = Zn—1) +1—k, ainsi que R, = Z,_1) +2 — Z(y,) et donc
Vo = Zy + 2n — Z,). On en déduit donc que pour un chemin donné,
n € N xg,...,z, avec 41 < 2+ 1 et 0 < k < n — 1, 'événement
{Z©wy = 20,...,Z(n) = zn} détermine completement les valeurs de (Z;,0 <
k < xo + 2n — x,). En particulier, si on pose v,—1 = x¢ + 2(n — 1) — x4
et 1y = Tp_1 + 2 — xp, Vévénement {Z,,) = xp,...,Z) = 2o} est égal a
I’intersection de

{Zvn,l—&-rn =x, +1, (Zvn,l—&-k =Tp—1+1— k, 1<k<r, - 1)}

et de {Z(-1) = Tn_1,...,Z0) = xo}. Apreés avoir remarqué que sur
I'événement {Z(,,—1) = Tp—1,...,Z@) = o}, ona Vo, 1 = v, g et Z,, , =
Tn_1 + 1, on déduit de la proposition 1.1.7 appliquée a la chaine de Markov
Z a linstant v,_1, que pour n > 1, on a

]P(Z(n) = $n|Z(O) =Z0y- - Z(n—l) = xnfl)
:P(Zrn :mn+17(Zk:xn—1+1_ka1 < kSTn—1)|Z0 :xn—1+1)
= P(Z(l) = .Z‘n|Z(0) = .’L’nfl).

Ceci assure que (Z(,),n > 0) est une chaine de Markov homogene. a
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Proposition 9.2.9. La chaine de Markov (X(,),n > 0) est irréductible et
apériodique. Elle posséde une (unique) probabilité invariante si et seulement
si p < 1. La probabilité invariante est alors la probabilité m définie par (9.2).

Démonstration. On reprend les notations de la démonstration précédente.
Déterminons la matrice de transition P.

Pour k > 1, 1 > 0, on remarque que si Zy = k+1 et Z) =k, alors a
Iinstant ¢ = 0, k + [ 4 1 clients sont dans le systeme. De plus, quand arrive
un nouveau client, [ + 1 clients ont été servis et ont quitté le systeme, et le
service du [ + 2-ieme client a débuté, mais n’est pas terminé. Les temps de
service S1,...,S1+1,514+2 de ces [ + 2 clients sont des variables indépendantes
de loi exponentielle de parametre u, indépendantes du temps d’arrivée, T' du
nouveau client. On en déduit que pour k > 1,1 > 0,

+1 +2
=1 i=1

En utilisant 'indépendance de T" avec les variables Sy, ..., S;12, on déduit de
(8.4)

+1 142 +1 1+2

P (Zsi <T< ZSZ) =P (ZSZ« <T) —P (Zsi <T>
=1 =1 1=1 =1

e l+1 } |: _)\ZHQ }

:|l+1 E[e—)\sl

) (M)l+1 ) (M>l+2
A+ p A ’

:| 1+2

On obtient pour £ > 1,1 >0,

)\/,LZ—H
PZy=k|Zpy=k+1) = —F——.
(Zoy =k | 2oy = k+1) = 375
Pour [ = —1, un nouveau client arrive avant que le premier service soit

terminé. On a alors P(Zq) = k | Zo = k—1) = A/(A+pu). Comme
Z(l) < Z(O) + 1, on en déduit que ]P)(Z(l) =k | Z(O) =k + l) = 0 si
—k<l<-1.

Enfin si Zgy = [, pour [ > 0, et Z(;) = 0, cela signifie que [+ 1 clients sont
dans le systeme a Iinstant ¢ = 0, et qu’ils ont tous été servis avant l'arrivée
du nouveau client. On déduit de (8.4) que

1+1
P(Zay =0 Zoy =1) =P (is <T> Ele A 28— __H

I+1
A+ttt
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On en déduit que les termes P(4, j) de la matrice de transition sont nuls
pour j >i+1, et
=i+t

P(i, j) = Ot )it

A . : .
10y + ml{j>0} , pouri+1>452>0,7>0.

Comme pour tout ¢ € N, on a P(i,i +1) = A/(A+p) >0 et P(4,0) > 0, on
en déduit que la chaine est irréductible et apériodique.

Supposons p < 1, et vérifions que 7 définie par (9.2) est une probabilité
invariante. Soit j > 1, on a

> miP(i,j) = Y Pi(l—/))( Wi

N+ )i—i+2
i>0 i>j—1 At )t

. by ul
_ -1 1— i

ol on a posé [ =i — j + 1 dans la deuxieme égalité. En sommant ces égalités
sur j > 1, il vient Y. o mi(1 — P(i,0)) = 1 — mg, soit Y .o, mP(i,0) = .
La probabilité 7 est donc une probabilité invariante. Comme la chaine est
irréductible, c’est la seule.

Supposons p > 1. Si la chaine trace, Z, possédait une probabilité inva-
riante, alors d’apres 'exercice 8.3.11, comme les taux de sauts sont minorés
par A, la chaine X possederait également une probabilité invariante. Comme
ce n’est pas le cas d’apres la proposition 9.2.1, on en déduit que la chaine trace
ne possede pas de probabilité invariante. Rappelons que Vj, désigne le temps
d’arrivée du k-iéme client pour la chaine trace. Remarquons que si Z) = 0
pour k > 1, alors il existe j > 1 tel que Vi, = j et Z;_; = 0. On en déduit que

Vn—1

Zl{z(k>=o} < Z liz,=0}-
k=1 =0

On a vu que V,, = Z(g) +2n — Z,). Ceci assure que limsup,, ,  V,/n <2, et
donc

Vo—1
1 & &
0 <limsup — 1 —or <limsup(V,,/n)limsup — 17 —0.
< némpn; (Zy=0) < limsup(V /) limsup - ;} 12,0}

Comme lim,,_, o, V;, = 400, le théoreme ergodique 8.3.12 implique que le terme
de droite est nul. Donc on a p.s. lim, .. % > oreq 1¢z,,=0y = 0. Comme la
chaine (Z,y,n > 1) est irréductible, ceci implique, d’apres la proposition
8.3.9, qu’elle ne possede pas de probabilité invariante. a
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Donc, pour p < 1, si Xo — 1 suit la loi 7, alors la chaine (X(,),n > 0) est
stationnaire. Dans ce régime stationnaire, le nombre de clients dans le systeme
juste avant I'arrivée d’un nouveau client est distribué suivant la probabilité 7.
On retrouve la méme loi que pour le nombre de clients dans le systeme avant
I’arrivée d’un client virtuel. Il ne s’agit toutefois pas des mémes régimes sta-
tionnaires. Dans le cas du client virtuel, on regarde le régime stationnaire
qui apparait apres un temps long, dans le cas du client réel, on regarde le
régime stationnaire qui apparait apres un grand nombre d’arrivées de clients
(le temps long est ici aléatoire).

On considere le n-ieme client, et on note W, le temps passé dans la file
d’attente par ce client avant que ne débute son service. La démonstration de
la proposition suivante est analogue a celle de la proposition 9.2.6 pour le
client virtuel.

Proposition 9.2.10. On suppose p < 1. La suite (W,,n > 0) converge en
loi vers W, définie dans la proposition 9.2.6. Si Xo — 1 suit la loi 7, alors la
chaine (Xny,n > 0) est stationnaire et W, a méme loi que W.

On retrouve donc les mémes lois pour le client réel et pour le client virtuel
en ce qui concerne les temps d’attente et les temps passés dans le systeme.
Ces résultats sont préservés méme si les temps de services sont des variables
aléatoires indépendantes de méme loi quelconque, pourvu que le processus des
arrivées soit un processus de Poisson. Cette propriété est connue sous le nom
de propriété PASTA («Poissons Arrivals See Time Average»). En revanche,
les lois asymptotiques pour le temps d’attente du client réel et du client virtuel
sont en général différentes si le processus d’arrivée n’est plus un processus de
Poisson.

9.3 Etude des files & K serveurs : M/M/K

On considere une file d’attente avec K € N serveurs indépendants. Le pro-
cessus d’arrivée est un processus de Poisson de parametre A. Les temps de
services sont des variables exponentielles de parametre . On définit la den-

sité de trafic par | p = A/(Kp) | Attention, certains auteurs considérent que
la densité de trafic est p = \/p.

9.3.1 Probabilité invariante

Proposition 9.3.1. Il existe une (unique) probabilité invariante © pour la
chaine X si et seulement si p < 1. De plus, si p < 1, la probabilité invariante
m = (T, n € N) est donnée par

n K

anﬂopnﬁ sin< K, anﬂopn? sin> K, (9.3)

et mo est déterminé par Y <o mp = 1.
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Démonstration. La chaine est irréductible. Elle posseéde au plus une proba-
bilité invariante, 7, déterminée par 1A = 0, ou A est le générateur infi-
nitésimal de X donné dans la proposition 9.1.1. On obtient le systéme suivant :
—Amg + pmy =0 et pour k > 2,

ANTTp—g — ()\‘F((k* 1) /\K)ILL)’/Tk_l + (k/\K)‘LL’/Tk =0.

En sommant la premiere égalité et les égalités ci-dessus pour k < n (ce qui
revient & sommer les n premieres colonnes de A puis & multiplier le résultat a
gauche par 7), il vient

—Mmo + pmy 4+ Y (Amh—2 — A+ (= 1) A K)p)me—1 + (k A K)pmy)
k=2
= —ATp—1 + (n A K)pm,.

o
Il

nAK

donne (9.3). La suite (m,,n € N) définit une probabilité si et seulement si
Y ns0Tn = 1. Ceci n'est réalisable que si p < 1. La constante 7y est alors

définie par mg Zkzo p" HZ:l ﬁ =1 5

Donnons maintenant quelques résultats sur la file d’attente en régime
stationnaire.

K YK
On en déduit que m, = p———7,,_1, puis que 7w, = myp" ———, ce qui
q n P n—1, P q n op klill EAK q

Proposition 9.3.2. Soit p < 1. On suppose que X est distribué suivant la

probabilité invariante.
K KK

1—p K!'”

1. La probabilité pour que tous les serveurs soient occupés est mg

2. Le nombre moyen de serveurs occupés est Kp.

3. Le nombre moyen de clients dans le systéme est

K+1 K
p K
E[X,] =) nm, = Kﬂ+ﬂ@ﬁﬁ'
n>0 P :

Démonstration. 1. La probabilité pour que tous les serveurs soient occupés
est P(X; > K). On a donc

KKK

KX p
P(X, > K) = - A
(X¢ 2 K) n;{” n;(”op K1, Kl

2. Le nombre de serveurs occupés est X; A K. On a, en utilisant m,, =
K

nAK

p Tp—1 pour n > 1,
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EX; ANK] = (nAK)m, = pK Y w1 = Kp.

n>1 n>1

3. On a, en utilisant le calcul précédent,

n>0
K
:Znﬂ'n—F Z Km,, + Z (n— K)m,
n=1 n>K+1 n>K+1
KK n—K
= Kp+mop™ - Z (n—K)p
n>K+1

Remarquons que

> (n*K)p"’K:an”:17fpznp"’1(1*p):L

(1-p)*
n>K+1 n>1 n>1
ou pour la derniere égalité on a reconnu dans la somme l'espérance d’une
variable aléatoire de loi géométrique de parametre 1 — p. On en déduit que
K
p

K

9.3.2 Temps passé dans la file d’attente : client virtuel

On suppose p < 1. Comme dans le paragraphe 9.2.2, on considére un client
virtuel arrivant & linstant ¢ dans la file d’attente. On note W (t) le temps
passé dans la file d’attente par ce client avant que ne débute son service, et
U(t), le temps total passé dans le systéme. Bien stir on a U(t) = W(t) + S,
ol S est une variable aléatoire indépendante de W (t) de loi exponentielle de
parametre .

Proposition 9.3.3. On suppose p < 1. Les variables aléatoires (W (t),t > 0)
convergent en loi quand t tend vers l'infini. Si W suit la loi limite, alors on

K KK
aP(W =0) =1-a, avec a = Wol_pﬁ et pour s > 0, P(W > s) =
ae~Eu=2s  Enfin en régime stationnaire la loi de W (t) est égale a la loi

de W.

On retrouve en particulier le résultat 1. de la proposition 9.3.2. En
effet {W > 0} correspond bien au fait que tous les serveurs sont occupés.
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Remarquons encore que la loi de W conditionnellement & {W > 0} est la
loi exponentielle de parameétre (Ku — A). En résumé, quand un client virtuel
arrive a l'instant ¢, pour ¢ grand, alors avec probabilité 1 — a, il est servi
tout de suite, et avec probabilité a, il doit attendre un temps aléatoire de loi
exponentielle de parametre K p— A avant que son service débute. La figure 9.3
représente 1'évolution de E[W] et de P(W > ¢) quand K varie, pour deux
valeurs de p.

Remarque 9.3.4. Comme pour les files d’attente M/M/1, on obtient les
mémes résultats si on regarde les limites en loi des temps d’attente dans la
file pour un client virtuel arrivant a I'instant ¢, ¢ grand, ou du n-ieme client
réel, n grand. O

Démonstration de la proposition 9.3.3. Pour X, < K —1, il reste au moins un
serveur libre. Le service du client virtuel débute immédiatement. On a alors
W (t) = 0.

Pour X; = k > K, le systeme comporte k clients avant l'arrivée du client
virtuel. On note V; le premier temps de sortie de la file d’attente d’un client
aprés Uinstant ¢ : V43 = min{S;,1 < ¢ < K}, ou la variable aléatoire S;
désigne le temps résiduel de service du client au guichet i. Les variables .S; sont
indépendantes et, grace a la propriété sans mémoire des lois exponentielles,
de méme loi exponentielle de parametre p. Donc V; suit la loi exponentielle
de parameétre K p. On note Vj le temps entre la (j — 1)-iéme et la j-éme sortie
d’un client de la file d’attente apres l'instant ¢. Remarquons que le serveur

1.0

1 + P(W>t), pour 1/u=18
0.8 o E[W], pour 1/p=18

| x P(W>t), pour 1/u=20

+

0.6-| A E[W], pour 1/p=20
0.4 +

1 . .,
0.2+

% +
7 < X +
T

0.0 S G B S S S\

20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

Fig. 9.3. Evolution de E[W] et de P(W > t), ot t = 3 minutes, en fonction de
K € {21,...,30}, avec des arrivées de clients toutes les minutes en moyenne (A = 1),
et des services de 20 et 18 minutes en moyenne
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libéré lors de la j-ieme sortie d’un client commence a servir un des k — K
clients qui attendaient a I'instant ¢. On en déduit que le service du nouveau
client débutera apres le temps

Vi+ Vot ...+ Vieks1

En utilisant le caractere sans mémoire des lois exponentielles, on montre que
les variables aléatoires (V], 1< j <k—K+1) sont indépendantes et de méme
loi exponentielle de parametre Kp. La loi de Vi3 + Vo + ...+ Vi _k41 est donc
une loi gamma de parametre (Kpu,k — K 4+ 1). Si on note 14 la loi de X3, on
obtient pour s > 0,

P(W(t) >s) =Y PW(t)>s X =k)

E>K
=Y nkPVi+...+Viiki1>s)
k>K
e 1 k—K+1, k—K K
= Z l/t(k)/ W(Ku) —K+ riT R e TRET dr,
k>K S :

D’aprés le théoréme 8.3.7, la chaine (X;,t > 0) converge en loi vers une
variable de la loi 7. En particulier, (14, f) converge vers (m, f) pour toute
fonction f bornée. On a donc

—+00
lim P( > 3 Z ﬁk/ k K (K )k—K—&-lTk—Ke—Kur dr

t—o0
k>K
e L k—K+1 k—K —K
— — K ~Kur
_/g Zﬂ'op K o W) T (K ) r e dr
5 E>K

KK +oo
= WopK—K' K,u/ e (Kn=2r gy
* S

o PET (ku-ns
1—p K! '

K K

K

Enfin, en régime stationnaire, on a l/t = 7r ce qui assure que W (t) a méme
loi que W. a

On en déduit que @ = P(W > 0) = o p
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Exercice 9.3.5. Montrer que le temps moyen d’attente dans la file est en
régime stationnaire :
1 pK KX

R Ay

Exercice 9.3.6. On considere la file M/M/2 de parametre (A, ).

1—p 2p

1. Montrer que mg = T et qu’en régime stationnaire E[X;] = T
—P

2. Montrer que

2p? 1 p? 1 1
E = - — ]E = — .
, EW] LT U] T

3. Comparer ces résultats avec une file M/M/1 de parametre (X, 2u). Quelle
file est préférable pour le client ? Quel critére prendre en compte ?

¢

Exercice 9.3.7. On considere la file M /M /oo, qui comporte une infinité de
serveurs.

1. Vérifier, grace a l'exercice 8.1.4, que le processus (X, t > 0), ou X; désigne
le nombre de personnes dans le systeme, est une chaine de Markov a temps
continu.

2. Vérifier que la chaine est homogene irréductible.
3. Calculer et reconnaitre la probabilité invariante de la file M /M /oco.

4. Quel est le nombre moyen de clients dans le systéme en régime station-
naire ?

¢

Exercice 9.3.8. Le but de cet exercice est I'étude d’une file d’attente avec
deux serveurs de caractéristiques différentes.

On considere une file d’attente avec deux serveurs A et B. On suppose
que les temps de service du serveur A (resp. B) sont des variables aléatoires
exponentielles de parametres pa (resp. pug), avec g > pup > 0. On suppose
que le processus d’arrivée est un processus de Poisson de parametre A > 0.

Si les deux serveurs sont libres, on suppose que le client qui arrive choisit
le serveur A, qui est en moyenne le plus rapide. Si un seul serveur est libre, on
suppose que le client qui arrive va directement a ce serveur. On note X; l’état
du systeme a Uinstant t. Si X; = 0, les deux serveurs sont libres, si X; > 2,
les deux serveurs sont occupés. Si un seul serveur est occupé, on distingue le
cas ol A est occupé, on note alors X; = A, et le cas ou B est occupé, on note
alors X; = B. On note E = {0, 4, B,2,...} 'ensemble des valeurs possibles
des états du systeme.
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1. Montrer que X = (X;,t > 0) est une chaine de Markov & temps continu
sur . Donner son générateur infinitésimal et la matrice de transition de
la chaine trace.

2. On pose p = A/(ua + pp). On cherche une probabilité invariante = =
(7o, T, TR, T2, . ..) de la chaine. Expliquer pourquoi si elle existe, alors elle
est unique. Montrer que si on pose m; = w4 + 7p, alors on a m, = pT,_1
pour tout n > 2 et donc m, = p" 'm. Vérifier également que

1
14+2p papp

m (A+uB).

3. En déduire qu’il existe une probabilité invariante si et seulement si p < 1.
Vérifier alors que

1 1 PalB
— = —— (14292
m  1l—p ( p))\()\—i—,uB)
o 1 1 1 A\
Ly (A+ps)
) 1+2p1—p paps

4. On note Xt le nompre de personnes dans le systeme : Xt =1si X; =
A ou Xy = B, et Xy = X; sinon. Vérifier que, en régime stationnaire,

E[X,] = (17T71)2 En déduire que, & pug + up = 24 constant (taux de
—p

service moyen constant), le nombre moyen de personnes dans le systéme

est minimal, de valeur N7 (p), pour

/ 1 / 1
,uB:)\< 1+—1), et pua=pupy/l+—.
P p

5. Soit Na(p) le nombre moyen de personnes dans le systéme en régime sta-
tionnaire pour une file M/M/2 de taux de service p, taux d’arrivée \ et
p = A/2u. Vérifier que quand p tend vers 1, la différence Na(p) — N1(p)
converge vers une limite finie. En déduire que la différence relative entre
la file M/M/2 et la file optimisée est négligeable quand p est proche de
1. On pourra consulter 'ouvrage [6] pour plus de résultats dans cette
direction.

¢
9.4 Réseaux de Jackson
9.4.1 Modele et propriétés

Les réseaux de Jackson introduits en 1957 sont des réseaux constitués de K
files d’attentes, chacune associée a un seul serveur, avec plusieurs entrées et
plusieurs sorties. Nous reprenons la présentation de Bougerol [3]. Les clients de
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la file d’attente 4, une fois leur service terminé, se dirigent vers la file d’attente
J avec probabilité p; ; et sortent du systeme avec probabilité 3; ou

K
Bi + Zpi,j =1
j=1

Des clients extérieurs au systeme arrivent dans la file d’attente ¢ suivant un
processus de Poisson de parametre «;. Les services fournis par le serveur i
sont des variables aléatoires exponentielles indépendantes de parametre p;
et indépendantes du processus d’arrivée dans la file ¢ des clients extérieurs.
Enfin les temps de service et les processus d’arrivée des clients extérieurs sont
indépendants d’un serveur a l'autre.

On note Xt(z) le nombre de personnes dans la file d’attente ¢ & l'instant ¢,
y compris le client au guichet i. L’état du systeme est entierement décrit par
le vecteur X; = (Xt(l)7 .. ,Xt(K)) & valeurs dans N La proposition suivante
généralise la proposition 9.1.1, et sa démonstration est similaire.

Proposition 9.4.1. Le processus (Xi,t > 0) est une chaine de Markov a
temps continu de générateur infinitésimal A dont les termes non nuls hors de
la diagonale sont

A(n,n+e;) = a,
A(n,n —e;) = B sing >0,
An,n—e;+ej) =p; i sii#j etn; >0,

oun=(ny,...,nKg) € NE et e; est le i-éme vecteur de la base canonique de
RE (e; = (6(-1), . .,eEK)) avec egl) =0sil#7et egl) =1).

7

S’il existe ¢ et j tels que a; > 0 et 3; > 0, alors on parle de réseaux de
Jackson ouverts. Sinon on parle de réseaux de Jackson fermés ou de réseaux de
Gordon-Newell. Dans ce qui suit on considere les réseaux de Jackson ouverts.

La chaine est irréductible des que les deux conditions suivantes sont satis-
faites :

1. Pour tout j, il existe m € N*, 4,41, ..., 4y, tels que op; i, - .. ps,, 5 > 0.
2. Pour tout i, il existe m € N*, 41,...,4p, 7 tels que p; 4, ... pi,, ;05 > 0.

La premiere condition signifie que pour tout serveur j, il existe une pro-
babilité strictement positive qu’un client entre en 7, puis se dirige vers les ser-
veurs i1, ... et enfin j. La deuxiéme condition assure que pour tout serveur i,
il existe une probabilité strictement positive qu’un client sorte de i, se dirige
vers les serveurs i1, ..., et enfin j d’ou il sort du systeme. Il est clair que ces
deux conditions impliquent que de tout état on peut rejoindre tout autre état
avec probabilité strictement positive.

On suppose dorénavant que les conditions 1 et 2 sont satisfaites. Supposons
que le régime soit stationnaire. Le flux entrant dans la file 4, i.e. le nombre
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de clients entrant dans la file ¢ par unité de temps, et le flux sortant, i.e. le
nombre de clients sortant de la file par unité de temps, de cette méme file sont
égaux. On note \; le flux (entrant ou sortant) du serveur i. Ce raisonnement
intuitif conduit aux formules dites « équation de trafic» :

K
Pour tout 1 <i < K, a;+ Z)xjpm =\
j=1

En sommant les équations ci-dessus pour i € {1,..., K}, et en utilisant
que Zfil pji = 1 — 3, on obtient

K K
i=1 j=1

Lemme 9.4.2. L’équation de trafic posséde une seule solution (A1,..., k) €
RE.
+

Démonstration. On introduit une chaine de Markov intermédiaire qui repré-
sente ’état d’'un client : il est soit & un guichet ¢ € {1,..., K} soit hors du
systeme dans 1’état 0. On note @ la matrice de transition définie de la maniere
suivante : si ¢ # 0 et j # 0, alors ¢;; = p;j;sii # 0, ¢io = Bi; si j # 0,
qo,; = o;/ Zzl; oy ; enfin g o = 0. Cette chaine de Markov n’est pas la chaine
trace. Les hypotheses 1 et 2 entrainent que la chaine de Markov de matrice
de transition @ est irréductible. La remarque 1.5.7 implique que la chaine de
Markov posséde une unique probabilité invariante v = (v;,0 < ¢ < K) et de
plus v; > 0 pour tout i. En particulier, on a v@Q) = v, ce qui donne : pour
1<i<K,

K
Q

E ViDji T Vo = = Vi

J=1 D1

Une solution de I’équation de trafic est donc \; = (leil al) v;/vp, pour

1 <i< K. Enfinsi (\,...,N¢) € RE est une autre solution de 'équation

de trafic, on vérifie & 'aide de I’équation de trafic et de (9.4) que le vecteur
N K K K

(Vg -y v) ou vy = Qoo a)/ (O (N 4+ ay)) et v = Nvg/ ijl a; est

une probabilité invariante de ). Par unicité de la probabilité invariante, on

a v/ = v. Cela implique donc que A; = X, pour ¢ € {1,...,K}. La solution

positive de ’équation de trafic est donc unique. a
Ai . . . .
On pose | p; = — |pour 1 < i < K, qui s’interprete comme une densité de
Hi

trafic.
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Théoréeme 9.4.3. Si pour tout 1 < i < K, on a p; < 1, alors lunique
probabilité invariante du processus X = (X, t > 0), est la probabilité = définie

par
K

Ty = H(l —pi)pit, ot n=(ny,...,nk).
i=1
La probabilité invariante est sous forme de produit. En régime stationnaire,
la file d’attente au guichet i est, a I'instant ¢, indépendante de la file d’attente
au guichet j # 4. De plus chaque file d’attente i, se comporte comme une file
M/M/1 de parametre (A;, i), ot (A1,...,A,) est solution de I’équation de
trafic.

Démonstration. Le processus X étant irréductible, il possede au plus une
probabilité invariante. Il suffit de vérifier que wA = 0 pour affirmer que 7
est la probabilité invariante. Nous allons donc vérifier que pour tout n € N¥ |
Z TmA(m,n) = —m, A(n,n), ou on rappelle que

m#n

A(n,n) = — Z A(n,m)

m#n
K
= - Z a; + Bipil{n, >0y + Zpi,jﬂil{ni>0}
i=1 j#i
K

— Z [ei + (1= pii)ptiln;>01]-
i=1

On a pour n fixé,

Z TmA(m,n) = Z [wn_eiA(n — e, n)l{m>0} + Tnte; AN+ €5,m)

m#n i=1

+ Z/]T'ﬂ‘i’ej*eiA(n + €5 — €4, n)l{m,>0} .

J#i
En utilisant la forme de m, il vient

= _CY' PiliPj,i
Z WmA(mv TL) = Tn Z %1{n1>0} + pzﬂzﬁz + Z Ml{n7>0}
m#n i=1 _p’ J#i pi

<[ 1

=Ty Aifi +— o + Z AiPji | 1n;>0}
— Pi —
i=1 | VE

Grace a I’équation de trafic, on a
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K
Z TmA(m,n) = Z
m#n i=1
K
2|

[ iBi + ] Ai (1 — Pi, i) 1{n1>0}

’L

lﬁl + /J/l pi,i) 1{n1>0}]
= *WnA(nv 77,),

ou l'on a utilisé (9.4) pour la derniere égalité. Ceci conclut la démonstration.
O

9.4.2 Files en tandem, processus de sortie

On désire étudier un systeme constitué de deux serveurs en tandem. Quand
un client arrive, il est d’abord dirigé vers le serveur 1, et dés que sa requéte
est servie, il est dirigé vers le serveur 2, ou il effectue une nouvelle requéte.
Le systéme est décrit par le couple X; = (X}, X?), ot X} est la taille du
systeme 4 : nombre de clients dans la file d’attente du serveur i, y compris le
client encore servi par le serveur i. On suppose que le processus des arrivées
est un processus de Poisson de parametre A, et les temps de service sont
des variables indépendantes entre elles et indépendantes du processus des
arrivées. On suppose que les temps de service du serveur ¢ suivent des lois
exponentielles de parametre p;. Il s’agit d’un cas particulier des réseaux de
Jackson. L’équation de trafic se résume a A = A1 pour le serveur 1 et \; =
A2 pour le serveur 2. En particulier (X;,¢ > 0) est une chaine de Markov
homogene sur N2, qui posséde une probabilité invariante si p; = \/u; < 1
et po = Mz < 1. De plus en régime stationnaire X} et X? sont, a t fixé,
indépendants, et la loi de X} est la loi 7(p;) donnée par (9.2) avec p = p;.

On peut utiliser une autre propriété intéressante des files M /M /1 pour
retrouver ce résultat. On note Ny, le nombre de clients sortis avant 'instant ¢
d’une file d’attente M/M/1 de parameétre p. Le processus (Ny,t > 0) est
appelé processus de sortie de la file d’attente. On peut montrer (cf. [1], pro-
position 4.4 p. 64) que pour p < 1, en régime stationnaire, le processus de
sortie est un processus de Poisson d’intensité A. De plus le processus de sortie
jusqu’a linstant ¢, (N, u € [0,1]), est en régime stationnaire indépendant de
I’évolution future du systeme.

Si on considere une file d’attente en tandem, le processus des arrivées des
clients au premier serveur est un processus de Poisson de parametre A. En
régime stationnaire, la loi de Xt(l) est la loi m(p1). De plus le processus de
sortie de la file 1, est un processus de Poisson de parametre A. Ce processus
correspond au processus des arrivées pour la file 2. En particulier, la loi de
Xt(Q) est, en régime stationnaire, la loi w(p2). Comme en régime stationnaire,

Xt(l) est indépendant du processus de sortie de la file 1 jusqu’a l'instant ¢, on

(

retrouve que th) et Xt(z) sont indépendants.
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9.5 Explosion et récurrence des files M/GI/1

On considére une file M/GI/1. Les temps de service (S,,n > 1) des différents
clients sont des variables aléatoires indépendantes de méme loi. Le processus
des temps d’arrivée est un processus de Poisson de parametre A > 0. On note
X le nombre de clients dans le systeme a 'instant ¢t. On suppose qu’a l'instant
0, le systeme comporte un seul client dont le service vient juste de débuter :
Xo = 1. On note 7 = inf{t > 0, X; = 0} le temps de retour & un systeme vide.
On a le résultat suivant.

Théoreme 9.5.1. Si A\E[S;] < 1, alors p.s. le systéme retourne a l’état vide :
T < 00. 8 AE[S1] > 1, alors on a P(T = 00) > 0.

En particulier, si AE[S;] < 1, alors la file d’attente revient infiniment
a ’état vide presque stirement. Cet état est donc récurrent. En revanche si
AE[S1] > 1, alors le nombre de retours & 1’état vide est p.s. fini Et on peut
vérifier que lim;_, ., X; = 400, i.e. la file d’attente est transiente. Ceci permet
de compléter I’étude des files d’attente M/M/1.

Remarque 9.5.2. Pour les chaines M/M/1, on a p = AE[S;]. La condition
de stabilité est satisfaite si p < 1. Si p = 1, alors le systeme retourne p.s. a
I’état vide, mais il ne possede pas de probabilité invariante. Donc pour p = 1,
la chaine de Markov (X3, ¢ > 0) est récurrente nulle. Si p > 1, alors le systéme
a une probabilité non nulle de ne pas retourner a I’état vide deés qu’un client
arrive. La chaine est transiente. O

Le lemme suivant nous servira pour démontrer le théoreme 9.5.1.

Lemme 9.5.3. Soit N = (Ny,t > 0) un processus de Poisson de paramétre
A >0 et S une variable aléatoire positive indépendante de N. On a P(Ng =

n)=E [/\S e_)‘s} .
n!

Démonstration. Pour n > 1, on a {Ng =n} = {>}_ T < S < Zz;l Tk},
ou les variables (Ty,k > 1) sont indépendantes de loi exponentielle de
parametre A, et sont indépendantes de S. On déduit de la proposition A.1.21
que P(NS = TL) = EWJ(S)L ol ¢(S> = E[1{22:1 T’“§5<Z:I1l Tk}} = E[NS] pour
s > 0. D’apres la proposition 8.4.2, N, suit une loi de Poisson de parametre
As. On en déduit que ¥(s) = % e™** et donc

AS)™

P(Ng=n) =E [() e_AS} .

n!
Pour n = 0, en utilisant (8.4), il vient P(Ng = 0) = P(S < Ty) = E[e™*7].
Ceci termine la démonstration du lemme. a

Démonstration du théoréme 9.5.1. On définit v, égal
— a zéro, si le systeme s’est vidé avant Parrivée du k-ieme client,
— au nombre de clients arrivés pendant le service du k-ieme client sinon.
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n
Ainsi U = inf{n > I.ZV’“ = n — 1}, avec la convention que inf @ = +oo,
désigne le nombre de cherllts servis avant que le systéme ne se soit vidé. On a
done {7 < o0} = {U < o0}.
Pour déterminer la loi de vy, on remarque que {v; = n} = {Ng, = n},
ou N = (N¢,t > 0) est le processus d’arrivée des clients. Comme N est un
processus de Poisson de parametre A, on déduit du lemme 9.5.3 que pour

A™ST
neN,onaPy=n)=E [n'le—k&}

On calcule ensuite la loi jointe de (vq,v2). On note (T,,n > 1) la
suite des temps d’inter-arrivées. Il s’agit d’une suite de variables aléatoires
indépendantes de loi exponentielle de parametre A\. Pour n > 1, £ > 0, on a

n+1 n+k
P(vy =n,vg > k) = (ZTk<Sl<ZTk,ZTk<Sl+SQ)
k=1

En posant R =51 — Y ;. T; > 0, on obtient

n+1

P(Vl—’n l/2>l€ (ZTk<S1<ZTk)
n+k
P(k_;rsz —+ (Tn—l-l — R) < Sy|T, n+1 > R > 0)
n+1 n+k
(ZTk <8< ZTk)P< Z T+ T4 < S2)
k=1 k=1 k=n+2

=P(v1 =n)P(1y > k),

ou l'on a utilisé pour la deuxieme égalité le caractere sans mémoire des lois

exponentielles, i.e. le lemme 8.1.5 avec V' = T),11. Soit (v}, k > 1) une suite de

variables indépendantes de méme loi que v1. On a donc montré que (v, k €

{1,min(2,U)}) a méme loi que (vj,k € {1,min(2,U’)}), ou U’ = inf{n >
n

1;21/,;:71—1}.

En généralisant cette démonstration, on obtient que (v,,1 < n < U) a
méme loi que (v),,1 < n < U’). On déduit du lemme 4.4.6 que U a méme
loi que la population totale d’un processus de Galton-Watson dont la loi de
reproduction est la loi de v.

En particulier le systeme retourne a 1’état vide p.s. si la population totale
du processus de Galton-Watson est p.s. finie. On déduit de la proposition 4.1.5
que T < 00 p.s. si et seulement si E[r4] < 1. Comme

Z [)\ Sp ’\Sl}]E

S
)‘Slz nll e

n=0

E[Sl]v
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on en déduit que 7 < oo p.s. si AE[S1] < 1. Et si AE[S;] > 1, alors on a
P(1 = o0) > 0. O
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