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Processus de coagulation et fragmentation

Les phénomenes de coagulation et de fragmentation interviennent de facon
tres naturelle dans la modélisation

1. de la polymérisation [13] : des polymeres de taille n € N*composés de
n monomeres identiques sont présents dans une solution homogene; un
polymere de taille n peut se lier avec un polymere de taille k£ pour former
un polymere de taille n + k ou bien se fragmenter pour donner naissance
a deux polymeres de tailles respectives jet n —joul<j<mn-—1,

2. des aérosols [10, 19, 9] : des particules solides ou liquides (fumée, brouillard,
polluants, flocons de neige,...) présentes en suspension dans un gaz peuvent
s’agréger ou bien se fragmenter,

3. de la formation des structures & grande échelle de 'univers [21], de la for-
mation des amas protostellaires dans les galaxies [20, 11], de la formation
des planetes dans les systémes solaires [24] en astronomie,

4. en phylogénie [23] : nous verrons que le modele présenté dans le para-
graphe 7.2 pour décrire les ancétres communs d’une population de n indi-
vidus est un processus de coagulation.

Dans ce chapitre, pour des raisons de simplicité, nous nous intéressons uni-
quement au cas discret ol la taille des objets modélisés prend ses valeurs dans
N* et nous garderons a 'esprit 'interprétation des équations de coagulation
et fragmentation en termes de polymérisation. Mais ces équations possedent
une version continue plus générale ou la taille des objets modélisés est un réel
positif. Cette version intervient par exemple dans la modélisation des aérosols
en pollution atmosphérique [9].

Nous commencerons par étudier dans le premier paragraphe le systéeme
infini d’équations différentielles ordinaires introduit par Smoluchowski au
début du vingtieme siécle [22] pour décrire des phénomeénes de coagulation
discrets. Puis, dans le second paragraphe, nous verrons comment modifier ces
équations pour prendre en compte le phénomene de fragmentation.

Dans le troisieme paragraphe, nous présenterons le processus de Marcus-
Lushnikov qui a été introduit vers 1970 dans [17] et [16]. Ce processus est
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une chaine de Markov a temps continu dont les transitions sont la traduction
des phénomenes physiques de coagulation et de fragmentation. Nous verrons
comment obtenir les équations de coagulation et de fragmentation discretes a
partir de ce processus lorsque le nombre N de polymeres initialement présents
tend vers +oo. Puis nous introduirons un algorithme probabiliste développé
au début des années 2000 et qui permet d’approcher la solution des équations
de coagulation et de fragmentation discrétes plus efficacement que la simu-
lation du processus de Marcus-Lushnikov. Cet algorithme qui porte le nom
d’algorithme de transfert de masse consiste a simuler une autre chaine de
Markov a temps continu dont les transitions préservent les nombres de
polymeres présents alors qu'un polymere disparait lors d’une coagulation phy-
sique et un polymere apparait lors d’une fragmentation physique.

Le lecteur intéressé par une synthese sur les modeles déterministes de coagu-
lation et leurs pendants probabilistes pourra se référer & [1].

12.1 Equations de coagulation discretes

Les équations de coagulation de Smoluchowski décrivent I’évolution au cours
du temps des concentrations ¢, (t) de polymeres de taille n € N*dans une
solution homogene lorsque pour j,k € N*  la constante de la réaction de
coagulation qui & partir de deux polymeres de taille j et k£ donne naissance a
un polymere de taille j + k est notée Kj, :

n—1

, 1
¥n € N*, én(t) = 5 D Knkkenk(t)er(t) —cn(t) D Knger(t), (12.1)
k=1 keN*

ot pour toute fonction f dépendant du temps ¢, on note f la dérivée de f par
rapport & t. Le premier terme du second membre correspond a la formation
de polymeres de taille n par coagulation de deux polymeres de tailles n — k
et koul <k <n-—1. Le second terme traduit la disparition des polymeres
de taille n qui coagulent. Le noyau de coagulation K est supposé symétrique :
Vi, k € N*, Kj7k = Kkﬁj.

Apres avoir présenté quelques propriétés générales des solutions de (12.1),
nous obtiendrons des solutions explicites de ces équations pour des noyaux de
coagulation spécifiques.

12.1.1 Définition et propriétés des solutions

Définition 12.1.1. On appelle solution de l’équation (12.1) sur [0,T] ou
0 < T < +oo une famille (cy(t),t € [0,T[,n € N*) telle que pour tout n € N*,

1. s = cp(s) est une fonction continue de [0,T] dans Ry et pour tout t €
[0, 7], fg > ke Knkcr(s)ds < +oo,
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2. Véquation (12.1) est vérifiée sous forme intégrée en temps : pour tout t
dans [0,T7,

cn(t) = cn(0)+/o (; z_: Ko kCn—r(8)cr(s) —cn(s) Z Kmkck(s))ds.
k

=1 keN~
(12.2)
Notons que la condition 1 assure que d’une part, pour ¢t € [0, T, la fonc-
tion s — 22;11 Kk rxCn—k(s)ci(s) est continue donc bornée sur [0,¢] et
d’autre part que c,(s) Y, cn- Knkcr(s) est intégrable sur [0,t] comme pro-
duit de la fonction continue donc bornée ¢, (s) et de la fonction intégrable
> ken+ Knkcn(s). Done l'intégrale dans (12.2) est bien définie.

Remarque 12.1.2. Soit (¢, (t),t € [0,T[,n € N*) une solution de 'équation
de coagulation (12.1) et «a, 8 deux constantes positives. Pour ¢ < T'/(af3) et
n € N*,

aft 1 n—1
acy, (aft) = ac, (0) + oz/0 <2 Z Kk rxCn—r(s)ck(s)
k=1

—cn(9) Z Kmkck(s))ds

keN*

+ 1 n—1
= ac,(0) + /0 (2 Z BK— i rocn—_i(afr)ac(afr)
k=1

— ac,(afr) Z ﬁKn,kack(aﬁr)>ds.

keN*

Par ailleurs fg Y kens BEn pack(afr)dr = Oaﬁt Y okens Knrer(s)ds < 4o0.
Donc (acy,(aft), t € [0,T/(af)[,n € N*) est solution de (12.1) pour le noyau
de coagulation 5K . O

Si (cn(t), t > 0,n € N*) est solution de (12.1), pour I € N et ¢t > 0, on
note

mi(t) = Y nlen(t) € [0,+00]

neN*

le moment d’ordre [ associé a cette solution a l'instant ¢. On pose également

w =my(0) = Z nle,(0).

neN*

Comme le nombre de monomeres qui constituent les polymeres qui réagissent
et donc la masse sont conservés lors de chaque coagulation, on s’attend & ce
que la concentration massique totale my(t) = > . ncy(t) soit une fonction
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constante de ¢. Si on somme sur n € N* I’équation (12.1) multipliée par n
et on échange formellement somme et dérivée au premier membre et sommes
entre elles au second membre, on obtient que 7 (t) est égal a

LD DI DRUENUR)) SEERING EN( R ST Aty

kEN* n>k+1 n,kEN*
1
— 2( Z k‘ck(t) Z Kn—k7kcn—k(t>
kEN* n>k+1
+ Z Ck(t) Z Kn_k,k(n — k‘)cn_k(t)) — Z ncn(t)Kmkck(t)
keN* n>k+1 n,keEN*
1
= 2( Z kck(t) Z Kj’ij(t)
kEN* JEN*
+ Y alt) Y Kj,kjcj(t)> — > nea(t)Ky ken(t)
kEN* jEN* n,kEN*

=0

car par symétrie, Vk,j € N*, K, = K}, ;. Pour des questions d’intégrabilité,
les échanges effectués formellement pour obtenir la nullité de 721 () ne sont
pas toujours licites. On peut tout de méme montrer la décroissance de la
concentration massique totale mj(t) de toute solution de (12.1) ainsi que
celle de la concentration totale de polymeres mq(t). Cette derniere se justifie
intuitivement de la facon suivante : lors de chaque coagulation deux polymeres
disparaissent pour former un seul polymere.

Lemme 12.1.3. Si (¢, (t),t € [0,T[,n € N*) est solution de (12.1), alors
mo(t) et mq(t) sont des fonctions décroissantes de t.

Démonstration. Soit 0 <7 <t < T. D’apres (12.2), on a
t 1 n—1
en(t) = cn(T) + /T (2 kz_:l Kk ken—r(s)cx(s) — cn(s) ng:* Kn,kck(s)> ds.

On multiplie cette égalité par n et on somme le résultat pour n € {1,..., N}
pour obtenir

Z nep (t) = Z nen (1) + / (; Z n i Kk kCn—k(s)ci(s)
n=1 n=1 T k=1

n=1

N
- chn(s) Z Kmkck(s)) ds. (12.3)

n=1 keN*
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En échangeant les sommes puis en posant j = n— k et en utilisant la symétrie
du noyau de coagulation, on obtient que

N n—1 N n—1
Z n Kk kCn—k(s)ci(s) = Z((n —k)+k) Kk xCn—r(8)ck(s)
n=1 k=1 n=1 k=1
N-1 N—k N-1 N—k
= > anls) Y iKjkei(s) + D kew(s) > Kjkei(s)
k=1 j=1 k=1 j=1
N-1 N—j N-1 N—k
= > dei(s) > Kikei(s) + D kew(s) > K jes(s)
j=1 k=1 k=1 j=1
N—-1 N—n
=2 ney(s) K, rci(s)
n=1 k=1

En reportant cette égalité dans (12.3), on conclut que

N N t N
Z nep(t) = Z ne (1) —/ Z nep(s) Z K, kci(s)ds. (12.4)
n=1 n=1 T n=1

E>N—n+1

En particulier, EnN:1 nep(t) < EnN:1 nep (7). En prenant la limite N — +oo,
on conclut que mq(t) < my(7).

Pour montrer la décroissance de la concentration totale de polymeres, on passe
a la limite N — 400 dans 'inégalité Zﬁf:l en(t) < 25:1 ¢n(T) qui s’obtient
en remarquant que la différence Z:Ll cn(t) — Z:Ll cn () est égale &

t N
1
- n 51 —n 1 —n K, ds.
/TnZ_Ilc (3)Z<2 (k<N-n} + Lik>n +1}) kCk(s)ds

keN
O

La concentration massique totale my(t) peut décroitre strictement : par
exemple la solution explicite (12.25) que ’on obtiendra dans le cas du noyau de
coagulation multiplicatif K = jk pour la condition initiale ¢, (0) = 1,—1)
est telle que mq(t) = min(1,1/t). Intuitivement, cela correspond a la forma-
tion d’un polymere de taille infinie appelé gel auquel une partie de la masse
initialement présente est transférée. Ce phénomene de transition de phase est
appelé gélification.

La possibilité que la concentration massique totale ne soit pas préservée
conduit a s’intéresser aux solutions de concentration massique totale constante.

Définition 12.1.4. On dit que (c,(t), t € [0,T[,n € N*) est une solution de
(12.1) de masse constante sur [0,T] si

1. (cn(t), t €0, T[,n € N*) est solution au sens de la définition 12.1.1,
2. p1 = ene ncn(0) < +o0 et Vt € [0, T[, my(t) = pa.
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Avant d’expliciter des solutions particulieres de (12.1), nous énongons un
résultat d’existence et d’unicité que nous ne démontrerons pas (voir [3, 18]) :

Théoreme 12.1.5. S’il existe une constante k > 0 telle que
Vi ke N*, K;, <k(j+k) (12.5)

et si la condition initiale (c,(0),n € N*) vérifie py = ),y ncn(0) < +o00,
alors Uéquation (12.1) admet une solution de masse constante sur [0, ool

Si on suppose en outre soit K; < k\/jk pour tous j,k dans N* soit ps =
> ens M2en(0) < +oo alors il y a unicité des solutions (non nécessairement
de masse constante) pour équation (12.1).

Remarque 12.1.6. Notons qu’avec I'hypothese (12.5), >, cy+ Kn rcx(0) <
K(npo + p1). 11 est donc naturel de supposer p; < +oo en vue d’assurer la
condition d’intégrabilité du point 1 de la définition 12.1.1. %

12.1.2 Solutions explicites pour les noyaux constant,
additif et multiplicatif

Dans ce paragraphe inspiré de [8], nous allons donner la solution de (12.1)
dans le cas ¢, (0) = 1,—1} pour les noyaux de coagulation constant Kj = 1,
additif K = j + k et multiplicatif K;; = jk. La remarque 12.1.2 permet
d’en déduire la solution lorsque ¢, (0) = cly,—1) et Kj =, Kjr = r(j + k)
ou K; = kjk pour toutes constantes c, k > 0.

Noyau constant : Kjj = 1‘

Dans ce cas, (12.1) se récrit

1 tn—1
Vn € N*, cn(t)zcn(0)+§/o ch k(s)ck(s ds—/mo s)en(s
(12.6)

Ainsi, pour n € N*, I’équation donnant I’évolution de ¢, (t) ne fait intervenir
les concentrations de polymeres de taille supérieure & n qu’au travers de mg(.).
En commengant par déterminer la fonction mg(.), nous allons démontrer ’exis-
tence d’une unique solution pour I'équation (12.1) avec noyau de coagulation
constant sous I’hypothese que la concentration totale initiale pg est finie. Cette
hypothese est moins restrictive que celle faite dans le théoreme 12.1.5.

Proposition 12.1.7. Soit (¢,(0),n € N*) une condition initiale telle que
po = Y _nen- cn(0) est fini. Alors I’équation (12.1) admet une unique solution
(en(t),t > 0,n € N*) pour le noyau constant K;, = 1. La concentration
massique totale de cette solution est mo(t) = 2uo/(2 + pot). Enfin, ¥n € N*,

tn—1 t
2
YVt >0, ¢n(t) = ¢, (0 / Z Cn—k(8)ck(s)ds — /0 5 _:L/joscn(s)ds.
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Démonstration. Soit (c,(t), t > 0,n € N*) une solution de (12.1) pour le
noyau de coagulation constant K, = 1. Nous allons commencer par vérifier
que mo(t) est égal & 2u0/(2 + pot) pour en déduire que (¢, (t),t > 0,n € N*¥)
est solution de (12.7). Puis nous observerons que le systeme d’équations (12.7)
se résout par récurrence sur n. Il admet une unique solution (¢,(t),t > 0,n €
N*), ce qui assure 'unicité pour (12.1). Enfin, dans une derniére étape, nous
démontrerons que la concentration totale mo(t) = >, oy« Cn(t) associée a
cette solution est égale & 2/19/(2 4 pot) ce qui assure que (¢, (t),t > 0,n € N*¥)
est solution de (12.6) et donc de (12.1).
Par le théoreme de Fubini, puis en posant j = n — k, on obtient

tn—1

Z/ ch_k( s)ex(s dS—/ ch cn_k(s)ds
nen+ /0 g=1 kEN* n>k+1

/ Z cx(s cj(s)ds

0 gpen+ ]eN*

- / m3(s)ds

Cette quantité est finie puisque d’apres le lemme 12.1.3; s — mg(s) est
décroissante et que par hypothese py < +00. De méme,

Z/mo s)en(s dS—/mo

t
cn(8)ds = / mi(s)ds < +oo.
neN* neN* 0

Ainsi en sommant (12.6) sur n € N*, on obtient

1 t
t):uo—f/ mi(s)ds
2Jo
2

Donc 1ig(t) = —3md(t) et en résolvant cette équation différentielle avec la
condition initiale pg, on conclut que mg(t) = 2u0/(2 + pot). En reportant cette
valeur dans (12.6), on obtient (12.7). D’apres la proposition E.1, (&,(t),t >
0,n € N*) est solution de (12.7) si et seulement si pour tout n € N* et tout
t>0,

Y 2u0 )
Ccn(t) =cp(0)exp [ — ——dr
0 =cex (- [ 720
1 tn—l~ . t 2‘u0
+§/0 kz::lcn_k(s)ck(s)exp (—/S 2+M0Tdr> ds

1 tn—1
:(Q-FW<4 /Ozcn k(s)ck(s (2+uos)2ds>. (12.8)

Comme le second membre ne dépend que des concentrations de polymeres de
taille inférieure ou égale a n — 1, en raisonnant par récurrence sur n € N*, on




350 12 Processus de coagulation et fragmentation

vérifie que le systeme (12.7) admet une unique solution (é,(¢),t > 0,n € N¥)
et que pour tout n € N*, la fonction ¢ — é,(t) est continiment dérivable sur
R, et a valeurs dans R.

Il reste & vérifier que la concentration totale associée mq(t) = >, cn- Cn(t) est
donnée par 2pug/(2 + pot) pour conclure que (é,(t),t > 0,n € N*) est solution
de (12.6).

Commengons par vérifier par récurrence sur IV, que pour tout N € N*,

N 2
Z Ko (12.9)
ot + ot

D’apres (12.8), pour tout ¢ > 0, & (t) = 4¢1(0)/(2 + pot)?. Comme 4/(2 +
pot)? < 2/(2 + pot) et que ¢1(0) < po, Vhypothese de récurrence (12.9) est
satisfaite pour N = 1. Supposons maintenant que 1’hypothese de récurrence
(12.9) est satisfaite jusqu’au rang N > 1.

En sommant (12.8) sur n € {1,..., N + 1} et en multipliant le résultat par
(2 + pot)?, il vient

+
2+M0t Z

Comme
+
Z

I’hypothese de récurrence (12.9) assure que

Eol
I M I
m
21
O
I
[]=
™
=
—
%
S~—
2
M
LN
|
ES
o
N
—~
[
~—
IN
/N
[]=
™
=
—~
[
S—
N~~~
()

N+1 1 t
(24 pot)? Z Cn(t) < dpo + 5/ Apds = 2p0(2 + pot).
0

n=1

En divisant les deux membres par (2 + pot)?, on obtient I'’hypothese de
récurrence au rang N + 1. Ainsi (12.9) est vérifié pour tout N € N*. En
passant a la limite N — +o0o dans l'inégalité, on en déduit que pour t > 0,
mo(t) < 2p0/(2 + pot).

Il reste & démontrer I'inégalité inverse pour achever la démonstration. En som-
mant (12.7) sur n € N* et en utilisant la majoration précédente pour justifier
les échanges entre sommes et intégrales, on obtient

t) = po + /Ot mo(s) (Tho2(5) 2 iu/305> *

¢ 2 _ -
i~ / < 2410 > (2 + pos)mo(s) ((2 + pos)mo(s) B 1) is.
0 \2+ pos 240 4po
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Comme pour tout s > 0, (2 + uos)mo(s)/2uo est dans lintervalle [0, 1] et que

le minimum de la fonction @ — z(x/2 — 1) sur cet intervalle, atteint pour
x =1, vaut —1/2, on en déduit que

1 [t/ 2 2 2 ¢ 2
mo(t)ZHO**/ < Ho ) dSMOJr{ Fo } =
2 Jo \2+ pos 2+ pos]lg 2+ pot

O

On suppose que pg €]0,+oo[. Pour ¢t > 0 et n € N*, on pose p,(t) =
en(t)/mo(t) = (2 + pot)en(t)/2u0 de telle sorte que Y n.pn(t) = 1 ie.
(pn(t),n € N*) est une probabilité sur N*. On note F'(t,5) = >, - 8"Pn(t)
ou s € [0,1] la fonction génératrice associée. En déduisant de (12.7) I'évolution
de F(t, s) nous allons identifier (¢, (¢t),t > 0,n € N*).

Proposition 12.1.8. On suppose que o €]0, +oo[. Alors la solution de (12.1)
pour le noyau constant K; i, = 1 est donnée par (2popn (t)/(2 + pot),t > 0,n €
N*), ot (pn(t),n € N*) est la loi de Zf\il X, avec les variables aléatoires
(X;,i € N*) indépendantes et identiquement distribuées suivant la proba-
bilité (c,(0)/po,n € N*) et Ny une variable aléatoire indépendante de loi
géométrique de paramétre 2/(2 + pot).

e , . . i [ . .
L’objectif de 'exercice suivant est de vérifier que si pg = > . 7¢n(0)
est fini, alors la solution que nous venons d’exhiber est de masse constante.

Exercice 12.1.9. Dans le cas ou 1 < 400, vérifier que les variables X; sont
intégrables puis que E [va:tl Xl} = E[N:JE[X;] (on pourra décomposer sur
les valeurs prises par N;). En déduire que la solution de (12.1) pour le noyau
K =1 est de masse constante. ¢

Démonstration. D’apres (12.7),

: cn(t) 2+uot 2p0
nt = —5 n— nt
Pn(t) 5 ( ZC k(t)er(t 2+M0t0()

K —
=5 +(Lot <; Pr—k ()P (t) _pn(t))

Soit s € [0,1]. En intégrant cette équation en temps et en multipliant le
résultat par s”, on obtient

s"pu(t) = 8", (0) + / - <Z_: " Fpn i (r)s"pr(r) — s"p "(r)> o

o 24 wpor —

(12.10)
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D’apres le théoreme de Fubini,

+ n—1
Ho n—k k n
S T k(1) pr(r) + " pp (1) | dr
E /02 M07”<k§_1 (r) (r) ())

neN*

:/0 2_5207, Z s*pr(r) Z s pp_i(r) + Z s"pp(r) | dr

keN* n>k+1 neN*

" o 2 " 2u0
= ——(F*(r,s) + F(r,s drﬁ/ dr < 4o00.
| st i< [ 2

Donc en sommant (12.10) sur n € N*, et en échangeant somme et intégrale
au second membre, il vient

t
Ho
F(t,s) = F(0, F(r,s)(F(r,s) — 1)dr. 12.11
(t:9) = FO.9)+ [ o Pl ()~ )i (12.11)
Comme pour n € N*, ¢ — p,(t) est continue, la majoration s"p, () < s™ et le
théoreme de convergence dominée assurent que pour s dans [0, 1[, t — F(¢, s)
est continue. Avec (12.11) on en déduit que pour s dans [0, 1[, ¢ — F(t,s) est
contintiment dérivable et vérifie

0 Ho

CF(t,s) =
ol ) = 50

F(t,s)(F(t,s) —1).
Pour s dans ]0, 1[, comme F(t,s) €]0, 1], cette équation se récrit

d 1 d
Lrog (= —1) = L log(2 + pot).
at ® <F(t,s) > gz 1082 + ot)

En intégrant en temps, on obtient

Fy - (F(és) - 1) g <2+2M0t>'

On en déduit que pour ¢ > 0 et s €]0, 1],

2F(0, s)
2+ pot — potF(0,5)’

F(t,s) = (12.12)
équation qui reste vraie pour s = 0 et s = 1 puisque pour tout t > 0,
F(t,0)=0et F(t,1) = 1.

En raisonnant comme dans la démonstration du lemme 4.1.1, on obtient que
la fonction génératrice de ZZNZtl X; est la composée de la fonction génératrice
r— 2r de N, avec la fonction génératrice s — F(0,s) commune aux

. 2Fpot—potr NN
variables aléatoires X;, c’est-a-dire que

Vs e [0,1], E [SZN: Xi] — F(t,s).

Le théoreme A.2.4 assure alors que la loi de ZfV;l X est (pn(t),n e N*). O
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Dans le cas particulier ou (p,(0),n € N*) est la loi géométrique de para-
metre p €]0,1], on a F(0,s) = ps/(1 — (1 —p)s) et d’apres (12.12)
2ps B 2ps/ (2 + pot)
2+ pot)(1 = (1 —p)s) — potps 1 —s(1—2p/(2+ pot))

On reconnait la fonction génératrice de la loi géométrique de parametre
2p/(2 + pot). Donc pour n € N* et t > 0,

_2p " 2+ pot —2p n=t
24 pot 2 + pot '

F(t,s)=

Pn(t)

On en déduit le corollaire suivant :

Corollaire 12.1.10. Pour la condition initiale (¢, (0) = pop(1 —p)"~L,n €
N*) avec po €]0,4+o00[ et p €]0,1], la solution de (12.1) pour le noyau de
coagulation constant K; =1 est donnée par

4 . n—1
en(t) = Hop 2+ pot —2p .
(2 + pot)? 2+ pot

En particulier, pour la condition initiale ¢, (0) = 1¢,—1) obtenue lorsque po =
p=1,

D) 2 ¢ n—1

Sur la figure 12.1, nous avons représenté la solution (12.13) sur Pintervalle
de temps [0, 10].

Exercice 12.1.11. Vérifier directement que c¢,(t) donné par (12.13) est
solution de (12.1) pour Kj; = 1 et ¢,(0) = 1y,—13. ¢

|Noyau additif : Kjx = j + k|

Soit (c,(0),n € N*) une condition initiale t.q. p1 = Y, - n¢,(0) < +00 et
(en(t), t > 0,n € N*) une solution de (12.1) de masse constante, dont l’exis-
tence est assurée par le théoreme 12.1.5. Nous allons a nouveau commencer
par déterminer 1’évolution de mgy(t) pour en déduire un nouveau systéme
d’équations satisfait par (¢, (t), t > 0,n € N*).

Lemme 12.1.12. Pour tout t positif, mo(t) = poe 1t En outre (c,(t), t >
0,n € N*) est l'unique solution de

n—1

Vn e N*, ¢,(t) = Z(n — k)en—i(t)eu(t) — (p1 + npoe™ ) ¢y (t)  (12.14)
k=1

et pour tout n € N*, la fonction t — ¢, (t) est continiment dérivable sur Ry.
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Fig. 12.1. Solution pour le noyau constant et ¢, (0) = 1{,=1}

Remarque 12.1.13. Ainsi, lorsque la condition initiale est telle que p; =
> nen+ Ncn(0) < 400, équation de coagulation (12.1) pour le noyau de coa-
gulation additif K = j + k admet une unique solution de masse constante.
D’aprés le théoréme 12.1.5, sous I'hypothese plus forte pp = >, . n%¢n(0) <
400 sur la condition initiale, I'unicité a lieu dans la classe plus large des
solutions de masse non nécessairement constante. O

Démonstration. En utilisant la conservation de la concentration massique
totale my(t) = D, cn- kcr(t) = p1, on obtient que pour n € N* et t > 0,

n—1

én(t) = g 3" casi()e(t)ds — (u1 +mo(t)n)en(t). (12.15)
k=1

En remarquant que

1

((n=k)+k)cnk(s)ex(s),

n—1

Z(n—k‘)cn,k(s)ck(s) = z_: kcp(s)en—k(s) =
k=1

k=1

n

1
2

=~
Il

on en déduit que

tn—1

en(t) = ¢n(0) +/O Z(n —k)en—k(s)cx(s)ds — /0 (11 + mo(s)n)cn(s)ds.

k=1

(12.16)
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En utilisant le théoreme de Fubini, la constance de m;(s) et la majoration
mo(s) = D pens k(8) <D pen~ ker(s) = p1, on obtient

tn—1

Z/ozn_ cn—k(8)ex(s dS—/ Zc;g (n —k)cn—i(s)ds

neNs 70 p=1 O ken- n>k+1
= / mo(s)my(s)ds < pit < +oo.
0

Par ailleurs

Z / (11 +mo(s)n)cn(s)ds =2y /Ot mo(s)ds < +o0.

neN*

Donc en sommant (12.16) sur n € N*, on a mg(t) = o — 11 fot mo(s)ds.
On conclut que mg(t) = poe #'*. En reportant cette égalité dans (12.16), on
obtient (12.14). Comme d’apres la proposition E.1, (¢, (t),t > 0,n € N*) est
solution de ce systeme si et seulement si pour tout n € N* et tout ¢ > 0

ealt) =esp (- [ " (11 + e )
( /Ot nZl (n —k)en—k(s)cx(s) exp (/Os (11 + nproe™7) dr) ds)

k=1

I'unicité s’obtient par récurrence sur n. En outre, comme l'intégrande qui
figure au membre de droite est une fonction continue de s, t — ¢, (t) est
contintiment dérivable. O

Pour t > 0 et n € N*  on pose p,(t) = e*ic,(t)/no de telle sorte que
> nens Pu(t) = etmg(t)/po = 1 ie. (pn(t),n € N*) est une probabilité. On
note F'(t,s) = > cn- 8"Pn(t), s € [0,1] la fonction génératrice associée.

Lemme 12.1.14. La fonction F est continiment différentiable sur Ry x [0, 1]
et vérifie

F F
O (1,8) = moe (P (1,5) ~ 1) 0L (1),
Démonstration. Commencons par établir la continuité de S& sur Ry x [0, 1].
Comme e ot
ert et
3 pa(t) = “—ma(t) = P < oo,
neN* Ho

pour tout t > 0, la fonction s — F'(t,s) est contintiment dérivable sur [0, 1]
de dérivée 2E 9E(t,s) = ens ns" " Lon(t).
Pour r € [0, 1[ la continuité de t — p, (t) et 'inégalité

V(t,s) € Ry x [0,7], 0 < ns" " p,(t) < et
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entrainent par convergence dominée la continuité de (t,s) — %—f(t,s) sur
R4 x [0,7]. Comme r est arbitraire, cette fonction est continue sur Ry x [0, 1].
Pour montrer qu’elle est continue sur Ry x [0,1], on se donne maintenant
((t1,81),1 > 0) une suite de Ry x [0, 1] qui converge vers (t, 1) lorsque I — +o0.
Le lemme de Fatou assure que

oF . _ OF
lllin_:g E(tl’ 51) = lllin_i}gj ng* sl Lpn(t) > ng* npn(t) = P —(t,1).

Par ailleurs, la croissance de s € [0,1] — %—f(t,s) et la continuité de + —
%%(tv 1) = me“lt/,uo assurent que

oF OF OF
li — (¢ < i —(t,1) = t,1
im sup 55 (s < lim e (t,1) = == (t,1).
Donc 2E(#;, 5) converge vers F(t, 1) lorsque I — +o0. On conclut que 2E (¢, 5)
est continue sur Ry x [0,1] de méme que F(t,s) = [ 98 (t, u)du.

Nous allons maintenant vérifier que F' satisfait I’équation aux dérivées
partielles énoncée dans le lemme. Comme ¢ — ¢, (t) est continiment dérivable,
en dérivant p,,(t) par rapport a ¢t et en utilisant (12.14), on obtient

e#lt

Pa(t) = papa(t) + <i(n = k)en—n(t)er(t) — (u1 + uoe‘“ltn)cn(t)>

k=1
n—1
= poe Mt (Z(n — k)pn—k (t)pr(t) — npn(t)>.
k=1
Donc pour s € [0,1] et n € N*,

n—1

t
s"pn(t) = s"pn(0) + / poe H17s Z(n - k:)s”fk*lpn_k(r)skpk(r)dr
0 k=1
t
- / poe M7 s ns™ " tp,, (r)dr. (12.17)
0

D’apres le théoreme de Fubini,

1

> / poe s > " (n— k)" o (r)s i (r)dr
k=

neN* 1

:/0 poe M1 7s Z skpk(r) Z (n—k;)s"_k_lpn_k(r)dr

kEN* n>k+1

¢
F

:/ ,uoe’””sF(r,s)a—(r, s)dr < +oo,
0 Js
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et

¢ K OF
Z / poe M sns" " p,, (r)dr = / poe M s——(r, 8)dr < 4o0.
0 0 as
Donc en sommant (12.17) sur n € N*, on obtient que pour s € [0,1] et t > 0,

Lo OF
F(t,s) = F(0,s) —I—/ poe M s(F(r,s) — 1)——(r, s)dr.
0

85(

Comme l'intégrande est continu en 7, on en déduit que F(t,s) est dérivable
par rapport a t de dérivée partielle

oF oF
E(tvs) = poe” M s(F(t,s) — 1)%(@3)
La continuité du second membre sur Ry X [0, 1] entraine celle de %—f et on

conclut que F est contintiment différentiable sur Ry x [0, 1].
O

Nous nous plagons désormais dans le cas particulier de la condition ¢, (0) =
1¢n—1y pour laquelle pg = pu; = 1. Alors F(t,s) est solution contintiment
différentiable de 1’équation aux dérivées partielles non linéaire suivante :

%F(t,s) =e 's(F(t,s) — 1)%F(t s) pour (¢,s) € Ry x [0,1]

F(0,s) =s pour s € [0,1] et F(t,1) =1 pour ¢t > 0.
(12.18)

Nous allons en déduire ¢, (t) en utilisant des résultats sur les processus de
Galton-Watson.

Proposition 12.1.15. Pour tout t > 0, (p,(t),n € N*) est la loi de Borel de
parameétre 1 —e~t :
(TL(]. - eit))nil 7n(17e_t)

Vn € N, pu(t) = o2

Comme p,,(t) = e'c,(t), on en déduit la solution de (12.1). Notons que
comme (s = 1 < 400, d’apres le théoreme 12.1.5, I'unicité a lieu dans la
classe des solutions de masse non nécessairement constante.

Corollaire 12.1.16. Pour la condition initiale c,(0) = 1{,—1y et le noyau de
coagulation additif K; = j+k, Uunique solution de l’équation de coagulation
(12.1) est donnée par

(n(l — eit))nil eftefn(lfc’t’).

Vn € N*, Vt >0, c,(t) = py

(12.19)
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Fig. 12.2. Solution pour le noyau additif et ¢, (0) = 1{,—1}

Sur la figure 12.2, nous avons représenté la solution (12.19) sur lintervalle
de temps [0, 2].

Démonstration de la proposition 12.1.15. Nous allons construire les courbes
caractéristiques t — ¢(t) telles que la fonction ¢ — F(t, p(t)) est constante,
ce qui, compte tenu de (12.18), implique formellement

G(t) = —e () (F(t, () — 1).

Nous en déduirons 'unicité pour (12.18). Puis nous caractériserons la solu-
tion de cette équation en utilisant les résultats sur la population totale d’un
processus de Galton-Watson donnés dans le paragraphe 4.4.

La fonction F(t, s) est contintiment différentiable sur R x [0, 1] et satisfait
(12.18). Avec la condition au bord F(t,1) = 1, on vérifie facilement que pour
tout T" > 0, la fonction € R — —e *1y,¢10,1732(F (t, ) — 1) est lipschitzienne
et bornée avec une constante de Lipschitz et une borne uniformes pour ¢ €
[0,T]. Par le théoréme de Cauchy-Lipschitz, on en déduit que pour y € R,
I’équation différentielle ordinaire

@y(t) = —e " Liu weparyey () (F(t ¢y (1) — 1), ¢,(0) =y,

admet une unique solution. Comme pour = ¢ [0,1], —e ™ "1yzepo 1y (F(t ) —
1) = 0, on vérifie facilement que pour s E [0,1], Vt > 0 s(t) € 10,1] ce qui
implique en particulier que ¢s(t) = —e to,(t)(F(t, <ps( )) — 1). En utilisant
(12.18), on obtient que

d

D pu(0) = 2 (1, 4(0) + @ul0) P 94(1)) = 0.
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Donc
Vit >0, Vs € [0,1], F(t,ps(t)) = F(0,95(0)) = s. (12.20)

En particulier I’équation différentielle ordinaire donnant la caractéristique
issue de s se récrit ps(t) = —e"tps(t)(s — 1), ¢s(0) = s. Son unique solu-
tion est donnée par
(1) = sel1=1=¢7),
Soit ¢ > 0. D’apres le corollaire 4.4.5, la fonction s € [0, 1] — p5(¢) € [0, 1] est
inversible et son inverse s € [0,1] — (¢, s) est la fonction génératrice de la
loi de Borel de parameétre 1 —e~t. Comme 'égalité (12.20) se récrit F(t,s) =
(t, s), on conclut que (p,,(t),n € N*) est la loi de Borel de parametre 1 —e™*
i.e. que
1— eft n—1 -~
Vn € N*, p,(t) = (n{d e )" , ) e n(l=e™)
n!
O

Dans le développement qui précede, nous avons effectivement montré que
toute solution de masse constante de (12.1) pour le noyau de coagulation
additif K = j +k et la condition initiale ¢, (0) = 1y,—1} est nécessairement
donnée par (12.19). Et c’est le résultat d’existence énoncé dans le théoreme
12.1.5 mais admis qui assure que (12.19) fournit bien une solution de (12.1).
L’objet de I'exercice suivant est de vérifier directement ce point.

Exercice 12.1.17. Soit ¢, (t) = Wl*cﬂ%e_te_"(l_c%).
1. A Taide du corollaire 4.4.5, vérifier que pour tout ¢ > 0, mg(t) =

S e Calt) = et ot mi(t) = $,e na(t) = 1.

2. En utilisant l'identité combinatoire (4.17), vérifier que ¢, (t) est solution

de (12.16) puis de (12.1).

¢

’Noyau multiplicatif : K = jk‘

Le résultat suivant tiré de [8], garantit I’existence d’une solution & (12.1) pour
le noyau de coagulation multiplicatif lorsque ps = >, - n?c,(0) < +o0 en
établissant un lien avec I’équation de coagulation pour le noyau additif.

Proposition 12.1.18. Soit (c}(0),n € N*) une condition initiale telle que
py = > nen- n2ch(0) < +oo et (¢f(t), t > 0,n € N*) la solution de masse
constante de (12.1) pour le noyau additif K, = j+k et la condition initiale
(¢;7(0) = nci(0),n € N*), dont Uexistence est assurée par le théoréme 12.1.5
et lunicité par le lemme 12.1.12. Alors si on pose pourt € [0,1/u3[ et n € N*

11
C1—puitn

cn(t)

1
q(—A%uﬂmﬁ, (12.21)
Ho
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(ci(t), t €10,1/us[,n € N*) est solution de masse constante de l’équation de
coagulation (12.1) pour le noyau multiplicatif K; i, = jk.

Démonstration. Comme la concentration massique totale constante uj =
> nen- N6t (t) de la solution (¢;f (t),t € [0,+00[,n € N*) est égale & p3, dans
toute la démonstration, nous remplacerons pj par ,uf.
Vérifions d’abord la constance de la concentration massique totale pour c*.
Pour s € [0,1/u[, en utilisant le lemme 12.1.12, on a

. 1 +( 1 n ) pg exp (log (1 — pi's))
ne,(s) = ————my | ———log (1 —pis) | =
n% A p o s (= is) L—pis
= py = K-

Donc la concentration massique totale ) . nc;,(s) est constante sur 'inter-
valle [0, 1/ [ et la condition d’intégrabilité de la définition 12.1.1 est satisfaite
pour tout ¢ € [0,1/u7[.

Toujours d’apres le lemme 12.1.12, t — ¢, (¢) est continiment dérivable. En
dérivant (12.21) et en utilisant (12.15), on obtient que pour ¢ € [0,1/u] [, si
on pose T = fﬁ log (1 — ui‘t),

Ml+ + 1 +
& (t) = ————F——=c, +——=c
O = e Ot g
1 n n—1
I S IS n + A+ + +
- ’I’L(l _ Mii-t)g |::u1 Cn (7—) + ) Z Cr—1Ck (7) (,Ul + nmg (T)) Cp (T)
n—1
1 ’ " nep(t)
=3 (n = k), g (D)ker(t) — ﬁmg (1)
k=1 Ha
n—1
1 " N nc; (t)
=5 > (= k)ke,_y(t)ei(t) — 1_775 Y
k=1 M1t gene
1 n—1
=3 (n —k)kc _.(t)cg(t) — nc, Z ke (t)
k=1 keEN~
en utilisant (12.21) pour les trois derniéres égalités. a

Pour le noyau de coagulation multiplicatif, I’équation de coagulation se
récrit

=

¥n € N*, én(t) = 5 Z k)en_ i (t)ker(t) — my (t)ne, (). (12.22)
k=1

L’évolution de ¢, (t) ne fait donc intervenir les concentrations de polymeres de

taille supérieure & n qu’au travers de la concentration massique totale mq (.).

Nous allons tirer parti de cette propriété pour démontrer le résultat d’unicité

suivant :
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Proposition 12.1.19. Soit (¢,(t),n € N*t € [0,T]) et (é,(t),n € N*,
t € [0,T]) deuzx solutions de Iéquation (12.1) pour le noyau de coagulation
multiplicatif K;, = jk issues la méme condition initiale (VYn € N* ¢,(0) =
¢n(0)) de concentration massique totale iy = . ncy(0) finde. Alors pour
tout t € [0, min(T, T)[, pour tout n € N*, ¢, (t) = é,(t).

Démonstration. D’aprés la proposition E.1, 'équation (12.22) implique que
pour t < T, et n € N*,

tn—1

-n ' 1 —1 tm g
cn(t) —e fo m1(r)drcn(0) + 5‘/ Z(n _ k)cn,k(s)kck(s)e nfs l(r)(hds.
0

t
Apres multiplication de cette équation par e fo ma (r)dr

(e" Js ml(r)drcn(t), n € N*,t € [0,T]) est solution de

, on en déduit que

tn—1

Y (t) = n(0) + % /O > (0= k)i (s)kyi(s)ds.

k=1

Pour n = 1, on obtient v1(t) = ¢;(0). Puis pour n = 2, on en déduit que
Y2(t) = c2(0) + c3(0)t/2. Plus généralement, en raisonnant par récurrence
sur n, on vérifie que ce systeme d’équations admet une unique solution
(vn(t),n € N*,t € [0, +00]). Ainsi

V€ [0,T], Yn € N*, cn(t) = e "Jo ™™y (4

En particulier, la concentration massique totale my(t) = > _y- nca(t) de la
premiere solution de (12.1) vérifie

mi(t) = 3 e ), (12.23)
neN*
De méme pour £ € 0,7, ¥n € N*, &,(t) = ¢ "Jo ™1 (1) ot iy () =
t o
>onensne Js ml(r)dr’yn(t). Il suffit donc de vérifier que pour tout ¢ dans
[0, min(T, T)][, fot my(r)dr = fot my(r)dr pour conclure que les deux solutions

¢ et & coincident sur [0, min(7, T)].
Pour tout n dans N*, par décroissance de la fonction x — e™ "%,

t t o t t
(e—n fo mq (r)dr e fo m1dr) (/ my (r)dr — / ﬁ’leT) <0.
0 0

En multipliant cette inégalité par n~,(t), en sommant le résultat sur n dans
N* et en utilisant (12.23) ainsi que ’équation analogue pour m; on obtient,

vt € [0, min(T, T)[, (ma(t) — ma(t)) /O (ma(r) — ma(r))dr < 0. (12.24)
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Pour s € [0, min(7, T)], en intégrant cette inégalité sur [0, s, il vient que

% (/Os(ml(r) - ml(r))dT>2 = /Os(ml(t) —my(t)) /Ot(ml(r) — mq(r))drdt

est négatif, ce qui acheve la démonstration. a

Le résultat d’existence et le résultat d’unicité qui précedent vont mainte-
nant nous permettre d’exhiber I'unique solution de (12.1) pour le noyau de
coagulation multiplicatif et la condition initiale ¢, (0) = 1,1}

Corollaire 12.1.20. La famille (c,(t), t > 0,n € N*) définie par

1 t n—1
1 )' e " sitel0,1]
Vn € N*, ¢, (t) = 711 L (12.25)
n
— e " sit>1.
t n!

est U'unique solution de ’équation de coagulation (12.1) pour le noyau de coa-
gulation multiplicatif K; 1 = jk et la condition initiale cn(0) = 1i-1y-

Démonstration. En reprenant les notations de la proposition 12.1.18, lorsque
¢ (0) = 1g,=1y, alors 3 = 1 et ¢/ (0) = 14,—1}. D’apres le corollaire 12.1.16
qui donne la solution de (12.1) pour le noyau de coagulation additif et la condi-
tion initiale (¢, (0),n € N*) et la proposition 12.1.18, ¢, (t) donné par (12.25)
est solution de masse constante sur U'intervalle de temps [0, 1[ de I’équation
de coagulation avec noyau multiplicatif K = jk pour la condition initiale
Cn(O) = 1{n:1}-

Nous allons maintenant en déduire que ¢, (t) satisfait également (12.1) pour
t > 1. Comme le second membre de (12.22) est continu sur [0, 1[, t — ¢, (t)
est contintiment dérivable sur cet intervalle et en passant a la limite t — 17,
on obtient

n—1

en(17) = % (n— B)en_r(Dkex(1) — nen(1).

ilng

k
Par ailleurs en dérivant (12.25), on obtient que pour ¢ dans [0,1], ¢,(t) =
[n"=t(n — 1)t""2 — n(nt)" e ™ /(n x n!). En prenant la limite t — 17,
il vient ¢,(17) = —n""2e7"/n! = —¢,(1). L'égalité des deux expressions
précédentes de ¢, (17) s’écrit

|
—

n

—cn(1) = (n —k)en—k(Dker(1) — nep(1).

DN | =
By
Il
—

Comme le corollaire 4.4.5 assure que la loi de Borel de parametre 1 qui
donne le poids n"~te="/n! & tout entier n non nul est une probabilité, on
a ) pen~ kex(1) =1 et on en déduit
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Z(n —k)en—k (ke (1) — ne, (1 Z kex(1 (12.26)

k=1 keN*

l\D\H

—cn(1) =

Pour ¢t > 1, d’apres (12.25), ¢, (t) = cn(1)/t, ce qui assure que é,(t) =
—c,(1)/t2. En divisant (12.26) par t? on en déduit que (12.1) est vérifiée
pour t > 1.

Notons que comme ¢,(17) = ¢,(17) = —c,(1), t — ¢, (t) est contintiment
dérivable sur [0, 4o00[ et ’équation (12.1) est satisfaite sur [0, +o00].
L’unicité est assurée par la proposition 12.1.19. a

Remarque 12.1.21.

— La concentration massique totale mq(t) = min(1,1/t) de la solution
(12.25) est strictement décroissante a partir du temps ¢ = 1, appelé
temps de gélification. L’interprétation physique de ce phénomeéne est
qu’il se forme au temps de gélification un polymere de taille infinie appelé
gel, auquel de la masse est ensuite transférée.

— Pour calculer mg(t) et ma(t), on peut remarquer que pour ¢ plus grand
que 1, mg(t) et mo(t) sont respectivement égaux a mo(1)/t et mo(1)/t.
D’autre part, pour t dans [0, 1], mo(t) = E[1/Y:] et ma(t) = E[Y;] on
Y; suit la loi de Borel de parameétre ¢. D’apres le corollaire 4.4.5, pour
t dans [0, 1], E[Y;] = 1/(1 —t) (avec la convention 1/0 = 4o00), ce qui
assure que mz(t) est égal & 1/(1 —t) pour ¢t dans [0, 1] et & +oo ensuite.
Par ailleurs la fonction génératrice s € [0,1] — F(s) de Y; est I'inverse
de la fonction u € [0, 1] <p( ) = uet(l_“ Comme P(Y; = 0) =0 et
comme pour n € N*, 1 fo "=lds, on a Y fo sY*~1ds. En prenant
I’espérance, on en dédult

E [}1@] = 01 Fis)ds = /01 Ff;zx))cp’(u)du = /01(1 —tu)du=1-— %

On conclut alors que mo(t) est égal & 1 — ¢/2 pour ¢t dans [0,1] et &
1/(2t) ensuite.

¢

Sur la figure 12.3, nous avons représenté la solution (12.25) sur lintervalle
de temps [0, 2].

Le noyau multiplicatif K = jk ne satisfait pas les hypotheses faites dans
le théoreme 12.1.5 en vue d’obtenir un résultat d’existence et d’unicité pour
(12.1). Le résultat suivant tiré de [18] englobe le cas de ce noyau :

Théoréme 12.1.22. Sl existe une constante k > 0 telle que Vj, k € N*,
K, < kjk et si la condition initiale non nulle (¢, (0),n € N*) vérifie ps =
> ens MPen(0) < 400, alors il existe un unique T > 1/(kp2) tel que (12.1)
admet une solution (c,(t), t € [0,T[,n € N*) de masse constante sur [0,T] et
que la fonction t — fo ma(s)ds associée est finie sur [0,T[ avec une limite
gauche en T égale a +o00.
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12

1.0

0.8 my(t)

0.6
mg(t)

0.4 al®)

0.2 7

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0

Fig. 12.3. Solution pour le noyau multiplicatif et ¢, (0) = 1{,=1}

En outre, on a le résultat d’unicité suivant : toute solution de (12.1) sur
Vintervalle de temps [0, 7| coincide avec ¢y (t) sur [0, min(T, 7).

Remarque 12.1.23. Comme Vj, k € N*, j + k < 25k 'hypothese de crois-
sance sur le noyau de coagulation faite dans le théoreme précédent est plus
faible que celle faite dans le théoreme 12.1.5.

Si le noyau de coagulation ne satisfait pas K < kjk, on peut perdre Iexis-
tence de solutions de masse constante sur un intervalle [0,7] ou T > 0.
Par exemple, s’il existe des constantes o, t.q. 5 > a > 1 et Vj, k € N*,
JEHEY <K < (jk)? alors Carr et da Costa [5] on montré que le temps de
gélification de toute solution non nulle de (12.1) est nécessairement nul. ¢

L’objet de ’exercice suivant est de donner une réciproque a la proposition
12.1.18 :

Exercice 12.1.24. Soit (¢;7(0),n € N*) une condition initiale non nulle telle
que pf = >, o nc (0) < +oo et (ch(t), t € [0,T[,n € N*) avec T > 1/
uf la solution de masse constante de 1’équation de coagulation avec noyau
multiplicatif K; = jk pour la condition initiale (¢} (0) = ¢} (0)/n,n € N*)
dont P’existence est assurée par le théoreme 12.1.22. Pour ¢t > 0 et n € N*, on
pose
ch(t) = e_“;rtncfl (lJr(l - e_“lﬂ‘)>.
My
1. Montrer que pour tout n € N*

n—1

Ve 0, (1) = 5 D et (0l (1) = (nute 4 ) ek (@),
k=1



12.2 Coagulation et fragmentation discretes 365

2. Calculer pg et conclure & l'aide du lemme 12.1.12 que (¢ (t),t > 0,
n € N*) est la solution de masse constante de (12.1) pour le noyau additif
K, = j+ k et la condition initiale (¢;}(0),n € N*) dont Pexistence est
assurée par le théoreme 12.1.5.

¢

12.2 Equations de coagulation et de fragmentation
discretes

Nous enrichissons maintenant les équations pour prendre en compte, en plus
de la coagulation, le phénomene inverse : la fragmentation. Un polymere de
taille n > 2 peut se fragmenter pour donner naissance a deux polymeres de
tailles respectives n — k et k on k € {1,...,[n/2]} (pour x réel, [x] désigne
la partie entiere de x). La constante de cette réaction est F,_j r = Fjn—k si
k #n/2 et %F%% si k = n/2. La constante globale de fragmentation d’un

polymere de taille n est alors %22;11 F,_1 1 et les équations de coagulation
fragmentation discretes s’écrivent :

Vn € N*, éa(t) = %E(Kn kkCn—k ()Ck(t) = Frkcn(t))
k=1
= > (Bngen(t)er(t) = Fogcnan(t)) . (12.27)

keN*

Notons que la fragmentation n’introduit que des termes linéaires dans le
systeme précédent. Comme la masse est conservée lors de chaque frag-
mentation, on s’attend & ce que la concentration massique totale my(t) =
> nen- NCn(t) soit conservée. Ce n’est pas toujours vrai. Comme nous ’avons
vu dans le cas du noyau de coagulation multiplicatif, en ’absence de fragmen-
tation, il se peut que la concentration massique totale décroisse : cela corres-
pond physiquement a la formation d’un polymere de taille infinie appelé gel.
En l'absence de coagulation, comme le montre l’exemple suivant tiré de [3],
on peut construire des solutions de (12.27) telles que mq(¢) est strictement
croissante.

Exemple 12.2.1. Pour n € N* et ¢ > 0, on pose

t

)= I m e T
On a alors
en(t) = ent) = — "oy + 2L ).

2 2
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Par ailleurs,

t 1 1 1
k§*0n+k(t):e k%\;*z ((n+k+1)(n+k+2) - (n+k+2)(n+k+3)>

e 1 1
:2(%;* (ntk+Dn+k+2) % (n+j+1)(n+j+2)>

~

e 1 n+1

T2 mt2)n+3) 2 enl)
On a donc
en(t) = enlt) = —% )+ S cnrnlt).
k=1 keN*

Donc ¢, (t) est solution de (12.27) pour le noyau de fragmentation constant
égal a 1 et le noyau de coagulation nul. Comme

n 1 1 1 1

Mt Dm1)ni3) ni2 2mi)n+2) nt3 2ntnid)

on vérifie facilement que la concentration massique totale de cette solution est
mi(t) = >, cne NCn(t) = %, fonction strictement croissante. Notons que la
constante globale de fragmentation d’un polymere de taille n n’est pas bornée :
elle est égale & (n — 1)/2 et tend vers +oo avec la taille n. O

Comme les équations ne font intervenir que les polymeres de taille finie,
ce phénomene d’augmentation de masse doit étre rejeté pour des arguments
physiques. C’est pourquoi nous imposons la décroissance de la concentration
massique totale dans la définition suivante des solutions :

Définition 12.2.2. On appelle solution de ’équation (12.27) sur [0,T] ou
0 < T < +oo une famille (c,(t), t € [0,T[,n € N*) telle que

1. pour tout n € N*, s — ¢, (s) est une fonction continue de [0,T] dans Ry
et pour tout t € [0, T, fot Y oken (Knkcr(s) + Fopcnyr(s)) ds < +oo,

2. pour tout n € N*, léquation (12.27) est vérifiée sous forme intégrée en
temps : pour tout t € [0, T,

en() = en(0) + /0 %i (Kon s inp(5)0n(5) — Fu_p ncn(s)) ds
k=1

- / > (Knken(s)ek(s) = Forenyn(s)) ds,

0 ken+
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8.Vt € [0,T], mi(t) = Y, cn=ncn(t) < +o0 et la fonction my(t) est
décroissante sur [0,T.

Remarque 12.2.3. En raisonnant comme dans la remarque 12.1.2, on obtient
que si (cn(t), t € [0,T[,n € N*) est solution de (12.27) pour les noyaux K et
F', alors pour toutes constantes positives a et 3, (ac,(aft), t € [0,T/(aB)],
n € N*) est solution de (12.27) pour les noyaux K et aSF. O

Nous regroupons dans le théoréme suivant tiré de [15] et que nous ne
démontrerons pas des résultats d’existence et d’unicité pour (12.27) sous
les hypotheses du théoreme 12.1.5 et des résultats sous les hypotheses du
théoreme 12.1.22.

Théoréme 12.2.4. On suppose que la condition initiale (¢, (0),n € N*) est
non nulle et vérifie po =Y, - n?¢y (0) < 400.

— Sl existe une constante k > 0 t.q. Vj,k € N*, K, < k(j + k) alors
léquation (12.27) admet une unique solution sur [0,4occ[. En outre,
cette solution est de masse constante.

— Sl existe une constante k > 0 telle que Vi, k € N*, K; . < rkjk, alors
il existe un unique T > 1/(kp2) tel que (12.27) admet une solution
(en(t), t €[0,T[,n € N*) de masse constante sur [0,T[ et que la fonction
t — [, ma(s)ds associée est finie sur [0,T[ avec une limite & gauche en
T égale 6 +0o. En outre, toute solution de (12.27) sur lintervalle de
temps [0, T[ coincide avec ¢, (t) sur [0, min(T, 7)].

Remarque 12.2.5. Dans I'énoncé précédent nous n’avons pas fait d’hypo-
these sur le noyau de fragmentation et nous généralisons les résultats obtenus
en absence de fragmentation c’est-a-dire pour un noyau F' nul.

Dans [6], da Costa adopte un point de vue radicalement différent : il se place
sous une hypothese dite de fragmentation forte qui assure que le phénomene de
fragmentation domine celui de coagulation pour obtenir des résultats d’exis-
tence et d’unicité pour (12.27). O

12.3 Chaines de Markov a temps continu associées

Nous allons d’abord introduire le processus de Marcus-Lushnikov qui est une
chaine de Markov a temps continu dont les transitions sont la traduction
des phénomenes physiques de coagulation et de fragmentation. Puis nous
présenterons le processus de transfert de masse qui permet d’approcher la
solution des équations de coagulation et de fragmentation discretes plus effi-
cacement que la simulation du processus de Marcus-Lushnikov.
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12.3.1 Le processus de Marcus-Lushnikov
Existence du processus

Le processus de Marcus-Lushnikov est une chaine de Markov a temps continu
qui décrit I’évolution d’une population de molécules de polymeres présentes
initialement. Plus précisément 1’espace d’états

E= {x = (z(n),n e N*) e NV : 3ng e N*, Vn > ng, z(n) = 0},

est dénombrable puisque si on note pour z € E, M(x) = max{n € N* :
xz(n) > 0} alors x € E — (x(1),2(2)...,2(M(x))) est une injection dans
I'espace dénombrable |, -, N¥.

Lorsque le processus est dans 1'état ¢ € E, cela signifie que pour tout
n € N*, x(n) molécules de polymeres de taille n sont présentes. Les tran-
sitions transcrivent directement la physique des phénomenes de coagulation
et de fragmentation. Si pour k € N* ¢, = (0,...,0,1,0,...,0,...) désigne
Pélément de E avec un 1 en k-iéme position et des 0 ailleurs (ce qui s’écrit
aussi ex(n) = 1gp—p}), le générateur infinitésimal est donné pour y # x par

Fjrx(j+k) siy=xz+ej+ex—ejqppoul <k<j<oo
%x@j) siy=ax+42e; —ey; ot j € N*

An(z,y) = K&’“m(])x(k‘) siy=x—ej—er+ejqpproul <k<j<oo
B4 (22(j) — 2(4)) sty = 2 — 2¢j + ez ot j € N
0 sinon,

ot par Ay(z,2) =~ Y (Ji (Fj,kx(j + k) + Ii@’“x(j)x(k))

jEN* Nk=1

s K
+ a2i) 4 Pali)al) D). (229
ou N € N* est un parametre dont le role apparaitra lors de I’étude de la
convergence vers les équations de coagulation fragmentation.

Le taux auquel un polymere de taille j et un polymere de taille k sont
formés par fragmentation d’un polymere de taille j 4+ k (transition z — z +
ej+ex —ejk)estégal a1y Fjp + Lip—jy F ;/2 fois le nombre z(j + k) de
polymeres de taille j + k présents. En particulier ce taux est nul si z(j+k) = 0
c’est-a-dire s’il n’y a pas de polymere de taille j + k.

Si j # k, le taux avec lequel un polymere de taille j + k est formé par coa-
gulation d’un polymere de taille j et d’'un polymere de taille k (transition
r — T —e; — e + ej4k) est, au facteur multiplicatif de normalisation 1/N
pres, égal au produit de K 5, et du nombre z(j)z(k) de couples de polymeres
de tailles respectives j et k présents. Le taux avec lequel un polymere de taille
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2j est formé par coagulation de deux polymeres de taille j est, au facteur mul-
tiplicatif de normalisation 1/N prés, égal au produit de K ; et du nombre
x(j)(x(j) — 1)/2 de couples de polymeres de taille j présents.

Lemme 12.3.1. Pour tout noyau de coagulation K, tout noyau de fragmen-
tation F et tout N € N*, A défini par (12.28) est le générateur d’une chaine
de Markov a temps continu (X}N,t > 0) sur E appelée processus de Marcus-
Lushnikov.

Démonstration. On remarque que pour la chaine trace en temps discret
(Z;,1 € N) de matrice de transition 1y, An(z,y)/|An(2,2)|, seules les
transitions x € E — y € E préservant la masse i.e. telles que ) . ny(n) =
> nen- nw(n) sont possibles. Pour zg € E, le sous-ensemble E,, = {y € E :
Y onens y(n) = >0, e nao(n)} de espace d’état que peut visiter la chaine
trace conditionnellement & Zy = x( est fini. Avec la remarque 8.1.2, on en
déduit que la condition (8.3) est satisfaite. Le théoréme 8.1.6 permet alors
de conclure que Ay est bien le générateur d’une chaine de Markov & temps
continu sur E. a

Remarque 12.3.2. En 'absence de fragmentation, pour le noyau de coagu-
lation constant K;; = 1 et pour la condition initiale X} = ve; o v € N*,
le processus de Marcus-Lushnikov X} porte également le nom de processus
de coalescence de Kingman. Ce processus modélise 'apparition des ancétres
communs dans le modele de Wright-Fisher renormalisé (voir paragraphe 7.2).
En effet, en reportant les valeurs de F et K dans (12.28) on obtient que pour
tout z € F,

Aien) = 3 S aatt) + 5 3 2()al) - 1)

JEN* k=1 JEN*
1 .
=520 (Z (k) —1>.
JEN* keN*

Comme les seules transitions possibles sont les coagulations qui diminuent le
nombre total de polymeres présents d’une unité, la chaine trace en temps dis-
cret (Z;,1 € N) est telle que pour I € {0,...,v—1}, > . Zi1(n) = v—I. Donc
|AN(Z1,Z))| = (v —1)(v — 1 — 1) et les durées entre les sauts successifs de
X} sont des variables exponentielles indépendantes de parametres successifs
fv—-0v-1-1),1€{0,...,v—2}.

Pour n € {1,...,v}, X}(n) représente le nombre d’ancétres & l'instant —¢
ayant exactement n descendants parmi les v individus de la population a
Iinstant 0. Le nombre d’ancétres & l'instant —¢ qui ont généré les v indi-
vidus de l'instant 0 est donné par > _, X/}(n). La premitre coagulation,
nécessairement entre 2 monomeres, correspond, au retournement du temps
pres, a 'apparition d’un ancétre commun pour deux des individus présents a

Iinstant 0. Plus généralement une coagulation entre un polymere de taille j et
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un polymere de taille k£ correspond a ’apparition d’un ancétre commun pour
deux populations de tailles j et k d’individus de l'instant 0 qui avaient déja
chacune un ancétre commun. O

Convergence vers les équations de coagulation fragmentation
(12.27)

On suppose que la condition initiale (¢, (0),n € N*) de (12.27) est une pro-
babilité sur N*. Quitte a changer le noyau de coagulation, on peut toujours
s’y ramener lorsque po = ), -y« €n(0) est dans Uintervalle |0, +oo[. En effet,
d’apres la remarque 12.2.3 pour le choix 8 = 1/a = pyg, si (¢, (t),t > 0,n € N*)
est solution de (12.27) alors (¢y,(£) /1o, > 0,n € N*) est solution de ’équation
de coagulation fragmentation pour le noyau de coagulation modifié ugK et le
noyau de fragmentation F'.

On se donne alors une suite (&;,7 € N*) de variables aléatoires indépendantes
et identiquement distribuées suivant (c,(0),n € N*). Pour N € N*, la condi-
tion initiale du processus de Marcus-Lushnikov XV est choisie de la maniere

suivante
N

N

Xy = Ze5i ie. Vne N, X{V(n)= Z lie,=n}-
i=1 i=1

Pour ¢t > 0 et n € N*, on pose ¢ (t) = X}¥(n)/N. La loi forte des grands

nombres entraine que presque siirement, pour tout n € N*, ¢ (0) converge

vers P(&1 = n) = ¢,(0) lorsque N tend vers +oo.

Expliquons pourquoi on peut penser que c2 () va converger lorsque N tend
vers +o0o vers une solution de (12.27) pour la condition initiale (¢, (0),n € N*).
Pour n € N*, entre et ¢ + At, conditionnellement & X}¥ = z € E, en dehors
de I’événement «plusieurs transitions ont lieu pour X~ entre ¢ et t + At» qui
se produit avec probabilité o( At),

cn (t+ At) — e (1) = (XL 5y (n) = X[ (n))/N
1. est égal & 2/N si un polymere de taille 2n se fragmente en 2 polymeres de
taille n, événement de probabilité

At%x@n) + o(At),

2. est égal & 1/N si
— une coagulation donne naissance & un polymere de taille n : & un o(At)
pres, un tel événement se produit avec probabilité

n—1
K, _ K
At Z (1{k<n—k} Nk’kx(n —k)z(k) + Lk=n_1} Jkaﬂ(k)(f(k) - 1))
k=1

At K,
=72 5w = k) (e(k) = Lemn/2y),

par symétrie du noyau K
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— une fragmentation donne naissance a un polymere de taille n et un
polymeére de taille k # n : & un o(At) preés, cet événement se produit
avec probabilité

At <Z Fuga(n+k)+ > Frpx(k+ n)> = At Foga(n+k),

k<n k>n k#n

par symétrie de F,

3. est égal & —1/N si
— un polymere de taille n se fragmente, événement qui se produit a o(At)
pres avec probabilité

n—1 n—
Fch At
At E (1{k<nk}Fnk,k + 1h—n—k} 5 ) z(n) = 5 E Fo_krx(n),
k=1 k=1

par symétrie du noyau F,
un polymere de taille n coagule avec un polymere de taille k£ # n : a un
o(At) pres, cet événement se produit avec probabilité

At <k<n K]:[kx(n)x(k) + Z K&”x(k)x(n)) =

k>n

k#n

par symétrie de K,

4. est égal & —2/N si deux polymeres de taille n coagulent ensemble pour
former un polymere de taille 2n, événement de probabilité

Kn,n
Ath(n)(x(n) — 1)+ o(At),

5. est égal a 0 avec probabilité complémentaire des précédentes.

De maniere abusive, on traduit cela en écrivant

Nt + At) — N (1)

At n,n v N 1n—1 n k,k N N
N (2 9 X 2n + 5 2 N X k‘)(Xt (kj) — 1{k:n/2})
n—1
1
+ 3 X (n+k) —ian ki X (1)
k#n
n,k Knn
-y TX,fv(n)xgv(k) -2 XNn)(XN(n) - 1)) + o(At).
k#n

Sous de bonnes hypotheses de croissance sur les noyaux K et F et sur la condi-
tion initiale (¢, (0),n € N*) on peut effectivement montrer que la différence
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entre le membre de gauche et le premier terme du membre de droite est en
o(At) dans le passage & la limite N — +o00. En divisant les deux membres
par At puis en utilisant ¢ (t) = XN (k)/N, on obtient

1
(e A1) - e (1)
1' & Lik=n/2}
=5 2 Kol ol0) (€0 = 2052 )+ ¥ Fusellalt)
k=1 keN*
1 n—1 1 k=
32 Fanae (0= 3 a0 (0 - 2E22) o)
k=1 keN*

et on retrouve les équations de coagulation fragmentation discrétes (12.27) en
faisant tendre N vers I'infini et At vers 0. Nous n’énoncerons pas de résultat de
convergence précis pour ¢l (t) car la topologie dans laquelle cette convergence
a lieu dépasse le cadre de cet ouvrage. Nous renvoyons pour cela par exemple

a [14].

Simulation du processus

Une fois que I'on a généré la variable initiale X', pour simuler le processus de
Marcus-Lushnikov X}V, il suffit, d’apres le paragraphe 8.1, de simuler la chaine
trace et la suite des instants de transition. Pour des noyaux de fragmentation
et de coagulation spécifiques, on peut adapter astucieusement cette méthode
générale afin de réduire le temps de calcul nécessaire pour générer la chaine
trace, comme le montre ’exercice suivant.

Exercice 12.3.3. Méthode des coagulations fictives

On se place en absence de fragmentation (F' = 0). Soit € E et pour

1€{0,1,2}, vy =%, o n'a(n).

1. On suppose dans un premier temps que le noyau de coagulation est

constant : Vj,k € N*, K = 1.
Vérifier que |An(z,z)| = vo(vo — 1)/2N. On suppose désormais que x est
tel que vy > 2 de fagon & ce que |An(z, z)| > 0 et on pose A = 192/2N. On
se donne (7, Bms Ym, Um, m > 1) une suite de variables indépendantes et
identiquement distribuées avec 7 exponentielle de parametre X\, 81 et 1
de loi (z(j)/vo,j € N*) et Uy uniforme sur [0, 1] indépendantes. On pose

o=inf{m >1: By, # vm ou Uy, > 1/2(8n)}

avec les conventions 1/0 = 400 et inf ) = +oo.

a) Montrer que P(8; = v1, Uy < 1/x(61)) = 1/1p et en déduire que la
variable ¢ est finie presque strement.
Onpose T =37 TmetY =xz+eg 4, —eg, —eq,.
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b) Montrer que pour u € R et j, k € N*

1/0(1/0 - 1)/2N « 37(])(3C<k7) B 1{k:J})
vo(vo — 1)/2N — iu w—1)

]E [eiuTl{IBU:jv'YG:k}] =

Conclure que T est une variable exponentielle de parametre |Ay (z, z)|
indépendante de Y qui suit la loi (11, An(2,y)/|AN(2,2)|)yer-

2. On suppose maintenant que le noyau de coagulation est multiplicatif :

Vi, k e N*, K; 1, = jk.

Vérifier que An(z,x) est non nul si et seulement si vy > 2. On se place

désormais sous cette condition. Montrer que |Ay(z,z)| = (V2 — 1n)/2N.

On pose A = v2/2N et on se donne (Tp, B, Ym, Um, m > 1) et o définis

comme dans le cas du noyau de coagulation constant a ceci prés que G,

et ¥, sont distribuées suivant la probabilité (jxz(j)/v1,j € N*).

a) Montrer que P(81 = v1, Uy < 1/x(B1)) = v2/vi et en déduire que la
variable o est finie presque stirement. On définit alors T et Y comme
dans le cas du noyau de coagulation constant.

b) Montrer que pour u € R et j, k € N*

(vf —we) /2N je(i)k(z(k) = Lge=j))

E ZuTl . _ — .
[e {50717%716}] (V% —19)/2N —iu 1/12 — Uy

Conclure que T est une variable exponentielle de parametre |Ay (z, )|
indépendante de Y qui suit la loi (112, An(2,y)/|AN(7,2)|)yer-

3. On suppose enfin que le noyau de coagulation est additif : Vj,k € N*,

Kj,k - ] + k

Vérifier que |An(x,2)] = v1(vg — 1)/N. On suppose vy > 2, on pose

A = 111n/N et on se donne (Tom, B, Ym, Um,m > 1) et o définis comme

dans le cas du noyau de coagulation constant & ceci pres que (3, (mais

pas ) est distribuée suivant la probabilité (jz(j)/v1,j € N*).

a) Montrer que P(8; = 11, Ur < 1/2(01)) = 1/vg et en déduire que la
variable o est finie presque siirement. On définit alors 7" et Y comme
dans le cas du noyau de coagulation constant.

b) Montrer que pour u € R et j, k € N*
vi(vo —1)/N jz(j)(z(k) — Li—yy)

E zuTl . o — .
[e {ﬁa—]f‘/a—k}] vi(vo — 1)/N —iu % vi(vo — 1)

Conclure que T est une variable exponentielle de parametre |Ay (z, )|
indépendante de Y qui suit la loi (1.} An(2,9)/|AN(7,2)|)yer-

¢
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Fig. 12.4. Comparaison de la solution exacte (12.13) (K;r =1, Fjr =0, ¢, (0) =
1;,—13) et de la solution approchée par le processus de Marcus-Lushnikov pour
N =2000

Résultats numériques

La figure 12.4 illustre la convergence de la solution approchée construite grace
au processus de Marcus-Lushnikov vers la solution (12.13) de I’équation sans
fragmentation pour le noyau de coagulation constant K ; = 1 et la condition
initiale ¢, (0) = 1y,—=1}. La concentration totale mq(t) est bien siir approchée
par m{' (t) = 4 3, e+ X7\ (n). Dans le cas du noyau de coagulation additif,
on obtient des résultats tout a fait similaires.

Dans le cas du noyau de coagulation multiplicatif K;j = jk, en absence
de fragmentation et pour la condition initiale ¢,(0) = 1f,—1}, la solution
approchée construite grace au processus de Marcus-Lushnikov ne converge
vers la solution exacte (12.25) que jusqu’au temps de gélification ¢ = 1. On peut

démontrer (voir [4]) que pour tout ¢ > 0, ¢ (t) converge vers L@ o—nt,

n n!
n—1
Pour tout ¢ > 0, la concentration totale mg(t) = >, - %("tr)” e " et la

. . - Hr—t ., N
concentration massique totale mi(t) = >, . (n T)l, e " associées a cette

limite sont, d’apreés le paragraphe 4.4, respectivement égales & E[1/Y;] et
P(Y; < +o0), ou la variable aléatoire Y; suit la loi de la population totale
du processus de Galton-Watson avec la loi de Poisson de parameétre t comme
loi de reproduction. Pour ¢t > 1, my(t) = P(Y; < 400) est égal & la proba-
bilité d’extinction 7, pour ce processus de Galton-Watson : n; est 'unique
solution dans ]0, 1[ de I'équation e!("—1) = 7,. Par ailleurs, d’apres le lemme
4.4.1, la fonction génératrice s € [0,1[— F(s) de Y; est l'inverse de la fonc-
tion u € [0,7:[— ¢(u) = ue!* =" et en raisonnant comme dans la remarque
12.1.21, on obtient que mo(t) = E[1/Y:] = n:(1 —tn:/2). La figure 12.5 illustre
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Fig. 12.5. A gauche, comparaison de la solution exacte (12.25) (trait plein) et de la
limite (pointillés) de la solution approchée grace au processus de Marcus-Lushnikov.
A droite comparaison de la solution approchée pour N = 2000 et de sa limite

la convergence de ¢} (t) vers sa limite (seule m{ (t) = & > - n XN (n) =1

ne converge pas vers mq(t)). Le processus de Marcus-Lushnikov n’est donc
pas capable de reproduire le phénomene de transition de phase a t = 1.

12.3.2 Le processus de transfert de masse

Pour le processus de Marcus-Lushnikov, en absence de fragmentation (F = 0),
le nombre de molécules de polymeres ) . X N(n) décroit au fur et & mesure
des coagulations. L’évolution s’arréte méme lorsqu’il ne reste plus qu’une
molécule. Cela entraine que la qualité de approximation de la solution ¢, (t)
de (12.27) par c¥(t) = XN (n)/N se dégrade avec t. C’est pour éviter ce
phénomene qu’a été introduit le processus de transfert de masse [2, 12, 7] : ce
dernier consiste a simuler une autre chaine de Markov a temps continu dont
les transitions préservent le nombre de polymeres présents et ne respectent

donc pas la physique des phénomenes de coagulation et de fragmentation.

Existence du processus

On suppose que la condition initiale de (12.27) vérifie } . nc,(0) = 1,
c'est-a-dire que (p,(0) = nc,(0),n € N*) est une probabilité. On peut s’y
ramener des que p; = ) . 1, (0) €]0, +00[, quitte & modifier le noyau de
coagulation. En effet, d’apres la remarque 12.2.3 pour le choix = 1/a = py,
si (cn(t),t > 0,n € N*) est solution de (12.27) alors (¢, (¢)/u1,t > 0,n € N*)
est solution de I’équation de coagulation fragmentation pour le noyau de coa-
gulation modifié p; K et le noyau de fragmentation F'.
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Effectuer le changement de variable p,(t) = nc,(t) dans (12.27) est assez
naturel du fait que la masse est conservée lors des coagulations et des fragmen-
tations. En outre si la concentration massique totale de (¢, (¢t),t > 0,n € N*)
est constante alors pour tout ¢ > 0, (p,,(t),n € N*) sera une probabilité. Pour
n € N* et t > 0, p,(t) représente alors la proportion de masse qui correspond
aux polymeres de taille n.

En multipliant (12.27) par n et en utilisant la symétrie des noyaux K et F,
on obtient que

—_

Pn(t)

(N}

L ke ( n—k k(D) (t) F";j”“pn@))
k=1

keN* + k
=Y (n—k) (Kn—k,kcn k(t)cr(t) Fnkk n(t))
k=1
- Z (Kn’kpn(t)pk(f) - oh kpn+k:(t)>
keN*
— z_: (KTLI;k,kpn_k(t)pk(t) _ (n kZLFn k.k n(t))
k=1
= Y (B - M2,
keN*

Si on pose Kj = Kj1/k et Fj = jFj/(j + k), le systéme satisfait par
(pn(t),t > 0,n € N*) et qui porte le nom d’équations de transfert de masse
s’écrit : pour tout n € N*,

- Z <I~(n—k:,kpn—k(t)pk (t) - Fn—k,kpn(ﬂ)

k=1

-2 < n kP (t (t)_Fn,kpn-',—k(t))- (12.29)

keN*

Pour N € N*, on lui associe le générateur infinitésimal suivant sur F :
)

F}C(]‘i‘k) Siy:$+€j—€j+k0ﬁj,]€EN*
Yy # x, An(z,y) = %f( z(j)x(k) siy=x —ej +ejqp ou j, k€ N*
0 sinon
et AN(CC71')—— ijx(‘j'i_k)_* Z Kjkx(])x(k)
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Notons que les transitions x € F — y € E correspondant a ce générateur sont
telles que >, - 2(n) = >, cn- ¥(n) & la différence du processus de Marcus-
Lushnikov pour lequel ) . nx(n) = > -y ny(n). Par exemple, partant
de I’état e; +e3 = (1,0,1,0...,0,...) qui représente un monomere et 1/3 de
polymere de taille 3, on peut passer en une transition
— a I'état 2e; qui représente deux monomeres si Fy 2 > 0,
— al’état e; + e2 qui représente un monomere et 1/2 polymere de taille 2
si Fl)g > 0,
— alétat es+e3 qui représente 1/2 polymere de taille 2 et 1/3 de polymere
de taille 3 si Ky1 > 0,
— a Pétat eg + e4 qui représente 1/3 de polymere de taille 3 et 1/4 de
polymere de taille 4 si K7 3 > 0,
— alétat e; +e4 qui représente 1 monomere et 1/4 de polymere de taille 4
si K173 >0,
— al'état e; + eg qui représente 1 monomere et 1/6 de polymere de taille 6
si Kgyg > 0.
Pour zp € E tel que ) _y.zo(n) > 1, a la différence de I'ensemble E,,
introduit pour le processus de Marcus-Lushnikov dans la démonstration du
lemme 12.3.1, Pensemble E,, = {y € E : Y omens ¥(n) = > - To(n)} des
points que peut visiter la chaine trace en temps discret (Zl,l € N) de matrice
de transition 17,2, An(z,y)/|An(2, )| conditionnellement a Zo = xo nest
pas fini. Et si on ne fait pas d’hypothese sur le noyau de coagulation K, le
processus X'tN associé & Ay par la construction du paragraphe 8.1 n’est pas
nécessairement une chaine de Markov a temps continu sur F, comme le montre
I’exemple suivant.

Exemple : Supposons que K;; = (jk)* ot a > 1/2, Fj, =0, N =1 et
X¢ = Zo = e1 (cest-a-dire que X¢(n) = 1{,_1}). La chaine trace en temps
discret (Z;,1 € N) prend ses valeurs dans E., = {e;, j € N*}. On vérifie
facilement que pour j € N* et y € E, 11,2c.yA1(ej,y)/|A1(ej, €5)] = Liy—c,,}-
Ainsi la chaine trace est déterministe : VI € N, Z; = ex. On a K ;, = jk*~!
d'on 1/|A1(Z;, Zy)| = 20172, Comme cette série est sommable, on déduit du
lemme 8.1.1 que les temps de sauts de ()~(tN,t > 0) s’accumulent : ainsi il y a
explosion en temps fini.

De fagon générale, on peut analyser le comportement de la chaine trace
en temps discret lorsque les temps de saut s’accumulent.

Lemme 12.3.4. Soit 2o € E tel que ), . v0(n) € N*. Conditionnellement
a Xév = Zy = 0, lorsque les temps de sauts successifs (S’l,l € N) de ()N(tN,
t > 0) s’accumulent i.e. lim;_, ;o S; =71 < +o0, alors la suite (Ml = max{i €
N* : Z(i) > 0},1 € N) tend vers Uinfini avec 1. En outre, si le noyau de
coagulation est sous-multiplicatif au sens ot

Ik >0, Vj,k e N*, K1 < kjk (12.30)
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alors pour tout n € N*, la suite (Z(n );l € N) admet une limite Zoo(n) ;
Zoo est un élément de E tel que Y onen Zoo(n) <0 cns Zo(n) — 1.

Démonstration. Commengons par démontrer que si la suite (]\;[l,l € N) ne
tend pas vers l'infini, alors lim; . S; = +00, ce qui, par contraposée, est
équivalent & la premiere assertion du lemme. Si (M, ! € N) ne tend pas vers
l'infini, il existe I € N, et f : N — N strictement croissante tels que Vj € N,
My <1 i i

Comme l'ensemble Ef = {y € Ey, : ¥n > I +1, y(n) = 0} est fini, condi-
tionnellement & Zy = xo, la suite (|[An(Zyy, Z¢@;))l,J € N) est bornée par
max, ¢ jr |An (y, )| qui est fini. Donc

+00 =Y VAN (Zsigy: Zp)| < D1/ AN(Z0, Z0).
JeN leN

Avec le lemme 8.1.1, on en déduit que lim;_, | 5’1 = +00.

On suppose désormais que (12.30) est vérifiée. On se place sur ’événement
{Zo = 20} N {lim;_, ;o0 S} < +00} et on se donne n € N*. La suite (Z;,! € N)
est & valeurs dans E,,. Pour tout x € E,,,

Z Ay (z,y) = o( ZFn kk+7 ZKnkI

yeEE keN*
y(n)<z(n)
n—1
~ RN
< z(n) (Z nkk + > x(k)>
k=1 keN*
n—1
. ~ RN
< 3wl (z AL xo<k>>
jEN* k=1 keN*

ou le dernier majorant ne dépend pas de z. Comme, d’apres le lemme 8.1.1,
Y ien VIAN(Z1, Z1)| < 400, on en déduit que si

désigne la matrice de transition de la chaine trace, alors

Z Z QN(Zlay) < +00.

leN yEE
y(n)<Zi(n)

Cela signifie_intuitivement que les probabilités des transitions conduisant
a diminuer Z;(n) sont faibles. On peut en déduire, mais la démonstration
dépasse le cadre de ce livre que ),y 1{Zl+1(n)<Zl(n)} < 4o00. Ainsi la suite

(Z(n),1 € N) ne diminue qu'un nombre fini de fois. Comme elle est & valeurs
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dans {0,1,...,> ey« wo(i)} avec Y, . xo(i) < +o0, on en déduit qu’elle
est constante a partir d’'un certain rang. Ainsi elle converge vers une limite
Zoo(n) > 0.

D’apres le lemme de Fatou, ), . Zoo(n) < > nen- To(n). Donc My =
max{i € N* : Zo(i) > 0} < +00. On a

sz(n):iz = lim ZZI

l
neN* HJFOO

Puisque la suite (Ml,l € N) tend vers l'infini, nécessairement pour ! grand,

Zi‘f:ﬁ Zi(n) < D nen- Zi(n) — 1 = > nen- Zo(n) — 1, ce qui conclut la
démonstration. O

D’apres le lemme précédent, lorsque les sauts s’accumulent en temps fini,
c’est-a-dire lorsque lim;_, 4o S =mn < +00, nécessairement, max{n € N* :
Zi(n) > 0} tend vers linfini avec I. Cela signifie intuitivement qu’il se forme
avant 7; des polymeres de taille arbitrairement grande. On peut voir ce
phénomene comme une traduction au niveau stochastique de la gélification.
On suppose désormais que le noyau de coagulation est sous-multiplicatif au
sens (12.30). D’aprés le lemme qui précede, hmt_)Tf XN = Z avec Zao

élément de I'espace d’états E tel que ) n. Z Zoo(n) < D nen- XN (n) - 1.
On peut poser X;Y = Z et définir, en reprenant la construction du para-
graphe 8.1, I’évolution de X'tN au dela du temps 71, plus précisément jusqu’au
second temps d’accumulation de sauts si ce temps est fini. Et ainsi de suite.
Notons qu'il y a au plus >, - Xév (n) temps d’accumulation de sauts puis-

qua chacun de ces temps t — Y XN (n) diminue au moins d’une unité.

neN*
Ainsi )~(tN est construit sur Uintervalle de temps [0, +oo[ par cette procédure.
Le résultat suivant tiré de [15] et que nous ne démontrerons pas assure que si
le noyau de coagulation est sous-additif au sens (12.31) ci-dessous, il n’y a pas
accumulation de sauts et Axn est bien le générateur d’une chaine de Markov

a temps continu :

Lemme 12.3.5. Si
Ik >0, Vi, ke N, K; <k(j+k), (12.31)

alors pour tout N € N*, Ay estle générateur d’une chaine de Markov a temps
continu (XN,t > 0) sur Uespace d’états E appelée processus de transfert de
masse.

Convergence

On suppose que le noyau de coagulation est sous-additif au sens (12.31) et
on se donne une suite (§,7 € N*) de variables aléatoires indépendantes et
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identiquement distribuées suivant (py,(0) = ne,(0),n € N*). Pour N € N*, on
choisit XN (n) = Zfil 1 _,y comme condition initiale pour la chaine XN
de générateur Ay. Pour N,n € N* et t > 0, on pose pY (t) = XN(n)/N. La
loi forte des grands nombres assure que p.s., pour tout n € N*, pI¥(0) tend
vers p,(0) = ne,(0) lorsque N — +o0o. Comme p.s. (pY(0),n € N*) est une
probabilité, avec le lemme D.2 et le théoreme de convergence dominée, on en
déduit que E [>°, - [PY(0) — p,,(0)|] converge vers 0 lorsque N — +oc.

En raisonnant comme nous ’avons fait dans le cas du processus de Marcus-
Lushnikov, on peut se convaincre que pl () va converger vers une solution
pn(t) de (12.29) lorsque N — +00. Au vu du changement de variables effectué
pour obtenir (12.29), p,(t) est alors de la forme nc, () ol ¢, (t) est solution
de (12.27). Le résultat suivant tiré de [15] et que nous ne démontrerons pas,
assure la convergence attendue sous une hypothese d’intégrabilité renforcée
pour (c,(0),n € N*).

Théoréme 12.3.6. Supposons que la condition initiale (¢, (0),n € N*) est
telle que pz = Y, o 1%cn(0) = 3 ey npn(0) < 400 et que le noyau de
coagulation est sous-additif au sens (12.31).

Alors si (e (t), t > 1,n € N*) désigne l'unique solution de (12.27) donnée
par le théoréme 12.2.4,

VI'>0, lim E| sup pgt —necp(t)|| =0.
N—+oo  |tel0,T] ngN:* | ®) ( )|

Simulation

Comme dans le cas du processus de Marcus-Lushnikov, pour des noyaux
spécifiques, on peut générer astucieusement la chaine trace en temps discret
comme le montre ’exercice suivant :

Exercice 12.3.7. Soitz € E. Pourl € {-1,0,1},on pose v; = Y, . n'@(n).
Soit By et v de loi (z(n)/vo,n € N*), 81 de loi (x(n)/nv_1,n € N*) et
~v1 de loi (nxz(n)/vi,n € N*). Toutes ces variables aléatoires sont supposées
indépendantes.
Le noyau de fragmentation F' est supposé nul.
1. Dans le cas du noyau de coagulation constant Kj;; = 1, vérifier que
|An(z,2)| = vov_1/N et que Y =z + e, 5, — €, suit la loi

Ly An(2,9) /| AN (2,2) ) ye -

2. Dans le cas du noyau de coagulation multiplicatif K = jk, vérifier
que |[An(z,2z)] = wor1i/N et que ¥ = x + ey 48, — €y, suit la loi
(Lyzay An (2, 9)/|AN (2, 2)]) yep-
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3. Dans le cas du noyau de coagulation additif K, = j + k, on se donne
indépendamment de [y, (1, Yo et 71 une variable aléatoire « de loi de
Bernoulli de paramétre vyv_1/(V3 + viv_1). Vérifier que |Ay(z,z)| =
(8 +viv_1)/N et que Y =z + eg, 4+, — €4, suit la loi

fe"

(Lgyzay An(2,9) /| An (2, 2) ) ye-

Résultats numériques

La figure 12.6 illustre la convergence de la solution approchée construite grace
au processus de transfert de masse vers la solution (12.13) de I’équation sans
fragmentation pour le noyau de coagulation constant K ; = 1 et la condition
initiale ¢,(0) = 1f,—13. La concentration c,(t) de polymeres de taille n est

approchée par pN(t)/n = XN(n)/(Nn). La concentration totale mg(t) est

N
approchée par 3= >, - X‘n(").
Dans le cas du noyau de coagulation multiplicatif K;j;, = jk, en

absence de fragmentation et pour la condition initiale ¢,(0) = 1g—1y, il y
a accumulation des sauts pour le processus de transfert de masse au voi-
sinage du temps de gélification ¢ = 1. Il n’est pas possible de simuler le
processus au dela de ce temps d’accumulation. Pour remédier a cette diffi-
culté, on peut choisir de supprimer tous les polymeres de taille supérieure

0.9 f
0.8 f
07
0.6 f
P\ aw
0.4 -
0.3 ]
02 ey(t)

014 c3(t)

Fig. 12.6. Comparaison de la solution exacte (12.13) et de la solution approchée
par le processus de transfert de masse pour N = 500
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Fig. 12.7. Comparaison de la solution exacte (12.25) et de la solution approchée
par le processus de transfert de masse modifié pour N = 1000
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Fig. 12.8. Comparaison de c20(t) donné par (12.19) et de son approximation par le
processus de Marcus-Lushnikov (resp. transfert de masse) avec N = 50000 & gauche
(resp. avec N = 5000 & droite)

a N qui se forment : ) . XN (n) décroit alors avec le temps et on peut
~ XN
approcher mj (t) (resp. mo(t)) par > nens X7 (n) (resp. + > ens fn(")).
La figure 12.7 illustre la convergence de la solution approchée construite a par-
tir de ce processus de transfert de masse modifié. A la différence du processus

de Marcus-Lushnikov, le processus de transfert de masse, convenablement
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modifié pour éviter I’accumulation des sauts, est capable de rendre de compte
du phénomene de transition de phase a t = 1.

La figure 12.8, illustre sur l'exemple de la solution 12.19 (K;; = j + k,
Fjr =0, cy(0) = 14,—13) la constatation suivante : pour avoir une précision
analogue pour la concentration de polymeres de taille 20, il faut choisir IV
environ 10 fois plus grand pour le processus de Marcus-Lushnikov que pour
le processus de transfert de masse. Cela s’explique par le fait que lorsque
XN (n) aun saut d’amplitude 1, alors ¢ (¢) a un saut d’amplitude 1/N tandis
que lorsque XV (n) a un saut d’amplitude 1, p¥ (t)/n a un saut d’amplitude
1/Nn.

En conclusion, pour une méme valeur de N, la simulation du processus
de transfert de masse permet d’approcher plus précisément les concentrations
de polymeres de taille grande que la simulation du processus de Marcus-
Lushnikov. En revanche, elle est plus cotiteuse en temps de calcul, notamment
parce que le nombre de molécules de polymeres décroit au cours du temps
dans le processus de Marcus-Lushnikov et pas dans le processus de transfert
de masse.
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