E

Etude d’une équation différentielle ordinaire

Cet appendice est consacré a I’étude d’une équation différentielle ordinaire a
coefficients affines.

Proposition E.1. Soit T > 0, x € R, et g,h : [0,T] — R deux fonctions
mesurables intégrables sur [0, T]. Alors I"équation

vt € 10,7, f(¢) :x—i-/o g(s)ds+/0 h(s)f(s)ds (E.1)

admet comme unique solution continue sur [0,T] la fonction

o(t) = zexp (/Ot h(r)dr) + /Otg(s) exp (/t h(r)dr) ds.

Remarque E.2.

— Si f est une fonction mesurable bornée sur [0, 7], alors la fonction s —
g(s) + h(s)f(s), est intégrable sur [0,7]. Si en outre f est solution de
(E.1), on en déduit que f est une fonction continue sur [0,7]. Ainsi
I’unicité reste vraie dans la classe plus large des fonctions bornées sur

[0, T].
— Pour lechoix z=1,g=0et h = -\ avec A 1ntegrable sur [O T] on en
déduit que ¢(t) = exp ( fo dr) vérifie o(t f .

pour 0 <t <t <T. Cette égalité est utilisée danb le Chap. 10 consacré
a la fiabilité sous la forme

/t ' A(s) exp ( /0 ) A(r)dr) ds = exp ( /0 t A(r)dr)
— exp <— /0 ’ A(r)dr). (E.2)
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— Lorsque les fonctions g et h sont continues sur [0, 7], la démonstration de
la proposition E.1 est élémentaire. Soit en effet f une solution continue
sur [0, 7). Comme la fonction s — g(s)+h(s)f(s) est continue sur [0, T7,
on déduit de (E.1) que la fonction f est continliment dérivable sur [0, T
et vérifie

Vs € [0,7], £'(s) = g(s) + h(s)£(5).
Donc pour tout s dans [0, T,

& e (= [ aar)] = 76 - w sy e (- [ o)
— g(s) exp <— /0 ) h(r)dr).

En intégrant cette équation sur [0,¢], puis en multipliant le résultat par
exp (fg h(r)dr), il vient

F(t) = exp < /O t h(r)dr) (x + /O t g(s) exp <— /0 ) h(r)dr) ds> = o(t).

Inversement, ¢(t) est une fonction contintiment dérivable sur [0, 7] et en
dérivant par rapport a ¢t son expression donnée dans ’égalité précédente,
on obtient qu’elle satisfait (E.1).

¢

Pour démontrer la proposition dans le cas général, nous utiliserons le
lemme suivant qui intervient également dans le Chap. 10.

Lemme E.3. Soit s < t et v une fonction mesurable positive ou intégrable
sur [s,t]. Alors pour tout n € N* et toute permutation o de {1,...,n}, on a

Y(s1) ... v(sn)dsy ... ds, = % (/StW(r)dr>n

/3§80(1)§80(2)§~--§85(n) <t

Démonstration du lemme E.3. Par symétrie, la valeur I de l'intégrale

/ v(s1) ... v(sp)dsy .. .dsy,
5<85(1) <. <85 (n) <t

ne dépend pas de ¢. On en déduit que

1
I== / v(s1) ... v(sp)dsy .. .dsy,
n! a;ﬂ 580 (1) oS (m) <t
1 L !
== o v(s1) ... y(sp)dsy ...dsy, = L y(r)dr
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Démonstration de la proposition E.1. On note Cr I'espace des fonctions conti-
nues sur [0,7] et @ : Cr — Cr lapplication définie par

S(f)(t) :IE+/0 g(s)ds+/0 h(s)f(s)ds.

Une fonction ¢ élément de Cr est solution de (E.1) si et seulement si ¢’est un
point fixe de &.
Pour f, f € Cr, on a pour tout ¢ € 0,7,

sup [(f)(r) - |<:j/ h(s)] sup | () = F(wds:.

r<t u<si

En itérant cette inégalité, on obtient que la composée n-ieme @™ de @ vérifie

sup |[2" () (r) — " (f)(r)]

r<t

g/ Ih(s1) ... h(sn)| sup [f(u) — F(u)|dsn ... ds,
0<5,<s5,-1<...<5:<t

US Sy

<sup|f(u) — f(u)\/ |h(s1) ... h(sp)|dsy ...ds;.
u<t <s$p<sp_1<...<s51<t

Avec le lemme E.3, on en déduit que

n

mmwuww-<xn<ﬂ<£vmwﬁswum—ﬂwL

r<T n u<lT

N

Pour N assez grand pour que (fOT |h(s)|ds) < NI, lapplication &V est
contractante. Comme Cp muni de la norme uniforme est un espace complet,
on déduit du théoreme de point fixe de Picard que ¢ admet un unique point
fixe p. Comme @(p) = ®(PN (p)) = N (P()), on a ®(p) = p i.e. @ est point
fixe de @. Comme tout point fixe de & est point fixe de $V, on conclut que
& admet p comme unique point fixe, c’est-a-dire que (E.1) admet une unique
solution (.

Pour identifier ¢, on écrit ¢ = $"(p) c’est-a-dire que pour tout ¢ dans [0, 17,

go(t)zx(l—i—Z/K . <th(sk)...h(sl)dsk...dsl>

k=1

t n—1
—|—/ 9(s) (14—2/ h(sk)...h(sl)dsk...d51> ds
0 s<5,<...<51<t

k=1
+ / h(sn)e(sn)h(sn—1)...h(s1)dspdsp—_1...ds1,
0<5,<8p-1<...<s1<t
(E.3)
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formule que l'on peut vérifier par récurrence sur n. D’apres le lemme E.3,
k

le premier terme du second membre est égal & xzz;(l) o ( fg h(s)ds) et

converge vers I exp ( fo ds) lorsque n tend vers 'infini.

Toujours d’apres le lemme E. 3 le second terme du second membre est égal

a fotg(s) he 0 B (f h(r dr) . Or Y- ék. (f h(r ) converge vers
exp ( f; h(r) dr) lorsque n tend vers l'infini et

Zkl(/t T)k < |g(s)[ exp (/st|h(r)|dr)

k=0
ol le membre de droite est intégrable sur [0,t] par intégrabilité de g et h.
Le théoreme de convergence dominée assure donc que le second terme du

second membre de (E.3) tend vers fo s) exp ( f h(r dr) ds lorsque n tend

vers l'infini.
Enfin la valeur absolue du troisieme terme du second membre est majorée

n
par sup,.<, |¢(r) ( j;) |h(s |ds> /n!, ce qui assure que ce terme tend vers 0.

En faisant tendre n vers I'infini dans (E.3), on conclut donc que

vt € [0,T], o(t) = x exp (/Ot h(s)ds) + /Otg(s)exp (/t h(r)dr) ds.





