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Préface

Ce livre reprend les notes d’un cours que nous enseignons a I’Ecole Nationale
des Ponts et Chaussées depuis I'année 2000. L’objectif de ce cours est de
montrer comment des modeles aléatoires élémentaires permettent d’appor-
ter des éléments de réponse intéressants et de se forger une intuition sur des
problémes concrets. Nous abordons plusieurs themes traditionnels des métiers
d’ingénieur : algorithmes d’optimisation, gestion des approvisionnements, di-
mensionnement de files d’attente, fiabilité et dimensionnement d’ouvrages a
I’aide des lois de valeurs extrémes. Nous avons également choisi de regarder
des problématiques plus récentes, voire en cours de développement. Ainsi,
nous présentons des résultats sur ’étude de ’ADN : recherche de séquences
exceptionnelles, de zones homogenes et estimation du taux de mutation.
Nous proposons aussi une introduction aux phénomeénes de coagulation qui
interviennent dans la croissance des molécules de polymeres ou d’aérosols.
Les outils probabilistes que nous présentons pour modéliser les phénomenes
considérés dans ce livre, comme les chaines de Markov, les processus de renou-
vellement ou les lois de valeurs extrémes, sont des outils généraux utilisés dans
bien d’autres domaines des sciences de l'ingénieur, des sciences du vivant, de
la physique, de la finance mathématique ou de ’assurance.

Le prérequis pour la lecture de ce livre est la maitrise du contenu d’un
cours d’initiation aux probabilités en premiere année d’école d’ingénieurs ou
en troisieme année du cycle Licence. Nous avons choisi d’utiliser des outils
élémentaires afin que le livre soit accessible aux étudiants qui ne se destinent
pas aux mathématiques : en particulier, nous ne recourons pas a la notion de
martingale.

Nous avons séparé les modeles que nous présentons en deux grandes classes
faisant chacune l'objet d’une partie : les modeles discrets et les modeles
continus.

La premiere partie débute par un chapitre général sur les chaines de Mar-
kov a temps discret et leur comportement asymptotique en temps long. Dans
le chapitre 2, nous présentons l'algorithme du recuit simulé pour résoudre le
probléme du voyageur de commerce : trouver le trajet le plus court joignant
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un certain nombre de villes. L’avantage de cet algorithme stochastique est
qu’il peut s’adapter facilement & des problemes complexes d’optimisation
plus généraux. Le chapitre 3 traite de 'optimisation d’un stock de piéces de
rechange par un gestionnaire qui s’approvisionne aupres d’un fournisseur et
doit répondre aux demandes de ses clients. La résolution du probleme de mini-
misation des cofits repose sur la théorie du contréle des chaines de Markov
qui est présentée a cette occasion. Le chapitre4 aborde la modélisation des
évolutions de population et le calcul des probabilités d’extinction & I'aide des
processus de Galton-Watson. Ce chapitre, ou la fonction génératrice constitue
l’outil privilégié, peut étre lu de maniere isolée. Dans le chapitre 5, nous nous
intéressons a la détection du sens de lecture d’'un ADN circulaire quand on
connait seulement la succession des nucléotides. Pour retrouver I'information
cachée du sens de lecture, nous considérons un modele de chaine de Markov
cachée, et nous présentons puis utilisons ’algorithme Espérance-Maximisation
(EM). Le chapitre 6 est consacré & la détection des séquences exceptionnel-
lement rares ou fréquentes dans '’ADN et qui, de ce fait, sont susceptibles
d’avoir une signification biologique. Dans ce but, nous comparons, pour des
séquences de quelques nucléotides, le nombre d’occurences constaté avec le
nombre d’occurences théorique prédit quand on modélise la succession des
nucléotides par une chaine de Markov. Enfin, le chapitre 7 traite de 1’estima-
tion du taux de mutation de PADN & partir des différences entre les séquences
d’ADN observées chez les individus, dans le cadre du modele d’évolution de
population de Wright-Fisher et du processus de coalescence associé.

Le chapitre 8, qui débute la deuxiéme partie, présente une construction des
chaines de Markov a temps continu puis étudie leur comportement en temps
long. Dans le chapitre 9, nous nous intéressons aux modeles de files d’attente et
plus particulierement au dimensionnement du nombre de serveurs. Lorsque les
durées entre les temps d’arrivée des clients et les temps de service suivent des
lois exponentielles, ’évolution au cours du temps du nombre de clients dans
la file d’attente constitue une chaine de Markov a temps continu. Chacun des
chapitres 10 et 11 peut étre lu de fagon isolée. Le premier est consacré a une
introduction a la fiabilité, c’est-a-dire a la modélisation des durées de bon
fonctionnement des matériels. Nous y présentons les processus de renouvel-
lement avec lesquels nous étudions des stratégies de maintenance préventive.
Dans le chapitre 11, nous développons la théorie des lois de valeurs extrémes
qui permet d’estimer des probabilités d’événements rares. Cette théorie a de
nombreuses applications dans ’étude des risques, comme le dimensionnement
des digues contre les crues exceptionnelles. Enfin, le chapitre 12 traite des
équations de coagulation et de fragmentation discrétes qui interviennent en
astronomie, en physique et en chimie. Nous explicitons, dans des cas particu-
liers, I’expression analytique de la solution de ces équations. Nous proposons
ensuite deux algorithmes qui permettent en toute généralité d’approcher cette
solution et qui consistent a simuler des chaines de Markov a temps continu.

Dans la troisiéme partie, ’appendice A reprend sans démonstration les
définitions et les résultats de base correspondant & un cours d’initiation aux
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probabilités. Les autres appendices fournissent la démonstration de résultats
qui dépassent a priori le cadre d’un tel cours et sont utilisés dans plusieurs
chapitres du livre.
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