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Chaines de Markov a temps discret

Comme nous le verrons au cours des prochains chapitres, les chaines de Markov
permettent de modéliser de maniere élémentaire, mais robuste, de nombreux
phénomenes aléatoires ot I’évolution future d’une quantité ne dépend du passé
qu’au travers de sa valeur présente. Par exemple, si on note X, 1’état d’'un
stock de pitces détachées a linstant n, D, la demande (aléatoire) for-
mulée par des clients, et ¢ € N* la quantité (déterministe) de pieces détachées
fabriquées entre les instants n et n+1, alors a 'instant n+1, I’état du stock est
Xni1=(Xn+q—Dypy1)T, ol 7 désigne la partie positive de € R. Dans le
cas ou la demande est constituée de variables aléatoires indépendantes, alors
Iévolution future (Xi,k > n + 1) ne dépend du passé (Xi, k € {0,...,n})
qu’au travers de I’état présent X,,. Cette propriété, dite propriété de Markov,
est la base de la définition des chaines de Markov (voir la définition 1.1.1).
Le but de ce chapitre est de présenter en un ensemble cohérent les
objets mathématiques et certaines de leurs propriétés que nous utiliserons
dans les chapitres suivants. Plus précisément, dans les paragraphes 1.1, 1.2
et 1.3 nous énongons la définition des chaines de Markov et quelques pro-
priétés élémentaires. Le paragraphe 1.4 présente le comportement asympto-
tique (convergence en loi) de la suite (X,,n > 1) sous certaines hypotheses.
Ces résultats seront complétés dans le Chap. 2, lors de la démonstration de
la convergence d’un algorithme stochastique d’optimisation : le recuit simulé.
Dans les paragraphes 1.5 et 1.6, on s’intéresse au comportement asymptotique
des moyennes temporelles de la forme L 37" | f(X}). Dans I'exemple de la
gestion de stock, si f est la fonction identité, alors f(X,,) = X,, représente la
quantité de pitces détachées a I'instant n et 2377 | f(X}) la moyenne dans
le temps de I’état du stock. Dans le paragraphe 1.5, on démontre le théoreme
ergodique : c’est la convergence presque siire (p.s.) de ces moyennes tempo-
relles vers une limite déterministe qui est l'espérance de f(X*), ol la loi de
X*, notée 7, est la loi stationnaire de la chaine de Markov (i.e. si I’état initial
de la chaine de Markov, Xy, est aléatoire de loi 7, alors la loi de X, est m pour
tout temps n). Le théoreme ergodique est analogue de la loi forte des grands
nombres pour les chaines de Markov. On étudie également, au paragraphe 1.6,
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I’analogue du théoreme central limite pour les chaines de Markov, c’est-a-dire
les fluctuations des moyennes temporelles autour de leur limite.

Le paragraphe 1.1 est élémentaire et nécessaire pour la compréhension de
la plupart des chapitres qui suivent. Il en est de méme des paragraphes 1.2, 1.3
et 1.4 qui comportent peu de démonstrations. En revanche les paragraphes 1.5
et 1.6 abordent des concepts plus difficiles, et les démonstrations détaillées qui
sont présentées sont d’un niveau technique conséquent. Les résultats des para-
graphes 1.5 et 1.6 seront essentiellement utilisés pour la recherche des mots
exceptionnels de PADN (Chap. 6) et motiveront également une partie de ’ana-
lyse des files d’attente (Chap. 9). Il peuvent donc étre omis jusqu’a la lecture
de ces chapitres.

Enfin une vaste littérature sur les chaines de Markov est disponible. Pour
plus de détails, on pourra consulter les ouvrages [7, 8, 10] et les ouvrages plus
spécialisés [3,4,5 ou 9].

1.1 Définition et propriétés

Soit E un espace discret, i.e. E est un espace au plus dénombrable muni de
la topologie discrete, ou tous les points de E sont isolés.

Définition 1.1.1. On dit que la suite de variables aléatoires X = (X,,,n > 0),
a valeurs dans E, est une chaine de Markov si elle posséde la propriété de
Markov : pour tous n € N, y,xg,...,x, € E, tels que P(X,, = xp,...,Xo =
xo) >0, on a

PXpni1=y| Xn=2n,...,Xo=20) = P(Xpy1 =y | Xpn = 2,).

Remarquons que par définition des probabilités conditionnelles, si P(X,, =
Zn) > 0, alors Z P(Xn+1 =y | Xy =x,)=1.
yek
Définition 1.1.2. Une matrice P = (P(z,y),z,y € E) est dite matrice

stochastique si et seulement si ses coefficients sont positifs et la somme sur
une ligne des coefficients est égale a 1 :

Z P(z,y) = 1.

yek

Définition 1.1.3.

- Soit (Qn,n > 1) une suite de matrices stochastiques. On dit que les
matrices (Qn,n > 1) sont les matrices de transition de la chaine de
Markov X si pour tousn > 1 et x € E tels que P(X,—1 =x) >0, on a
pour tout y € F,

Qn('r7y) = ]P(Xn = y|Xn71 = CL‘)
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— Soit P une matrice stochastique. On dit que la chaine de Markov X est
homogeéne, de matrice de transition P, si pour tousn > 0 et z,y € F
tels que P(X,, =x) >0, on a

]P)(XnJrl =Y | Xn = {L‘) = P((E,y)

Par convention', on pose P(X,y1 = vy | Xpn = Tn,...,Xo = T0) =
P(zp,y) si P(X,, = 2p,...,Xo=120) =0.

Suivant les applications, il est parfois plus naturel de considérer la chaine
de Markov X = (X,,n > m) & partir d’'un instant m € Z quelconque.
Enfin, comme les chaines de Markov considérées sont, sauf cas particulier,
homogenes, on omettra la plupart du temps le mot homogene.

Exemple 1.1.4. Reprenons l'exemple donné en introduction. On note X,
Pétat d’un stock de pieces détachées & 'instant n, D,, 11 la demande (aléatoire),
et ¢ la quantité (déterministe) constante de pieces détachées fabriquées.
L’équation d’évolution de I'état du stock, entre les instants n et n + 1, est
Xni1 = (Xp + g — Dpa1)™. On suppose que la demande (D,,n > 1) est
une suite de variables aléatoires entieres indépendantes et de méme loi qu'une
variable D : pour k € N, p, = P(D = k). Il est clair que (X,,,n > 0) est une
chaine de Markov & valeurs dans N de matrice de transition : P(x,y) = py si
y=z+q—k>0et P(z,0)=P(D>2+q) => )5, ,Pk O

Exemple 1.1.5. La marche aléatoire symétrique simple sur Z, S = (S,
n > 0), est définie par S, = So + > p_; Zk, o0 Z = (Z,,n > 1) est une suite
de variables aléatoires indépendantes et de méme loi, P(Z, = 1) = P(Z,, =
—1) = 1/2, et Sy est une variable aléatoire & valeurs dans Z indépendante
de Z. On vérifie facilement que la marche aléatoire simple est une chaine de
Markov & valeurs dans Z de matrice de transition : P(x,y) =0si [z —y| # 1
et P(xz,y)=1/25si|z—y|=1. O

Remarque 1.1.6. Dans les deux exemples précédents, on consideére une suite
de variables X = (X,,,n > 0) définies pour n > 0 par X,,41 = f(Xpn, Uny1),
ou f est une fonction de E x F & valeurs dans E et (U,,n > 1) est une suite de
variables aléatoires a valeurs dans F', de méme loi, indépendantes entre elles
et indépendantes de X. Sous ces hypotheses, X est une chaine de Markov de
matrice de transition P définie par P(z,y) = P(f(x,U;) = y), pour z,y € E.

Cette représentation permet de construire, pour toute matrice stochastique
P, une chaine de Markov ayant P comme matrice de transition (voir plus
généralement le théoréme d’extension de Kolmogorov, [1], appendice II). ¢

Le calcul suivant montre que la loi conditionnelle de X5 sachant X s’ex-
prime facilement & 1’aide de la matrice de transition. On a, si P(Xy = z) > 0,

! Cette convention est différente de celle donnée dans (A.3), mais elle permet
d’alléger les calculs sans préter a conséquence.
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P(X2 = y7X0 = x)

P(Xy =y|Xo=1x) = (1.1)

]P)(XQ = LL')
_ Z ]P)(XZ = anl = ZaXO - :E)
z€E ]P(XO - SL’)
- Z ]P(Xl = Z,XO = ZL’) ]P)(XQ = y7X1 = Z,Xo = .’ﬂ)
SCE, IP(XO = l‘) P(Xl =z, XO = l‘)
= > P(Xy = 2|Xo = 2)P(Xz = y| X1 = 2, Xo = )
ze€FE,
= 3 Pla,2)P(z,y) = PAa,y),
z€E

ou on a utilisé la définition des probabilités conditionnelles pour la premiere
égalité, la notation E, = {z € E;P(X; = 2, Xo = x) > 0} pour la troisiéme,
la définition des chaines de Markov et I’homogénéité pour la cinquieme, et la
notation P? pour le carré de la matrice P dans la derniere. Plus généralement,
si P* désigne la puissance k-iéme, on obtient par récurrence P(Xy =y | Xo =
r) = P*(z,y).

La proposition suivante permet de vérifier que 1’évolution future d’une
chaine de Markov ne dépend du passé qu’au travers de sa valeur présente.
Afin d’utiliser des notations concises, on note y* le vecteur (yy,, ..., Ym) pour
n < m.

Proposition 1.1.7. Soitm > 1, AC E™, et I, = {(Xn41,. -, Xntm) € A}
pour n > 0. On considére également pour n > 1, J, = {(Xo,...,Xn-1) € B},
ot BC E™. SiP(X,, =x,,J,) >0, alors on a

P(In| X = 2, Jn) = P(In| X = ) = P(Io| Xo = ).

Démonstration. On suppose que P(X,, = z,,,J,) > 0. La formule de compo-

sition des probabilités conditionnelles (A.4) implique que pour ijﬁ” e E™,

PX) " = a0 Xy = @, Jn) =

_ +k—1 __ +k—1
n+1 P(Xontr = Tnyk| X5, =z, s In).-

=t

En décomposant suivant les valeurs possibles de Xy,..., X,_1, il vient si
P(XpHh=1 = gnth=1 ) > 0

P(XnJrk = xn+k|Xﬁ+k_1 = $Z+k_1a Jn)
POXH = ai )
P(Xngkfl _ xZJrkfl’ Jn)
Eyg’leB P(Xpth = apth, Xg =t = yg7t)

n+k—1 _ nt+k—1 n—1 _ _n—1\"
Zzg—leB P(X7 =y X0 T =2070)




1.1 Définition et propriétés 7

En utilisant la propriété de Markov, le terme P(X7HF = gntk xp=1 — ¢n=1)
est égal a

]P(XnJrk - mn+k‘Xn+kfl = anrkfl)P(X:;Jrkil = xz+k713 )((7)%71 = y871)~

On en déduit donc

P(Xnsk = Tk Xt = 2l 670 )
- P(Xn-i-k - xn+k|Xn+k—1 - xn-}-k—l)

- P(xn+k717 xn+k)u

ol l'on a utilisé 'homogénéité pour la derniere égalité. On a ainsi obtenu que
si P(Xptm=l = gnim=1/7y >0,

P(Xgi{n = l‘ﬁfﬂXn = Tn, Jn) = H P(x”+k*1"rn+k>‘ (1~2)
k=1

Si P(Xptm—l = gntm=1 73y = 0, comme P(X,, = z,,J,) > 0, on en
déduit qu'il existe k € {1,...,m — 1} tel que P(X?F = 2n+F J) = 0 et
P(X7Hh—1 = gntk=17.) > 0. Ceci implique, d’apreés les calculs précédents,
que P(zpik—1,Tnik) = 0, et donc (1.2) est également vraie si P(X2tm—1 =
2=l 1) = 0.

Des calculs similaires assurent que

m
P(X{n = 'rZIT{L'XO = -Tn) - H P(xn+k—1axn+k)-
k=1

Ainsi on a P(X)" = 227 |X,, = 2y, Jn) = P(X]" = 217" X0 = z,). En

sommant sur z, 1" € A, il vient

P(In|Xn = 2n, Ju) =P(lo|Xo =20) = > [] P@nss-1,Tnsn). (1.3)
zZi;"GA k=1

Enfin, en choisissant B = E™, on a {X,, = x,, J,} = {X,, = z,,}, et on déduit

de I’égalité précédente que P(1,,|X,, = z,) = P(Iy| Xo = z,). a

Remarque 1.1.8. On conserve les notations de la proposition 1.1.7. Dans la
démonstration précédente, le dernier membre de droite des égalités (1.3) est
bien défini méme si P(X,, = z,, J,) = 0. Par convention, si P(X,, = z,, J,,) =
0, on pose

]P(In|Xn = Tn, Jn) = Z H P(xn+k717xn+k)a

+ =
IZ+1171€A k=1
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et si P(Xg = xo) = 0, P([p|Xo = x0) = Zz;"eA [T, P(zg—1, k). Avec
cette convention, on a également que pour 27" € E™,

m
+ —
PX50" = 27 Xn = 20) —H (Th—1, k).
k=1

O

Définition 1.1.9. Un événement I est dit presque sir (p.s.) si P(I|Xo =
x) =1 pour tout x € E.

Soit v la loi de Xo : vo(x) = P(Xp = ) pour tout x € E. En décomposant
suivant les valeurs possibles de X, on calcule la loi de X7 :

P(X; =y) = Z P(Xy=y|Xo=2)P(Xy=2)= Z vo(x)P(x,y).
zelE el

On utilise la notation vy P(y) = > .pvo(x)P(z,y). On peut I'interpréter
comme le produit usuel entre le vecteur ligne vg = (vp(x); = € E) et la
matrice P. Par récurrence, on vérifie que la loi de X, est vgP™.

Soit f une fonction de E dans R positive ou bornée. On a

E[f(Xn)|Xo = 2] = > fy)P(X, =y|Xo =)

yekE

=Y P"(x,y)f(y) = P"f(x),

yekE

ou l'on considere dans la derniere égalité la fonction f comme un vecteur
colonne et P" f est le produit de la matrice P™ par le vecteur colonne f. On
a de plus
=Y P(Xn =2)f(z) =P f.
z€E

On retiendra que la multiplication a gauche de la matrice de transition
concerne le calcul de loi, et la multiplication a droite le calcul d’espérance ou
d’espérance conditionnelle.

1.2 Chaine trace, états absorbants

Soit X = (X,,n € N) une chaine de Markov & valeurs dans E, de matrice de
transition P.

Définition 1.2.1. On dit que x est un état absorbant de la chaine X si
P(z,xz) =1, i.e. pour tout y # x, P(x,y) = 0.
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En particulier si la chaine de Markov atteint un de ses points absorbants,
elle ne peut plus s’en échapper.

On introduit les temps successifs de sauts de la chaine X. On pose Sy = 0,
et pour k € N*, on définit par récurrence

Ty = inf{n >1;Xg 14n# XSk—l}’

avec la convention inf ) = 0, et S, = Si_1 + max(Ty,1). Pour k € N, on pose
Z = Xg, et on note R = inf{k > 1;T; = 0} avec la convention inf ) = oo,
de sorte que (Zx,0 < k < R) représente les états successifs différents de la
chaine X. En fait, on peut vérifier que s’il n’existe pas d’état absorbant alors
p.s. R = o0.

Théoreme 1.2.2. Le processus Z = (Z,,n € N) est une chaine de Markov,
appelée chaine trace associée a X, de matrice de transition @ définie par :

P
%l{x;éy} st x n’est pas un état absorbant,
Qz,y) = ’
1y sinon.

Les chaines X et Z ont les mémes points absorbants. De plus, conditionnelle-
ment o (Zo, ..., Zy) les variables aléatoires (T, . .., Tny1) sont indépendantes.
Pour 1 <k <n+1, conditionnellement o (Zy,...,Zy), on a T =0 p.s. si
Zi—1 est un point absorbant, sinon Ty suit la loi géométrique de paramétre

1= P(Z—1, Zpp—1).

Démonstration. Soit n > 1, xg,...,Tn41 € F et t1,...,tp11 € N. On désire
calculer

I=P(Zy=x0,...,Zn41 = Tng1, Ty = t1, ..., Thg1 = tpyr).

Si la condition suivante, notée (C), «pour tout ¢ € {0,...,n}, soit 2; n’est
pas un point absorbant, x; 11 # z; et t;41 > 1, soit x; est un point absorbant
et pour tout j € {i+1,...,n+1} onax; =z, et t; = 0», n’est pas vérifiée,
alors par construction I = 0. Si la condition (C) est vérifiée, alors d’apres la
propriété de Markov, voir la deuxieme partie de la remarque 1.1.8, il vient en
posant s, = Zle max(t;, 1),

I = P(X() =2y - ,X51,1 = anXsl = T1,y...
. 7Xsn—1 = mn—lyX

Sp T Tny .- - 7XSW,+1—1 = xn,7XSn+1 = xn—i—l)

n+1
= vo(zo) [[ P(@io1, wimn)™ 0D P2 g, ),

i=1
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ou vg(zo) = P(Xo = o). On obtient, en utilisant la matrice de transition @
définie dans le théoréme,

n+1
I =vy(x0) H Q(i—1,w)pi(1 — pp)m<teD=1, (1.4)

i=1

avec la convention 0° = 1 et la notation pj = 1-P(xj_1, xj,l) siz;_1 n’est pas
un état absorbant et p; = 1 sinon. (La notation peu naturelle, p; = 1 si z;_1
est un état absorbant, permet de traduire le fait que la suite (Zg, k € N) qui est
naturellement définie jusqu’a I’instant ou elle atteint un point absorbant, est
prolongée artificiellement par la suite constante.) L'égalité (1.4) reste valide si
la condition (C') n’est pas vérifiée, car alors les deux membres de ’égalité sont
nuls. On en déduit donc, en sommant sur les valeurs possibles de t1,..., %41,
que pour tous n > 1 et xg,...,Tp41 € E,

P(Zo =20, ..., Znt1 = Tni1) = vo(20)Q(x0, 1) - - Q(Tn, Trg1)-

Comme @) est une matrice stochastique, ceci assure que Z = (Zy, k € N) est
une chaine de Markov de matrice de transition Q). D’apres la définition de
Q, il est clair que les chaines X et Z ont les mémes points absorbants. En
sommant (1.4) et ’équation précédente sur x, 11 € E, et en faisant le rapport,
on obtient pour P(Zy = xg,...,Z, = x,) > 0, que

P(Ty =t1,...,Thg1 = tny1|Zo = xo, ..., Zn = Tp)

max(t1,1)—1 | max(tn41,1)—1

=pi(1—p1) P11 = Pnt1)

Ceci assure que conditionnellement a (Zo,...,Z,) les variables aléatoires
(Th,...,Thy1) sont indépendantes et on a T, = 0 p.s. si Zx_; est un
point absorbant, sinon T} suit la loi géométrique de parametre pp = 1 —
P(Zk—17Zk—1)' O

1.3 Probabilités invariantes, réversibilité

Les probabilités invariantes jouent un réle important dans 1’étude des com-
portements asymptotiques des chaines de Markov.

Soit X = (X,,n € N) une chaine de Markov & valeurs dans E, de matrice
de transition P.

Définition 1.3.1. Une probabilité m sur E est appelée probabilité invariante,
ou probabilité stationnaire, de la chaine de Markov si .

En particulier, si la loi de X, notée vy, est une probabilité invariante, alors
la loi de X7 est v; = vy P = 1y, et en itérant, on obtient que X,, a méme loi
que Xg. La loi de X, est donc constante, on dit aussi stationnaire, au cours
du temps, d’ou1 le nom de probabilité stationnaire.
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Supposons que 7(x) > 0 pour tout z € E. Pour z,y € E, on pose

() P(y, x)
m(z)
Comme 7 est une probabilité invariante, on a » - g m(y)P(y, ) = 7(z). On

en déduit que la matrice @ est une matrice stochastique. Si Xy est distribué
suivant la probabilité invariante 7, on a pour z,y € E, n > 0,

Q(x,y) =

P(Xn = yan-i-l = J})
P(Xn+1 = CE)

P(Xn = lenJrl = 33) = = Q(xay)

Plus généralement, il est facile de vérifier que pour tous k € N*, y, x1,..., 21 €
E, avec 1 = z, on a P(X,, = y| X1 = z1,..., Xn+k = zx) = Qx,y).
La matrice @ s’interpréte comme la matrice de transition de la chaine de
Markov X apres retournement du temps.

Définition 1.3.2. On dit que la chaine de Markov de matrice de transition P,
ou plus simplement la matrice P, est réversible par rapport a la probabilité w
st on a pour tous x,y € I,

m(2)P(z,y) = n(y) Py, x). (1.5)
En sommant (1.5) sur z, on en déduit le lemme suivant.

Lemme 1.3.3. Si la chaine de Markov est réversible par rapport d la proba-
bilité m, alors w est une probabilité invariante.

Intuitivement si une chaine est réversible par rapport a une probabilité
invariante m, alors sous cette probabilité invariante la chaine et la chaine
apres retournement du temps ont méme loi. Plus précisément, si la loi de X
est 7, alors les vecteurs (X, ..., Xn-1,Xn) et (Xn, Xn—1,...,Xo) ont méme
loi pour tout n € N*.

1.4 Chaines irréductibles, chaines apériodiques

Définition 1.4.1. On dit qu’une chaine de Markov, ou sa matrice de tran-
sition, est irréductible si la probabilité partant d’un point quelconque x de F,
d’atteindre un point quelconque y € E en un nombre ny , d’étapes est stric-
tement positive, autrement dit : si pour tous x,y € I, il eviste n = ngy > 1
(dépendant a priori de x et y) tel que P™(x,y) > 0.

La condition P™(z,y) > 0 est équivalente & l'existence de oy =z, 1, ...,
z, =y tels que [[;_; P(xk—1,2%) > 0.

Une chaine possédant des états absorbants n’est pas irréductible (sauf si
Pespace d’état est réduit & un point).

Par exemple, la marche aléatoire symétrique simple sur Z, (S,,n > 0),
définie dans 'exemple 1.1.5, est irréductible. Remarquons que, si Sy est pair
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alors p.s. Sy est pair et Sog11 est impair. On assiste en fait a un phénomene
périodique. La quantité P(S, pair) prend successivement les valeurs 1 et 0.
Ce phénomene motive la définition suivante.

Définition 1.4.2. On dit qu’une chaine de Markov est périodique de période
d > 1 si l'on peut décomposer l'espace d’état E en une partition a d sous
ensembles C1,...,Cq = Cy, tels que pour tout k € {1,...,d},

]P)(Xl e Cy ‘ Xo € C}Cfl) =1.

On dit qu’une chaine est apériodique st sa plus grande période est 1.

Le théoreme suivant est un corollaire direct des propositions 1.5.5, 1.5.4
et du théoreme 1.5.6, ainsi que de la remarque 1.5.7 pour le cas F fini.

Théoréme 1.4.3. Une chaine de Markov irréductible posséde au plus une
probabilité invariante, m, et alors w(x) > 0 pour tout x € E. Si E est fin,
alors toute chaine de Markov irréductible posséde une et une seule probabilité
mvariante.

On admet le théoreme suivant, appelé dans certains ouvrages théoreme
ergodique, concernant le comportement asymptotique des chaines de Markov
apériodiques et irréductibles (voir [3] théorémes 4.2.1 et 4.2.4, [7] théoréme
2.6.18 ou [2] dans un contexte plus général).

Théoréme 1.4.4. Soit (X,,,n > 0) une chaine de Markov apériodique, irré-
ductible. Si elle posséde une (unique) probabilité invariante, 7, alors pour tout
x € E on alim, . P(X,, =x) =n(zx), i.e. la suite des lois des variables X,
converge étroitement vers 'unique probabilité invariante. Si elle ne posséde
pas de probabilité invariante, alors lim,,_,, P(X,, = x) = 0 pour tout = € E.

Nous démontrerons au Chap. 2 la convergence en loi de la chaine de Markov
sous d’autres hypotheses ne faisant pas directement intervenir le caractere
apériodique (voir le théoréme 2.1.2).

1.5 Théoreme ergodique

On considére X = (X,,,n > 0) une chaine de Markov, de matrice de transi-
tion P, sur un espace F discret. On rappelle la notation ¥ = (yn, ..., Ym)
pour m > n. L’objet de ce paragraphe est I’étude du comportement asymp-
totique des moyennes temporelles, a savoir

n n

ISR on = ST AE ),

n
k=1 k=r

quand n tend vers ’infini, ou f est une fonction réelle ou vectorielle.
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Exemple 1.5.1. Un brin d’ADN (acide désoxyribonucléique) est une macro-
molécule composée d’une succession de bases ou nucléotides. Il existe quatre
bases différentes : adénine (A), cytosine (C), guanine (G) et thymine (T). On
suppose que la séquence d’ADN, y; ...yn, de longueur N est la réalisation
d’une chaine de Markov (Y,,,n > 1) & valeurs dans £ = {A,C,G,T} et de
matrice de transition P. On s’intéresse au nombre d’occurrences d’un mot
w = wi...wy de longueur h dans 'ADN. Ce nombre d’occurrences est la
réalisation de la variable aléatoire

N
N = Z 1{Ykk—h+1:u)}.
k=h

Au chapitre 6, on comparera le nombre d’occurrences observé avec le nombre
théorique attendu. Intuitivement, si le mot w a un réle biologique, alors la
valeur observée de N, sera certainement différente des valeurs observées dues
au hasard. Pour cela, il faut déterminer la loi de N,,. Il est difficile de calculer
explicitement et numériquement cette loi. En revanche les théoremes ergo-
diques permettent d’étudier son comportement asymptotique lorsque N tend
vers l'infini. O

Définition 1.5.2. On définit le temps de retour en x par
T(x)=inf{k > 1; X =x},

avec la convention inf ) = +o00. On dit qu’un état x est récurrent si P(T(x) <
oo|Xo = x) = 1, sinon on dit que [’état est transient.

Lemme 1.5.3. On a les propriétés suivantes.

(i) Un état x est transient si et seulement si P(X, = x pour une infinité
de n|Xo =) =0. On a alors Y .~ | P(X,, = 2| Xy = z) < co.

(i) Un état x est récurrent si et seulement si P(X,, = x pour une infinité
den|Xo=12)=1. On a alors Y ,° | P(X, = z|Xy = 1) = .

(iii) Si X est une chaine irréductible, alors soit tous les états sont tran-
sients, on dit alors que la chaine est transiente et {X,, = = pour un
nombre fini de n} est p.s. pour tout x € E, soit tous les états sont
récurrents, on dit alors que la chaine est récurrente et {X,, = x pour
une infinité de n} est p.s. pour tout x € E.

Démonstration. On consideére les événements I = {X,, = x pour un nombre
fini de n} et

F, ={X, =z, X,,4x # x pour tout k > 1}.

En décomposant suivant les valeurs du dernier temps de passage de la chaine
en x, on obtient

P(I|1 X =) = »_P(F,|Xo = ).
n=0
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On remarque que F;, est la limite décroissante quand m tend vers I'infini de
Fom={Xn=2,Xp+x #x,k€{l,...,m}}. On a

P(Fpm|Xo =)
= P(Fo,m|X0 = $)]P)(Xn = $|X0 = Jf),

ol 'on a utilisé pour la derniére égalité la proposition 1.1.7 avec I, = { X 41 #
x, ke {l,...,m}} et J, = {Xo = z}. Par convergence dominée, on en déduit

P(F,| X, = z) = P(Fy|Xo = 2)P(X, = z| X0 = ). (1.6)

Il vient alors

P(I|1Xo = x) = P(Fy| Xo = 2) Y _ P(X, = 2| X0 = ).

n=0

(i) SiP(Fy|Xo = x) > 0 (i.e. Pétat z est transient), alors > > P(X, =
x| Xo = z) < 00. De cette derniere inégalité on déduit que la variable
aléatoire Y~ | 11x, =} est finie P(-| Xy = z)-p.s., ¢’est-a-dire P(I| X, =
x) =1

(7)) Si P(Fp|Xo = x) = 0 (i.e. I'état = est récurrent), alors on déduit de
(1.6) que P(F,|Xo = ) = 0 pour tout n > 0. Comme I = U,>0Fp,
cela implique que P(I|X = x) = 0. Donc, P(-| Xy = x)-p.s. la variable
aléatoire > ° | 11x, —,} est infinie. En particulier, on a Y | P(X,, =
x| Xy = z) = o0.

On démontre (i4i). Supposons que la chaine est irréductible. Soit z et y
deux états. Il existe deux entiers, r et s, tels que P(X, = x|Xg = y) > 0 et
P(X; = y|Xo = x) > 0. On remarque alors, en utilisant la propriété 1.1.7,
c’est-a-dire la propriété de Markov, que pour tout n > 1,

]P(Xn-‘rr—‘rs = x|X0 = :c)
Z P(Xn+r+s = xaxn-i-s = yst = y‘XO = JJ)

1.7
— B(X, = 2[Xo = p)P(X, = ylXo = pB(X, = ylXo =2),

ainsi que

P(Xn-i-r-i-s = y‘XO = y)
> ]P(XnJrrJrs =Y, XnJr'r‘ = anT - £L'|X0 = y)
=P(X; = y|Xo = 2)P(X,, = 2| X = 2)P(X, = z| X0 = ).

Cela implique que les deux séries Y - | P(X,, = z|Xo =) et > P(X,, =
y|Xo = y) sont de méme nature (convergentes ou divergentes). Ainsi les deux
états sont soit tous les deux récurrents soit tous les deux transients. Les états
d’une chailne irréductible sont donc soit tous récurrents soit tous transients.



1.5 Théoreme ergodique 15
Pour conclure, remarquons qu’en utilisant la propriété de Markov, on a
P(X,1s =2|Xo=2) > P(Xpts =2, Xs = y|Xo = x)
=P(X,, = 2| Xo = y)P(Xs = y|Xo = 2),
ainsi que
P(Xpir =2|Xo=9) 2 P(Xpir =2, X, =2|Xo=9)
=P(X, = 2| X = 2)P(X, = 2| Xog = y).

Cela implique que les deux séries Y 2 P(X,, = z|Xo =) et > - | P(X,, =
x| Xo = y) sont de méme nature. Ainsi si z est un état transient, les sommes
sont finies et {X,, = x pour un nombre fini de n} est presque siir, et si x est
un état récurrent, les sommes sont infinies et {X,, = x pour une infinité de n}
est presque str. a

Le temps moyen de retour d’un état = est défini par
p(x) = E[T(x) | Xo = ] € [0, 00].

Notons que, comme T'(z) > 1, on a u(x) > 1. On pose

Proposition 1.5.4. Soit X = (X,,,n > 0) une chaine de Markov irréductible.
Pour tout x € E, on a

15N
n 2 Ly 20 @), (18)
k=1

De plus, soit w(x) =0 pour tout x € E, soit w(x) > 0 pour tout x € E. Dans
ce dernier cas les états sont nécessairement récurrents, et on dit que la chaine
est récurrente positive. Si w(x) = 0 pour tout x € E, alors soit les états
sont transients soit les états sont récurrents. Dans ce dernier cas, on dit que
la chaine est récurrente nulle.

Démonstration. Si la chalne possede un état transient alors tous les états
sont transients. Pour tout z € E, on a alors P(T(z) = oo|Xy = 2) > 0
ainsi que pu(x) = 4o0o0. D’apres (i44) du lemme 1.5.3, les variables aléatoires

1 n
oo . .
> k=1 l{x,=z) sont finies p.s. et donc p.s. nlgx;o - E 1ix,=2} =0.
k=1
Supposons que la chaine possede un état récurrent, alors tous les états

sont récurrents. Soit alors € E. D’apres (it4) du lemme 1.5.3, on visite
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p-s. un nombre infini de fois I’état . On peut alors définir les temps de retours
successifs en . On note 77 = T'(x), et par récurrence on définit pour n > 1,

Tn+1 = lnf{k Z 1 ; X5n+k = SC},

n
ou S, = ZT k. Par convention, on pose Sy = 0. Les variables aléatoires
k=1
(T,,,n > 1) sont p.s. finies.
On montre dans un premier temps que 71 et T sont indépendants. En
effet, on a en utilisant la propriété de Markov, et plus particulierement la
proposition 1.1.7, pour tous k1, ko € N*,

P(Th = k1, T2 = k2| Xo = y)
=P( Xk, =2, Xiey4hy =2, X # T

pour tout k € {1,..., k1 — Lky +1,...,k + ko — 1} X0 =)
=P(Xy, =z, Xy # x pour tout k € {1,...,k — 1} Xy =v)

P(Xk, 1k, =2, Xy # z pour tout k € {ky +1,..., k1 + ko — 1}

| Xo =y, Xi # x pour tout k € {1,...,k; — 1}, X, = x)

=P(Xk, =z, Xk # x pour tout k € {1,...,k; — 1} Xo =1y)

P(Xy, = 2, X # x pour tout k € {1,... ks — 1}| X = x)
= P(T1 = k1| Xo = y)P(T1 = ka| Xo = ).

On en déduit que Ty et T5 sont indépendants. De plus la loi de T5 est la

loi de T7 conditionnellement & Xy = x. De maniere similaire, on montre
que les variables aléatoires T7,..., T, sont indépendantes et que les variables
aléatoires Ts, ..., T, ont méme loi.

On en déduit donc que les variables aléatoires (T,,,n > 1) sont indépendan-
tes, et les variables aléatoires (T,,,n > 2) ont méme loi que T conditionnelle-
ment & Xg = z.

Comme 77 est fini, on déduit du corollaire A.3.14 que

Pour m € N*, on considere n(m) le nombre de fois ou l'on a visité x entre les
instants 1 et m soit,

n(m) = 1{x,=a}- (1.9)
k=1

En particulier, on a p.s. lim,, o n(m) = oco. Remarquons que n(m) est
n(m) n(m)+1
n(m) +1 Sn(m)+1

I'unique entier tel que Sy, () < M < Sy (m)41- Ainsion a

n(m) _ n(m)

<
m Sn(m)

, et il vient que p.s.
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1
im ML, (1.10)
m—co m  p(x)
On en déduit que p.s.
. 1 & . n(m
Jn S e = i ) — (e,

Il reste a vérifier que si p(x) = oo, alors p(y) = oo pour tout y € E.
Comme la variable aléatoire % S, 1;x, =y est bornée par 1, on déduit du
théoreme de convergence dominée que pour tout y € F,

1y
Jim — 3 P(X = y|Xo =y) = 7(y).
k=1

On déduit de (1.7), que si limp—oo = >0 P(X = 2|Xo = 2) = 0 (ie.
p(x) = +00), alors limy, e = > 1y P(Xj = y|Xo = y) = 0 et donc p(y) =
+00. Cela termine la démonstration de la proposition. O

Proposition 1.5.5. Une chaine irréductible qui est transiente ou récurrente
nulle, ne posséde pas de probabilité invariante.

Démonstration. On raisonne par I’absurde. On suppose qu’il existe une pro-
babilité invariante v. Soit Xy de loi v. Par convergence dominée, on obtient,
en prenant l'espérance dans (1.8), et en utilisant le fait que pour tout k& > 0,
P(X; = z) = v(z), que v(z) = 0 pour tout € E. En particulier, v n’est
pas une probabilité, ce qui est absurde. Donc il n’existe pas de probabilité
invariante. a

Si f est une fonction définie sur E soit positive, soit intégrable par rapport
am (e Y cpm(x)]f(z)| < o00), alors on note

(m, f) =Y m(@)f(@).

zel
On a le résultat de convergence suivant appelé théoreme ergodique.

Théoréme 1.5.6. Soit X une chaine de Markov sur E, irréductible et récur-
rente positive. Le vecteur m = (m(z),x € E) est 'unique probabilité invariante
de la chaine de Markov. De plus, pour toute fonction f définie sur E, telle
que f >0 ou (7, |f]) < o0, on a

IR 2 (), (L.11)
k=1

La moyenne temporelle est donc égale a la moyenne spatiale par rapport
a la probabilité invariante.
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Remarque 1.5.7. Ces résultats se simplifient dans le cas ou I'espace d’état
est fini. En effet, dans ce cas, toute chaine de Markov irréductible est
récurrente positive (comme E est fini, on peut sommer (1.8) pour z € FE,
et obtenir ainsi que ) . m(z) = 1). En particulier, elle possede une unique
probabilité invariante, notée w. Remarquons alors que w(x) > 0 pour tout
x € E, d’apres la proposition 1.5.4. O

Exemple 1.5.8. Suite de ’exemple 1.1.4. La quantité % > p_y X} correspond
au stock moyen. Intuitivement, cette quantité converge si la demande est plus
forte que les commandes (E[D] > ¢) et explose sinon. Nous nous contentons
de montrer que si la chaine de Markov X = (X,,,n > 0) est irréductible, alors
elle posséde une unique probabilité invariante des que E[D] > ¢. Remarquons
que la condition d’irréductibilité est satisfaite par exemple si P(D > ¢) > 0 et
P(D =g —1) > 0. En effet, dans ce cas, on a pour k € N*,

P(X, =0/Xo=k)>P(Dy >gq,...,Dr >q) >0
ainsi que
P(X, =kl Xo=0)>P(Dy=qg—1,...,Dr=q—1) > 0.

En particulier, pour tous k,j € N, on a en utilisant la propriété de Markov et
I’homogénéité

P(Xyt; = k[ Xo = j) = P(Xpy; =k, X; = 01X = j)
= P(Xpp; = k|X; = 0, Xo = j)P(X; = 0| X0 = j)
= P(X, = k| X = 0)P(X; = 0|Xg = j) > 0.

La condition d’irréductibilité est donc satisfaite.

Enfin, 'exercice 1.5.9 permet de calculer sur un cas élémentaire la proba-
bilité invariante, et de vérifier que le stock moyen a alors une limite finie des
que E[D] > g¢.

On suppose que E[D] > g > 0 et que la chaine de Markov X est
irréductible. Pour démontrer qu’elle possede une unique probabilité inva-
riante, il suffit de vérifier, d’aprés la proposition 1.5.4 et le théoréeme 1.5.6,
que E[T| Xy = 0] < o0, ot T = inf{n > 1; X, = 0} est le premier temps de
retours en 0. Pour cela, on introduit une suite auxiliaire définie par Yy = 0
et Yoi1 =Y, + ¢ — Dyy1. Remarquons que sur Pévénement {T" > n}, on a
Xi+1 = Xk +q— Dgy1 = Y41 pour tout k < n. En particulier, il vient

P(T > n|Xo =0) =P(Y; >0,...,Y, > 0) <P(Y, >0) <E[e*"],
pour tout A > 0. D’autre part, comme Y,, = nq — ZZ:1 Dy, on a

E[e)\Yn] _ ]E[en)\q_/\z;:zl Dk} _ enkqg()\)n

)

ot g(\) = E[e=*P] est la transformée de Laplace de D. La transformée de
Laplace est de classe C*° sur |0, +ool, voir le paragraphe A.1.8 en appendice.
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On a ¢'(\) = —E[De*P], et limy_ ¢+ ¢'(A) = —E[D] < —¢q. Donc, pour tout
A > 0 suffisamment petit, on a g(\) — 1 < —Ag, et

P(T > n|Xp =0) <™ g(\)" < enAatlog(1-Ag)]

Pour X et ¢ > 0 suffisamment petits, on a Ag + log(1 — Aq) < —¢ et
P(T >n|Xo=0) <e "

Comme E[T|Xo = 0] = >_,~oP(T" > n|Xo = 0), cela implique également
que E[T| Xy = 0] < oo. Cela suffit pour démontrer 'existence d’une unique
probabilité invariante. O

Exercice 1.5.9. Suite de 'exemple 1.5.8. On suppose que ¢ = 1 et la demande
peut prendre trois valeurs : 0,1 ou 2. On pose p, = P(D = k) pour k € {0, 1, 2}.
On suppose que ces trois probabilités sont strictement positives.

1. Vérifier que la chaine de Markov X est irréductible.

2. Calculer la probabilité invariante si E[D] > 1 (i.e. si p2 > pp). On pourra
s’inspirer des calculs faits au paragraphe 9.2.1, avec A = pg et u = ps.

3. En déduire que si E[D] > 1, alors £ 37" | X}, possede une limite p.s. et
la calculer.

¢

Démonstration du théoréme 1.5.6. Soit x € E. On considere la suite des
temps de retours en x, (T,,n > 1), définie dans la démonstration de la pro-
position 1.5.4. On pose Sy = 0 et pour n > 1, S, = > ;_; Tk. On introduit
les excursions hors de I'état x, c’est-a-dire les variables aléatoires (Y,,,n > 1)
a valeurs dans (J,~,{k} x E**1 définies par

Yo,=TnXs, ,,Xs,_14+1,---,Xs,)-

n

Un calcul analogue a celui effectué dans la démonstration de la proposition
1.5.4 assure que, pour tout N > 2, les variables aléatoires (Y,,,n € {1,...,N})
sont indépendantes et que les variables aléatoires (Y,,,n € {2,...,N}) ont
pour loi celle de Y7 sous P(| Xy = z). En particulier, cela implique que
les variables aléatoires (Y,,,n > 1) sont indépendantes, et que les variables
aléatoires (Y,,,n > 2) ont méme loi.

Soit f une fonction réelle positive finie définie sur E. On pose

TTI,

F(Y) = f(Xs, si)-

i=1

Les variables aléatoires (F(Y,),n > 2) sont positives, indépendantes et
de méme loi. Comme F(Y7) est positif et fini, on en déduit, grace au
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corollaire A.3.14, que p.s. lim, .o = >p_; F(Y;) = E[F(Y7)|Xo = z]. On

a bien sir

E[F(Y1)|Xo = 2] = [Zf

} (1.12)

Remarquons que 'on a 1’égalité Sin Zi_; (X)) = Sﬂn iki . Comme p.s.
ona lim ;n = %:c)’ on en déduit que p.s.
| Sn
Jim 5. Z: JE[F(Y1)|Xo = x].

Pour m € N*, on considére l'entier n(m) =Y ,_, 1x,=z)- En particulier, on
a Sp(m) <M < Spmy+1 et p.s. limy, oo n(m) = co. On a les inégalités

Sn( 1) 1 Sf) 1 zm: n(m)+1 Sn(sz+1
_ntm) - § ) f
Sn(m)Jrl Sn(m) =1 m i—1 n(m) n(m)Jrl i—1

n . n 1
Comme lim,,_, o S, = 0o et lim SSH = lim %Sﬁn + =1p.s.,onen
n—oo n n—oo N n n
déduit que p.s.
1 m
lim — X;) = E[F(Y1)|Xo = x|. 1.13
Jim S 7(X0) = m()ELF ()] Xo =] (1.13)

En choisissant f(z) = 1{.—y}, on déduit de la proposition 1.5.4 et de (1.12),

que
T
() = 7(@)E| 3 1px,y)
i=1

En sommant sur y € E, il vient par convergence monotone, Zye em(y) =
m(x)E[T1|Xo = 1] = 1. On en déduit que 7 = (7(z),z € E) est une probabi-
lité. Enfin remarquons que grace a (1.14), et par convergence monotone,

Xo = x] (1.14)

(@) E[F(V)|Xo = a] = 3 f(y)m )E[i 1{Xi=y}\xozx]

yeE

-3 fly (7. f). (1.15)

yek

Enfin si f est de signe quelconque, on utilise la décomposition f = fy —f_,
ou fi(z) = max(f(z),0) et f_(z) = max(—f(z),0). On déduit de ce qui
précede que p.s.
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S IR R IR
Jim = fi(Xi) = (mfy) et T — 3 f (Xi) = (r,f-).
i=1 1=1
Si (7, |f|) est fini, par soustraction des deux termes, on en déduit que p.s.
S IR
Jim — % f(Xq) = (m, f). (1.16)
i=1
Vérifions que 7 est une probabilité invariante. Soit v la loi de Xy. On pose
) = 23 P (a)
Up(x) = — vP'(x).
i

Par convergence dominée, on déduit de (1.8), en prenant l'espérance, que
lim,, o Un(x) = 7(z) pour tout € E. Soit f bornée. Par convergence
dominée, en prenant l’espérance dans (1.16), il vient

(Un, f) —— (7, f).

n—oo

En choisissant f() = P(~,y), on a (1771, f) = an(y) - HTH_TL—H(y) - % VP(y)
Par passage a la limite, il vient

mP(y) = n(y).

On en déduit donc que 7 est une probabilité invariante. Soit v une probabilité
invariante. Avec les notations précédentes, on obtient alors que 7, = v. Or,
on a vu que lim, . 7,(x) = 7(x). Donc v = 7 et 7 est 'unique probabilité
invariante. a

On peut généraliser le théoreme ergodique a des fonctions multivariées.
Pour cela on considére le lemme technique suivant.

Lemme 1.5.10. Soit X = (X,,n > 0) une chaine de Markov sur E,
irréductible, récurrente positive, de matrice de transition P et de probabi-

lité invariante m. Soit p > 2. On pose X, = Xj_, .4 pour n > p — 1.
Soit E = {a? € EP; Z;} P(xy,xr41) > 0}. La suite X = (X,,n > p)

est une chaine de Markov sur E, irréductible, positive récurrente, de matrice
de transition Pz}, y}) = Lo yr-13P(Yp-1,Yp), et de probabilité invariante
2 1

N -1
7(2)) = m(x1) [[Z) P(@k, Trpr)-
Démonstration. 1l est facile de vérifier que le processus X = (X,,,n > p) est

une chaine de Markov irréductible sur E avec la matrice de transition annoncée
dans le lemme. Vérifions que la probabilité 7(z}) = 7(x1) Hi;i Pz, xpt1)
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est une probabilité invariante (et aussi la seule d’apres la proposition 1.5.5 et
le théoréme 1.5.6). En effet, il vient pour y§ € E

7P(Y) = Y w(@h)Pat, yf)

zPe€E
p—1
= Z m(x1) HP($k7$k+1)1{x5:yf—1}P(yp—17yp)
=) €EP k=1

p—1
- Z m(z2) HP(x’“xk+1)1{zg:yf*1}P(yp—17yp)

zh e EP k=2
p—2
=7(y1) [T Pwks vrs1) P(Wp—1, )
k=1
= ﬁ(y:f)v

ou I'on a utilisé > o pm(21)P (21, 72) = m(22) pour la troisieme égalité. O

Le corollaire suivant est alors une conséquence directe du théoreme ergo-
dique et du lemme 1.5.10.

Corollaire 1.5.11. Soit p > 1. Soit X = (X,,,n > 0) une chaine de Markov
sur E, irréductible, récurrente positive, de matrice de transition P et de pro-
babilité invariante w. Pour toute fonction g définie sur EP, positive ou telle

—1
Qe Yoy oo |90 7() TTL P, 2ien) < oo, alors on a

1
1 & A s, b
- > (X ) — > 9@ m(@) [ Pk, wiga)-
k=p P eBr k=1

Nous aurons également besoin dans le prochain paragraphe des formules
suivantes. Soit g une fonction définie sur E? positive ou bien telle que
> yer 19(z,y)| P(z,y) < oo, alors on note

Pg(x) = Y P(z,9)g9(x,y).

yek

Lemme 1.5.12. Soit X = (X,,n > 0) une chaine de Markov sur E,
irréductible, récurrente positive, de matrice de transition P et de probabi-
lité invariante w. Soit f wune fonction réelle définie sur E, positive ou bien
telle que (,|f]) < co. Alors on a

T(x)

E[; f(Xk)‘XO :x] - m(x)’

ou T(z) est le temps de retour en x. Soit g une fonction réelle définie sur E?,
positive ou bien telle que (m, P |g|) < co. Alors on a
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(z)
Efg Q(Xkﬂ,Xk)‘Xo = CU] = (7;(];)9>-

Démonstration. La premiere égalité se déduit de (1.12) et de (1.15).

Pour la deuxieme égalité, on reprend la démonstration du théoreme 1.5.6
en remplacant F(Y,), ou Y, = (T, Xs, ,,Xs, ,+1,-.-,Xg, ) est la n-ieme
excursion hors de I’état x, par

Tr
G(Ya) =Y 9(Xs, i 4i-1, X5, 44)-
i=1
Des arguments similaires a ceux utilisés dans la démonstration du théoreme
1.5.6 assurent I’analogue de (1.13) : p.s. on a

im % ;Q(Xi—l, X;) = n(2)E[G(Y1)| X, = ],

et E[G(Y1)|Xo =z] = E[Zfiﬁ) 9(Xp—1, Xk)‘Xo = x] D’autre part, le corol-
laire 1.5.11, avec p = 2, assure que p.s.

L&
Jim — ;g(xi_l, X;) = (m, Pg).
On en déduit donc la deuxieme égalité du lemme. O

1.6 Théoréme central limite

On peut dans certains cas préciser la vitesse de convergence dans le théoreme
ergodique a l'aide du théoréme central limite (TCL) pour les chaines de
Markov. C’est I'objet de ce paragraphe.

On considére une chaine de Markov sur E, X = (X,,,n > 0), irréductible,
récurrente positive, de matrice de transition P et de probabilité invariante .
Rappelons la notation introduite a la fin du paragraphe précédent : si g est une
fonction définie sur E? soit positive, soit telle que ZyeE lg(x,y)| P(x,y) < oo,
alors on note

Pg(x) = > P(z,y)g(z,y).

yeE
Théoréme 1.6.1. Soit g une fonction définie sur E* a valeurs dans R, telle
T(x)
que (m,Plg|) < oo et il eviste v € E avec s(z)? = E[( Z[g(Xk,l,Xk) -
k=1
2
(ﬂ,Pg)]) | Xo = x} fini. On note 0% = w(x)s(x)?. Pour toute loi initiale de
Xy, on a

S|

\/ﬁ< Zg(Xkl»Xk)—(mPg)> ni—m> N(0,02).
k=1
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Si on choisit ¢g de la forme g(z,y) = f(y), alors on a (w, Pg) = (w, f) des
que f est positive ou (m,|f]) est fini. Le corollaire suivant est une conséquence
directe du théoreme précédent.

Corollaire 1.6.2. Si (m,|f]) < oo et s’il exviste v € E tel que s(z)? =
E[(X7 5 [F(X5) — (m, )] Xo = 2] < 00, alors on a

NG (jl > FXk) - <7r,f>> 2 N(0,0%),
k=1

n—o0

ou 02 = s(x)?n(z).

Démonstration du théoréme 1.6.1. On reprend les notations de la démonstra-
tion du théoréeme 1.5.6. On pose pour n > 1

Ty
G(Yn) = Z[Q(Xsn—l-‘rT—l?XSn—l-i—T) - (7T7Pg)}

r=1

Les variables aléatoires (G(Y;,),n > 2) sont indépendantes, de méme loi et de
carré intégrable avec, pour n > 2, E[G(Y,,)?] = s(x)?. La définition n(z) =
1/p(z) et la deuxieme égalité du lemme 1.5.12 impliquent que pour n > 2,
E[G(Y,)] = 0. On déduit du théoréme central limite que

%Za(m L N (0. 5(2)).
k=2

Toujours en utilisant la notation n(m) définie dans (1.9), on a Sy,(,,) < m <
Sn(m)—f—h et

Lo
\/TTT lm ;Q(Xz‘—hxi) — (m, Pg)
1 1 1 &
=7 kZ:Q G(Yy) + NG G(Y1) + mz‘:s;m)ﬂ[g(XihXi) — (m, Pg)].
Comme lim,, o n(m)/m = =n(z) p.s., dapres (1.10), on déduit du

théoreme de Slutsky A.3.12 que

\/@ \/nl(im) Z G(Y) mI;—OLO’ V(@)N(0,5(x)?) = N(0, s(x)* ().
k=2
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Comme Sy, () < m < Sy (m)+1, on a la majoration suivante

1 m
= Z [9(Xi-1, X;) — (m, Pg)]
vm i=Sn(m)+1

S (m
n(m) 1 (m)+1

<
Sn(m) \/W i=Sp(m)+1

On pose Z,, = Zf;giﬂ lg(X;—1, X;) — (7, Pg)| pour tout n > 2. Les variables
(Zp,m > 2) sont indépendantes et de méme loi. De plus on a, grace a la
deuxieme égalité du lemme 1.5.12,

l9(Xi—1, Xi) — (7, Pg)] .

()
E[Z.] = E[Tg l9(Xi-1,X) = (m, Pg)| | Xo =

= (m, Plg = (m, Pg)|)/m(z).

On déduit de I'inégalité |Pg| < P |g| et de 'invariance de la probabilité 7, que
(v, Plg — (r, Pg)]) < (. P(|g| + |(m, Pg)])) < 2(m, P|g]) < 0. De linégalitc
P(n=Y2Z, > ¢) < n"'/?E[Z,]/e, on déduit que la suite (n=Y2Z,,n > 1)
converge en probabilité vers 0. Comme (S, ()/m,m > 1) converge p.s.

% _ Z [9(X;—1,X;)— (7, Pg)],m > 1)

Z:S7l(m)+1

vers 1, cela implique que la suite (

converge en probabilité vers 0. Bien str, (ﬁ G (Y1), m > 1) converge en pro-
babilité vers 0. On déduit du théoreme de Slutsky A.3.12 que

vm (nll Zg(Xk—lan) - (7RP9)> 2 N(0, ()7 ().

n— oo
k=1

O

On a démontré ce résultat, pour toute loi initiale de Xj.

On peut expliciter dans le théoreme précédent la valeur de o2 dans le
cas particulier, qui nous sera utile au Chap. 6, ou g(z,y) = h(z,y) — Ph(z).
Remarquons que, si (, P |h|) < oo, alorson a (m, Pg) = (7, Ph)—(m, P(Ph)) =
0, car m est une probabilité invariante.

Comme (P(z,y),y € E) est une probabilité sur F, on déduit de I'inégalité
de Cauchy-Schwarz que

(Ph2() = (X2 Paah(e.y)) < 3 Pla.yhiz.y)’ = Ph*(a)

yek yek

En particulier si (7, Ph?) < oo alors (7, (Ph)?) < co.
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Proposition 1.6.3. Soit h une fonction définie sur E? d valeurs dans R,
telle que (m, Ph?) < co. Pour toute loi initiale de Xo, on a

n—oo

T K1, X0) — PROSG )] 2 N0,

ot 0? = (m, Ph?) — (=, (Ph)?).

Remarque 1.6.4. On désire calculer explicitement la valeur de o2, grace
a la proposition précédente, pour le cas particulier du corollaire 1.6.2, ou
g(z,y) = f(y). Pour cela, on admet que si (7, |f|) < oo, alors il existe, & une
constante additive pres, une unique fonction F' telle que (m, |F]) < oo et F'
est solution de I’équation de Poisson : pour tout = € F,

F(x) = PF(z) = f(z) — (, f),

ot PF(x) = ) .pP(x,2)F(z). Comme (m,P|F|) = (m,|F|) < oo, on
remarque que P |F| ainsi que PF sont bien définis, et donc I’équation de
Poisson a un sens. On pourra consulter le Chap. 9 de [6] pour existence et
I'unicité des solutions de I’équation de Poisson. Si on suppose de plus que
(7, F?) < oo, alors on peut appliquer la proposition 1.6.3 avec h(z,y) = F(y)
et en déduire que

n
Vn <1 > F(XR) - (mf)) 2, N(0,0%),
n n—oo

k=1
ott 0% = (m, Ph?) — (m, (Ph)?) = (7, F?) — (7, (PF)?). En pratique on utilise
le TCL pour donner un intervalle de confiance pour lestimation de (r, f) par
la simulation de =37 | f(X}). La variance ¢, qui intervient dans I'inter-
valle de confiance, ne peut étre directement estimée sur la simulation d’une
seule réalisation car cela nécessite de résoudre l’équation de Poisson. Cette
difficulté nous conduira a utiliser la proposition 1.6.3 plutot que le résultat
apparemment plus naturel du corollaire 1.6.2. O

Démonstration de la proposition 1.6.3. On déduit de I'inégalité de Cauchy-
Schwarz que

(m,|Ph]) < (m, P |h]) < (m, Ph?)? < .
Ainsi, si on pose pour =,y € E, g(x,y) = h(z,y) — Ph(x), on a (m, P|g|) <
oo. En utilisant le fait que 7 est invariante, il vient (m, Pg) = (w, Ph) —
(m, P(Ph)) = 0. Pour appliquer le théoréme 1.6.1, il faut vérifier que

T(z) 9
s(z)? = E[( > [h(Xp1, Xi) — Ph(Xk,l)}) ‘XO - x}
ke

est fini. Puis il faut calculer la valeur de s(z)? pour conclure la démonstration.
(Les arguments qui suivent sont inspirés de la démonstration du TCL ergo-
dique & partir de la théorie des martingales, voir par exemple [5]. Comme nous
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avons choisi de ne pas recourir aux martingales, nous retrouvons par le calcul
certains résultats intermédiaires qui sont des conséquences bien connues des
propriétés des martingales.) On pose Hp = h(Xj_1,Xi) — Ph(Xk_1) et
M, = ng)m Hy, avec la convention My = 0 et a A b = min(a, b). On définit
M = ng) Hy = lim,, o M,,. On désire donc calculer E[M?| Xy = ] =
s(x)?. Pour cela, dans une premiére étape on calcule E[Hy Hi1 {7z >13| Xo = ]
pour k < [, puis E[M?]. On vérifiera dans une seconde étape que
lim,, o E[M?2] = E[M?].

Premiére étape. On suppose 1 < k < [, et on remarque que ’événement
{T'(x) > l} peut aussi s’écrire {X, # x,Vr € {1,...,1—1}}. En conditionnant
par rapport aux valeurs de Xé_l, on obtient que pour 1:6_1 € E', avec xy = x,
'l existe r € {1,...,1 — 1} tel que z, = z, alors

E[H Hilp@y=i31 Xy =251 =0,
et si x, # x pour tout r € {1,...,1— 1}, alors
E[HyHil(r(z)>iy| Xo " = a4 ']
= E[(h(z-1,2%) — Ph(zr—1))(h(zi-1, X1) — Ph(z;1))| X5 = 257']
= (h(wr—1,2k) — Ph(wp1))E[h(21-1, X)) = Ph(zi—1)| X5 = 2(]
— (h(apn,20) — Ph(ze1))Eh(zi_1, X2) — Ph(zi1)|Xi_1 = 11]
= (Map-1,21) — Ph(xg-1))(Ph(z1-1) — Ph(21-1))

:07

ou l'on a utilisé la propriété de Markov pour la troisieme égalité. Il vient donc
en multipliant ]E[HkHll{T(x)Zl}\Xé_l =257 = 0 par P(X,! = 27X =
x) et en sommant sur xlfl € B! que, pour 1 < k < 1,

]E[HkHll{T(az)Zl}‘XO = :L'o] =0. (117)

Donc on obtient

E[Mz]Xo = z]

=K Z HkHll{T(w)Zmax(k,l)}‘XO = xo}
C1<ki<n
T(xz)An
—E[ 3 H[Xo=wo|+2 Y ElHHLiresn|Xo = o]
T k=1 1<k<I<n
T (x)An
—e[ H,f‘XO :xo]
" k=1
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En particulier, on déduit du théoreme de convergence monotone puis de la
deuxieme égalité du lemme 1.5.12 que

n—oo

T(x)
lim E[M2|X, = 2] = E[ S (X1, X)) — Ph(Xk,l))Q‘Xo - xo}
k

—

— L (m, P((h — PR)),

7(x
avec la convention (h — Ph)(z,y) = h(z,y) — Ph(x). Remarquons que
(m, P((h — Ph)?)) = (m, Ph?) — 2(m, P(hPh)) + (7, P(Ph)?).

Comme pour tout z € E, P(hPh)(z) = > pP(x,y)h(z,y)Ph(z)
(Ph(z))? et 7 est invariante, on obtient (m, P((h — Ph)?)) = (m, Ph?) —
(m, (Ph)?), et cette quantité est finie. On a ainsi obtenu que

(v, PI?) — (r, (PR)?)

lim E[M?| Xy = 2] =

Seconde étape. Nous vérifions que E[ lim M?| Xy = z] = lim E[M?|X, =
z]. Pour cela, on remarque que pour m > n > 0,
E[(Mm — M)’ Xo=2]= > EHH1{7@)>maxkny | Xo = 2]
n+1<k,l<m
= Y ElHlruemnlXo = 1]
n+1<k<m
T(x)Am

E[ 3 H,?’onx},
k=T (z)A(n+1)

ou l'on a utilisé (1.17) pour la deuxieme égalité. On en déduit que
T(z)

sup E[(My, — Mp)2|Xo = 2] < E[ S H,g‘xo _ x}

m2n k=T (2)A(n+1)

Par convergence dominée, on obtient que limy,—, o SUp,,>,, E[(M,,—M,)?| X, =
x] = 0. Le lemme de Fatou A.1.17 implique

lim inf E[(M,, — M,)*|Xo = 2] > E[(M — M,)?|Xo = a].

m—00

On en déduit donc que

lim E[(M — M,)?|Xo = 2] = 0.

n—oo

Comme |M? — M2| < (M — My,)* 4 2|M,||M — M,|, il vient par D'inégalité
de Cauchy-Schwarz
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E[|M? — M?2||Xo = ]
< E[(M — M,)?| X, = z] + 2E[M?| X, = 2]*/?E[(M — M,,)?| X, = z]'/?

et donc lim, .o E[|M? — M2||Xo = 2] = 0. En particulier, cela implique
E[M?| Xy = 2] = lim,, oo E[M?| Xy = ].
En conclusion, on obtient

0? = s(z)*n(x) = E[M?| X, = z]n(x)
= lim E[M2| Xy = z]n ()

n—oo

- (W’th) - (71—7 (Ph)2)7

ou la deuxieme égalité découle de la définition de M, la troisieme de la seconde
étape, et la quatrieme de la premiere étape. a

On a le corollaire suivant pour une version vectorielle de la proposition
1.6.3.

Corollaire 1.6.5. Soit h = (hq,...,hq) une fonction vectorielle définie sur
E2. On note |h|° = Zle h2. Si (m, P ||h||*) est fini, on a la convergence en
loi suivante :

n

% ; (h(Xp—1, Xk) — Ph(X}_1)] ni—";> N(0, %),

ot Ph = (Phq,..., Phg) et la matrice ¥ = (X; ;,1 < i,j < d) est définie par
Lij = (m, P(hih;)) — (0, (Phi)(Ph;)).

Démonstration. Pour A = (A1,...,\g) € R on pose hy = Z?Zl Aih;. Comme
(, P||h]|*) < o0, alors pour tout A € R, (7, Ph3) < oo, et I'on déduit de la
proposition 1.6.3 que

1 - oi
ﬁ; [hr(Xi1, Xp) = Pha(Xion)] —22 N (0,03),

avec 03 = (m, Ph3) — (m, (Phy)?), ce qui implique le corollaire. O
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