B

Une variante du théoréme central limite

Dans cet appendice, nous allons démontrer une variante du théoréeme central
limite pour des variables aléatoires centrées, mais n’ayant pas la méme loi.

Théoréeme B.1. Soit (X,,n > 1) une suite de variables aléatoires indépen-
dantes telles que X est intégrable pour tout n > 1. On suppose de plus que :

1. E[X,,] = 0 pour tout n > 1,

2. lim Y E[X{] = +oo,
k=1

Y B[ X[
3. lim -==———_—-=0.
n—oo (3o, E[X7])3/2
ZZ:l Xk

Alors la suite ( n > 1) converge en loit vers une variable

(i EXZ)Y2
aléatoire de loi gaussienne centrée réduite N'(0,1).

Pour démontrer le théoreme, nous aurons besoin de 1'inégalité de Jensen
énoncée dans le lemme suivant.

Lemme B.2 (Inégalité de Jensen). Soit X wune variable intégrable a
valeurs dans R?, et ¢ une fonction réelle définie sur R? conveze et telle que
©(X) soit intégrable. Alors, on a

p(E[X]) < E[p(X)].

Démonstration du lemme B.2. Comme ¢ est une fonction convexe, pour tout
a € R4, il existe A\, € R? tel que pour tout = € R4

pla) + (Aa,r —a) < p(2),

ot (.,.) désigne le produit scalaire dans R%. En choisissant a = E[X] et x = X,
on en déduit que

o(E[X]) + (Ag[x), X — E[X]) < (X).
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En prenant I'espérance dans cette inégalité, et en utilisant la croissance de
lespérance, on en déduit p(E[X]) < E[p(X)]. O

Démonstration du théoréme B.1. On pose o2 = E[X2]. En utilisant la défini-
tion des fonctions caractéristiques et llndependance des variables aléatoires
(Xn,n € N*), on a

7/’27”12 Hm(\/zl 1"1)

3
< %. Donc on a

X X 2Xx?2
exp(iuk>:1+i Yk U k2—|—hn(Xk),

V Z?:l 012 Y, E?:l 012 2 27:1 9

u? | X
6(> =, 07)3/2

Remarquons que h (X)) est intégrable. En prenant l’espérance dans
I’égalité ci-dessus, il vient :

. . 2
Rappelons que pour y € R, |e¥ —1 — iy + %

avec |hp(Xg)| <

2.2
u-oy,

=1 —=nt— + E[h,(Xy)].

u
( \V4 Z?:l J?) 227:1 Ul2
En appliquant I'inégalité de Jensen (voir le lemme B.2) avec la fonction p(z) =
|x|3/2, on obtient o} = E[X?] < E[|X:[*]2/3. En particulier on a

2/3
o _E \T
Zl:lJIQ B (Z?:1‘712)3/2

On déduit donc de I'hypothese 3. du théoreme que

Vx,

2

o
lim sup —t— =0. B.1
=00 1<k<n D o1—1 OF (B.1)

On a également recours au lemme suivant qui se démontre facilement par
récurrence.

Lemme B.3. Soit (ai,k € N*) et (by, k € N*) des suites de nombres com-
plezes de modules inférieurs o 1 (lax| < 1 et |bg| < 1 pour tout k € N*).

Ona:
n n n
[T T < Yol
k=1 k=1 k=1
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Pour n assez grand tel que sup —m—%— < 4, on a en utilisant ce lemme
1<k<n 21— Of

pour la premiere inégalité,
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En utilisant le fait que log(1
remarque grace a (B.1) que

2.2
n u“oy
n U20'2 Zk:llOg 1_2271 )
Ee1 230210

2
—uZ
converge vers e 2

Uﬁ@fwk>_o
\/2?:1012 k= 23 0f

x) = —x + o(x), quand x tend vers 0, on

On en déduit que hm

| -~ ~

lorsque n tend vers I'infini. Comme

n 2 2
(=) T (1 55 s)
H1/’X< 211 ) k_l( 221=1gl2
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on conclut que le membre de gauche tend vers 0 lorsque n tend vers l'infini.
n

k=1“*k .
——f=2_— converge en loi vers

D aprés le ‘héOI‘éme A.3.8, Cela assure que
(0 0_2
\% Zlf_ l

une variable aléatoire gaussienne de loi N'(0,1). O





