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Files d’attente

De nombreuses entreprises sous-traitent leurs centres d’appels téléphoniques
à des sociétés de services. Une de ces sociétés de services annonce dans sa
publicité sur internet qu’elle peut dimensionner le nombre d’opérateurs du
centre d’appel en fonction :

– du nombre moyen d’appels par unité de temps, λ,
– de la durée moyenne des appels, 1/µ,
– et d’un seuil d’attente, compté en nombre de sonneries, tel que la pro-

babilité d’attendre plus longtemps que ce seuil avant qu’un opérateur
ne réponde soit inférieur à 20 %.

L’étude des lois des temps d’attentes, entre autres, dans les files d’attente
remonte aux résultats d’Erlang en 1917 [5], qui travaillait pour la Compagnie
de Téléphone de Copenhague. Depuis, la modélisation des files d’attente et
des réseaux a connu un essor considérable dû en particulier à la diversité et
à l’omniprésence des files d’attente : caisses d’une grande surface, guichets
des compagnies de transport, réseaux téléphoniques, réseaux informatiques,
requêtes des microprocesseurs, etc.

Le but de ce chapitre est de présenter des modèles élémentaires de files
d’attente et de réseaux, mais qui sont en fait représentatifs des phénomènes
observés. Plus précisément nous introduisons, dans le paragraphe 9.1, des
modèles de châınes de Markov à temps continu, vues au Chap. 8, pour les
files d’attentes à K serveurs. Après avoir exhibé le générateur infinitésimal,
nous calculons, au paragraphe 9.2 pour un serveur, et au paragraphe 9.3 pour
K serveurs, la probabilité invariante quand elle existe, le nombre moyen de
personnes dans la file d’attente, la loi asymptotique du temps d’attente pour
un client arrivant dans le système. Le calcul de la loi du temps d’attente
permet de comprendre comment dimensionner le nombre de serveurs à partir
du nombre moyen d’appels par unité de temps, λ, de la durée moyenne des
appels, 1/µ, et d’une borne sur le temps moyen d’attente dans la file. On peut
également comparer, selon plusieurs critères, les files d’attente à un et deux
serveurs, quand le serveur de la première file d’attente est aussi efficace que les
deux serveurs de l’autre file d’attente. Le paragraphe 9.4 aborde un exemple
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élémentaire de réseaux. Finalement, le paragraphe 9.5 présente le lien entre
certaines files d’attente et les processus de Galton-Watson, vus au Chap. 4.

Une vaste littérature sur le domaine est disponible. Nous renvoyons
aux ouvrages suivants : Bougerol [3] et Brémaud [4] pour une présentation
élémentaire, Asmussen [1], Baccelli et Brémaud [2], et Robert [7] pour une
étude plus approfondie.

9.1 Introduction

9.1.1 Modélisation des files d’attente

Nous présentons d’abord la terminologie usuelle pour la description des files
d’attente, puis nous donnerons le générateur infinitésimal de la châıne de
Markov correspondant aux files M/M/K.

Une file d’attente est décrite par un processus d’arrivée des clients, un
modèle pour les temps de services des requêtes exprimées et le mode de gestion
des requêtes.

1. Le processus des temps d’arrivées : on utilise la notation GI si les temps
entre deux arrivées successives de clients, ou temps d’inter-arrivées, sont
des variables aléatoires indépendantes et de même loi. Le processus d’ar-
rivée est alors la fonction de comptage associé aux temps d’inter-arrivées.
Si de plus la loi est une loi exponentielle, alors le processus des arrivées
est un processus de Poisson, et on utilise la notation M pour souligner le
caractère markovien.

2. Les temps de service : on utilise la notation GI si les temps de services
sont des variables aléatoires indépendantes de même loi et indépendantes
du processus d’arrivée. Si de plus la loi des temps de services est une loi
exponentielle, on utilise la notation M . Nous verrons que dans ce cas, si
le processus d’arrivée est un processus de Poisson, alors l’évolution de la
taille de la file d’attente est une châıne de Markov.

3. Gestion des requêtes : on distingue plusieurs éléments.

a) Le nombre de guichets ou serveurs est noté K ∈ N
∗ ∪ {+∞}.

b) La taille de la salle d’attente notée k ∈ N∪{+∞}. Quand on téléphone
à un centre d’appel, si tous les opérateurs sont déjà occupés, alors
l’appel est mis en attente. Au delà d’un certain nombre d’appels en
attente, correspondant à la taille de la salle d’attente, la connexion
peut être refusée. Pour les réseaux téléphoniques, si tous les serveurs
sont occupés, ce qui correspond à un réseau saturé, alors la connexion
est refusée. Dans ce cas, la taille de la salle d’attente est donc nulle.
Enfin, on suppose que la salle d’attente est commune à tous les ser-
veurs. Ce n’est pas le cas par exemple aux caisses d’une grande surface,
où chaque serveur a une file d’attente.
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c) Il existe plusieurs politiques de gestion des requêtes.
– FIFO («First In First Out») : les clients sont servis suivant leur

ordre d’arrivée.
– LIFO («Last In First Out») : le dernier client arrivé est le pre-

mier servi. On distingue suivant que le service en cours est terminé
avant de servir le dernier client arrivé ou interrompu (LIFO avec
préemption), puis repris lorsque le service du ou des derniers clients
arrivés est terminé. Cette dernière stratégie est intéressante si les
requêtes sont de types très différents : pour un serveur informatique
elle permet par exemple de traiter rapidement les courriels courts
pour lesquels la probabilité d’interruption est faible, et d’accepter
en contrepartie que l’envoi de courriels incluant par exemple de gros
fichiers soit en partie ralenti.

– Requêtes partagées : tous les clients sont servis en même temps,
mais avec une vitesse inversement proportionnelle au nombre de
clients.

– Aléatoire : le prochain client de la file d’attente à être servi est choisi
au hasard.

– SPT (« shortest processing time») : le prochain client de la file
d’attente à être servi est celui qui a la requête la plus courte.

– . . .
Dans ce qui suit on ne considère que la stratégie FIFO. On utilise la

notation conventionnelle de Kendall M/GI/K/k pour décrire une file d’at-
tente dont les temps d’inter-arrivées sont indépendants de même loi exponen-
tielle, les temps de services sont indépendants de loi quelconque, le nombre de
serveurs est K et la taille de la salle d’attente est k. On omet généralement k
lorsque k = ∞.

9.1.2 Présentation des files M/M/K

On considère une file M/M/K, où les temps d’inter-arrivées suivent la loi
exponentielle de paramètre λ > 0, et où les temps de services suivent la loi
exponentielle de paramètre µ > 0. On note Xt ∈ N la taille du système à
l’instant t ≥ 0, qui comprend les clients dans la salle d’attente, ainsi que les
clients aux guichets.

On utilise la notation x ∧ y = min(x, y).

Proposition 9.1.1. Le processus X = (Xt, t ≥ 0) est une châıne de
Markov à temps continu homogène irréductible de générateur infinitésimal
A = (A(i, j), i ≥ 0, j ≥ 0) dont les termes non nuls hors de la diagonale sont
A(i, i + 1) = λ et A(i + 1, i) = (i ∧ K)µ pour i ∈ N, soit

A =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

−λ λ 0 0 . . .
µ −(λ + µ) λ 0 . . .
0 (2 ∧ K)µ −(λ + (2 ∧ K)µ) λ . . .

...

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

. (9.1)
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Les différentes politiques de gestion des requêtes ne changent pas le temps
de travail du serveur, mais les temps d’attente des clients. La loi de Xt reste
inchangée si on regarde la stratégie LIFO sans préemption, ou la stratégie des
requêtes partagées. Enfin les files d’attentes M/M/K exhibent des comporte-
ments que l’on retrouve pour les files d’attente plus générales.

Démonstration. On considère les états successifs du système (Zn, n ≥ 0) et
(Vn, n ≥ 1) les temps entre les changements d’état du système.

Si Z0 = 0, le prochain événement est l’arrivée d’un client. Donc la loi de
V1 conditionnellement à {Z0 = 0} est la loi exponentielle de paramètre λ.

Si Z0 = r ≥ 1, le prochain événement est soit l’arrivée d’un nouveau
client, à la date T , soit la fin de service de l’un des r ∧ K clients, aux dates
S1, . . . , Sr∧K . Il arrive donc à l’instant V1 = min{T, S1, . . . , Sr∧K}. D’après le
lemme 7.4.4, la loi de V1 est alors la loi exponentielle de paramètre λ + (r ∧
K)µ. De plus on a

P(Z1 = r + 1|Z0 = r) = P(V1 = T |Z0 = r) =
λ

λ + (r ∧ K)µ

et

P(Z1 = r − 1|Z0 = r) = P(V1 �= T |Z0 = r) =
(r ∧ K)µ

λ + (r ∧ K)µ
,

ainsi que P(|Z1 − r| �= 1|Z0 = r) = 0. Le taux de transition, voir la remarque
8.2.5, de r vers r + 1 est égal à λ et de r ≥ 1 vers r − 1 à (r ∧K)µ. Enfin, en
généralisant le lemme 8.1.5 à plusieurs variables exponentielles indépendantes,
on obtient que conditionnellement à V1 = T (resp. V1 = Si), les variables
S1 − V1, . . . , Sr∧K − V1 (resp. T − V1 et Sj − V1 pour 1 ≤ j ≤ r ∧K et j �= i)
sont indépendantes et de loi exponentielle de paramètre µ (resp. exponentielle
de paramètre λ pour T −V1 et exponentielle de paramètre µ pour les autres).
En particulier, les lois de (Zk, k ≥ 2) et de (Vk, k ≥ 2) conditionnellement à
Z0, V1 et Z1, ne dépendent que de Z1.

En itérant le raisonnement, on obtient que (Zn, n ≥ 0) est une châıne de
Markov de matrice de transition Q = (Q(i, j), i ≥ 0, j ≥ 0) définie par

Q(i, j) =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

0 si |i − j| �= 1,
λ/[λ + (i ∧ K)µ] si j = i + 1,

(i ∧ K)µ/[λ + (i ∧ K)µ] si i ≥ 1 et j = i − 1.

Enfin, conditionnellement à (Zn, n ≥ 0) les variables (Vn, n ≥ 1) sont
indépendantes, et la loi de Vk est la loi exponentielle de paramètre λ+(Zk−1∧
K)µ.

Si K est fini, alors la condition (8.3) est satisfaite car les taux de sauts
sont bornés par λ +Kµ. Si K est infini, alors la condition (8.3) est satisfaite
d’après l’exercice 8.1.4. Par construction, X = (Xt, t ≥ 0) est une châıne
de Markov homogène à temps continu de générateur infinitésimal A, défini
par (9.1).
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Vérifions qu’elle est irréductible. Soit x �= y ∈ N. Si x < y, on a∏y−x−1
i=0 A(x+ i, x+ i+1) > 0 et si x > y, on a

∏x−y−1
i=0 A(x− i, x− i−1) > 0.

La châıne est irréductible d’après l’exercice 8.3.5. ��

9.2 Étude des files à un serveur : M/M/1

Les inter-arrivées des clients suivent la loi exponentielle de paramètre λ, et les
temps des services suivent la loi exponentielle de paramètre µ. Le temps moyen
de service est E[S] = 1/µ et le temps moyen entre deux arrivées de clients
est E[T ] = 1/λ. On définit la densité de trafic par ρ = λ/µ. Elle correspond
au temps moyen de service divisé par le temps moyen entre deux arrivées.
D’après la proposition 8.4.3, λ représente le nombre moyen de personnes
arrivant par unité de temps dans le système. De même µ peut également s’in-
terpréter comme le nombre moyen de personnes servies par unité de temps
par un serveur ayant une infinité de clients. Ainsi, la densité de trafic peut
aussi s’interpréter comme le nombre moyen de personnes arrivant par unité
de temps divisé par le nombre moyen de personnes servies par unité de temps.

On désire étudier le comportement de la file, X = (Xt, t ≥ 0), en temps
long : nombre moyen de clients dans le système, temps d’attente d’un nou-
veau client,... Grâce aux théorèmes 8.3.7 et 8.3.12, les limites en temps long
correspondent à des moyennes sous la probabilité invariante.

Dans le paragraphe 9.2.1 nous déterminons la probabilité invariante, π,
appelée aussi probabilité stationnaire. Puis nous calculons la taille moyenne
du système dans le régime stationnaire. Dans les paragraphes 9.2.2 et 9.2.3
nous calculons le temps moyen d’attente d’un client virtuel arrivant dans la
file d’attente à l’instant t, avec t grand, ou du n-ième client, avec n grand.

9.2.1 Probabilité invariante

Proposition 9.2.1. Il existe une (unique) probabilité invariante π pour la
châıne X si et seulement si ρ < 1. De plus, si ρ < 1, la probabilité invariante
π = (πn, n ∈ N) est donnée par

πn = ρn(1 − ρ), n ∈ N. (9.2)

Remarquons que si Y est de loi π, alors 1 + Y suit une loi géométrique
de paramètre 1 − ρ. Enfin le cas ρ ≥ 1 est abordé dans la remarque 9.5.2. La
figure 9.1 représente des simulations de la châıne X pour diverses valeurs de ρ.

Démonstration. La châıne est irréductible. Elle possède donc au plus une pro-
babilité invariante, π déterminée par πA = 0, où A est le générateur infi-
nitésimal de X donné dans la proposition 9.1.1 avec K = 1. On obtient le
système suivant : −λπ0 + µπ1 = 0 et pour k ≥ 2,

λπk−2 − (λ + µ)πk−1 + µπk = 0.
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Fig. 9.1. Simulations d’une file M/M/1, t → Xt, pour différentes valeurs de ρ, avec
λ = 1

En sommant la première égalité et les égalités ci-dessus pour k ≤ n (ce qui
revient à sommer les n premières colonnes de A puis à multiplier le résultat à
gauche par π), il vient

0 = −λπ0 + µπ1 +
n∑

k=2

(λπk−2 − (λ + µ)πk−1 + µπk) = −λπn−1 + µπn.

On en déduit que πn = ρπn−1, puis que πn = ρnπ0. La suite (πn, n ∈ N) définit
une probabilité si et seulement si

∑
n≥0 πn = 1, c’est-à-dire π0

∑
n≥0 ρn = 1.

Ceci n’est réalisable que si ρ < 1. Dans ce cas, on a pour n ≥ 0, πn =
ρn(1 − ρ). ��

Remarque 9.2.2. Le théorème 8.3.7 assure, si ρ < 1, que la suite des lois des
variables Xt converge étroitement vers π quand t tend vers l’infini. Le calcul
de P(Xt = j | X0 = i) est difficile. On peut en trouver une expression dans
[1], p. 89 et p. 92, ainsi que l’approximation

P(Xt = j | X0 = i) − π(j) ≈ C(i, j)t−3/2 e−(√µ−
√

λ)2
t,
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où C(i, j) est une constante qui dépend que de i, j, λ et µ. Remarquons que
le taux de décroissance dans l’exponentielle est indépendant de i et j. La

quantité
(√

µ −
√

λ
)−2

est souvent appelée temps de relaxation du système.
♦

Proposition 9.2.3. On suppose ρ < 1. En régime stationnaire, on a

E[Xt] =
∑

n≥0

nπn =
ρ

1 − ρ
et Var(Xt) =

ρ

(1 − ρ)2
.

La figure 9.2 représente des simulations de l’évolution de la moyenne en
temps du nombre d’individus dans le système. D’après le théorème ergo-
dique, cette quantité converge vers

∑
n≥0 nπn = ρ/(1 − ρ) si ρ < 1. On

peut démontrer qu’elle diverge si ρ ≥ 1.

Démonstration. On a vu que si Y est de loi π, alors 1 + Y suit une loi
géométrique de paramètre 1 − ρ. Les résultats découlent alors du paragraphe
A.2.1 (voir le tableau A.1 page 396). ��
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Fig. 9.2. Simulations de t → 1

t

∫ t

0

Xs ds, pour une file M/M/1 pour différentes

valeurs de ρ, avec λ = 1
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Exercice 9.2.4. Pour ρ > 0, calculer le temps moyen de repos du serveur
par unité de temps, c’est-à-dire limt→∞

1
t

∫ t

0
1{Xs=0}ds. �

Exercice 9.2.5. Calculer, en régime stationnaire, la loi du premier temps
de sortie d’un client de la file d’attente. Voir le paragraphe 9.4.2 pour plus
d’information sur le processus de sortie. �

9.2.2 Temps passé dans la file d’attente : client virtuel

On suppose ρ < 1. On considère un client virtuel arrivant à l’instant t dans
la file d’attente. On note W (t) le temps passé dans la file d’attente par ce
client avant que ne débute son service, et U(t), le temps total passé dans
le système. Bien sûr on a U(t) = W (t) + S, où S, qui représente le temps
de service du client virtuel, est une variable aléatoire indépendante de W (t)
de loi exponentielle de paramètre µ.

Proposition 9.2.6. On suppose ρ < 1. Les variables aléatoires (W (t), t ≥ 0)
convergent en loi quand t tend vers l’infini. Si W suit la loi limite, alors on a
P(W = 0) = (1 − ρ) et pour s ≥ 0, P(W > s) = ρ e−(µ−λ)s. Enfin en régime
stationnaire la loi de W (t) est égale à la loi de W .

Remarquons que P(W > s | W > 0) = e−(µ−λ)s. La loi de W condition-
nellement à {W > 0} est la loi exponentielle de paramètre µ− λ. En résumé,
quand un client virtuel arrive à l’instant t, t grand, alors avec probabilité
1−ρ, il est servi tout de suite, et avec probabilité ρ, il doit attendre un temps
aléatoire de loi exponentielle de paramètre µ − λ.

Démonstration. Pour Xt = 0, on a W (t) = 0. Pour Xt = k ≥ 1, le système
comporte k clients avant l’arrivée du client virtuel. Le service de ce dernier
débutera à l’instant S1 + S2 + . . . + Sk, où S1 représente le temps résiduel
de service du premier client du système et Si, i ≥ 2, représente la durée de
service du i−1-ème client dans la file d’attente. Par construction les variables
(Si, 1 ≤ k) sont indépendantes, les variables (Si, 2 ≤ i ≤ k) suivent des lois
exponentielles de paramètre µ. Par la propriété sans mémoire des lois expo-
nentielles, le temps résiduel de service, S1 suit également une loi exponentielle
de paramètre µ. Si on note νt la loi de Xt, on obtient pour s ≥ 0,

P(W (t) > s) =
∑

k≥0

P(W (t) > s,Xt = k) =
∑

k≥1

νt(k)P
( k∑

i=1

Si > s
)
.

D’après le théorème 8.3.7, la châıne (Xt, t ≥ 0) converge en loi vers une
variable de loi π. En particulier, (νt, f) converge vers (π, f) pour toute fonction
f bornée. Comme πn = ρn(1 − ρ), on a donc
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lim
t→∞

P(W (t) > s) =
∑

k≥1

πkP

( k∑

i=1

Si > s
)

=
∑

k≥1

ρk(1 − ρ)
1

(k − 1)!

∫ ∞

s

µkuk−1 e−µu du

= ρ(1 − ρ)µ
∫ ∞

s

eρµu e−µu du

= ρ e−(µ−λ)s,

où pour la deuxième égalité, on a utilisé que la somme de k variables exponen-
tielles de même paramètre, µ, indépendantes suit une loi gamma de paramètre
(µ, k).

Enfin on a P(W (t) = 0) = P(Xt = 0), qui converge vers π0 = (1 − ρ)
quand t tend vers l’infini. On en déduit que les fonctions de répartition de
(W (t), t ≥ 0) convergent vers la fonction de répartition de la variable W ,
définie par P(W ≤ s) = 1 − P(W > s) = 1 − ρ e−(µ−λ)s pour s ≥ 0. Ceci
implique la convergence en loi de la suite (W (t), t ≥ 0) vers W quand t tend
vers l’infini.

Enfin, en régime stationnaire, on a νt = π, ce qui assure que W (t) a même
loi que W . ��

Exercice 9.2.7. On suppose ρ > 1. Soit U une variable aléatoire exponen-
tielle de paramètre µ − λ > 0.

1. Montrer, en utilisant la proposition 9.2.6 et les fonctions caractéristiques,
que (U(t), t ≥ 0) converge en loi vers U .

2. Vérifier qu’en régime stationnaire U(t) a même loi que U .

3. Montrer et interpréter les égalités suivantes :

E[W ] =
1
µ

ρ

1 − ρ
, E[U ] =

1
µ

1
1 − ρ

.

�

9.2.3 Temps passé dans la file d’attente : client réel

Dans les phénomènes d’attente, il existe parfois des paradoxes. Ainsi le temps
d’attente d’un client virtuel arrivant à l’instant t, W (t), est en général différent
du temps d’attente, Wn, du n-ième client, dit client réel, arrivé après l’instant
initial. Par exemple dans le cas stationnaire, à t fixé, la loi du nombre de
clients dans le système juste avant l’arrivée du client virtuel à l’instant t, noté
Xt− , est π, mais pour T aléatoire, la loi du nombre de clients dans le système
juste avant l’instant T , XT− est a priori différente de π. En effet, considérons
comme temps aléatoire T1, le temps d’arrivée du premier client après l’instant
initial. Entre 0 et T1, si X0 > 0, il existe une probabilité non nulle pour que
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des clients aient terminé leurs services. Donc, si X0 > 0, avec probabilité
strictement positive on a XT−

1
< X0. Ainsi la loi de XT−

1
est différente de π.

Pour étudier la loi asymptotique de Wn, nous regardons l’évolution du
système juste avant l’arrivée des nouveaux clients. On note (Ti, i ≥ 1) la
suite des inter-arrivées des clients dans la file d’attente. Pour n ≥ 1, on pose
τn =

∑n
i=1 Ti le temps d’arrivée du n-ième client. Le nombre de clients dans

le système juste avant l’arrivée du client n est X(n) = Xτ−
n

= Xτn
− 1. On

suppose que l’instant t = 0 correspond à l’arrivée d’un nouveau client, de
sorte que X0 ≥ 1, et on pose X(0) = X0 − 1.

Proposition 9.2.8. La suite (X(n), n ≥ 0) est une châıne de Markov à temps
discret homogène à valeurs dans N.

Démonstration. Soit (Zn, n ≥ 0) la châıne trace associée à la châıne à temps
continu (Xt, t ≥ 0). Par hypothèse, on a Z0 > 0. On pose Z(0) = Z0 − 1
et R1 = inf{k ≥ 1 ;Zk = Zk−1 + 1}, le nombre d’étapes avant l’arrivée d’un
nouveau client. Pour n ≥ 1, on considère, pour la châıne trace, la date d’arrivée
du n-ième client, Vn ∈ N, la taille du système juste avant son arrivée, Z(n), et
le temps d’inter-arrivée entre ce client et le client suivant, Rn+1 ∈ N

∗. Plus
précisément, on pose V0 = 0 et pour tout n ≥ 1, on définit par récurrence
Vn =

∑n
k=1 Rk, Z(n) = ZVn

− 1 et Rn+1 = inf{k ≥ 1 ;Zk+Vn
= Zk+Vn−1 + 1}.

Par construction on a Z(n) = X(n) pour tout n ∈ N.
Nous montrons maintenant que (Z(n), n ≥ 0) est une châıne de Markov.

Par construction, pour tout n ∈ N
∗, on a p.s. Z(n) ≤ Z(n−1) + 1, avec égalité

si aucun client n’a fini son service entre l’arrivée du (n − 1)-ième et du
n-ième client. Entre les instants Vn−1 + 1 et Vn − 1, on n’observe pour la
châıne trace que des sorties de clients. On en déduit que pour k ∈ {0, Rn − 1}
on a ZVn−1+k = Z(n−1) + 1 − k, ainsi que Rn = Z(n−1) + 2 − Z(n) et donc
Vn = Z(0) + 2n − Z(n). On en déduit donc que pour un chemin donné,
n ∈ N

∗, x0, . . . , xn avec xk+1 ≤ xk + 1 et 0 ≤ k ≤ n − 1, l’événement
{Z(0) = x0, . . . , Z(n) = xn} détermine complètement les valeurs de (Zk, 0 ≤
k ≤ x0 + 2n − xn). En particulier, si on pose vn−1 = x0 + 2(n − 1) − xn−1

et rn = xn−1 + 2 − xn, l’événement {Z(n) = xn, . . . , Z(0) = x0} est égal à
l’intersection de

{Zvn−1+rn
= xn + 1, (Zvn−1+k = xn−1 + 1 − k, 1 ≤ k ≤ rn − 1)}

et de {Z(n−1) = xn−1, . . . , Z(0) = x0}. Après avoir remarqué que sur
l’événement {Z(n−1) = xn−1, . . . , Z(0) = x0}, on a Vn−1 = vn−1 et Zvn−1 =
xn−1 + 1, on déduit de la proposition 1.1.7 appliquée à la châıne de Markov
Z à l’instant vn−1, que pour n ≥ 1, on a

P(Z(n) = xn|Z(0) = x0, . . . , Z(n−1) = xn−1)

= P(Zrn
= xn + 1, (Zk = xn−1 + 1 − k, 1 ≤ k ≤ rn − 1)|Z0 = xn−1 + 1)

= P(Z(1) = xn|Z(0) = xn−1).

Ceci assure que (Z(n), n ≥ 0) est une châıne de Markov homogène. ��
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Proposition 9.2.9. La châıne de Markov (X(n), n ≥ 0) est irréductible et
apériodique. Elle possède une (unique) probabilité invariante si et seulement
si ρ < 1. La probabilité invariante est alors la probabilité π définie par (9.2).

Démonstration. On reprend les notations de la démonstration précédente.
Déterminons la matrice de transition P .

Pour k ≥ 1, l ≥ 0, on remarque que si Z(0) = k + l et Z(1) = k, alors à
l’instant t = 0, k + l + 1 clients sont dans le système. De plus, quand arrive
un nouveau client, l + 1 clients ont été servis et ont quitté le système, et le
service du l + 2-ième client a débuté, mais n’est pas terminé. Les temps de
service S1, . . . , Sl+1, Sl+2 de ces l + 2 clients sont des variables indépendantes
de loi exponentielle de paramètre µ, indépendantes du temps d’arrivée, T du
nouveau client. On en déduit que pour k ≥ 1, l ≥ 0,

P(Z(1) = k | Z(0) = k + l) = P

(
l+1∑

i=1

Si < T ≤
l+2∑

i=1

Si

)

.

En utilisant l’indépendance de T avec les variables S1, . . . , Sl+2, on déduit de
(8.4)

P

(
l+1∑

i=1

Si < T ≤
l+2∑

i=1

Si

)

= P

(
l+1∑

i=1

Si < T

)

− P

(
l+2∑

i=1

Si < T

)

= E

[
e−λ

∑l+1

i=1
Si

]
− E

[
e−λ

∑l+2

i=1
Si

]

= E

[
e−λS1

]l+1

− E

[
e−λS1

]l+2

=
(

µ

λ + µ

)l+1

−
(

µ

λ + µ

)l+2

.

On obtient pour k ≥ 1, l ≥ 0,

P(Z(1) = k | Z(0) = k + l) =
λµl+1

(λ + µ)l+2
.

Pour l = −1, un nouveau client arrive avant que le premier service soit
terminé. On a alors P(Z(1) = k | Z(0) = k− 1) = λ/(λ + µ). Comme
Z(1) ≤ Z(0) + 1, on en déduit que P(Z(1) = k | Z(0) = k + l) = 0 si
− k ≤ l < −1.

Enfin si Z(0) = l, pour l ≥ 0, et Z(1) = 0, cela signifie que l +1 clients sont
dans le système à l’instant t = 0, et qu’ils ont tous été servis avant l’arrivée
du nouveau client. On déduit de (8.4) que

P(Z(1) = 0 | Z(0) = l) = P

(
l+1∑

i=1

Si < T

)

= E[e−λ
∑l+1

i=1
Si ] =

µl+1

(λ + µ)l+1
.



250 9 Files d’attente

On en déduit que les termes P (i, j) de la matrice de transition sont nuls
pour j > i + 1, et

P (i, j) =
µi−j+1

(λ + µ)i−j+1

[

1{j=0} +
λ

λ + µ
1{j>0}

]

, pour i + 1 ≥ j ≥ 0, i ≥ 0.

Comme pour tout i ∈ N, on a P (i, i + 1) = λ/(λ + µ) > 0 et P (i, 0) > 0, on
en déduit que la châıne est irréductible et apériodique.

Supposons ρ < 1, et vérifions que π définie par (9.2) est une probabilité
invariante. Soit j ≥ 1, on a

∑

i≥0

πiP (i, j) =
∑

i≥j−1

ρi(1 − ρ)
λµi−j+1

(λ + µ)i−j+2

= ρj−1(1 − ρ)
λ

λ + µ

∑

l≥0

ρl µl

(λ + µ)l

= ρj(1 − ρ)
= πj ,

où on a posé l = i − j + 1 dans la deuxième égalité. En sommant ces égalités
sur j ≥ 1, il vient

∑
i≥0 πi(1 − P (i, 0)) = 1 − π0, soit

∑
i≥0 πiP (i, 0) = π0.

La probabilité π est donc une probabilité invariante. Comme la châıne est
irréductible, c’est la seule.

Supposons ρ ≥ 1. Si la châıne trace, Z, possédait une probabilité inva-
riante, alors d’après l’exercice 8.3.11, comme les taux de sauts sont minorés
par λ, la châıne X possèderait également une probabilité invariante. Comme
ce n’est pas le cas d’après la proposition 9.2.1, on en déduit que la châıne trace
ne possède pas de probabilité invariante. Rappelons que Vk désigne le temps
d’arrivée du k-ième client pour la châıne trace. Remarquons que si Z(k) = 0
pour k ≥ 1, alors il existe j ≥ 1 tel que Vk = j et Zj−1 = 0. On en déduit que

n∑

k=1

1{Z(k)=0} ≤
Vn−1∑

j=0

1{Zj=0}.

On a vu que Vn = Z(0) + 2n−Z(n). Ceci assure que lim supn→∞ Vn/n ≤ 2, et
donc

0 ≤ lim sup
n→∞

1
n

n∑

k=1

1{Z(k)=0} ≤ lim sup
n→∞

(Vn/n) lim sup
n→∞

1
Vn

Vn−1∑

j=0

1{Zj=0}.

Comme limn→∞ Vn = +∞, le théorème ergodique 8.3.12 implique que le terme
de droite est nul. Donc on a p.s. limn→∞

1
n

∑n
k=1 1{Z(k)=0} = 0. Comme la

châıne (Z(n), n ≥ 1) est irréductible, ceci implique, d’après la proposition
8.3.9, qu’elle ne possède pas de probabilité invariante. ��
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Donc, pour ρ < 1, si X0 − 1 suit la loi π, alors la châıne (X(n), n ≥ 0) est
stationnaire. Dans ce régime stationnaire, le nombre de clients dans le système
juste avant l’arrivée d’un nouveau client est distribué suivant la probabilité π.
On retrouve la même loi que pour le nombre de clients dans le système avant
l’arrivée d’un client virtuel. Il ne s’agit toutefois pas des mêmes régimes sta-
tionnaires. Dans le cas du client virtuel, on regarde le régime stationnaire
qui apparâıt après un temps long, dans le cas du client réel, on regarde le
régime stationnaire qui apparâıt après un grand nombre d’arrivées de clients
(le temps long est ici aléatoire).

On considère le n-ième client, et on note Wn le temps passé dans la file
d’attente par ce client avant que ne débute son service. La démonstration de
la proposition suivante est analogue à celle de la proposition 9.2.6 pour le
client virtuel.

Proposition 9.2.10. On suppose ρ < 1. La suite (Wn, n ≥ 0) converge en
loi vers W , définie dans la proposition 9.2.6. Si X0 − 1 suit la loi π, alors la
châıne (X(n), n ≥ 0) est stationnaire et Wn a même loi que W .

On retrouve donc les mêmes lois pour le client réel et pour le client virtuel
en ce qui concerne les temps d’attente et les temps passés dans le système.
Ces résultats sont préservés même si les temps de services sont des variables
aléatoires indépendantes de même loi quelconque, pourvu que le processus des
arrivées soit un processus de Poisson. Cette propriété est connue sous le nom
de propriété PASTA («Poissons Arrivals See Time Average»). En revanche,
les lois asymptotiques pour le temps d’attente du client réel et du client virtuel
sont en général différentes si le processus d’arrivée n’est plus un processus de
Poisson.

9.3 Étude des files à K serveurs : M/M/K

On considère une file d’attente avec K ∈ N serveurs indépendants. Le pro-
cessus d’arrivée est un processus de Poisson de paramètre λ. Les temps de
services sont des variables exponentielles de paramètre µ. On définit la den-
sité de trafic par ρ = λ/(Kµ) . Attention, certains auteurs considèrent que
la densité de trafic est ρ = λ/µ.

9.3.1 Probabilité invariante

Proposition 9.3.1. Il existe une (unique) probabilité invariante π pour la
châıne X si et seulement si ρ < 1. De plus, si ρ < 1, la probabilité invariante
π = (πn, n ∈ N) est donnée par

πn = π0ρ
n Kn

n!
si n ≤ K, πn = π0ρ

n KK

K!
si n ≥ K, (9.3)

et π0 est déterminé par
∑

k≥0 πn = 1.
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Démonstration. La châıne est irréductible. Elle possède au plus une proba-
bilité invariante, π, déterminée par πA = 0, où A est le générateur infi-
nitésimal de X donné dans la proposition 9.1.1. On obtient le système suivant :
−λπ0 + µπ1 = 0 et pour k ≥ 2,

λπk−2 − (λ + ((k − 1) ∧ K)µ)πk−1 + (k ∧ K)µπk = 0.

En sommant la première égalité et les égalités ci-dessus pour k ≤ n (ce qui
revient à sommer les n premières colonnes de A puis à multiplier le résultat à
gauche par π), il vient

0 = −λπ0 + µπ1 +
n∑

k=2

(λπk−2 − (λ + ((k − 1) ∧ K)µ)πk−1 + (k ∧ K)µπk)

= −λπn−1 + (n ∧ K)µπn.

On en déduit que πn = ρ
K

n ∧ K
πn−1, puis que πn = π0ρ

n
n∏

k=1

K

k ∧ K
, ce qui

donne (9.3). La suite (πn, n ∈ N) définit une probabilité si et seulement si∑
n≥0 πn = 1. Ceci n’est réalisable que si ρ < 1. La constante π0 est alors

définie par π0

∑
k≥0 ρn

∏n
k=1

K
k∧K = 1. ��

Donnons maintenant quelques résultats sur la file d’attente en régime
stationnaire.

Proposition 9.3.2. Soit ρ < 1. On suppose que X0 est distribué suivant la
probabilité invariante.

1. La probabilité pour que tous les serveurs soient occupés est π0
ρK

1 − ρ

KK

K!
.

2. Le nombre moyen de serveurs occupés est Kρ.
3. Le nombre moyen de clients dans le système est

E[Xt] =
∑

n≥0

nπn = Kρ + π0
ρK+1

(1 − ρ)2
KK

K!
.

Démonstration. 1. La probabilité pour que tous les serveurs soient occupés
est P(Xt ≥ K). On a donc

P(Xt ≥ K) =
∑

n≥K

πn =
∑

n≥K

π0ρ
n KK

K!
= π0

ρK

1 − ρ

KK

K!
.

2. Le nombre de serveurs occupés est Xt ∧ K. On a, en utilisant πn =

ρ
K

n ∧ K
πn−1 pour n ≥ 1,
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E[Xt ∧ K] =
∑

n≥1

(n ∧ K)πn = ρK
∑

n≥1

πn−1 = Kρ.

3. On a, en utilisant le calcul précédent,

E[Xt] =
∑

n≥0

nπn

=
K∑

n=1

nπn +
∑

n≥K+1

Kπn +
∑

n≥K+1

(n − K)πn

= Kρ + π0ρ
K KK

K!

∑

n≥K+1

(n − K)ρn−K .

Remarquons que

∑

n≥K+1

(n − K)ρn−K =
∑

n≥1

nρn =
ρ

1 − ρ

∑

n≥1

nρn−1 (1 − ρ) =
ρ

(1 − ρ)2
,

où pour la dernière égalité on a reconnu dans la somme l’espérance d’une
variable aléatoire de loi géométrique de paramètre 1 − ρ. On en déduit que

E[Xt] = Kρ + π0ρ
K KK

K!
ρ

(1 − ρ)2
. ��

9.3.2 Temps passé dans la file d’attente : client virtuel

On suppose ρ < 1. Comme dans le paragraphe 9.2.2, on considère un client
virtuel arrivant à l’instant t dans la file d’attente. On note W (t) le temps
passé dans la file d’attente par ce client avant que ne débute son service, et
U(t), le temps total passé dans le système. Bien sûr on a U(t) = W (t) + S,
où S est une variable aléatoire indépendante de W (t) de loi exponentielle de
paramètre µ.

Proposition 9.3.3. On suppose ρ < 1. Les variables aléatoires (W (t), t ≥ 0)
convergent en loi quand t tend vers l’infini. Si W suit la loi limite, alors on

a P(W = 0) = 1 − a, avec a = π0
ρK

1 − ρ

KK

K!
et pour s ≥ 0, P(W > s) =

a e−(Kµ−λ)s. Enfin en régime stationnaire la loi de W (t) est égale à la loi
de W .

On retrouve en particulier le résultat 1. de la proposition 9.3.2. En
effet {W > 0} correspond bien au fait que tous les serveurs sont occupés.



254 9 Files d’attente

Remarquons encore que la loi de W conditionnellement à {W > 0} est la
loi exponentielle de paramètre (Kµ − λ). En résumé, quand un client virtuel
arrive à l’instant t, pour t grand, alors avec probabilité 1 − a, il est servi
tout de suite, et avec probabilité a, il doit attendre un temps aléatoire de loi
exponentielle de paramètre Kµ−λ avant que son service débute. La figure 9.3
représente l’évolution de E[W ] et de P(W > t) quand K varie, pour deux
valeurs de µ.

Remarque 9.3.4. Comme pour les files d’attente M/M/1, on obtient les
mêmes résultats si on regarde les limites en loi des temps d’attente dans la
file pour un client virtuel arrivant à l’instant t, t grand, ou du n-ième client
réel, n grand. ♦

Démonstration de la proposition 9.3.3. Pour Xt ≤ K−1, il reste au moins un
serveur libre. Le service du client virtuel débute immédiatement. On a alors
W (t) = 0.

Pour Xt = k ≥ K, le système comporte k clients avant l’arrivée du client
virtuel. On note V1 le premier temps de sortie de la file d’attente d’un client
après l’instant t : V1 = min{Si, 1 ≤ i ≤ K}, où la variable aléatoire Si

désigne le temps résiduel de service du client au guichet i. Les variables Si sont
indépendantes et, grâce à la propriété sans mémoire des lois exponentielles,
de même loi exponentielle de paramètre µ. Donc V1 suit la loi exponentielle
de paramètre Kµ. On note Vj le temps entre la (j−1)-ième et la j-ème sortie
d’un client de la file d’attente après l’instant t. Remarquons que le serveur

20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

P(W>t), pour 1/µ=18

P(W>t), pour 1/µ=20

E[W], pour 1/µ=18

E[W], pour 1/µ=20

Fig. 9.3. Évolution de E[W ] et de P(W > t), où t = 3 minutes, en fonction de
K ∈ {21, . . . , 30}, avec des arrivées de clients toutes les minutes en moyenne (λ = 1),
et des services de 20 et 18 minutes en moyenne
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libéré lors de la j-ième sortie d’un client commence à servir un des k − K
clients qui attendaient à l’instant t. On en déduit que le service du nouveau
client débutera après le temps

V1 + V2 + . . . + Vk−K+1.

En utilisant le caractère sans mémoire des lois exponentielles, on montre que
les variables aléatoires (Vj , 1 ≤ j ≤ k−K +1) sont indépendantes et de même
loi exponentielle de paramètre Kµ. La loi de V1 + V2 + . . . + Vk−K+1 est donc
une loi gamma de paramètre (Kµ, k − K + 1). Si on note νt la loi de Xt, on
obtient pour s ≥ 0,

P(W (t) > s) =
∑

k≥K

P(W (t) > s,Xt = k)

=
∑

k≥K

νt(k)P (V1 + . . . + Vk−K+1 > s)

=
∑

k≥K

νt(k)
∫ +∞

s

1
(k − K)!

(Kµ)k−K+1rk−K e−Kµr dr.

D’après le théorème 8.3.7, la châıne (Xt, t ≥ 0) converge en loi vers une
variable de la loi π. En particulier, (νt, f) converge vers (π, f) pour toute
fonction f bornée. On a donc

lim
t→∞

P(W (t) > s) =
∑

k≥K

πk

∫ +∞

s

1
(k − K)!

(Kµ)k−K+1rk−K e−Kµr dr

=
∫ +∞

s

∑

k≥K

π0ρ
k KK

K!
1

(k − K)!
(Kµ)k−K+1rk−K e−Kµr dr

= π0ρ
K KK

K!
Kµ

∫ +∞

s

e−(Kµ−λ)r dr

= π0
ρK

1 − ρ

KK

K!
e−(Kµ−λ)s.

On en déduit que a = P(W > 0) = π0
ρK

1 − ρ

KK

K!
et P(W = 0) = 1 − a.

Enfin, en régime stationnaire, on a νt = π, ce qui assure que W (t) a même
loi que W . ��
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Exercice 9.3.5. Montrer que le temps moyen d’attente dans la file est en
régime stationnaire :

E[W ] =
1

Kµ
π0

ρK

(1 − ρ)2
KK

K!
.

�
Exercice 9.3.6. On considère la file M/M/2 de paramètre (λ, µ).

1. Montrer que π0 =
1 − ρ

1 + ρ
et qu’en régime stationnaire E[Xt] =

2ρ

1 − ρ2
.

2. Montrer que

P(W = 0) = 1 − 2ρ2

1 + ρ
, E[W ] =

1
µ

ρ2

1 − ρ2
, E[U ] =

1
µ

1
1 − ρ2

.

3. Comparer ces résultats avec une file M/M/1 de paramètre (λ, 2µ). Quelle
file est préférable pour le client ? Quel critère prendre en compte ?

�
Exercice 9.3.7. On considère la file M/M/∞, qui comporte une infinité de
serveurs.

1. Vérifier, grâce à l’exercice 8.1.4, que le processus (Xt, t ≥ 0), où Xt désigne
le nombre de personnes dans le système, est une châıne de Markov à temps
continu.

2. Vérifier que la châıne est homogène irréductible.

3. Calculer et reconnâıtre la probabilité invariante de la file M/M/∞.

4. Quel est le nombre moyen de clients dans le système en régime station-
naire ?

�
Exercice 9.3.8. Le but de cet exercice est l’étude d’une file d’attente avec
deux serveurs de caractéristiques différentes.

On considère une file d’attente avec deux serveurs A et B. On suppose
que les temps de service du serveur A (resp. B) sont des variables aléatoires
exponentielles de paramètres µA (resp. µB), avec µA ≥ µB > 0. On suppose
que le processus d’arrivée est un processus de Poisson de paramètre λ > 0.

Si les deux serveurs sont libres, on suppose que le client qui arrive choisit
le serveur A, qui est en moyenne le plus rapide. Si un seul serveur est libre, on
suppose que le client qui arrive va directement à ce serveur. On note Xt l’état
du système à l’instant t. Si Xt = 0, les deux serveurs sont libres, si Xt ≥ 2,
les deux serveurs sont occupés. Si un seul serveur est occupé, on distingue le
cas où A est occupé, on note alors Xt = A, et le cas où B est occupé, on note
alors Xt = B. On note E = {0, A,B, 2, . . .} l’ensemble des valeurs possibles
des états du système.
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1. Montrer que X = (Xt, t ≥ 0) est une châıne de Markov à temps continu
sur E. Donner son générateur infinitésimal et la matrice de transition de
la châıne trace.

2. On pose ρ = λ/(µA + µB). On cherche une probabilité invariante π =
(π0, πA, πB , π2, . . .) de la châıne. Expliquer pourquoi si elle existe, alors elle
est unique. Montrer que si on pose π1 = πA + πB , alors on a πn = ρπn−1

pour tout n ≥ 2 et donc πn = ρn−1π1. Vérifier également que

π1 = π0
1

1 + 2ρ

λ

µAµB
(λ + µB) .

3. En déduire qu’il existe une probabilité invariante si et seulement si ρ < 1.
Vérifier alors que

1
π1

=
1

1 − ρ
+(1 + 2ρ)

µAµB

λ(λ + µB)
,

et
1
π0

= 1 +
1

1 + 2ρ
1

1 − ρ

λ(λ + µB)
µAµB

.

4. On note X̃t le nombre de personnes dans le système : X̃t = 1 si Xt =
A ou Xt = B, et X̃t = Xt sinon. Vérifier que, en régime stationnaire,
E[X̃t] =

π1

(1 − ρ)2
. En déduire que, à µA + µB = 2µ constant (taux de

service moyen constant), le nombre moyen de personnes dans le système
est minimal, de valeur N1(ρ), pour

µB = λ

(√

1 +
1
ρ
− 1

)

, et µA = µB

√

1 +
1
ρ
.

5. Soit N2(ρ) le nombre moyen de personnes dans le système en régime sta-
tionnaire pour une file M/M/2 de taux de service µ, taux d’arrivée λ et
ρ = λ/2µ. Vérifier que quand ρ tend vers 1, la différence N2(ρ) − N1(ρ)
converge vers une limite finie. En déduire que la différence relative entre
la file M/M/2 et la file optimisée est négligeable quand ρ est proche de
1. On pourra consulter l’ouvrage [6] pour plus de résultats dans cette
direction.

�

9.4 Réseaux de Jackson

9.4.1 Modèle et propriétés

Les réseaux de Jackson introduits en 1957 sont des réseaux constitués de K
files d’attentes, chacune associée à un seul serveur, avec plusieurs entrées et
plusieurs sorties. Nous reprenons la présentation de Bougerol [3]. Les clients de
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la file d’attente i, une fois leur service terminé, se dirigent vers la file d’attente
j avec probabilité pi,j et sortent du système avec probabilité βi où

βi +
K∑

j=1

pi,j = 1.

Des clients extérieurs au système arrivent dans la file d’attente i suivant un
processus de Poisson de paramètre αi. Les services fournis par le serveur i
sont des variables aléatoires exponentielles indépendantes de paramètre µi

et indépendantes du processus d’arrivée dans la file i des clients extérieurs.
Enfin les temps de service et les processus d’arrivée des clients extérieurs sont
indépendants d’un serveur à l’autre.

On note X
(i)
t le nombre de personnes dans la file d’attente i à l’instant t,

y compris le client au guichet i. L’état du système est entièrement décrit par
le vecteur Xt = (X(1)

t , . . . , X
(K)
t ) à valeurs dans N

K . La proposition suivante
généralise la proposition 9.1.1, et sa démonstration est similaire.

Proposition 9.4.1. Le processus (Xt, t ≥ 0) est une châıne de Markov à
temps continu de générateur infinitésimal A dont les termes non nuls hors de
la diagonale sont

A(n, n + ei) = αi,

A(n, n − ei) = βiµi si ni > 0,

A(n, n − ei + ej) = pi,jµi si i �= j et ni > 0,

où n = (n1, . . . , nK) ∈ N
K et ei est le i-ème vecteur de la base canonique de

R
K (ei = (e(1)

i , . . . , e
(K)
i ) avec e

(l)
i = 0 si l �= i et e

(i)
i = 1).

S’il existe i et j tels que αi > 0 et βj > 0, alors on parle de réseaux de
Jackson ouverts. Sinon on parle de réseaux de Jackson fermés ou de réseaux de
Gordon-Newell. Dans ce qui suit on considère les réseaux de Jackson ouverts.

La châıne est irréductible dès que les deux conditions suivantes sont satis-
faites :

1. Pour tout j, il existe m ∈ N
∗, i, i1, . . . , im tels que αipi,i1 . . . pim,j > 0.

2. Pour tout i, il existe m ∈ N
∗, i1, . . . , im, j tels que pi,i1 . . . pim,jβj > 0.

La première condition signifie que pour tout serveur j, il existe une pro-
babilité strictement positive qu’un client entre en i, puis se dirige vers les ser-
veurs i1, . . . et enfin j. La deuxième condition assure que pour tout serveur i,
il existe une probabilité strictement positive qu’un client sorte de i, se dirige
vers les serveurs i1, . . ., et enfin j d’où il sort du système. Il est clair que ces
deux conditions impliquent que de tout état on peut rejoindre tout autre état
avec probabilité strictement positive.

On suppose dorénavant que les conditions 1 et 2 sont satisfaites. Supposons
que le régime soit stationnaire. Le flux entrant dans la file i, i.e. le nombre
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de clients entrant dans la file i par unité de temps, et le flux sortant, i.e. le
nombre de clients sortant de la file par unité de temps, de cette même file sont
égaux. On note λi le flux (entrant ou sortant) du serveur i. Ce raisonnement
intuitif conduit aux formules dites « équation de trafic» :

Pour tout 1 ≤ i ≤ K, αi +
K∑

j=1

λjpj,i = λi.

En sommant les équations ci-dessus pour i ∈ {1, . . . , K}, et en utilisant
que

∑K
i=1 pj,i = 1 − βj , on obtient

K∑

i=1

αi =
K∑

j=1

λjβj . (9.4)

Lemme 9.4.2. L’équation de trafic possède une seule solution (λ1, . . . , λK) ∈
R

K
+ .

Démonstration. On introduit une châıne de Markov intermédiaire qui repré-
sente l’état d’un client : il est soit à un guichet i ∈ {1, . . . , K} soit hors du
système dans l’état 0. On note Q la matrice de transition définie de la manière
suivante : si i �= 0 et j �= 0, alors qi,j = pi,j ; si i �= 0, qi,0 = βi ; si j �= 0,
q0,j = αj/

∑K
l=1 αl ; enfin q0,0 = 0. Cette châıne de Markov n’est pas la châıne

trace. Les hypothèses 1 et 2 entrâınent que la châıne de Markov de matrice
de transition Q est irréductible. La remarque 1.5.7 implique que la châıne de
Markov possède une unique probabilité invariante ν = (νi, 0 ≤ i ≤ K) et de
plus νi > 0 pour tout i. En particulier, on a νQ = ν, ce qui donne : pour
1 ≤ i ≤ K,

K∑

j=1

νjpj,i + ν0
αi

∑K
l=1 αl

= νi.

Une solution de l’équation de trafic est donc λi =
(∑K

l=1 αl

)
νi/ν0, pour

1 ≤ i ≤ K. Enfin si (λ′
1, . . . , λ

′
K) ∈ R

K
+ est une autre solution de l’équation

de trafic, on vérifie à l’aide de l’équation de trafic et de (9.4) que le vecteur
(ν′

0, . . . , ν
′
K) où ν′

0 = (
∑K

l=1 αl)/(
∑K

i=1(λ
′
i + αi)) et ν′

i = λ′
iν

′
0/

∑K
j=1 αj est

une probabilité invariante de Q. Par unicité de la probabilité invariante, on
a ν′ = ν. Cela implique donc que λi = λ′

i pour i ∈ {1, . . . , K}. La solution
positive de l’équation de trafic est donc unique. ��

On pose ρi =
λi

µi
pour 1 ≤ i ≤ K, qui s’interprète comme une densité de

trafic.
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Théorème 9.4.3. Si pour tout 1 ≤ i ≤ K, on a ρi < 1, alors l’unique
probabilité invariante du processus X = (Xt, t ≥ 0), est la probabilité π définie
par

πn =
K∏

i=1

(1 − ρi)ρni
i , où n = (n1, . . . , nK).

La probabilité invariante est sous forme de produit. En régime stationnaire,
la file d’attente au guichet i est, à l’instant t, indépendante de la file d’attente
au guichet j �= i. De plus chaque file d’attente i, se comporte comme une file
M/M/1 de paramètre (λi, µi), où (λ1, . . . , λn) est solution de l’équation de
trafic.

Démonstration. Le processus X étant irréductible, il possède au plus une
probabilité invariante. Il suffit de vérifier que πA = 0 pour affirmer que π
est la probabilité invariante. Nous allons donc vérifier que pour tout n ∈ N

K ,∑

m �=n

πmA(m,n) = −πnA(n, n), où on rappelle que

A(n, n) = −
∑

m �=n

A(n,m)

= −
K∑

i=1

⎡

⎣αi + βiµi1{ni>0} +
∑

j �=i

pi,jµi1{ni>0}

⎤

⎦

= −
K∑

i=1

[
αi + (1 − pi,i)µi1{ni>0}

]
.

On a pour n fixé,

∑

m �=n

πmA(m,n) =
K∑

i=1

[

πn−ei
A(n − ei, n)1{ni>0} + πn+ei

A(n + ei, n)

+
∑

j �=i

πn+ej−ei
A(n + ej − ei, n)1{ni>0}

]

.

En utilisant la forme de π, il vient

∑

m �=n

πmA(m,n) = πn

K∑

i=1

⎡

⎣αi

ρi
1{ni>0} + ρiµiβi +

∑

j �=i

ρjµjpj,i

ρi
1{ni>0}

⎤

⎦

= πn

K∑

i=1

⎡

⎣λiβi +
1
ρi

⎛

⎝αi +
∑

j �=i

λjpj,i

⎞

⎠1{ni>0}

⎤

⎦.

Grâce à l’équation de trafic, on a
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∑

m �=n

πmA(m,n) = πn

K∑

i=1

[

λiβi +
1
ρi

λi (1 − pi,i)1{ni>0}

]

= πn

K∑

i=1

[
λiβi + µi (1 − pi,i)1{ni>0}

]

= −πnA(n, n),

où l’on a utilisé (9.4) pour la dernière égalité. Ceci conclut la démonstration.
��

9.4.2 Files en tandem, processus de sortie

On désire étudier un système constitué de deux serveurs en tandem. Quand
un client arrive, il est d’abord dirigé vers le serveur 1, et dès que sa requête
est servie, il est dirigé vers le serveur 2, où il effectue une nouvelle requête.
Le système est décrit par le couple Xt = (X1

t ,X2
t ), où Xi

t est la taille du
système i : nombre de clients dans la file d’attente du serveur i, y compris le
client encore servi par le serveur i. On suppose que le processus des arrivées
est un processus de Poisson de paramètre λ, et les temps de service sont
des variables indépendantes entre elles et indépendantes du processus des
arrivées. On suppose que les temps de service du serveur i suivent des lois
exponentielles de paramètre µi. Il s’agit d’un cas particulier des réseaux de
Jackson. L’équation de trafic se résume à λ = λ1 pour le serveur 1 et λ1 =
λ2 pour le serveur 2. En particulier (Xt, t ≥ 0) est une châıne de Markov
homogène sur N

2, qui possède une probabilité invariante si ρ1 = λ/µ1 < 1
et ρ2 = λ/µ2 < 1. De plus en régime stationnaire X1

t et X2
t sont, à t fixé,

indépendants, et la loi de Xi
t est la loi π(ρi) donnée par (9.2) avec ρ = ρi.

On peut utiliser une autre propriété intéressante des files M/M/1 pour
retrouver ce résultat. On note Nt, le nombre de clients sortis avant l’instant t
d’une file d’attente M/M/1 de paramètre ρ. Le processus (Nt, t ≥ 0) est
appelé processus de sortie de la file d’attente. On peut montrer (cf. [1], pro-
position 4.4 p. 64) que pour ρ < 1, en régime stationnaire, le processus de
sortie est un processus de Poisson d’intensité λ. De plus le processus de sortie
jusqu’à l’instant t, (Nu, u ∈ [0, t]), est en régime stationnaire indépendant de
l’évolution future du système.

Si on considère une file d’attente en tandem, le processus des arrivées des
clients au premier serveur est un processus de Poisson de paramètre λ. En
régime stationnaire, la loi de X

(1)
t est la loi π(ρ1). De plus le processus de

sortie de la file 1, est un processus de Poisson de paramètre λ. Ce processus
correspond au processus des arrivées pour la file 2. En particulier, la loi de
X

(2)
t est, en régime stationnaire, la loi π(ρ2). Comme en régime stationnaire,

X
(1)
t est indépendant du processus de sortie de la file 1 jusqu’à l’instant t, on

retrouve que X
(1)
t et X

(2)
t sont indépendants.
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9.5 Explosion et récurrence des files M/GI/1

On considère une file M/GI/1. Les temps de service (Sn, n ≥ 1) des différents
clients sont des variables aléatoires indépendantes de même loi. Le processus
des temps d’arrivée est un processus de Poisson de paramètre λ > 0. On note
Xt le nombre de clients dans le système à l’instant t. On suppose qu’à l’instant
0, le système comporte un seul client dont le service vient juste de débuter :
X0 = 1. On note τ = inf{t > 0,Xt = 0} le temps de retour à un système vide.
On a le résultat suivant.

Théorème 9.5.1. Si λE[S1] ≤ 1, alors p.s. le système retourne à l’état vide :
τ < ∞. Si λE[S1] > 1, alors on a P(τ = ∞) > 0.

En particulier, si λE[S1] ≤ 1, alors la file d’attente revient infiniment
à l’état vide presque sûrement. Cet état est donc récurrent. En revanche si
λE[S1] > 1, alors le nombre de retours à l’état vide est p.s. fini Et on peut
vérifier que limt→∞ Xt = +∞, i.e. la file d’attente est transiente. Ceci permet
de compléter l’étude des files d’attente M/M/1.

Remarque 9.5.2. Pour les châınes M/M/1, on a ρ = λE[S1]. La condition
de stabilité est satisfaite si ρ < 1. Si ρ = 1, alors le système retourne p.s. à
l’état vide, mais il ne possède pas de probabilité invariante. Donc pour ρ = 1,
la châıne de Markov (Xt, t ≥ 0) est récurrente nulle. Si ρ > 1, alors le système
a une probabilité non nulle de ne pas retourner à l’état vide dès qu’un client
arrive. La châıne est transiente. ♦

Le lemme suivant nous servira pour démontrer le théorème 9.5.1.

Lemme 9.5.3. Soit N = (Nt, t ≥ 0) un processus de Poisson de paramètre
λ > 0 et S une variable aléatoire positive indépendante de N . On a P(NS =

n) = E

[
λnSn

n!
e−λS

]

.

Démonstration. Pour n ≥ 1, on a {NS = n} = {
∑n

k=1 Tk ≤ S <
∑n+1

k=1 Tk},
où les variables (Tk, k ≥ 1) sont indépendantes de loi exponentielle de
paramètre λ, et sont indépendantes de S. On déduit de la proposition A.1.21
que P(NS = n) = E[ψ(S)], où ψ(s) = E[1{

∑n

k=1
Tk≤s<

∑n+1

k=1
Tk}

] = E[Ns] pour

s ≥ 0. D’après la proposition 8.4.2, Ns suit une loi de Poisson de paramètre
λs. On en déduit que ψ(s) = (λs)n

n! e−λs, et donc

P(NS = n) = E

[
(λS)n

n!
e−λS

]

.

Pour n = 0, en utilisant (8.4), il vient P(NS = 0) = P(S < T1) = E[e−λS ].
Ceci termine la démonstration du lemme. ��

Démonstration du théorème 9.5.1. On définit νk égal
– à zéro, si le système s’est vidé avant l’arrivée du k-ième client,
– au nombre de clients arrivés pendant le service du k-ième client sinon.
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Ainsi U = inf{n ≥ 1 ;
n∑

k=1

νk = n − 1}, avec la convention que inf ∅ = +∞,

désigne le nombre de clients servis avant que le système ne se soit vidé. On a
donc {τ < ∞} = {U < ∞}.

Pour déterminer la loi de ν1, on remarque que {ν1 = n} = {NS1 = n},
où N = (Nt, t ≥ 0) est le processus d’arrivée des clients. Comme N est un
processus de Poisson de paramètre λ, on déduit du lemme 9.5.3 que pour

n ∈ N, on a P(ν1 = n) = E

[
λnSn

1

n!
e−λS1

]

.

On calcule ensuite la loi jointe de (ν1, ν2). On note (Tn, n ≥ 1) la
suite des temps d’inter-arrivées. Il s’agit d’une suite de variables aléatoires
indépendantes de loi exponentielle de paramètre λ. Pour n ≥ 1, k ≥ 0, on a

P(ν1 = n, ν2 ≥ k) = P

( n∑

k=1

Tk ≤ S1 <

n+1∑

k=1

Tk,

n+k∑

k=1

Tk ≤ S1 + S2

)
.

En posant R = S1 −
∑n

i=1 Ti ≥ 0, on obtient

P(ν1 = n, ν2 ≥ k) = P

( n∑

k=1

Tk ≤ S1 <
n+1∑

k=1

Tk

)

P

( n+k∑

k=n+2

Tk +
(
Tn+1 − R

)
≤ S2

∣
∣
∣Tn+1 > R ≥ 0

)

= P

( n∑

k=1

Tk ≤ S1 <
n+1∑

k=1

Tk

)
P

( n+k∑

k=n+2

Tk + Tn+1 ≤ S2

)

= P(ν1 = n)P(ν1 ≥ k),

où l’on a utilisé pour la deuxième égalité le caractère sans mémoire des lois
exponentielles, i.e. le lemme 8.1.5 avec V = Tn+1. Soit (ν′

k, k ≥ 1) une suite de
variables indépendantes de même loi que ν1. On a donc montré que (νk, k ∈
{1,min(2, U)}) a même loi que (ν′

k, k ∈ {1,min(2, U ′)}), où U ′ = inf{n ≥

1 ;
n∑

k=1

ν′
k = n − 1}.

En généralisant cette démonstration, on obtient que (νn, 1 ≤ n ≤ U) a
même loi que (ν′

n, 1 ≤ n ≤ U ′). On déduit du lemme 4.4.6 que U a même
loi que la population totale d’un processus de Galton-Watson dont la loi de
reproduction est la loi de ν1.

En particulier le système retourne à l’état vide p.s. si la population totale
du processus de Galton-Watson est p.s. finie. On déduit de la proposition 4.1.5
que τ < ∞ p.s. si et seulement si E[ν1] ≤ 1. Comme

E[ν1] =
∞∑

n=1

nE

[
λnSn

1

n!
e−λS1

]

= E

[

λS1

∞∑

n=0

λnSn
1

n!
e−λS1

]

= λE[S1],



264 9 Files d’attente

on en déduit que τ < ∞ p.s. si λE[S1] ≤ 1. Et si λE[S1] > 1, alors on a
P(τ = ∞) > 0. ��

Références

1. S. Asmussen. Applied probability and queues. Wiley Series in Probability and
Mathematical Statistics. John Wiley & Sons, 1987.
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