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Recherche de zones homogeénes dans ’ADN

Le bactériophage lambda est un parasite de la bactérie Escherichia coli. Son
ADN (acide désoxyribonucléique) circulaire comporte Ny = 48 502 paires de
nucléotides (voir [15]), et il est essentiellement constitué de régions codantes,
i.e. de régions lues et traduites en protéines. La transcription, c’est-a-dire
la lecture de ’ADN, s’effectue sur des parties de chacun des deux brins qui
forment la double hélice de ’ADN. Ainsi sur la séquence d’ADN d’un seul brin
on peut distinguer deux types de zones : celles ou la transcription a lieu sur le
brin et celles ou la transcription a lieu sur le brin apparié. On observe sur les
parties codantes une certaine fréquence d’apparition des différents nucléotides
Adénine (&), Cytosine (C), Guanine (G) et Thymine (T). Le nucléotide A (resp.
C) d’un brin est apparié avec le nucléotide T (resp. G) du brin apparié et vice
versa. Les deux types de zones d’un brin décrites plus haut correspondent
en fait a des fréquences d’apparitions différentes des quatre nucléotides. Les
biologistes ont d’abord analysé I’ADN du bactériophage lambda en identifiant
les génes de ’ADN, c’est-a-dire les parties codantes de ’ADN, et les protéines
correspondantes. Et ils ont ainsi constaté que les deux brins de ’ADN compor-
taient des parties codantes. Il est naturel de vouloir détecter a priori les parties
codantes, ou susceptibles d’étre codantes, a partir d’une analyse statistique
de PADN. Cela peut permettre aux biologistes d’identifier plus rapidement
les parties codantes pour les organismes dont la séquence d’ADN est connue.

Les paragraphes qui suivent montrent comment, en modélisant la séquence
d’ADN comme une réalisation partielle d’'une chaine de Markov, on peut
détecter les zones ou les fréquences d’apparitions des quatre nucléotides sont
significativement différentes. L’algorithme EM (Espérance Maximisation) que
nous présentons et son utilisation pour I'analyse de ’ADN ont été étudiés
en détail et dans un cadre plus général par Muri [12]. De nombreux travaux
récents permettent d’améliorer I'algorithme EM pour la détection de zones
intéressantes de ’ADN en tenant compte d’informations biologiques connues
a priori, voir par exemple les travaux du Laboratoire Statistique et Génome
(http://stat.genopole.cnrs.fr).
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Les algorithmes EM ont été initialement introduits en 1977 par Dempster,
Laid et Rubin [8]. Ils sont utilisés pour 'estimation de parametres dans des
modeles ou des variables sont cachées, c’est-a-dire non observées (voir par
exemple [5] p. 213). Dans l'exemple ci-dessus, avec linterprétation biolo-
gique que 'on espere retrouver, on ne sait pas si le k-ieme nucléotide observé
appartient a une zone transcrite ou a une zone appariée a une zone transcrite.
Le brin transcrit au niveau du k-ieme nucléotide est donc une variable cachée
que 'on désire retrouver. Il existe de nombreuses applications des algorithmes
EM, voir par exemple [10]. Signalons, sans étre exhaustif, que ces algorithmes
sont utilisés dans les domaines suivants :

— Classification ou étude de données mélangées dont les sources sont
inconnues : pour les données mélangées voir par exemple [11], pour ana-
lyse d’image voir par exemple [7 et 9], voir aussi 'exemple du paragraphe
5.6.1.

— Analyse de données censurées ou tronquées, voir le probleme du para-
graphe 5.6.2.

— Estimation de matrice de covariance avec des données incompletes, etc.

Nous présentons brievement le modele mathématique pour la séquence
d’un brin d’ADN, y; ...yn, du bactériophage lambda. A la séquence d’ADN,
on peut associer la séquence non observée, dite séquence cachée, s; ... sy,, ou
si s = +1, alors yy, est la réalisation d’une variable aléatoire, Y}, de loi p4 sur
X ={A,C,G, T}, et si sp = —1 alors la loi de Y}, est p_. Les probabilités py et
p— sont distinctes mais inconnues. On modélise la suite sy, ..., sy, comme la
réalisation d’une chaine de Markov, (S,,n > 1), sur Z = {41, —1} de matrice
de transition, a, également inconnue.

Remarque. La matrice de transition a est de la forme

o= 1—-¢ ¢
T\ g 1=-¢&)

ol ¢ et &’ sont intuitivement inversement proportionnels & la longueur moyenne
des zones homogenes ou les fréquences d’apparitions des quatre nucléotides
sont constantes. En effet, si par exemple S; = +1, la loi du premier instant
ou la chaine de Markov change d’état, T = inf{k > 1; Ski1 # +1}, suit une
loi géométrique de parametre € car

P(T = k|51 = +1) = P(Sk+1 = —1,Sk = 1,. . .,SQ = 1|Sl = 1) = (1 —E)k_lé',

et son espérance vaut 1 / E. O

Le modele utilisé comporte une chaine de Markov, S, qui n’est pas
directement observée. Ce type de modele, dit modele de chaines de Markov
cachées, est présenté de maniere détaillée au paragraphe 5.1. Pour identifier
les zones homogenes, il faut estimer les parametres inconnus a, p; et p_.
Pour cela, on utilisera les estimateurs du maximum de vraisemblance (EMV)
qui possedent de bonnes propriétés. La construction de ces estimateurs ainsi
que leurs propriétés asymptotiques sont présentées dans le paragraphe 5.2 au
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travers d’un exemple élémentaire et dans un cadre simple. La convergence de
EMYV vers les parametres inconnus du modele dans le cadre des chaines de
Markov cachées est plus complexe a établir. Ce résultat et sa démonstration
technique sont reportés au paragraphe 5.5. Nous verrons au paragraphe 5.3,
qu’il est impossible de calculer explicitement 'EMV dans le cas particulier des
chaines de Markov cachées. Mais nous exhiberons une méthode, I’algorithme
EM, pour en donner une bonne approximation. Le paragraphe 5.4, qui est le
coeur de ce chapitre, présente la mise en ceuvre explicite de I'algorithme EM.
En particulier, on calcule la loi des états cachés Si, ..., Sy, sachant les obser-
vations yi, . .., Yn,, voir la Fig. 5.7 pour les valeurs de P(S,, = +1|y1,...,Yn,)
concernant ’ADN du bactériophage lambda. Dans les modeéles de mélanges
ou de données censurées, l'algorithme EM s’exprime simplement. Ces applica-
tions importantes, en marge des modeles de chaines de Markov, sont abordées
au paragraphe 5.6. Pour les modeles de mélanges, on utilise les données
historiques des crabes de Weldon, analysées par Pearson en 1894, premiere
approche statistique d’un modele de mélange. Les modeles de données cen-
surées sont évoqués au travers d’un probléme. Enfin, dans la conclusion,
paragraphe 5.7, nous présentons les résultats numériques obtenus pour le
bactériophage lambda ainsi que quelques commentaires sur la méthode
utilisée.

5.1 Chaines de Markov cachées

On rappelle la notation condensée suivante z, pour le vecteur (,...,Zn)
avec m < n € Z. On considere S = (S, n > 1) une chaine de Markov a valeurs
dans Z, un espace fini non réduit a un élément, de matrice de transition a et
de loi initiale mg. Soit (Y,,,n > 1) une suite de variables & valeurs dans X,
un espace d’état fini, telle que conditionnellement & S les variables aléatoires
(Y,,n > 1) sont indépendantes et la loi de Y; sachant S ne dépend que de la
valeur de Sj. Plus précisément, pour tout N > 1, conditionnellement & S},
les variables aléatoires Y{¥ sont indépendantes : pour tous N > 1, yf¥ € AV
et sV €7V ona

N
PO =y |7 = s1) = [ P(Ya = yul ST = s7), (5.1)
=1
de plus il existe une matrice b = (b(i,x) ;i € Z,z € X), telle que
P(Yn = yn|S{V = SN) = P(Yn = ynlsn = Sn) = b(Snvyn)' (52)
Lemme 5.1.1. La suite ((S,,Yy,),n > 1) est une chaine de Markov. On a
pour tous n > 2, st € I™ et yi € X",
]P)(Sn =8Sp, Yn = yn|S{L_1 = 5?_13 Y1n_1 = y?_l) = a(sn—h Sn)b(snayn)v

et
P(S, = sn|.5’{“1 = 5?71,}/1”71 = y?il) = a(Sp—1, Sn)-
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Démonstration. En utilisant les égalités (5.1) et (5.2) ainsi que la propriété
de Markov pour (S,,n > 1), on a

P(ST =51, V1" = 1)
=P = yl'[ST = s1)P(ST = s7)

= (H b(%?]k)) P(Sy = snlS7 71 = s1THP(ST T = 5171)
k=1

!
(

D’autre part, en sommant sur y, € X et en utilisant ), b(s,, ) = 1, puis
en sommant sur s, € Z et en utilisant ) _ra(sp-1,s,) = 1, il vient

=

b(sk,yk)) P(Sn = snlSp-1 = sn-1)P(S] ™" = s77")

1

I
=

b(sk,yk)> a(sn—1, SH)P(S?_l = 5?_1)'
1

n—1
P(ST =LY T =) = (H b(Skﬂk)) P(S7 ™ =s771).
k=1

On en déduit donc la premiere égalité du lemme. Ainsi la suite ((Sp,Yn),
n > 1) est une chaine de Markov.

La deuxieme égalité du lemme se déduit de la premiere en sommant sur
yn € X. a

Dans le modele de chaine de Markov cachée, lors d’une réalisation, on
observe simplement yi¥, une réalisation de Y;". Les variables S{¥ sont appelées
variables cachées, et leur valeur prise lors d’une réalisation, les valeurs cachées.
Dans ce modele, on cherche & estimer, & partir de l'observation 3V, le
parametre 0 = (a,b,m) puis a calculer, pour i € Z, les probabilités P(S,, =
i|Y{¥ = yd¥). L’ensemble des parametres possibles forme un compact © de
(0,17 x [0,1]7%% x [0,1)%.

Remarquons que la loi du vecteur des observations Y}V ne détermine pas
completement le parametre 6 = (a,b, 7). En effet, soit o une permutation

de 7. On note 0, = (a(ai,crj),i €1,jeT),(blos,x),i € T,z € X),(mo(ov),

1€ I)) Les parametres 0 et 6, géneérent la méme loi pour le processus des

observations ;¥ (mais pas pour (S, Y}V) en général). On ne peut pas espérer

distinguer 6 de 6, a la seule vue des observations. On dit que le modele n’est
pas identifiable.

Remarquons également que s’il existe une probabilité p sur X telle que
pour tous i € Z, z € X, b(i,x) = p(x) alors la suite Y est une suite de
variables aléatoires indépendantes et de méme loi p. En particulier la loi de
Y{¥ ne dépend pas des valeurs de a et .
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Définition 5.1.2. Soit X wune variable aléatoire dont on peut observer les
réalisations. On suppose que la loi, a priori inconnue, de X appartient d une
famille de lois indicée par un paramétre : P = {Pp,0 € O}, ot O est un
ensemble de parametres. Il s’agit d’un modéle paramétrique. On dit que le
modéle est identifiable si pour 8 £ 60 € O, on a Py # Py..

Nous reviendrons sur la notion de modele identifiable dans le paragraphe
suivant lors de la construction d’un estimateur de 6, parametre a priori
inconnu de la loi de X.

Pour que le modele de chaine de Markov cachée soit identifiable, il suffit
de restreindre I’ensemble des parametres possibles & un sous-ensemble ©' de
O. Pour cela, on vérifie qu’il est possible de choisir ©" un ouvert de O, tel que
si 0 = (a,b,m) € O, alors

— soit il existe ¢ # ' et pour tout x € X, b(i,x) = b(i’,z), alors on a

06,

— soit pour tous ¢ # 7', il existe € X tel que b(i,z) # b(i/, z), et alors il

existe o une permutation unique de Z telle que 0, € @’.

Ainsi si 6 et 6 appartiennent & ©' et sont distincts, alors les lois des
observations Y sont différentes. Le modele, ot 'ensemble des parameétres
est @', est alors identifiable.

5.2 L’estimateur du maximum de vraisemblance (EMYV)

5.2.1 Définitions et exemples

Nous illustrons ’estimation par maximum de vraisemblance dans ’exemple
qui suit.

Exemple 5.2.1. Vous désirez jouer a un jeu de pile ou face avec un adver-
saire. Vous savez qu’il dispose en fait de deux pieces biaisées. On note 6; la
probabilité d’obtenir pile pour la piece ¢ € {1,2}, avec §; = 0.3 et 2 = 0.8. La
piece avec laquelle votre adversaire vous propose de jouer, a déja été utilisée
dans le jeu de pile ou face précédent, ol vous avez observé kg = 4 piles sur
n = 10 lancers.

Le nombre de pile obtenu lors de n lancers suit une loi binomiale de
parametre (n,6), 6 étant la probabilité d’obtenir pile. On note p(6,k) =
(Z) o (1— 9)"*]“ la probabilité qu’une variable de loi binomiale de parametre
(n,8) prenne la valeur k. On visualise ces probabilités pour n = 10, et
0 € {01,602} sur la Fig.5.1. 1l est raisonnable de supposer que la piéce uti-
lisée est la piece 1 car la probabilité d’observer ky = 4 est plus grande pour
0 =01, p(01; ko) ~ 0.2, que pour 6§ = 0, p(ba; ko) ~ 0.006. On choisit ainsi le
parametre § € {61,602} qui maximise la fonction

0 —p0; ko) ollfeO={00}
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Fig. 5.1. Lois binomiales de parametres (10,0) avec § = 0.3 (losanges) et § = 0.8
(croix)

La fonction ci-dessus s’appelle la vraisemblance, et le parametre qui la maxi-
mise s’appelle 'estimateur du maximum de vraisemblance. %

Définition 5.2.2. On considére un modéle paramétrique : P = {Py,0 € 6}
une famille de lois (resp. de lois d densité) sur un espace E discret (resp. sur
E =R"), ot O est un ensemble de paramétres. On note p(0;x) la probabilité
qu’une variable de loi Py prenne la valeur x € E (resp. la densité en x € E
d’une variable de loi Py). La fonction définie sur O, a x € E fizé, par 0 —
p(0;x) s’appelle la vraisemblance.

Supposons que pour tout x € E, il existe une unique valeur de 6, notée
6(x), telle que la vraisemblance soit mazimale en 6(x) : p((x);z) > p(6, z)
pour tous x € E, 0 € O et 0 # é(x) La fonction x — é(x), pour v € F,
s’appelle ’Estimateur du Maximum de Vraisemblance (EMV) de 6.

Comme la fonction log est strictement croissante, on peut aussi recher-
cher TEMV comme la valeur de 6 qui maximise la log-vraisemblance
0 — logp(6;x). Cette approche est souvent techniquement plus simple. Dans
le cas ou la vraisemblance atteint son maximum en plusieurs points, 'EMV
est mal défini, voir la remarque 5.2.10 a ce sujet.

Soit X est une variable aléatoire de loi Py, , avec 6y € © inconnu.

Définition 5.2.3. La variable aléatoire § = 0(X) est également appelée
VEMV de 6.

Remarque 5.2.4. Si g est une bijection définie sur @, alors on vérifie facile-
ment que 'EMV de r = ¢g(0), qui est TEMV associé au modeéle paramétrique
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Q={Q, =Py1),r € g(O)} est g(0), ott 6 est PEMV de 6. Par convention

si g est une fonction définie sur 6, alors 'EMV de g(6) est g(f). O

L’estimateur du maximum de vraisemblance possede de bonnes propriétés
statistiques : convergence, normalité asymptotique. En revanche, cet estima-
teur est souvent biaisé. Ce handicap est généralement compensé par le fait
qu’il permet de construire un intervalle de confiance étroit comparativement
a d’autres estimateurs. Apres avoir donné une définition précise aux termes
précédents, nous illustrerons ces propriétés sur I'estimation de la probabilité
d’avoir un gargon a la naissance.

Définition 5.2.5. On considére un modéle paramétrique. Soit X = (X,
n > 1) une suite de variables aléatoires a valeurs dans E, dont la loi Py,
appartient a une famille de lois P = {Py,0 € O}, ot O est un ensemble de
parametres. Le paramétre 0y est inconnu a priori.
Un estimateur de 0y construit a partir de X7* est une fonction explicite
de XT'. En particulier, elle ne fait pas intervenir 6.
Un estimateur h(XT) de 0y est dit sans biais s’il est intégrable et si
E[h(XT)] = b pour tout Oy € ©. Sinon, on dit que lestimateur est biaisé.
Soit (6p,n > 1) une suite d’estimateurs de Oy, ot &, est construit a partir
de X7'. On dit que la suite (6n,n > 1) est un estimateur convergent (on dit
aussi fortement convergent) de 0y, si pour tout 6y € ©, on a p.s.
lim 571 = 90.
n—oo
Si la convergence a lieu en probabilité seulement, on parle d’estimateur faible-
ment convergent.
On dit que la suite (d,,n > 1) est un estimateur asymptotiquement
normal de 6y, si pour tout 6y € ©, on a

V(8 = 80) =22 N(0, £(60)),
o, X(6p) est la variance asymptotique (ou matrice de covariance asymp-
totique si le paramétre 6 est multidimensionnel).

Exemple 5.2.6. On suppose qu’a la naissance chaque bébé a une probabilité
0y d’étre un garcon et une probabilité 1 — 6y d’étre une fille. On considére une
population de n bébés et on désire donner une estimation de 6y afin de savoir
si & la naissance il nait significativement plus de garcons que de filles ou plus
de filles que de gargons ou autant de gargons que de filles.

On précise le modele paramétrique. On note X; = 1 si le i°™° bébé est un
garcon et X; = 0 sinon. Il est naturel de supposer que les variables aléatoires
X = (X;,i > 1) sont indépendantes et de méme loi de Bernoulli de parametre
0y € © =10,1].

Pour calculer TEMV én, a partir de I’échantillon X7*, on remarque que
P(X; = x;) = 65°(1 — 6p)' ~*. Par indépendance, on en déduit que la vrai-
semblance est la fonction de 6 définie sur ©, pour x = =} € {0,1}", par
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pa(0:z) =[]0 (1—0)' " =om(1—0)"™,
i=1

ou ny = Z?zl x; représente le nombre de garcons. La log-vraisemblance est
définie par

avec la convention que 0log0 = 0. Dans un premier temps on cherche 6 qui
annule sa dérivée :

oL, ny  n—n

0 T =g T

:0’

soit # = ny/n. Comme 9L, /00 est une fonction strictement décroissante, on
en déduit dans un deuxieme temps, que la log-vraisemblance est maximale

n
pour 6 = % = ;;xz L’EMV est donc 6,, = %Z?:l X;. On peut remar-
quer que dans ce cas précis 'EMV est un estimateur sans biais de 6.

On déduit de la loi forte des grands nombres que (én,n > 1) converge
presque siirement vers le vrai parametre inconnu 6, i.e. 'TEMV est convergent.
On déduit du théoréme central limit que (v/n(0, — 6o),n > 1) converge en
loi vers une variable de loi gaussienne N(0,X(6p)), ou X (6y) = Var(X;) =
0o(1 — 6p). LEMYV est donc asymptotiquement normal de variance asympto-
tique X'(6p).

On peut alors, en remplagant X'(6y) par ’estimation én(l —én), en déduire
un intervalle de confiance de 6y de niveau asymptotique 95 % (cf. le para-
graphe A.3.4). Par exemple, aux U.S.A. en 1996 on compte n; =1990480
naissances de gargons et n —ny =1901014 naissances de filles. On en déduit

que 0, = ni/n ~ 0.511495. On calcule l'intervalle de confiance de niveau

asymptotique 95 % pour 6 : {én + 1.96\/én(1 — én)/\/ﬁ} ~ [0.511,0.512]. Il
nait significativement plus de garcons que de filles. O

Exercice 5.2.7. On considére le modele paramétrique gaussien. Soit (X,
n > 1) une suite de variables aléatoires indépendantes et de méme loi
gaussienne de moyenne y € R et de variance o2 > 0. Le parametre est
0 = (1, 0%) € © = Rx]0,00[. La vraisemblance associée au vecteur X7 est sa
densité.

1. Expliciter la vraisemblance et la log-vraisemblance du modele gaussien.

2. Montrer que P'EMV, 6,, = (fin,02), de 6 associé & XJ* est défini par la
moyenne empirique et la variance empirique :

N R A ) 1\ X
Hn = 52)&-, 0721: EZ(Xk*#n)Q = ﬁZXE*Mi (5.3)
k=1 k=1
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3. Vérifier que la moyenne empirique est un estimateur sans biais de p, mais
que la variance empirique est un estimateur biaisé de o?. Construire a
partir de 62 un estimateur sans biais de o2.

4. Vérifier que TEMV, 0,,, est un estimateur de 6 convergent et asymptoti-
quement normal.

¢

Sous des hypotheses assez générales sur la vraisemblance, on peut montrer
que la suite d’estimateurs (én, n > 1), ou 6,, est PEMV de 6 construit & partir
de X7, est convergente et asymptotiquement normale. On pourra consulter
[4], paragraphe 16, pour une démonstration précise de ces résultats quand les
variables (X,,n > 1) sont indépendantes et de méme loi.

Dans le paragraphe qui suit, nous démontrons la convergence de 'EMV,
dans le cas ou les variables (X,,n > 1), indépendantes et de méme loi,
dépendant d’un parametre § € @, sont a valeurs dans un espace discret E.
Des arguments similaires permettront de montrer la convergence de 'EMV
pour les chaines de Markov cachées (voir le paragraphe 5.5). Au chapitre 6, la
démonstration du lemme 6.2.1 établit directement la convergence de 'EMV
de la matrice de transition pour un modele de chaine de Markov a ’aide du
théoreme ergodique pour les chaines de Markov et la normalité asymptotique
a I’aide du TCL ergodique.

5.2.2 Convergence de ’EMYV dans un modéle simple

On considere P = {Py ;0 € O}, une famille de lois sur un espace discret E,
indicée par un parametre 0 € ©. Soit (X,,n > 1) une suite de variables
aléatoires indépendantes et de méme loi Py,, 6y étant inconnu. Pour z1 € E
on pose p(fy;x1) = P(X; = 7). La vraisemblance associée & X; est donc
6 — p(6, ). Par indépendance, la vraisemblance associée & 1’échantillon X7V
est, pour z7 € E, p,(0;27) =[], p(6; ;). La log-vraisemblance est

L,(0;27) = Zlogp(o;xi). (5.4)

On suppose que 'EMV de 4, 0,, est bien défini : la variable aléatoire 6,
est I'unique valeur de © en laquelle L, (6;X7) et donc L L,(6;X7) sont
maximaux :
. 1<
6, = argmax — Zlogp(@ i X5). (5.5)
gco N
On consideére le lemme suivant dont la démonstration est reportée a la fin
de ce paragraphe.

Lemme 5.2.8. Soit un espace E discret, Py 'ensemble des probabilités sur
E, et p = (p(x),z € E) € Pg. On considére la fonction H, a valeurs dans
[—00,0] définie sur Pg par
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Hp: p' — Hp(p Zp Ylogp'(z

z€E

avec la convention 0log 0 = 0. On suppose que H,(p) > —oo. Alors la fonction
H, atteint son unique mazimum pour p’ = p.

Remarquons que la quantité H,(p) est au signe pres ’entropie de p.
Par simplicité d’écriture, on note pour 0,0y € O, Hy,(0) = H,,(p), ol
p=p(0;-) et po =p(fy;-). Comme p(d;X;) <1, ona

Ho, (0 ZP (00 ;2)logp(0, ) = E[log p(6; X1)] € [—00,0],
reE
et par la loi forte des grands nombres, cf. corollaire A.3.14,

Ln(0;X7) Zlogp 0;X;) —> Ho, (). (5.6)

=1

n

N 1
Ceci suggere que 6,, = argmax — L, (0; X{') converge presque stirement
bco 1
vers argmax Hg, (0) (i.e. vers 6y d’apres le lemme 5.2.8) quand n tend vers
0coO

I'infini ; et donc que ’EMYV est convergent. Plus précisément, on a le théoreme
suivant.

Théoréme 5.2.9. On suppose les conditions suivantes :

O est compact.

Le modeéle est identifiable.

La vraisemblance définie sur ©, 0 — p(0;x), est continue pour tout x € E.

e v o~

P.s. pour n assez grand, (5.5) définit uniquement VEMV 0,.
5. La quantité He(0) est finie pour tout 6 € 6.
Alors UEMYV de 0, défini par (5.5), est un estimateur convergent.

1
Démonstration. On pose pour tout = € E, f,(x) = 721{)(1::,3}7 et on
n ;

i=1
remarque que

—L,(0;X7) = ; .
n n(eaXl) ZIng(evx)fn(x)
zel
La loi forte des grands nombres assure que p.s. pour tout z € F,

falz) === p(fo ;).

n—oo

Comme O est compact, et que p.s. 'EMV est bien défini pour n assez grand,
la suite des EMV admet au moins un point d’accumulation 6, € @. Et il existe
p.s. une fonction strictement croissante (aléatoire), o, de N* dans N*, telle que
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la suite (0y(n),n > 1) converge vers 0. Par continuité de la vraisemblance, on
a pour tout x € F,

108 p(Bo(n) 3 ) ——— log p(Bl s 2).
Comme les fonctions f,(,) et —logp(éo.(n) ;+) sont positives, on déduit du
lemme de Fatou que p.s.

1 A o(n . . A
liminf — ﬁ Lo (n) (0o n) ;Xl( )) = lim inf E —log p(O0(n) ; ) fon) ()
n—oo oln n—oo

el

> Z hnnl)g(l)f - 10gp<éa(n) ; x)fo’(n) (l‘>
el

= _H90 (9*)

Comme 6, est 'EMV, on a Ly, (6 ; X7") < Ly, (0, ; X'), et grace & (5.6), p.s.

1 A a(n .. 1 o(n
liminf — —— Lg () (05 (n) ;Xl( )) < liminf — ﬁLU(n)(GO §X1( ))
o(n

n—oo O'(TL) n—o00

== *H@O (00) .

On déduit de ces inégalités, que p.s. Hg,(0) > Ho,(0o). Le modele étant
identifiable et Hg,(0o) fini, on déduit du lemme 5.2.8 que p.s. 0, = y. Ceci
implique que la suite des EMV admet p.s. un seul point d’accumulation 6. Elle
est donc p.s. convergente et sa limite est 6y. Ceci démontre donc le théoreme.

O

Remarque 5.2.10. Si la vraisemblance p, (-, X7') atteint son maximum en
plusieurs points 'EMV n’est pas défini (condition 4 du théoréme 5.2.9 non
vérifiée). Les arguments de la démonstration ci-dessus assurent en fait que
toute suite (én, n > 1), telle que la vraisemblance p,, (-, X7*) atteint son maxi-
mum en én, admet p.s. un seul point d’accumulation qui est fy. La suite
converge donc p.s. vers la vraie valeur 6. Ainsi, on peut étendre la définition
de PFEMV a tout point de @ tel que la vraisemblance soit maximale en ce
point, et conserver les propriétés de convergence. %

Démonstration du lemme 5.2.8. Remarquons que pour r > 0, on a logr <
r — 1 avec égalité si et seulement si 7 = 1. Pour y > 0, z > 0, on a ylogz —

ylogy = ylog(z/y) < y(E — 1) = z —y, avec égalité si et seulement si z = y.
Y

Avec la convention 0log0 = 0, on obtient que pour y >0, z >0

ylogz —ylogy < z —y, (5.7)



132 5 Recherche de zones homogenes dans ’ADN

avec égalité si et seulement si y = z. On a

Hy(p) —Hp(p) = Y p(a)logp/(x) = Y _ p(x) log p(
el zelR
=Y p(z)[logp'(z) — log p(a)]
zeEE
<> P) -
rEE

ott 'on a utilisé le fait que ), p(z) |log p(x)| < oo pour la deuxieme égalité
et (5.7) pour l'inégalité. Ainsi on a H,(p') < H,(p). Enﬁn comme (5.7) n’est

une égalité que si y = z, on en déduit que H,(p') = H,(p) si et seulement si
P =p. O

5.3 Présentation générale de l’algorithme EM

On écrit Py et Eg pour les probabilités et espérances calculées quand le vrai
parametre de la chaine de Markov ((Sy,Y,),n > 1) est 6§ = (a,b,m). Pour
abréger les notations, on notera S = SV, s =sY € IV, Y =YV et y =y €
X. La vraisemblance du modele incomplet est définie par py(6;y) = Py(Y =
y). On a, en utilisant (5.1) et (5.2),

NO;y) = Y Po(Y = y|S = s)Py(S = s)

< N N
= Z (H b(sn,yn)> mo(s1) H a(Sn—1,Sn)- (5.8)
seIN \n=1 n=2

La log-vraisemblance du modele incomplet est Ly (0 ;y) = logpn(6;y). Pour
déterminer PEMV de 6, il faut maximiser py(-;y) en 8 = (a, b, 7). Bien siir, il
faut tenir compte des contraintes suivantes : » jer a(i,j) =1 pour tout i €
(a est la matrice de transition d’une chaine de Markov), > ., b(i,z) = 1
pour tout i € Z (b(7,-) est une probabilité) et Y ., mo(i) = 1 (mo est la loi
de S1). On choisit ©', défini & la fin du paragraphe 5.1, pour l'ensemble des
parametres possibles de sorte que le modele paramétrique soit identifiable.

L’existence et la convergence de 'EMV sont présentées au paragraphe
5.5, voir le théoreme 5.5.2. Pour calculer numériquement ’'EMV, remarquons
quil faut maximiser py(f;y), un polynome de degré 2N & Card (Z? x
(T x X) x I) variables sous 2Card (Z) 4+ 1 contraintes linéaires libres. Pour
des applications courantes, on ne peut pas espérer calculer numériquement
PEMV par des algorithmes classiques d’optimisation. On peut, en revanche,
utiliser des algorithmes de recuit simulé (cf. [16] pour la détection de zones
homogenes de ’ADN).



5.3 Présentation générale de 'algorithme EM 133

Pour une autre approche, on considere la vraisemblance du modele complet
définie par pf\‘;mplet(e i15,9) =Pg(S=5,Y =y). On a

N
P05, y) = mo(s)b(s1, 1) [ [ a(sn—1.50)b(sn, ym).

n=2

Nous verrons au paragraphe 5.4.2 que le calcul de TEMV pour le modele
complet est élémentaire.
La loi conditionnelle de S sachant Y est donnée par

P SZS,Y:y pcomplet 9,s7y
(03 5ly) =Po(S = sV =) = 6)(]P’e(Y:y) ): NPN(G('Z/) )

(5.9)

On écrit artificiellement la log-vraisemblance du modele incomplet, calculée
pour 6, avec la log-vraisemblance du modele complet calculée pour 6’ distinct
de 6 a priori. Comme ) _;~ 7N (0';5]y) =1, on a

Ly(05y)

=logpn(0;y)

= > an(0;sly)logpn (0;y)
SEIN

= an(®ssly)logpy ™ 05 5,y) — D w0 sly) logma (0 sly),

seIN seIN

ou lon a utilisé la définition (5.9) de mn(0; s|y) pour la derniére égalité. On
pose, pour y € XN,

Q0,0 = D an(0:sly) logpy ™ (05, ),

seIN
et
Ho (0) = Z TN (05 sly) log mn (05 s]y).
seIN
On a donc

| L (0:1) = Q(60,0)) —Ha (6).

On établit le lemme suivant.

Lemme 5.3.1. Soit ¢ fizé. Soit 0* le (ou un) paramétre qui mazimise la

fonction 6 — Q(6,6"). Alors Ly(0*;y) > Ly(0;y).

Démonstration. On déduit du lemme 5.2.8 que Hy:(6*) < He/(0'). Comme
Q6%,6') > Q(#',0), cela implique que Ly(0*;y) > Ly (6 ;y). O
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L’algorithme EM (Espérance Maximisation) consiste a construire par
récurrence une suite de parametres (0,7 € N) de la maniere suivante.
09 € @ est choisi de manitre quelconque. On suppose (") construit. On
calcule Q(6,6M). 1l s’agit d’un calcul d’espérance (étape E). Puis, on choisit
0r+1) tel que la fonction 6 — Q(0, 0(’")) atteigne son maximum en la valeur
6+ 11 s’agit d’une maximisation (étape M). D’apres le lemme précédent,
la suite (Lx (0 ;y),r € N) est donc croissante.

Soit § > 0. On considére I'hypotheése suivante notée (Hg) : Pour tous
hwjeEZ etx e X, onaali,j)>3,bi,x) >0 et mo(i) > 9.

Soit O l'ensemble des parametres § € @' qui vérifient la condition (Hs).
On suppose que l'on peut choisir § assez petit pour que le vrai parametre 6
soit dans Bs. On admet le théoréme suivant qui découle des résultats de [14].

Théoréme 5.3.2. La suite construite par lalgorithme EM dans Os, (0,

r € N), converge vers UEMV de 0, O, dés que 0 est assez proche de Oy .

Comme le souligne le théoreme, la difficulté de ’algorithme EM réside dans
le choix du point d’initialisation #(?). On peut démontrer, sous des hypotheses
assez générales, que la suite générée par 'algorithme EM converge vers un
point en lequel la dérivée de la log-vraisemblance s’annule. Il peut tres bien
s’agir d’un point selle ou d’un maximum local et non du maximum global 0.
De plus l'algorithme EM converge mal si le point initial se trouve dans une
région ol la log-vraisemblance ne varie pas beaucoup. Il existe des procédures
pour introduire de l’aléatoire dans les premieres itérations de l’algorithme
(variante stochastique (SEM) de I’algorithme EM) afin de s’affranchir de ces
problemes. On peut aussi utiliser I'algorithme EM avec plusieurs points d’ini-
tialisation. On pourra consulter [10] pour des résultats précis concernant ces
questions.

Exemple 5.3.3. Les calculs explicites du paragraphe suivant permettent
d’implémenter facilement ’algorithme EM pour I'estimation des parametres et
des variables cachées pour les chaines de Markov cachées. On peut ainsi vérifier
la pertinence de cet algorithme sur des simulations. On choisit un exemple
avec des parametres proches de ceux estimés dans ’exemple de la séquence
d’ADN du bactériophage lambda (voir le paragraphe 5.7 pour les résultats
numériques et plus particulierement (5.22) pour la valeur des parameétres
estimés). On considére une simulation (s{vo,yfvo) de la chaine de Markov
cachée (S7°,YN0), avec Ny = 48 502, T = {+1,—1}, X = {A,C,G,T}, et
les parametres suivants :

et T = (1,0)

~{0.9999 0.0001 b— 0.246 0.248 0.298 0.208
~10.0002 0.9998 )’ ~\0.270 0.208 0.198 0.324

Apres 1000 itérations de 'algorithme EM, initialisé avec

(o) _ (028072 ) _ (0.210.36 0.37 0.06 0 _
“ = (0.19 081)" " = lo27027026020) © T = (0:505)
(5.10)
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on obtient I’estimation suivante des parametres a et b :

N (0.99988 0.00012) - <0.2456 0.2505 0.2946 0.2096)

0.00015 0.99985 0.2723 0.2081 0.1952 0.3244

Cette estimation dépend assez peu du point de départ pourvu que les termes
diagonaux de a(?) ne soient pas simultanément trop petits. Dans la Fig. 5.2, on
présente les valeurs de la simulation siv © et les valeurs restaurées (P(S,, = +1]
YN = yMNoy n e {1,...,No}). La figure 5.3 (vesp. 5.4) présente I'évolution
au cours des itérations de 'algorithme EM, des coefficients diagonaux de a
(resp. des coefficients de b). On constate que les estimations sont constantes

aprés un petit nombre (devant Ny) d’itérations, et que les valeurs numériques

estimées sont proches des vraies valeurs des parametres. %
. — o
-1 ‘ ‘ ; ‘ ‘
1 9701 19401 29102 38802 48502
1.0 q
0.5
0.0 T T wn T |
1 9701 19401 29102 38802 48502

Fig. 5.2. Valeur des états cachés simulés (n — S,) en haut et valeur des probabilités
estimées de I'état caché +1 (n — P(S, = +1]Y;"° = y1')) en bas

5.4 Mise en ceuvre de l’algorithme EM
5.4.1 L’étape espérance : étape E

On suppose construit #). On désire construire #7+1). Pour cela, il faut cal-
culer Q(A;60™M). Soit 0,6 € Os. On note = (a,b,m) et 0’ = (a’, V', 7). On
rappelle que Py, et Ey, désignent les probabilités et espérances quand le vrai
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1.0

0.5

0.0 T T T T 1
1 201 401 600 800 1000

Fig. 5.3. Evolution de I'estimation des termes diagonaux de la matrice de transition
des états cachés en fonction des itérations, obtenue pour 1000 itérations

0.50 9

0.00 T T T T 1
1 201 101 600 800 1000

Fig. 5.4. Evolution de l'estimation des termes de la matrice b en fonction des
itérations, obtenue pour 1000 itérations

parametre de la chaine de Markov ((Sy,Yy),n > 1) est §/. Comme 0’ € O,
remarquons que toutes les probabilités de transition sont strictement posi-
tives. En particulier, pour tous n > 1, st € I", y?* € X", Py (S} = s7¥,
Y= yp) > 0.

Avec les notations du paragraphe précédent, on calcule Q(6,6’) pour
ye V.

Q0.0 = Y mn(0:sly) logpy™ "' (05 5,y)
seIN
= B log """ (05 S, y)|Y = y]

= Egy [log (WO(Sl)b(Slyyl) ﬂ a(Sn-1, Sn)b(smyn)) ’Y =Y

n=2
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= Eg/[log mo(S1)|Y = y] + Eg [log b(S1,y1)|Y = ]

N N
+ Y Eplloga(Sn-1,5,)Y =yl + > _ Eg [logb(Sp,yn)[Y = y]

n=2 n=2

= ZP@I(Sl = Z|Y = y) logwo(i)
i€ZL

N
+ )03 P (Sn = ilY = y)log b(i, yn)

n=114ieZ
N
+ Z Z PG/(SH—I = i, S’n = j‘Y = y) IOg a(Za.])
n=2ijel

Nous devons donc calculer, pour la chaine de Markov de parametre ¢, les

probabilités Py/(Sp—1 = ¢, S, = j|Y = y) pour 2 < n < N et Py (S, = i

Y

= y) pour 1 < n < N. Pour résoudre ce probleme, appelé probléme de

filtrage, on effectue les étapes suivantes :

1.

Prédire la valeur de S,, connaissant les observations partielles jusqu’a l'ins-
tant n — 1. Il s’agit de la prévision.

Estimer la valeur de S, connaissant les observations partielles jusqu’a
Iinstant n. Il s’agit du filtrage.

Estimer la valeur de S, connaissant les observations partielles jusqu’a
I'instant final N. Il s’agit du lissage.

Lemme 5.4.1 (Prévision). On a, pourn >2, y? ' € X7 1

Por (S = iV =y =D d (G, )Po (Sn1 = §V T =97,
JET

Démonstration. On décompose suivant les valeurs de S7 " :

Py (S = iY77 = 47 7)
= Y Pe(Se=i ST =Sy =g

ST'_1€I"_1
— _ slgn—1 _ n-—1 n—1_ _ n—1
= E Py (Sp =4[ST™ =17, Y] =y )

-1 n—

sy rezn—1

Py (S771 = s Y =y
= Y d(an )P (ST =S Y T =

n—1

sy rezn—t

- Z al(sn—lai)]P)G/(Sn—l - 311—1|Y—1n_1 = y?_l)v

Sn_1€L

ol l'on a utilisé le lemme 5.1.1 pour la troisieme égalité. a
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Lemme 5.4.2 (Filtrage). On a, pourn > 1, y € X",
b (i yn)Po (Sn = i|Y" ! =477
>zt (G, yn)Por (S = jIYT ™ =y ™)

Remarquons que les termes de prévision a l'instant n s’écrivent en fonction
des termes de filtrage a l'instant n — 1. Ces derniers s’écrivent en fonction des
termes de prévision a l'instant n— 1. On en déduit que I'on peut donc calculer
les termes de prévision et de filtrage a 'instant n en fonction de o, b’ et
Py/ (S1 = i]Y1 = y1). Or d’apres la formule de Bayes, on a

Po: (S1 =14, Y1 = y1) _ v (4, y1)m (4)
ZjeIPG'(Sl :j7Y1 :yl) Zjel'b/(]>y1)7r6(])

On en déduit donc que I'on peut exprimer les termes de prévision et de filtrage
en fonction de 0" = (a’, V', 7).

Avant de détailler la démonstration du lemme 5.4.2, nous démontrons un
résultat technique intermédiaire.

Lemme 5.4.3. Soit § € ©. Soit m >0, n > 2, yntm*tl ¢ xm+l s €T et
Jo = {871, Y € B}, o BC (IxX)" . SiPe(S,, = 8, Jp) > 0, alors
on a

P (Sn = ilY{" = yT') =

Pg/(Sl = Z"Yl = yl) =

P9<Ynn+m = y$+7’L|Sn = Sp, Jn) = ]P0(Y7?+m = yﬁ+m\5n = Sn),
et si Po(Y0 T = yntm G =g, J,) >0

PG(Yn+m+1 = yn+m+1|Y7:L+m = yﬁ+m7 Sn = Sn, Jn)

=Py (Yn-‘rm-‘rl = Z/n+m+1|Y,?+m = yZer, Sn = Sn)

Démonstration. On calcule dans un premier temps Py (Y, = yn|Sn = Sn, Jn).
En décomposant suivant les valeurs possibles de (S{’_l, Yln_l)7 il vient

PO(Yn:yn7Sn:Snan): Z P0( ?:3?7Y1n:yll)

n

= Z WO(Sl)b(Sl,yl) Ha(Sk—lask)b(skvyk)v

(s;“l,yffl)eB k=2

ou lon a utilisé pour la derniere égalité le fait que ((Sk,Y%),k > 1) est une
chaine de Markov, cf. le lemme 5.1.1, de loi initiale Py(S; = s1,Y1 = y1) =
Po(Y1 = y1|S1 = 51)Pa(S1 = 51) = mo(51)b(51,%1). En sommant sur y, € &,
on en déduit que

PG(Sn = Sn, Jn)
n—1

= > mo(s)b(s1, 1) | [T alse—1,6)b(sk, yx) | alsn—1,n),

(s?_l,y?_l)EB k=2
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et donc si Pg(S,, = sp, Jn) > 0,

On suppose m > 1. On a alors

Po(Y," ™ =y t™|S,, = s, Jp)

= PB(Yﬁjlm = ZIT‘S = Sn, Yn = Yn, Jn)PG(Yn = yn‘Sn = Sn, Jn)
=Po(Y," = yniT"1Sn = 50, Yo = yn)Po(Ya = ynlSn = 50, Jn)
= ]P9(Y7:Lj1m = ZIT‘S = 8n, Yn = yn)PG(Yn = yn|Sn = Sn)
=Py(Y, " =y TS = sn),

ou on utilise la formule de décomposition des probabilités conditionnelles pour
les premiere et derniere égalités, et la proposition 1.1.7 pour la chaine de
Markov ((Sk, Yx),k > 1) avec I, = {(SZIT,YT?jlm) €I™ x {ypf"}} pour la
deuxieme égalité. Ceci démontre la premiere égalité du lemme.

Remarquons, que grace a la définition des probabilités conditionnelles, on
asi Pp(Y,rtm =yitm S, = s,,J,) >0,

PG(Yn+m+1 = yn+m+1|Yn+m = yn+m Sy = $n, Jn)
B ]pe(yry—l-m—i-l _ y2+m+1|5n = Sp, Jn)
]P’g(YT:H'm = y2+m\5n = S, Jn)
_ ]P)G(Yr?—i_m—i_l = yZ+m+1|5n = $n)
Pg(Y"+m = n+m\5n =5p)

=Py(Ynims1 = yn+m+1|Yn+m = yn+m Sn = Sn),

ou l'on a utilisé la premiere égalité du lemme deux fois pour obtenir I’avant-
derniere égalité. Ceci termine la démonstration du lemme. a

Démonstration du lemme 5.4.2. On a

P (Sn = i|Y7" = o7')
. Pe’(Yn_l =y ! S =1, Y0 = yn)
o Pe (Y =yt LY =)
]P’g/(Y =gyt Snzz Ynzyn)
S ierPo (Y =y S =5, Yo = yn)
Py (Yn = yn|Y7"™ 1_?/1 ', S, =1)Py( 1n7 =yr 1,8, =)
> ez Por (Yo = yn|¥7"™ L=y S = )P (YT =y S =)
(
(

Po/(Yn = yn|Sn = i)Py/ (Sp, = i|Y" 1 =y 1)
ZjeIPG’ Yo = ynl|Sn = J)Po (Sn = jIY"™ ! =y 1)
b (i, yn )Py (S, = 4|Y7"™ L =y 1)

_ (4,
ZjEI b,(]ayn)Pel( = J‘Yln 1 _ y;L 1)
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ou l'on a utilisé la premiere égalité du lemme 5.4.3 (avec m = 0) pour la
quatrieme égalité. O

Lemme 5.4.4 (Lissage). On a, pour 2 <n < N, yI¥ € XN,

Py (Sn-1 = 1,5, = j[Y{" =y")

Py (Sp—1 = i[Y{" ' =y
Py (Sn = jIY7" " =y

=d'(i,7) )Pe’( =i =),

et, pour 1 <n <N —1,y)N e &V,

Py (Sn = jIY" = y1")

IP’ (S, = JlY{" =
=S () = I = W) gy = ),
= Pef ntl = l\Y1 =y7)

Démonstration. Soit 2 < n < N. En utilisant la premiere égalité du lemme
5.4.3 avec n +m = N, il vient

Py (Sp—1 =i, 5 = 1, " = y7")
=Py (V) =y [Sno1 =14, 8 =4, Y =y )
Por(Sn-1 = 1,8, = 1, Y7 =y
=Py (Y, =y S0 = ))Po (Sn—1 =1, 8, = 4, Y =977,
On a aussi
Py (Sn =5, Y1 = y1') = Po (Y, = 45 |Sn = 5)Per (S = 5,V =477 1).
En particulier, en faisant le rapport de ces deux égalités, on obtient
Py (Sn—1 = i|Sn = 4, Y{" = y')

_Po(Su=4 81 =0, Y" =y
Py (S =3, Y7 =917

Py (Sn =181 =6, Y = g Py (S = i =)
Py (S, = 47" =97 )

En utilisant la proposition 1.1.7 pour la chaine de Markov ((S,,Y,),n > 1)
et le lemme 5.1.1, il vient
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Por(Sn = j1Sn1 =i, Y =477
=D Po(Su =i Ya=xlSu =i ¥ =4

zeX

- Z P@’(Sn = jv Yn = xlsn—l = Z‘7Yvn—1 = yn—l)
zeX

> d )Y ()

reX

a'(i, j)-

On en déduit

Py (Sn-y = i|¥{" " =y~ ")
Py (S = jY" ™" =57 7)

Py (Sp—1=1i|S, = 7. Y{" =y1') = d'(i,))

On calcule maintenant Py (S,—1 = i, S,, = j|Y{¥ = y). On déduit de 'égalité
précédente que
Py (Sn1 =1, S = V7" = u1')
=Py (Sn-1 =ilSn = 4, Y{" = y1" )P/ (S = jIY{" = 47)

o o Bo(Se =Y =
=a'(i, j) T -1
Pe’(sn:ﬂyi = )

VBy (5, = 1YY = ).

Il reste & calculer Py (S,, = j|Y¥ = yd¥). On déduit de 'égalité précédente,
en remplagant n par n + 1, que, pour 1 <n < N — 1,

Py (Sn = jIY1" = y1')

= Zﬂ”ef w=Js Sn1 =1V =y7)
leT
Pg/ —j Y = )
= dl ‘ 1n_ =Py (Snp1 = 1Y =),
leT Pe’ n+1 *”Y 1)

O

Remarquons que le calcul de Py (Sy = 5|V = yi¥) provient des équations
de filtrage et de prévision. Son calcul nécessite le parcours complet de la
suite y = yV. A partir de cette quantité, on déduit des équations de lissage
que Pon peut calculer par récurrence descendante Py (S, = j|Y{¥ = yi)
(on part donc de n = N). Et parallelement, on peut calculer les quantités
Py (Sp—1 = i, 5, = j|Y{¥ = yI¥). Ces calculs nécessitent le parcours complet
de la suite y = ¥ de 1 & N puis de N & 1. On fait référence & ces calculs sous
le nom d’algorithme « forward-backward». On a ainsi calculé les coefficients
de Q(0,0") qui sont fonction de 8’ = (a’, V', 7).
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5.4.2 L’étape maximisation : étape M

On recherche 6 = (a, b, mp) qui maximise Q(6,0") & y et € fixés. On maximise
la quantité Q(0,6’) définie par

ZPQ/ (S1 =14lY =y)logme(i) + ZZPQ/ n=1Y =y)logb(i,y,)

€L n=11€Z

N
+> > Po(Suo1 =4, = j|Y = y)logali,j),

n=21ij€eT

sous les contraintes que (mo(j),j € Z) est une probabilité, de méme que
(b(i,x),x € X) et (a(i,j),j € T) pour tout i € Z. On remarque que ’on peut
maximiser séparément les sommes correspondant a chacune des contraintes
précédentes. Considérons par exemple la somme intervenant dans Q(6,6’) qui
fait intervenir les termes b(i, z) pour z € X et i fixé :

N
Y Por(Sn = ilY = y)logb(i, y).

n=1

On peut récrire cette somme de la maniere suivante ), q(x)logb(i, z) o

Z 1{y 7I}IP9/ = z|Y = y)

Remarquons que la probabilité (b(i, z),x € X') maximise ) ., q(x)logb(i, )
si et seulement si elle maximise la somme ) ., p(z)logb(i,x), ou p(z) =
q(x)/ >, cx q(2). Lasuite p = (p(z), 2z € X) définit une probabilité sur X'. On
déduit du lemme 5.2.8 que la somme est maximale pour b(i,-) = p. On peut
utiliser des arguments similaires pour calculer a et my. En définitive, on en
déduit que Q(6,0") est maximal pour 0 = (a, b, mp) défini pour i,j € Z,z € X
par

_ En 1 Ly =y Por (S = 1Y =)
S Po (S, = i]Y =)
D S G | k)
2ier SN Py (Spo1 =i, S, = 1|Y =y)
_Xa 219’9/(5” 1=1,8, = j|Y =y)
- Zn 1 " Py (Spo1 = ilY =)
mo(i) =Py (S1 = i|Y =y).

)

Ceci termine 1’étape M.
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5.5 Convergence de '’EMYV pour les chaines de Markov
cachées

Le théoreme 5.3.2 assure, sous certaines hypothéses, la convergence de la suite
construite avec l'algorithme EM vers 'EMV de 0. Dans ce paragraphe nous
indiquons les arguments qui permettent de montrer que 'EMV est un esti-
mateur convergent pour le modele de chaine de Markov cachée présenté au
paragraphe 5.1. Ces arguments sont similaires a ceux employés dans le para-
graphe 5.2, pour la convergence de 'EMYV dans le modeéle paramétrique ou les
variables (X,,,n > 1) sont indépendantes et de méme loi.

On reprend les notations du paragraphe 5.3. La log-vraisemblance des
données observées pour un échantillon de taille N est, pour y € X,

Ly(0;y) =logpn(0;y).
On introduit les probabilités conditionnelles suivantes pour k > 2 :

k
_ - _ pe(0;y
POl = Po(Yi = vt =y = 0
pr-1(0597)
Comme py(0;y) = [Ir_, p(0;ulyr™"), avec la convention p(f;yxlyt™"') =
p(0;y1) si k = 1, on peut alors récrire la log-vraisemblance de la maniére

suivante :
N

Ly(0;y) = logp(0;yxlyf ).
k=1

(Comparer cette expression avec celle de (5.4), concernant un modele
paramétrique de variables aléatoires indépendantes et de méme loi.) Remar-
quons que par construction, voir (5.8), la log-vraisemblance est une fonction
continue sur Os, l'espace des parametres décrit page 134.

Avant de démontrer la proposition suivante (cf. théoreme 3.1 dans [1]),
nous indiquons comment elle implique la convergence de 'EMV.

Proposition 5.5.1. Soit g € Os le vrai paramétre. Alors pour tout 6 € Oy,

on a

1 .8,
N Ln(0;Y{Y) Np Ha, (0),

— 400

ot la fonction Hg, est continue. De plus si @ # 6y, alors on a Hp,(0) <
Ho, (6).

Quand 'EMYV existe, il est défini par

- 1
Oy = argmax — Ly (0;Y]). (5.11)
0cO;s N
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D’apres la proposition précédente,

6o = argmax Hy, (6),
0€B;

et Heg,(0) est la limite p.s. de & Ly (0;Y/"). Vu le paragraphe 5.2.2, et plus
particulierement le théoreme 5.2.9, il est naturel de penser que ’EMV est un
estimateur convergent.

Le résultat qui suit est démontré par exemple dans [1] (théoréme 3.4) :

Théoréeme 5.5.2. Soit 0y € Os le vrai parametre. Pour N assez grand,
UVEMYV, Oy, de 8 € Os est bien défini. De plus 'EMYV est convergent :

éN L)Qo.

Sous des hypotheses supplémentaires sur le modele, difficiles a vérifier en
pratique, on peut montrer que 'EMYV est également asymptotiquement normal
(voir [1]).

Le reste du paragraphe est consacré aux éléments de démonstration de la
proposition 5.5.1, qui incluent une cascade de lemmes.

Démonstration de la proposition 5.5.1. Soit 0 le parametre de la chaine de
Markov ((Sy,Ys),n € N*). Grace & (Hy), la chaine de Markov est irréductible.
Comme ’espace d’état est fini, elle possede une unique probabilité invariante,
1g, d’apres la remarque 1.5.7.

On continue la démonstration sous 'hypothese que (S1,Y7) a pour loi pyg.
Pour tout n > 1, (S,,Y,) a pour loi ug, et plus généralement, pour tout
k € N* les suites ((Sptk;Yntk),n > —k) ont méme loi, c’est-d-dire que
pour tous m,k € N*, les suites ((Sptk, Yntk),m > n > —k) ont méme loi.
Le théoreme d’extension de Kolmogorov (voir [3], appendice IT) permet d’une
certaine maniere de passer a la limite k — oo, et plus précisément de construire
une suite Z = (Z,,n € Z) telle que pour tout k € N* la suite (Z,4r,n > 0)
est une chaine de Markov issue de pp et de méme loi que ((Sy,Yn),n € N¥)
(i.e. méme loi initiale et méme matrice de transition). En particulier, la loi de
Z, est la loi invariante ug. Par abus de notation, on écrit Z,, = (S,,Y,) pour
n€Z. Soity=(...,y_1,90) € X~N. Pour tout n € N*, on définit la fonction

9n(05y) = Pe(Yo = wo|Y,h = y=})),

ou 0 € O; est le parametre de la loi de Z. Le lemme suivant, dont la
démonstration est reportée a la suite de celle-ci, assure que pour n > 0 grand,
I'information supplémentaire donnée par Y_(, 1) = y_(n41) @ peu d’influence
sur la connaissance de Yy quand on connait déja Y:nl.

Lemme 5.5.3. Il existe p € [0, 1] tel que pour tous 6 € Os, y € XN, n € N¥,

on a

190 (059) — gns1(859)] < p" 1.

De plus les fonctions g, sont uniformément minorées par une constante ¢ > 0.
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On déduit de ce lemme que la suite de fonctions (g,,n > 1) converge
uniformément en y € XN, § € Os vers une limite g. Les fonctions g, étant
continues en 6 & valeurs dans [c, 1], on en déduit que la fonction g est continue
en 0, a valeurs dans [c, 1].

La fin de la démonstration de la proposition est scindée en trois étapes :
dans la premiére on construit la fonction Hy,, dans la deuxieme on vérifie
la convergence énoncée dans la proposition, enfin dans la derniére étape on
montre que la fonction Hp, atteint son maximum en 6.

Premiére étape. Remarquons que g, (8 ; (Y., 7 < k)) est en fait une fonction
de Ykk,n et donc une fonction de Z,’:fn que 'on note exp f,, :

1og gn (03 (Yr,r < k) = fu(ZE_,). (5.12)

Comme g, € [¢, 1], on en déduit que les fonctions f,, sont bornées et négatives.
Comme (Zi_pn,k > 0) est une chaine de Markov irréductible de probabilité
invariante pg,, on déduit du lemme 1.5.10 que (Z ,’j_n, k > 0) est une chaine de
Markov irréductible de probabilité invariante la loi de Z°, (rappelons que la
loi de Z_,, est la probabilité invariante pg, ). Comme la fonction f,, est bornée,
on déduit de (5.12) et du corollaire 1.5.11 que

N
D08 0n (63 (¥ < ) 2 By [F0(22,)] = Eo, log g (6 (¥, 7 < )]
k=1

n—oo
(5.13)
Par convergence dominée, on a
lim Eg,[log g, (0; (Y, 7 <0))] = He, (), (5.14)
n—oo

ou Hy,(0) = Eg,[logg(@; (Yy,r < 0))]. La fonction g étant continue en 6, on
en déduit, par convergence dominée, que la fonction § — Hy, (6) est continue
sur Os.

Deuziéme étape. Soit N > n > 1. On pose

N
n 1 v N 1 .
Ay = |y logpn (63 Y17) — Nkz_:lloggn(ﬁa(lﬁ,r <k)|-
Il existe C' tel que pour tous a,b > ¢, on a |loga — logb| < C'|a — b|. 1l vient
en utilisant le lemme 5.5.3, ainsi que log py (6 ; YY) = EkN:1 log gk (0 ; (Y, 1 <

k))’
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1 n
=< CN; 9805 (Yr, 7 < k) = gn (05 (Yr, 7 < K))|

N k-1
1
+C% D D o0 (Yer <K) — (05 (Yer < R)))
k=n+1l=n
n 1 N k-1
-1
k=n+1l=n
pnfl
1—p

n
< 2Cc—
< C’CN+C

On en déduit que
lim lim A% =0.

n—o00 N—oo

Comme d’apres (5.13) et (5.14), p.s.

n—oo N—oo

N
. .1
lim lim N ];loggn(g;(Ymr < k)) = Ho,(0),

on en déduit que

1 5.
— Ln(0;Y7Y) =22 He, (0).
- In(0:Y7) —E2 34, (0)
On admet que le résultat reste vrai, méme si la loi de (S1,Y7) n’est pas la
probabilité invariante pg,,.
Troisieme étape. On remarque que

Eg,[l0g gn (05 (Ye,r <O = > pui1(6o;98)logp(0;ynlyf ")

yg EXn+1

= > pallo:yyha,(0),

y6L716Xn

ot la fonction h dépend de y{)“l :

hao(6) = > p(80 5 ylyg ") log p(8 5 ylyg ).
yeX

Remarquons que hg, () peut s’écrire ) p(z)log p’(x) avec les probabilités
p=p0o;-lys") et p = p(@;-|lys"). D’apres le lemme 5.2.8, on a hg, () <
he, (6p) pour tout 6§ € ©5. En particulier, on en déduit que pour tout 6 € Oy,

Eeo[loggn(e;(yrar < 0))] < Eg, [loggn(90 ) (}/ﬁr < 0))]

Par passage a la limite, on obtient que Hy, (0) < Hg,(6p) pour tous 0, 6y € Os.
On admet que le modele étant identifiable, 'inégalité est stricte si § # 0. O
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Démonstration du lemme 5.5.3. Pour n > 1, on consideére les quantités

M (y) = max Py (Y = yolY L=yt 5, =)

_n7

et
M, (y) = minPo(Yo = yolYZ, L=y b S, =1).

On a
gn(0:y) = Po(Yo = 90, Y20 = y-n)
n\Y, P@(Y_l — :1)
Y ierPo(Yo =w0, Y, =y, S =1)
ez Po(Y2, L=yt S, =) '

. .y s . a
Soit a, > 0, b, > 0 pour 1 < r < k. On a les inégalités b, 1I<1112k L <a, <
_T_

r

by, 1ré1aé<k 97 En sommant sur u € {1,...,k}, il vient aisément
ay -
Zi<usk max -~ (5.15)
1<'r<k b Z1§ugk w  1<r<k b,
On en déduit que
M, (y) < ga(05y) < M (y). (5.16)

De plus, on a
1 (y) = Po(Yo =y V) = y*%nm)

= ZPG Yo = yo,5-n = [V —(n+1) y:(1n+1))

i€l
=D Po(Yo=10lY (1) = ¥ (uy1)) S—n = 1)
i€l
-1
Py(S—n = ilY. —(n+1) = Y_(ns+1)
=Y Po(Yo =10V ) =y}, S n=1)
i€T
Po(Sn =ilV, (n+1) = (n+1))’

ol on a utilisé la deuxieme egalité du lemme 5.4.3 pour la derniere égalité.
Comme Y, Po(S_,, =Y} (1) = y:(lnﬂ)) =1, on en déduit que
M, (y) < gni1(05y) < M7 (y). (5.17)

Grace a (5.16) et (5.17), on obtient g, (0;y) — gnt1(0;59)| < M (y) — M, (y).
La démonstration du lemme sera complete des que le lemme suivant sera

démontré. O
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Lemme 5.5.4. Il existe p € [0,1] tel que, pour tous 6 € Os, y € XN
n € N* ona
M (y) = My (y) < p"

n n

De plus les fonctions M, sont uniformément minorées par une constante
c> 0.

Pour cela on démontre d’abord le lemme technique suivant.

Lemme 5.5.5. Il existe ns > 0 tel que pour tous 0 € Os, i,h € I, y € XN
etn>1, on a

(S—n = Z|Yv (n+1) — y:(1n+1)7 S—(n-‘rl) = h) > 1s5-
Démonstration du lemme 5.5.5. Soit i,h € Z. On a pour n > 2,

1
Po(S—n =1, 5_(nt1) =, Y_, (n+1) = y—(n+1))

—(n—1) _ —n
= ZPG =y_ (n 1)’Sf(n+1) (hyi, 1), Y2, ( +1) = yf(n+1))
leT
=Y " Py(v 1S~ = (h,i,1),Y )
= oY (1) T Y ()19 (ng 1) (n+l) (n+1)
leT
(n— -n
PO(S (n+1) = (hazal) (n+1) y—(n+1))
,Z]P)(y =y_ (n 1)|S (n— 1)—[)
lez

1o (h)b(h, y—(n+1)>a’(h7 0)b(i,y—n)a(i,l),

ou 'on a utilisé la premiere égalité du lemme 5.4.3 pour la troisieme égalité.
On en déduit donc que pour ,j,h € Z, on a

PG(Sf =jlS- (n+1) =h,Y" (1n+1) y:(1n+1))
(S_n = Z|S n+1) = h Y

Tt = y_(1n+1))
B Po(S—n =7,5_(n11) = h, Y_, (nﬂ) y:(lnﬂ))
CPo(S—n =68 (ng1) = MY 1) = Y (g)
e Po(Y oy =Sy = D)
- Zl'EIPQ(Y—_(iL—l) Y- (n-plS-mn-1) :l)
po (M)b(h, y—(nr1y)a(h, 5)b(, y—n)al(s, 1)
Me(h) (R y—(nt1))a(h, )b(d, y—n)a(i, ')
Zlez o(Y. 7(n 1) = y:(ln,l)‘sf(n 1) = ) i
- Zl'éf oV ) =Yy =) &

=5
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ol Pon a utilisé pour I'inégalité les inégalités § < a(i’,j') < letd < b(i,a’) <
1 pouri,j € Z, 2z’ € X. Pour n =1, des calculs similaires donnent
Py(S—1 =j|S—2 =, Y5, =yT3)
]P)a(S,1 = Z.|S,2 = h,Y:; = y:%) - (52

On déduit de ’égalité

-1 -1
ZPG(S—H = J|Y—(n+1) = y—(n+1)vS—(n+1) =h) =1,

Jj€T

que

1
Po(S—n = Z|Y—n+1) y_(anrl)’S (n+1) = h)
-1
=1+ Z folS _]‘Y (n+1) = Y- (n+1)75 (n+1) = h)

jAIET ]P)e(S_n - Z|Y—_n+1) y_ (n+1 S (n+1) — h)
Card (7) —

Donc pour n > 1, Py(S_,, = z|Y (nt1) = y:(lnﬂ),S,(nH) = h) est uni-

formément minoré par une constante strictement positive. a

Démonstration du lemme 5.5.4. Remarquons dans un premier temps que
Py (YO - yO|Y (n+1) — =Yy_ n+1 S (n+1) = h)
= ZPO(YO = Yo, S_pn= Z|Y__(n+1) = y:(n+1)a S—(n+1) = h)
i€Z
= ZPO(YO = oY =y 8, S0 =4 Y (ns1) = Y—(nt1), S—(nt1) = h)
=
Po(S—n = iIY"(11) = Y- (n41) S-tn1) = 1)
=Y Pe(Yo = yolY) = yZp, Sn = i)
i€Z
(57 = Z|Y (n +1) :(1n+1)’ S—(n+1) = h),
(5.18)

ol l'on a utilisé la deuxieme égalité du lemme 5.4.3 pour la derniere égalité.
On en déduit donc que

Mn+1(y) > IhneHIl M ( )PG(S* - ZlY (n+1) — y:(anrl)vSf(n%»l) = h)

i€Z

> M, (y).
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En particulier la suite (M, ,n > 1) est uniformément minorée par M; qui
est strictement positif grace & Ihypotheése (Hy).
De plus, on a en utilisant (5.18) & nouveau,

Mn++l (y) — M, 1y (y)

— _ -1 _ -1 _
= fl;%aé}% IP)H(Y—O - yO|Y7(n+1) - y,(n+1)7 S—(n+1) - h‘)

- PO(YO = yO‘Y:(erl) = y:(1n+1)7 S—(n+l) = ])}

= max {Z[A(h»’) — A, i) Po(Yo = golVTE = y=L, S0 = >}

h.jeT
J e

—(n+1)
ensembles suivants qui dépendent de h et j :

ot A(l,i) = Py(S_, = iy} = y:(lnﬂ),S_(nH) = [). On considere les

Tt ={ieT;A(hi)— A(j,i) > 0} et T~ = {i € T; A(h,i) — A(j,4) < O}
On a

Mn++l (y) — M, 1y (y)

< max { Y (AR i) = AGDIMT () + Y [Alh.i) A(j,i)]Mn(y)}

h,jel
€I+ i€l

= max { S AR ) = AG IO () = M, <y>>},

h,j€T
J i€t

en ayant remarqué pour la derniere égalité que D, 7 A(h,i) = > ;.7 A(j,1) =
Limplique » ;7 [A(h, 1) = A(j,1)] = = > ;cr+ [A(h, 1) — A(j,4)]. Remarquons
enfin, grace au lemme 5.5.5, que

D A ) =AG )] = 1= A(h,i)= > A(j,i) < 1-Card (Z)ns < 1-2n5.

i€Tt €T i€T+
On pose p =1 — 275 € [0,1], et on obtient
M (y) — My (y) < p(MF (y) — My (y).

Par définition de M, (y) et M; (y), on a 0 < M; (y) — M; (y) < 1. On en
déduit que M, (y)— M, (y) < p"~L. Cela termine la démonstration du lemme
5.5.4. 0
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5.6 Autres exemples d’application de ’algorithme EM

5.6.1 Le mélange

Un des premiers exemples d’étude de loi de mélange remonte a la fin du
XIX®™me siecle. 11 s’agit aujourd’hui d’une problématique courante, voir par
exemple [11] ou Chap. 9 dans [5].

Les crabes de Weldon

A la fin du XIX®me siecle, Weldon mesure le rapport entre la largeur du front et
la longueur du corps de 1000 crabes de la baie de Naples. Le tableau 5.1 donne
le nombre d’individus observés sur 29 intervalles pour le rapport des deux
mesures (les mesures sont faites avec une précision du dixieme de millimetre,
et la longueur moyenne d’un animal est de 35 millimetres).

Si 'on suppose un modele gaussien pour les données de ratio, on calcule
a partir de (5.3) la moyenne empirique po >~ 0.645 et I'écart type empirique,
racine carrée de la variance empirique, oy ~ 0.019.

L’asymétrie des données, voir les histogrammes de la figure 5.5, indique
que les données ne proviennent pas de réalisations de variables gaussiennes
indépendantes et de méme loi. Effectivement, un test d’adéquation de loi
(x%, Shapiro-Wilk, ..., cf. [2]) permet de rejeter 'hypothése de normalité
pour les données. Ceci induit Weldon a postuler l'existence de deux sous-
populations. A partir de ces données, Pearson [13] estime les parametres d'un

Tableau 5.1. Nombre de crabes de la baie de Naples (sur un total de 1000 crabes)
dont le ratio de la largeur du front par la longueur du corps sont dans les intervalles
(Weldon, 1893)

Intervalle Nombre|| Intervalle Nombre
[0.580, 0.584] 1{/[0.640, 0.644] 74
[0.584,0.588] 3/[0.644, 0.648] 84
[0.588,0.592[ 5([0.648,0.652] 86
[0.592,0.596] 2(/[0.652,0.656] 96
[0.596, 0.600] 7(/[0.656,0.660] 85
[0.600, 0.604] 10||[0.660, 0.664] 75
[0.604, 0.608] 13|[[0.664, 0.668] 47
[0.608,0.612] 19|([0.668,0.672] 43
[0.612,0.616] 20|([0.672,0.676] 24
[0.616,0.620] 251/[0.676, 0.680[ 19
[0.620,0.624] 401/[0.680, 0.684[ 9
[0.624,0.628] 311/[0.684, 0.688] 5
[0.628,0.632] 601/[0.688,0.692] 0
[0.632,0.636] 62(/[0.692, 0.696] 1
[0.636, 0.640[ 54




152 5 Recherche de zones homogenes dans ’ADN

modele a I = 2 populations différentes. Ainsi un crabe pris au hasard a une
probabilité m; d’appartenir a la population ¢, 7; étant proportionnel a la taille
de la population i. Et, au sein de la population 7, les mesures du ratio sont
distribuées suivant une loi gaussienne réelle de moyenne p;, de variance o? et
de densité f,, ;- On suppose de plus que les mesures sont des réalisations de
variables indépendantes (Y;,,n > 1). L’objectif est d’estimer les probabilités
m; et les parametres (u;,0;),4 € Z. Le groupe, Z,, du n-iéme crabe mesuré
est une variable cachée, que I'on essaie également de restaurer.

Dans ce qui suit, nous nous proposons d’estimer les parametres avec leur
EMV, que nous approchons a l'aide de ’algorithme EM. Plusieurs autres
méthodes existent pour 'approximation de ces EMV, cf. [11, 5]. Historique-
ment, Pearson a estimé les parametres de sorte que les cing premiers moments
de la loi de Y, égalent les moments empiriques. Cette méthode conduit a
rechercher les racines d’un polynome de degré neuf.

Le modele de mélange.

Soit I > 2 fixé. Le modele complet est donné par une suite de variables
aléatoires indépendantes de méme loi, ((Z,,Y,),n > 1), ol Z, est & valeurs
dans Z = {1,...,I}, de loi @ = (w(i),i € I), et la loi de Y, sachant
Zy, = 1 a pour densité f,, ,,. On observe les réalisations des variables
(Y,,n > 1) et les variables (Z,,n > 1) sont cachées. Il s’agit d’'un modele
de mélange de lois gaussiennes. Le modele est paramétrique, de parameétre
inconnu @ = (7, ((pi,04),i € I)) € O = Prx(Rx]0, 00[)?, ot Pz est 'ensemble
des probabilités sur 7.

Remarquons que le nombre I est fixé a priori. L’estimation du nombre I de
populations différentes est un probleme délicat en général, voir [11], Chap. 6.

Comme a la fin du paragraphe 5.1, il est facile de vérifier que le modele est
identifiable si I’on restreint ’ensemble des parametres & ©' = {0 € O tels que
sii < je€Z,alors soit p; < pj soit p; = p; et 0; < o;}. On admet alors que
PEMV de 6, 6,,, construit & partir de (Z7, Y), est un estimateur convergent.

Pour déterminer la loi de Y,,, remarquons que pour tous a < b, on a, en
utilisant la loi de Y,, sachant Z,,,

P(Y, € [a,0]) = > P(Yn € [0,b]|Z, = i)P(Z,, = i)

€T
Yo [ o= [ ) dy
[a,b] [a,b]

i€l

avec fp = ZiGI i fus,05- Alnsi, Y, est une variable continue de densité fs.
Comme les variables (Y,,,n > 1) sont indépendantes, la vraisemblance du
modele associé & ’échantillon Y{V est pour y =y € RV :

N
N(O5y) =TT folyw),
k=1
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et la log-vraisemblance

N
N(05y) = log fal(yk)-
k=1

La vraisemblance du modele complet associé & I’échantillon (Z{, Y{") est pour
2= eIV, y=yN eRVN:

N
l
p;\(f)mp et(9 12 y) = H T‘—Zk:f,uzk,o'zk (yk)
k=1

Il est difficile de calculer numériquement 'EMV de # du modele incomplet.
L’algorithme EM, que nous explicitons, est rapide a mettre en ceuvre dans ce
cadre. Les mémes arguments permettent de démontrer le lemme 5.3.1, avec )
défini ici par

QO.0) = > wn(0';2ly) logpy™ ' (0 2,y),

z€IN

ou 6,0 = (n',((u;,00),i1 € 7)) € @, et par définition
complet (9/ -

N
Y
(85 ly) = N ) o
k=1

pn(0'5y)
ou pour tous i € Z,k € {1,...,N}

p, . Wéf,ug,aé (yk)
ok for(yx)

La quantité p’i’ i S'interprete comme la probabilité que Zj, = i sachant Y, = yy,
0" étant le parametre du modele. La quantité wn (0 ; z|y) s’interpréte comme
la loi conditionnelle des variables cachées Z{ sachant les variables observées
Y.

(5.19)

L’étape E
On explicite la fonction Q(6,0"). On remarque que

N

log piy™ (032,) = Y [108(72,) +108(fu -, (1))
k=1

Comme pour tout [ € {1,...,N},onad i ;p;; =1, il vient

> w0 2ly) = Pl

2€IN ;zp=i
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Cette égalité représente le calcul de la loi marginale de Zj sachant Yj. On en
déduit donc que

N

Q0,0 = pi s llog(m) +10g(fu,.o. (ur)))-

k=11i€Zl

L’étape M

On éerit Q(0,0") = NAo + ;7 Aj avec Ag =, o} log,

1 N
LS e (5:20
k=1

et A; = Zszl 0 1108 (fu;,0,(yx)) pour j € Z. Remarquons que maximiser
Q(6,0") en 6 € © revient & maximiser séparément Ay, sous la contrainte que
m € Pr,et Aj pour j €Z.

Comme 7* = (n},i € Z) est une probabilité sur Z, on déduit du lemme
5.2.8 que, sous la contrainte m € Pz, Ag est maximal pour # = #x*. On
cherche ensuite les zéros des dérivées de A; par rapport a p; et o;. Comme

v — )2
log f (1) = — 5 log(27) —log(o) — 12

952 ,on a

ij )

aMJ k=1
et

7__2 [ (yk—uj)zl
o Pik o2 .

Les deux dérivées ci-dessus s’annulent en

N ’
_ Zk:l Pj Yk

N
p Dk Pk — 13)?
J N :
> k=1 p;‘,k

N
D k=1 P},k

et (07)* = (5.21)

On vérifie aisément que A; possede un unique maximum pour (u;,0;) €
R % ]0, 00], et qu’il est atteint en (u},07). On en déduit donc que & — Q(0,0")
atteint son unique maximum en 9* = ( ,((pk,of),i€e)).

L’algorithme EM consiste donc, & partir d’un point initial 60 € @', &
itérer les opérations définies par (5.19), (5.20) et (5.21). On pourra remarquer
que les actualisations (5.20) et (5.21) s’interpretent comme le calcul de la
moyenne empirique et de la variance empirique pondérées par p;’., qui est la
probabilité, calculée avec les anciens parametres, d’étre dans la population 1.
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Fig. 5.5. Histogrammes des mesures pour les crabes de Weldon avec, a droite, la
densité de la loi gaussienne N (uo,0d) et, & gauche, les densités des lois gaussiennes
N(u1,0%), N(p2,03) et la densité de la loi mélange fo = m1N (1, 07) +m2N (2, 03).
On remarque une meilleure adéquation de la densité fy (figure de droite) aux données
par rapport a la densité gaussienne N (uo, o8 ) (figure de gauche)

1

0 T T T T 1
0.580 0.604 0.628 0.652 0.676 0.700

Fig. 5.6. Restauration des données manquantes pour les crabes de Weldon : pro-
babilité d’appartenir a la population 1, sachant la valeur du ratio

Résultats

La limite et la convergence de I’algorithme dépendent peu du point de départ
6. Dans 'exemple des crabes de Weldon, on obtient les valeurs numériques
suivantes estimées par ’algorithme EM pour les parametres du mélange :

m >~ 0434, p; ~0.632, o1 ~0.018,
my =~ 0.566, o =~ 0.655, o9~ 0.013.
La figure 5.5 permet de visualiser I’adéquation des données a la densité

pour les parametres estimés. Enfin, dans la Fig.5.6 on trace la probabilité
d’appartenir a la population 1, sachant la valeur y du ratio :

’/Tlf#hdl (y)
7Tlfu1,0’1 (y) + 7T2flt2702 (y) .

y—7(0;1y) =
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Pour confirmer ’adéquation des données a la loi du mélange, on peut faire
un test du x?, voir [2]. On peut également proposer un modele paramétrique
a partir de la loi de Weibull qui est asymétrique. Cette approche fournit
également une bonne adéquation aux données et donne une interprétation
différente des observations.

5.6.2 Données censurées

Dans de nombreuses études, en particulier les études médicales ou les études
de qualité, certaines données sont censurées, par exemple si le temps d’ob-
servation est limité par ty. Ainsi, au lieu d’observer une réalisation de
(X,,n > 1), suites de variables & valeurs dans R, on observe une réalisation
de (Y;, = min(X,,,tp),n > 1), ol ¢y est connu. Il s’agit & nouveau d’un modele
a variables cachées. Le probléme qui suit permet d’expliciter I’algorithme EM
dans ce cadre.

Probléme 5.6.1. On se place dans le cadre d’'un modele paramétrique. Soit
(Xn,n > 1) une suite de variables aléatoires réelles indépendantes de méme
loi de densité fy, ou 6§ € © est inconnu. On pose pour v € R

Fy(v) =P(X; >v) = /00 fo(r) dr.

On suppose que l'on n’observe que les réalisations de (Y, = min(X,,to),
n > 1). La vraisemblance associée & Y7 est donnée pour y; € R par

si iy < to,
p1(05y1) = foln) - sion <o
Fy(to) siy =to,

et la vraisemblance associée & (X7,Y7) est donnée pour x1,y; € R par

complet

Y2 (G;xlvyl) = f9(x1)1{y1:min(11,t0)}-

On pose Cy ={k e {1,...,N};yr < to}, et n = N — Card Cy, le nombre de
données censurées.

1. Calculer la vraisemblance du modele incomplet YN, py(6;y), pour y =
yV € RV,

2. En déduire la log-vraisemblance :

Ly(0;y) = log fo(yx) + nlog Fy(to).
keCn

3. Dans le cas particulier du modele exponentiel, fp(v) = He_a“l{u>0},
6 € © =]0, oo, calculer 'EMV, O, de 6 construit a partir de Y{¥. Mon-
trer directement la convergence de '’EMV. On peut également démontrer
la normalité asymptotique de TEMV.
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En général, on ne peut pas calculer explicitement 'TEMV de 6. On peut alors
utiliser ’algorithme EM pour donner une approximation de 'EMV.

4. Vérifier que la vraisemblance du modele complet (X{¥,YN), pour x =
oV y =yl € RV tels que zx = i si k € Cy, peut s’écrire

pi(;mplet 9 - cx y H f@ yk H f9 x] 1{ml>to}
keCn IZCn

On définit pour z = 2V, y = yI¥ € RY tels que z = ys, si k € Cy,

complet
Py 052,y
7TN(0§m|y): NpN(Q('y) )

qui s’interprete comme la loi conditionnelle des variables cachées sachant les
variables observées. On pose également

Q0,0) = /[ ) sy 05,) TT
0,+too[™

IgCN

ouf,0" € O, avec la convention que sin = 0, alors Q(6,60") = 211:/:1 log fo(yx)-
5. Montrer que

Z log fo(yr) +n for(v)log fo(v) dv

keCn

W,
Fyr(to) [to,00]

On peut vérifier que si h et g sont deux densités sur R, bornées continues,
et si fR v) [log g(v)| dv < oo, alors h # g implique fR v)log h(v) dv <
Jr (v log g(v) dv (cf. le lemme 5.2.8 pour des variables discrétes).

On suppose que fy est la densité de la loi gaussienne de moyenne 0 et de
variance 1.

6. Vérifier que /fg(x) llog fo(z)| dx < oo, puis le lemme 5.3.1, pour le

modele de données censurées.

7. Montrer que § — Q(0,6’) est maximal pour

1
0= / dv| .
~ LGEC Yk +n Forlio) /[to’oo[fe (v)v U]

8. Vérifier que f[tmoo[ for(v)v dv = 0'Fpi (o) + for (to)-

9. En déduire que la suite (§("),r > 0) de lalgorithme EM est définie pour
r > 0 par la relation de récurrence

oY = Z g + 00 ol =07 (to —0") |
ol F(tofe( )
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10. On peut vérifier que pour toute valeur de (9, la suite (9(”77“ > 0)
converge vers une limite 8*. En déduire I’équation satisfaite par 6*.

11. Vérifier que la dérivée de la log-vraisemblance s’annule en 6*.

On peut vérifier que la dérivée de la log-vraisemblance ne s’annule qu’en un
seul point, 8*, et donc la log-vraisemblance est maximale en 6*. En particulier
PEMV de 0 est 0*. Ainsi la suite issue de ’algorithme EM converge vers
PEMV. On peut également vérifier sur cet exemple que '’EMV est convergent.

¢

5.7 Conclusion

Pour le bactériophage lambda, on obtient apres 1000 itérations de 1’algo-
rithme EM, initialisé avec (5.10), l'approximation suivante de 'EMV des
parametres a = (a(i,j);i,5 € {—1,+1}) et b = (b(4,5);71 € {—1,+1},
j€{ACGT}):

~

0.99988 0.00012 b~ 0.24635 0.24755 0.29830 0.20780 (5.22)
0.00023 0.99977 )’ ~ \0.26974 0.20845 0.19834 0.32347 ) '

L’algorithme EM fournit également les valeurs de P(S,, = i|Y = y) par
les équations de lissage, calculées avec I'approximation (5.22) de 'EMV de
0. La figure 5.7 met en évidence la présence de six grandes zones homogenes
associées aux valeurs cachées +1 ou —1. Ces zones correspondent a des propor-
tions différentes des quatre nucléotides. Ces proportions différentes pourraient
provenir du fait que la transcription se fait sur le brin d’ADN analysé ou sur
le brin apparié (voir [6]). Enfin les Figs. 5.8 et 5.9 représentent 1’évolution des
parametres estimés, termes diagonaux de la matrice a, et termes de la
matrice b, en fonction du nombre d’itérations de I’algorithme EM. On observe
une convergence tres rapide de 'algorithme. Toutefois, pour des initialisations
éloignées des valeurs données dans (5.22), on observe une convergence de ’al-
gorithme EM vers une valeur différente, correspondant & un maximum local
de la log-vraisemblance.

Si on augmente le nombre de valeurs cachées possibles, certaines des
zones précédentes se divisent, mais les résultats deviennent moins nets. On
peut également choisir des modeles plus compliqués (et donc avec plus de
parametres) ol la loi de Y,, peut dépendre de S,, et aussi de Y;,_1; on peut
aussi tenir compte dans les modeles du fait que trois nucléotides codent pour
un acide aminé, etc. Nous renvoyons & [12] pour une étude tres détaillée
des différents modeles et des résultats obtenus pour chacun. On retrouve
également dans ces modeles un découpage de ’ADN proche du cas présenté
ici, ou l'on se limite a deux états cachés. Les résultats sont donc robustes.
Ils suggerent donc vraiment ’existence de six zones homogenes de deux types
différents.
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Fig. 5.7. Probabilité des états cachés pour la séquence d’ADN du bactériophage
lambda dans un modeéle & deux états cachés : Z = {—1,1}, obtenu avec 1000
itérations (de haut en bas : n — P(S, = i|¥]¥° = y1'°), pour i = —1, +1)
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Fig. 5.8. Evolution de I'estimation des termes diagonaux de la matrice de transition
des états cachés en fonction des itérations, obtenue pour 1000 itérations
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Fig. 5.9. Evolution de l'estimation des termes de la matrice b en fonction des
itérations, obtenue pour 1 000 itérations
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