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Gestion des approvisionnements

Ce chapitre est consacré a I’étude de la gestion du stock d’un produit, une
piece de rechange automobile par exemple, sur plusieurs périodes de temps.
Au début de chaque période, le gestionnaire du stock effectue une commande
aupres de son fournisseur; pendant la période, la quantité commandée est
livrée et des clients formulent des demandes que le gestionnaire peut ou non
satisfaire suivant le stock dont il dispose. On appelle stratégie du gestionnaire
la maniere dont il décide de la quantité commandée en fonction du passé.
L’objectif du chapitre est de caractériser les stratégies optimales en termes de
minimisation du cotit total qui s’exprime comme la somme du cotit d’achat
du produit aupres du fournisseur, du cout de stockage et du colit associé aux
demandes de clients qui n’ont pu étre honorées faute de stock. Bien entendu,
minimiser la somme du colt d’achat et du cott de stockage et minimiser le
cout associé aux demandes non satisfaites sont des objectifs antagonistes.
Dans le premier paragraphe, nous commencons par résoudre le probleme
d’optimisation sur une seule période de temps avant de décrire précisément le
probleme dynamique de gestion de stock sur plusieurs périodes de temps.
Le second paragraphe est consacré a une introduction au controle de chaines
de Markov, dans un cadre qui englobe le probleme dynamique de gestion
de stock. L’objectif est de montrer comment le principe de la programma-
tion dynamique introduit par Bellman [1] & la fin des années 1950 permet de
ramener 1’étude d’un probleme d’optimisation a N périodes de temps a celle
de N problemes a une seule période de temps. Nous illustrons sur le probleme
dit de la secrétaire comment ce principe permet d’expliciter la stratégie opti-
male d’un recruteur. On suppose que le recruteur sait classer les N candidats
a un poste qui se présentent successivement pour passer un entretien avec lui
et que tout candidat qui ne recoit pas de réponse positive lors de son entretien
trouve un emploi ailleurs. Pour maximiser la probabilité de choisir le meilleur
des N candidats lors de cette procédure, le recruteur doit d’abord observer une
proportion proche de 1/e de candidats sans les recruter, puis choisir ensuite
tout candidat meilleur que ceux qu’il observés (si aucun candidat meilleur ne
se présente ensuite, il recrute le dernier candidat qu’il regoit).
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Enfin, dans le troisiéme paragraphe, nous utilisons les résultats du second
paragraphe pour déterminer les stratégies optimales du gestionnaire de stock
dans le modele dynamique : a chaque instant, lorsque le stock est égal a =,
le gestionnaire doit commander la quantité 1;,<,}(S — 2)* qui permet de se
ramener au stock objectif S si le stock est inférieur au seuil s, ol le couple
(s,5) peut dépendre ou non du temps.

3.1 Le modele probabiliste de gestion de stock

3.1.1 Le modeéle a une période de temps

Ce modele comporte un seul produit et une seule période de temps. Au début
de la période, pour satisfaire les besoins de sa clientele, un gestionnaire (par
exemple un vendeur de journaux) commande une quantité g de produit qui
lui est facturée au cotit unitaire ¢ > 0 par le fournisseur. Il est souvent naturel
de supposer que le produit se présente sous forme d’unités (cas des journaux
par exemple), auquel cas ¢ € N. Mais on peut aussi se placer dans un cadre
continu (cas d’un liquide comme ’essence par exemple) et supposer ¢ € Ry,
ce qui simplifie parfois le probleme d’optimisation. Comme la demande des
clients sur la période de temps n’est pas connue du gestionnaire au moment
ou il effectue sa commande, il est naturel de la modéliser par une variable
aléatoire D a valeurs dans N ou R. On suppose que D est d’espérance finie
E[D] = p et que 'on connait sa loi au travers de sa fonction de répartition
F(z) =P(D < x).

A Dissue de la période trois situations sont possibles :

— q =D : le gestionnaire a visé juste.

—¢q > Die ilya(¢g— D) unités de produit en surplus. On associe &
ce surplus un cott unitaire cg qui correspond par exemple au cout de
stockage sur la période. Notons que 'on peut supposer cg négatif pour
rendre compte de la possibilité de retourner le surplus au fournisseur
(c’est le cas pour les journaux qui sont repris par les Nouvelles Messa-
geries de la Presse Parisienne). Dans ce cas, il est naturel de supposer
que ¢ > —cg i.e. que le prix auquel le fournisseur reprend le surplus est
plus petit que le cott unitaire ¢ auquel le gestionnaire se fournit. Nous
supposerons donc désormais que ’ c>0 et ¢c>—cg ‘

— ¢ < D : on appelle manquants les demandes que le gestionnaire n’a pu
satisfaire. On associe aux D — ¢ manquants un coit unitaire
qui rend compte de la détérioration de 'image du gestionnaire aupres

des clients non servis.
L’objectif pour le gestionnaire est de trouver ¢ > 0 qui minimise ’espérance
du cott total

9(q) = cq + csE[(q — D)¥] + emE[(D — q) ] (3.1)
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ol pour y € R, y* = max(y,0) désigne la partie positive de y. Méme si
la quantité commandée est positive, nous allons supposer que la fonction g
est définie sur R car cela sera utile lorsque nous introduirons un cotut fixe
d’approvisionnement et un stock initial. Vérifions que g est continue. Comme
la demande D est positive, pour ¢ < 0, (D—q)" = D—qet E[(D—q)"] = p—q.
Donc g — E[(D — q)*] est continue sur R_. Pour ¢ > 0, 0 < (D — ¢)* < D.
Comme g — (D —q)" est continue, on en déduit par convergence dominée que
q — E[(D —q)™] est continue sur R et donc sur R. L’égalité y© = y+ (—y)*
entraine que

Vg eR, E[(¢g— D) =q—p+E[(D-q)*] (32)

On en déduit la continuité de ¢ — E[(¢ — D)™)] puis celle de g.
Pour assurer que inf,> g(g) est atteint, il suffit maintenant de vérifier que
limy—, 400 g(g) = +o00. Pour montrer ce résultat, on distingue deux cas dans
lesquels on utilise respectivement les inégalités ¢ > 0 et ¢ > —cg :

— sicg >0, alors g(q) > cq,

~ sl cg < 0, pour ¢ > 0, (¢ — D)" < g et donc E[(q — D)*] < ¢ ce qui

implique g(q) > (¢ + cs)q.

Ainsi inf,>( g(g) est atteint. La proposition suivante indique quelle quantité
le gestionnaire doit commander pour minimiser le cofit.

Proposition 3.1.1.
- Sicy < c alors la fonction g est croissante et ne rien commander est
optimal.
- Sinon, (cpr — ¢)/(em + cs) €]0,1] et si on pose

S=inf{zeR:F(z) > (cpr —¢)/(cas +¢s)} (3.3)

alors S € Ry. En outre, si D est une variable aléatoire entiére i.e.
P(D € N) =1, alors S € N. Enfin, g est décroissante sur | — 0o, S| et
croissante sur [S,+oo|, ce qui implique que commander S est optimal.

Remarque 3.1.2. L’hypothese cpr > ¢ qui rend le probleme d’optimisation
intéressant peut se justifier par des considérations économiques. En effet, il est
naturel de supposer que le prix de vente unitaire du produit par le gestionnaire
a ses clients est supérieur au cout ¢ auquel il s’approvisionne. Comme la perte
cp correspondant a une unité de manquants est égale a la somme de ce prix
de vente unitaire et du cotit en termes d’image, on a alors cp; > c. O

Démonstration. D’apres (3.1) et (3.2),
9(q) = earpe + (e — ear)q + (e + cs)E[(q — D). (3-4)

Pour ¢ > 0, (¢ — D)* = [ 1(,>pydz ce qui implique en utilisant le théoréme
de Fubini,

El(g—D)"] =E [/Oq 1{22[)}4 = /OqIE [1(p<sy] dz = /Oq F(2)dz.
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Comme D est une variable aléatoire positive, sa fonction de répartition F' est
nulle sur | — oo, 0[ et ’égalité précédente reste vraie pour ¢ < 0. Donc

Vg €R, g(q) = cpp + /Uq ((c —epm) + (epr 4+ ¢s)F(2)) dz. (3.5)

— Si epr < c alors comme F est & valeurs dans [0, 1], 'intégrande dans
le membre de droite est minoré par ¢ — ¢y + min(0,¢cpr + ¢s) =
min(c—cpr, ¢ +¢g). Ce minorant est positif si bien que g est une fonction
croissante et ne rien commander est optimal.

— Sicy > ¢, comme ¢ > —cg, 0 < cpyr —c<cpy +cg. Dou

Cp — C

— < 1.
cyp + Cs

0<
Comme F est nulle sur | — 00,0[, Pensemble {z € R : F(z) > (cm —
¢)/(ear+cs)} est inclus dans Ry. Puisque lim, o F(2) = 1, il est non
vide. Donc sa borne inférieure S définie par (3.3) est dans R, .
Lorsque la demande D est une variable entiere, la fonction de répartition
F est constante sur les intervalles [n,n 4+ 1[,n € N et présente des sauts
égaux & P(D = n) aux points n € N. On en déduit que S = min{n €
N, > oP(D=k) > (ecsr —¢)/(cm +cs)} et que S € N.
L’intégrande dans le membre de droite de (3.5) est croissant, négatif
pour z < S et positif pour z > S. Donc g est décroissante sur | — 0o, 5],
croissante sur [S, +0o[ et commander S est optimal.

O

Remarque 3.1.3. — Lorsque cp; > ¢, si la fonction de répartition F' de la
demande D est continue (c’est le cas par exemple si la variable aléatoire
D possede une densité), alors F'(S) = (cpr — ¢)/(car +cs). Cette égalité
peut se voir comme la condition d’optimalité du premier ordre ¢’(S) = 0
puisque ¢'(q) = (¢ — cpr) + (ear + ¢s)F(g). On peut la réerire

c+ Cs]P)(D < S) = CMP(D > S)

Elle a donc linterprétation économique suivante : le surcoit moyen
c+csP(D < S) 1lié & la commande d’une unité supplémentaire est com-
pensé par I’économie moyenne ¢y P(D > S) réalisée grace a cette unité
supplémentaire.

— La fonction ¢ — (¢ — D)% est convexe sur R. Lorsque cp + cg > 0,
on en déduit en multipliant par cp; + cg et en prenant ’espérance que
q — (car +¢s)E[(g— D)™] est convexe sur R. Avec (3.4), on conclut que
g est alors une fonction convexe sur R.

¢

Choix de la loi de la demande D

Il est souvent raisonnable de considérer que la demande D provient d’'un
grand nombre n de clients indépendants qui ont chacun une probabilité p de
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commander une unité du produit. C’est par exemple le cas pour une piece de
rechange automobile : les n clients potentiels sont les détenteurs de la voiture
pour laquelle la piéce est congue. Dans ces conditions, la demande suit la
loi binomiale de parametre (n,p) i.e. pour 0 < k < n, la probabilité qu’elle
vaille k est donnée par (Z)pk(l —p)"~*. En particulier y = E[D] = np. La loi
binomiale n’étant pas d’une manipulation trés agréable, on pourra préférer
les deux lois obtenues dans les passages a la limite suivants :

— n grand (n — +00) et p petit (p — 0) avec np — p > 0. Dans cette
asymptotique, d’apres I'exemple 6.3.1, la loi binomiale de parametres
(n,p) converge étroitement vers la loi de Poisson de parametre p. On
peut donc modéliser la demande comme une variable de Poisson de
parametre p.

- n grand (n — +4o00) avec p > 0 fixé, alors le théoreme central

limite A.3.15 justifie 1'utilisation de la loi gaussienne N '(u,0?) (avec
(z—p)2

0% = p(1 — p/n)) de densité a\}ﬂ e 207 comme loi pour D. Une

variable aléatoire gaussienne de variance o2 > 0 a toujours une proba-
bilité strictement positive de prendre des valeurs négatives. Mais dans
les conditions d’application du théoreme central limite, cette probabilité
est trés faible pour la loi limite A (u, 02) et la commande de la quantité
S donnée par la proposition 3.1.1 est une bonne stratégie.

Taux de manquants

On suppose cp; > ¢. Du point de vue du gestionnaire, le taux de manquants
i.e. le taux de demandes de clients non satisfaites est un indicateur important.

_5)+
Lorsqu’il a commandé S, ce taux est égal a %. On a

c+cg

_ )t
]E{(DDS)] <E [1{p>sy] :P(D>S):1_F(S)Sm7

la derniere inégalité étant une égalité si F' est continue en S. En général,
I’espérance du taux de manquants est méme significativement plus petite que
la probabilité pour qu’il y ait des manquants.

Exemple 3.1.4. Dans le cas particulier ou D suit la loi de Poisson de para-

metre 50, ¢ = 10, c¢py = 20 et ¢g = 5, on vérifie numériquement que le
c+c

stock objectif vaut S = 48. Le rapport % qui vaut 0.6 est 1légerement
M

cs
supérieur & P(D > S) ~ 0.575 mais trés sensiblement supérieur au taux de

manquants qui est égal & 6.8%. La fonction g correspondant & ce cas parti-
culier est représentée sur la Fig. 3.1. O

Résolution avec stock initial et cotit fixe d’approvisionnement

On suppose maintenant que si le gestionnaire commande une quantité ¢ non
nulle aupres de son fournisseur, il doit payer un cout fixe cp positif en plus
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Fig. 3.1. Représentation de g(z), s et S (¢ = 10, e = 20, cs = 5, cr = 200,
D distribuée suivant la loi de Poisson de parametre 50)

du colt unitaire c¢. On suppose également que le stock initial = n’est pas
nécessairement nul. On autorise méme la situation ol = est négatif qui traduit
le fait qu'une quantité égale & —x de demandes formulées par des clients avant
le début de la période n’ont pu étre satisfaites et sont maintenues par ces
clients. Le probleme est maintenant de trouver la quantité commandée ¢ > 0
qui minimise

crlyg=op +cq + csE[(w + ¢ — D)+ enE[(D -z —q)].  (3.6)
Proposition 3.1.5. On suppose cp; > c. Alors l’ensemble

est non vide. Si on note s sa borne supérieure, la stratégie (s,S) qui consiste
a commander la quantité g = (S — ) permettant d’atteindre le stock objectif
S lorsque x est inférieur au stock seuil s et a ne rien faire (¢ = 0) sinon est
optimale au sens ot elle minimise (3.6).

La figure3.1 représente la fonction g et fournit une interprétation gra-
phique du couple (s, S) dans le cas particulier ot D suit la loi de Poisson de
parametre 50, ¢ = 10, ¢y = 20, ¢cg = 5 et cgp = 200.

Démonstration. Lorsque z < 0,ona (z— D)t =0et (D—2)" =D -2, dou
pour la fonction g définie par (3.1),

Vz <0, g(z) = cz+ e (E[D] — 2) = (¢ — epr)z + ear e



3.1 Le modele probabiliste de gestion de stock 57

Comme c¢p; > ¢, cela implique que lim,_,_ g(z) = 4o0o. Ainsi ’ensemble
{z €] —0,5], g(2) > cr + g(S)} est non vide et sa borne supérieure s est
dans | — 00, S].

On ne change rien & la quantité ¢ optimale en ajoutant cx au coit (3.6).
Le critére a minimiser devient cr1¢4~0y + g(z +¢). Comme d’aprés la propo-
sition 3.1.1, g est croissante sur [S, +oo[, il est clairement optimal de ne rien
commander si z > S.
Pour x < S, comme g atteint son minimum en S, il est optimal de commander
S —x si gl&) > cp + g(S) et de ne rien commander sinon.
Notons que lorsque le produit se présente sous forme d’unités, le stock ini-
tial = est entier tout comme le stock objectif S (voir la proposition 3.1.1), ce
qui assure que le gestionnaire peut bien commander la quantité S — x qui est
entiere. La décroissance et la continuité de g sur | — oo, S| entrainent que {z €
| —00,5], g(x) > cr+g(S)} =] — 0, 5], ce qui achéve la démonstration. O

Remarque 3.1.6.
— Sicp =0, alors s = S. Comme la stratégie (S, S) consiste & commander
(S — z) lorsque x < S, on retrouve bien le résultat de la proposition
3.1.1.
— Le colit minimal associé & la stratégie (s, S) est

w(z) = —cx + inf (crligs0) +9(x +9))
= —cz + (9(S) + cr)Lz<s) + 9(2) 1 (z>s).-

Dans la définition 3.3.3, nous introduirons une notion de convexité
spécifique & la gestion des approvisionnements. Le coiit minimal u(z)
fournira un exemple typique de fonction satisfaisant cette propriété de
convexité.

¢

3.1.2 Le modéle dynamique de gestion de stock

Le modele comporte toujours un seul produit mais N périodes de temps
(typiquement des journées, des semaines ou des mois). Pour ¢ € {0,..., N—1},
une demande Dy positive est formulée par les clients sur la période [t, ¢+ 1].
Les variables aléatoires D1, Do, ..., Dy sont supposées indépendantes et iden-
tiquement distribuées de fonction de répartition F' et d’espérance finie i.e.
E[Dl} = U < 400.

Au début de chaque période [t, t+1], le gestionnaire décide de commander une
quantité Q; > 0 qui lui est livrée pendant la période. Plutdt que le stock phy-
sique qui est toujours positif ou nul la grandeur intéressante a considérer est
le stock systéme qui peut prendre des valeurs négatives. Le stock systeme
est défini comme le stock physique si celui-ci est strictement positif et comme
moins la quantité de manquants (i.e. les demandes de clients qui n’ont pu
étre honorées faute de stock) sinon. On note X le stock systeme & l'instant
te{0,...,N}.
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On suppose que
— le gestionnaire ne renvoie pas de produit & son fournisseur,
— les demandes correspondant aux manquants sont maintenues par les
clients jusqu’a ce que le gestionnaire puisse les servir.
Ainsi la dynamique du stock systéme est donnée par

Xit1=Xe + Q¢ — Dy (3.7)

Au cours de la période [t, ¢ + 1], le cout est donné par une formule analogue
a celle du modele a une seule période : crlig,~0; + cQ + cs(Xpp1)T +
v (Xi41)” ot y~ = max(—y,0). On associe au stock systéme final Xy un
colit un(Xpn) (par exemple, estimer que ce stock final a une valeur unitaire
égale & ¢ consiste a poser uy (z) = —cx). Enfin pour traduire la préférence du
gestionnaire pour 1 Euro a la date ¢ par rapport a 1 Euro a la date ¢t + 1, on
utilise un facteur d’actualisation « € [0, 1]. L’espérance du cotit total actualisé
est donnée par

N—-1

E Z o' (crlig,>0p + Qi + cs(Xep1) T + enr(Xeg1) ™) + oM un (Xn) |
t=0

(3.8)
L’objectif du gestionnaire est de choisir les quantités Q; au vu du passé jus-
qu’a l'instant ¢t de maniére & minimiser ’espérance du cotit total. Le but
du paragraphe suivant est de montrer que la résolution d’un tel probléeme
d’optimisation a N périodes de temps peut se ramener a la résolution de NV
probléemes a une période de temps définis par récurrence descendante.

3.2 Eléments de contréle de chaines de Markov

Nous allons dans ce paragraphe décrire puis résoudre un probléme de controle
de chaines de Markov qui englobe le probléme dynamique de gestion de stock
que nous venons de présenter.

3.2.1 Description du modele

On considere un modele d’évolution d’un systéme commandé par un ges-
tionnaire sur N périodes de temps. On note £ I'ensemble des états possibles
du systeme et A l’ensemble des actions possibles du gestionnaire. Ces deux
ensembles sont supposés discrets. L’état du systéme a Uinstant ¢ € {0,..., N}
est noté X,; tandis que ’action choisie par le gestionnaire a l'instant ¢ €
{0,...,N — 1} est notée A;. Pour t € {0,...,N — 1}, le gestionnaire choisit
laction A; au vu de ’histoire H; = (Xo, Ap, X1, Al, ey Xeo1, At—l, Xt) S
(€ x A)t x &€ jusqu’a linstant ¢. On suppose que I'état X; 1 du systéme a
Iinstant ¢ + 1 ne dépend de I'histoire H; et de 'action A; qu’au travers du
couple (Xy, As) : Vt€{0,...,N —1},
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Vhe = (x0,a0,21,01,...,2) € (€ X A)t x &, Ya; € A, Vayy 1 € E,
IP’(Xm-l = SCt+1|Ht = hy, Ay = at) = P(Xt-H = It+1|Xt =, Ay = at)
= pe((we, ar), Te41), (3.9)

olt la matrice p; : (€ x A) x € — [0, 1] vérifie 3 ¢ pi((z,a),y) = 1 pour tout
(x,a) € € x A.

Pour t € {0,...,N — 1}, le choix de laction A; induit un coit égal a
o1 (X, Ay, Xi11) sur la période [t, t+1] oty : EXAXE — R. A Pinstant final,
un colt un(Xpy) est associé a I’état final Xy avec uy : € — R. L’espérance
du cotit total actualisé avec le facteur d’actualisation « € [0, 1] est donnée par

N—1
E Z a"on(Xn, Apy Xnt1) + aNuN(XN)

n=0

Exemple 3.2.1. Le probleme dynamique de gestion de stock décrit au para-
graphe 3.1.2 entre dans ce cadre lorsque le produit se présente sous forme
d’unités. L’espace d’état est £ = Z pour le stock systeme X; et ’ensemble
d’actions A = N pour la quantité @); de produit commandée. On a

X1 =X + Q¢ — Dy

ou les demandes (D, ..., Dy) sont des variables aléatoires positives indépen-
dantes et identiquement distribuées que I’on suppose a valeurs dans N. Donc
pour t € {0,...,N — 1} et hy = (20,90, %1,G1,---,%¢) € (Z X N)! X Z, on a

P(Xi11 = e |Hy = he, Qr = qt)
=P(X; + Q¢ — D1 = w1 |Hy = hy, Qr = q1)
P(Diyy = x4 + qr — xey1, Hy = he, Qr = 1)
P(H; = ht, Qr = q1)
=P(Diy1 =2 + ¢ — 2441) = P(D1 = 24 + ¢t — T441),

car les variables H; et (); ne dépendent que de Dy, Ds,...,D; et sont
indépendantes de D;;1. Ainsi (3.9) est vérifié pour pi((x,q),y) = P(D; =
x+ ¢ —y). Enfin la fonction ¢; qui intervient dans ’expression de 1’espérance
du cofit total actualisé est donnée par : V(t,z,q,y) € {0,..., N—1} xZxNxZ,

©i(2,q,y) = crligsoy +cq+csyt +emy .
Elle ne dépend que des deux derniéres variables. O

Le fait que le gestionnaire décide de 'action A; au vu de I'histoire H; se
traduit par Pexistence d’une application d; de I'ensemble (€ x A)¢ x & des
histoires possibles jusqu’a I'instant ¢ dans ’ensemble A des actions telle que
Ay = di(Hy). Cette application d; est appelée regle de décision du gestionnaire
a linstant ¢. La stratégie 7 = (dp,...,dy_1) du gestionnaire est constituée
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de ’ensemble de ses régles de décision. Bien siir, la dynamique du systéme
X, t € {0,...,N} dépend de la stratégie du gestionnaire. Pour expliciter
cette dépendance on note désormais X[ et HT I'état du systeme et I’histoire
alinstant t € {0,..., N} qui correspondent & la stratégie 7. Sachant que 1'état
initial du systeme est g, le colit moyen associé a la stratégie m est donné par :

N-1
vg(w0) = E | > a"pn(X7, dn(Hy), Xip1) + @V un (XF)
n=0

Xar :(EO‘| .

On note
v5(zo) = inf v (x0).
s

L’objectif du gestionnaire est de trouver a l'instant initial une stratégie
optimale 7* qui réalise I'infimum lorsque celui-ci est atteint ou une stratégie
c-optimale 7¢ vérifiant Voo € &, vf (z0) < vi(20) + € avec € > 0 arbitraire
lorsque I'infimum n’est pas atteint.

Dans le paragraphe 3.2.2 nous allons montrer comment évaluer le cofit
associé a une stratégie par récurrence descendante. Puis dans le paragraphe
3.2.3, nous en déduirons les équations d’optimalité et nous montrerons que
leur résolution permet de construire des stratégies optimales ou e-optimales.
Enfin, dans le paragraphe 3.2.4, nous appliquerons la théorie développée pour
déterminer la stratégie optimale d’un recruteur dans «le probleme de la
secrétaire ».

3.2.2 Evaluation du coiit associé & une stratégie

Nous allons montrer que le cotit moyen associé a la stratégie m peut étre évalué
par récurrence descendante. On introduit pour cela le coiit a venir a I'instant
t € {1,..., N} sachant que I’histoire est h; € (€ x A)! x € :

N-1
Vi () =B | Y o™ (X7, dn(H7), Xiiyy) + o fun (XF)
n=t

H = ht] .

Cette notation est bien compatible avec la définition de vf au paragraphe
précédent. La proposition suivante indique comment exprimer v en fonction
de vf; :
Proposition 3.2.2.

Vhy = (z0,a0,71,a1,...,25) € (E X AN x &, v5(hy) = un(zy).
En outre, pourt € {0,...,N—1}, Vhy = (29, a0, 71,0a1,...,2¢) € (Ex A XE,

vy (hy) = Z pe((@e, di(he)), Tey1))

Ti41€E

[pe(@e, di(he), wer1) + vy ((hey de(he), 2041))] -
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La formule précédente peut s’interpréter de la fagon suivante : lorsque
I'histoire jusqu’a l'instant ¢ est hy € (€ x A)! x £, sous la stratégie 7, Paction
du gestionnaire en ¢ est d¢(h;). Pour tout z,1; € &, I'état X7, ; du systeme
a l'instant ¢ + 1 et I'histoire Hf,; jusqu’a l'instant ¢ + 1 sont donc respecti-
vement égaux A x4 1 et & (he, di(he), ze41) € (€ x AT x € avec probabilité
pe((xe,di(he)), xe41). Le colit a venir a I'instant ¢ sachant que ’histoire est h; se
décompose donc comme la somme sur les états possibles z;41 € € du systeme
a linstant ¢+ 1 pondérée par p;((z¢, di(ht)), x¢11) du colt wr(xt, di(he), Tr41)
sur la période [t,t + 1] plus le cott actualisé avf, ((he,d¢(hi), 2¢41)) & venir
a linstant ¢ + 1 sachant que l'histoire est (he, di(he), Ti41)-

Démonstration. Par définition,

E [UN(X;{/')]'{HX;:}IN}
P(HT = hy)

vy (hn) = Elun (XR)HY = hn] =
Comme HY = hy = (¢, o, 1,01, ..., 2n) implique X3 = xy, on a

E uN(X}{,)l{HKr:hN}} _E [uN(:an{HE:hN}] = un(zn)P(HE = hy),

et on conclut que v (hn) = un(znN).
Soit t € {0,..., N — 1}. Par linéarité de lespérance,

BT = h)of () = L5, }(Za o (X, dn(HE), XT,)
+ aN_tUN(XJT{r))]

> ]E{l{xgl—mlﬂ:—hf (Z o Xndn(Hy), Xp41)

Te41€E

¥ aN-tume)]

Comme sous la stratégie m, HI = h; implique A; = dy(hy), (H] = hy, X[y =
Z‘t+1) implique HZT+1 = (ht, dt(ht)7xt+1)- Donc

P(HT = h)of (he) = ) |:1{H,+1 (hosdi (he),mes1)} (@t($t7dt(ht)7 Tt1)

T p1€E

+a{ Nif Q" o0 (X7 d (HY), X y) + N“UN(XE)}H
= Y PH, = (htydt(ht)axt+1)){‘Pt(htvdt(ht)vxt+l)

+ avfy ((he, di(he), Jit+1))} .
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Il suffit de remarquer que

PHT = (B, di(he) we41))  POXT = @, HY = ey Ay = di(hy))
P(HT = hy) P(HT = hy, Ay = di(hy))

=P(X{ 1 = 2o |[HY = hy, Ay = di(hy))
= pt((ﬂﬁudt(ht)),le)

d’apres (3.9) pour conclure la démonstration de la formule de récurrence. O

3.2.3 Equations d’optimalité

On définit vy (hy) = inf;v](hs). Le théoreme suivant explique comment
évaluer v{ par récurrence descendante :

Théoréme 3.2.3. Pour tout t € {0,..., N},
Vhi = (z0, a0, 21,01, --.,7¢) € (€ X A) x &, v} (hy) = ug(ws)

ou les fonctions uy sont définies par récurrence descendante a partir du cout
terminal uy par les équations d’optimalité : pourt € {0,..., N — 1},

Vay € €, uy(we) = alleli Z pe((@e; @), weq1) [pe(ae, @, 2e41) + Qg (T41)] -
T 1€EE

(3.10)

Démonstration. D’apres la proposition 3.2.2, Vr, v%(hy) = un(zn). Donc
vE(hy) = un(zy), ce qui permet d’initialiser la démonstration par récurrence
descendante de lassertion V¢ € {0,..., N}, vf(h:) > ui(xt). Supposons que
I’hypothese de récurrence est vraie a l'instant ¢ + 1.

Soit 7 une stratégie. On a v]7 | (hi41) > Vi (heg1) = wegr(2441). En insérant
cette inégalité dans la formule de récurrence de la proposition 3.2.2, on obtient

o (he) =Y pel(e, di(he)), mi41)) [pe (@, di (B, @) + auggr (w41)]

Ti41€E

> inf Pe((t, @), Tegr) e (e, @, epr) + uppr (Teg1)] = ug().

Comme la stratégie 7 est arbitraire, on conclut que vj(hy) = inf, v (hy) >
ug(xy) i.e. que hypothese de récurrence est vérifiée au rang t.

Pour montrer 'inégalité inverse, on fixe v > 0. Pour t € {0,...,N — 1} et
xy € €, dapres (3.10), il existe d:(x¢) € A t.q.
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Z pe((we,0e(24)), weq1) [e (e, 0e (1), Tog1) + Qugpa (weg1)] < wg(ae) + 1.

Ty p1€E

Notons 77 la stratégie telle que la regle de décision a chaque instant ¢ dans
{0,...,N—1} est di(h;) = §:(x¢) et montrons par récurrence descendante que

Vvt €{0,...,N}, Vhy = (zo, a0, 71,01, . .., Xt), vfw(ht) < wug(xg) + (N —t)y.

On a vﬁ (hn) = un(zn). Supposons que ’hypothése est vérifiée pour n dans
{t+1,...,N}. En insérant 'inégalité v]7, | (he1) < wepr (zeg1) + (N —t— 1)y
dans la formule de récurrence de la proposition 3.2.2, on obtient

vfw(ht)ﬁ Z pe((we, di(hy)), Ti41))
Ti41€E

[e(we, di(he), Teg1) + @ (U1 (Teg1) + (N =t = 1)7)]

En utilisant successivement 3, e pe((@e,di(he)), 2141)) = 1, la définition
de d; et a <1, on en déduit que

v (he) < Z Pe((2e,0¢(24)), Te41)) [e (e, 0(20), Teg1) + upqr (Tes)]

T 1€EE
+a(N—-t—1)y
<wu(zy) +v+ (N —t—1)7.

Donc ’hypothese de récurrence est vérifiée au rang ¢.
Pour t € {0,...,N} et hy € (€ x A)* x &, on conclut que

v (he) < inf o] (hy) < inf (ue(ze) + (N = t)y) = wplay).
>0 ¥>0

O
Définition 3.2.4.
1. Une stratégie 7 est dite optimale si
vt e {0,...,N}, Vhy € (E x At x &, vF (hy) = inf oT (hy) = v} ().
2. Une stratégie m°est dite e-optimale si
Vi€ {0,...,N}, Vhy € (€ x At x &, v (hy) < v} (hy) + €.
3. Une stratégie mpr = (do,...,dn—1) est dite markovienne si pour tout t
dans {0,...,N — 1}, la régle de décision a linstant t ne dépend du passé

qu’au travers de l’état du systéme a l’instant t i.e. il existe 6; : € — A t.q.
Vht = (.’Eo, ag, 1,1y ... ,xt), dt(ht) = (St(l't).
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Remarque 3.2.5.

— Les équations d’optimalité (3.10) expriment que pour qu’une stratégie
soit optimale sur la période [t, N], il faut que la décision prise en ¢ soit
optimale mais aussi que toutes les décisions ultérieures le soient. Ainsi,
lorsqu’une stratégie 7 est optimale au sens introduit a la fin du para-
graphe 3.2.1, & savoir v{(zo) = v§(zo), elle est aussi optimale au sens
du point 1 de la définition précédente (qui peut sembler plus exigeant
en premiere lecture).

— Les stratégies markoviennes sont particulierement intéressantes car il
n’est pas nécessaire de garder en mémoire tout le passé pour les appli-
quer. La terminologie markovienne provient de ce que sous une telle
stratégie mpr = (0g,...,0n—1), H; ™ = hy entraine A; = §;(z;) et donc

P(X{ = e [HY = hy)
= P(XZZ.‘”{ = $t+1|HzTM =hy, Ay = 5t($t)) = pt(($t,5t(9€t))7$t+1)
d’apres (3.9). Ainsi I'état X/ du systeme a l'instant ¢ + 1 ne dépend
du passé H;™ qu’au travers de 1’état X, du systéme & l'instant ¢ i.e.

la suite (X[ );eqo,...,n} est une chaine de Markov.

0

11 faut noter que pour v = ¢/N, la stratégie 77 qui a été construite dans la
démonstration du théoreme 3.2.3 est e-optimale et markovienne, ce qui fournit
la premiere assertion du corollaire suivant :

Corollaire 3.2.6.

1. Pour tout € > 0, il existe une stratégie markovienne €-optimale.

2. Si A est fini ou bien s’il existe une stratégie 7* = (do, ..., dn—1) optimale,
alors il existe une stratégie markovienne optimale.

Démonstration. Si A est fini, alors pour tout ¢t € {0,..., N—1} et tout z; € £,
Iinfimum de ’application

ac€A— Z pe((2e, @), xe41) [pe (e, @, Te41) + QU (T41)] (3.11)

Ty p1€E

est un minimum i.e. il est atteint. Vérifions maintenant que cette propriété
reste vraie s’il existe une stratégie 7* = (dp,...,dy_1) optimale. Pour h;
(z0,a0, 21,01, ..,¢), d’apres le théoreme 3.2.3, uy(x) = vi(he) = o (hy).
En utilisant 1'équation d’optimalité (3.10) et la proposition 3.2.2, on en déduit
que

ig& pe((ze,a), wep1) [ (e, @, op1) + Quppr (Te41)] = ug(24)
@ T 1€EE
:Uf*(ht) = Z pe((e, de(he)), Tes1) | e (e, de(he), o)
T 1€E

+avf—;1((htadt(ht)7xt+1)) .
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Comme vy ((he, di(he), we41)) = vy ((hey de(he), 2041)) = g1 (2441), on en
déduit que

inf (x4, @), Teg1) [0e(@h, @ Tog1) + QU1 (@441)]

= Y pil(@,de(he))s i) [pe(we, do(he), eg1) + Qg (@e41)]

Ti1€E

Puisque d;(h:) € A, Uinfimum de (3.11) est atteint pour a = d¢(hy).
La quantité minimisée (3.11) ne dépend que de z; et a. Donc il existe d; :
& — A t.q. V'infimum est atteint pour a = d;(z;). On en déduit que

ug () = Z pe((ze, 67 (1)), Tet1) [ (e, 67 (24), Tog1) + Qe (Te41)] -

Ty p1€EE

Il suffit de reprendre I'argument de récurrence descendante de la fin de la
démonstration du théoreme 3.2.3 avec v = 0 pour voir que la stratégie mar-
kovienne 7%, = (0§, ...,0%_,) est optimale. O

Les équations d’optimalité (3.10) sont aussi appelées équations de Bellman
ou équations de la programmation dynamique. Elles permettent de ramener
la résolution du probléme d’optimisation a N périodes de temps a celle plus
simple de N problemes d’optimisation & une période. Leur résolution par
récurrence descendante fournit une procédure effective qui porte le nom de
programmation dynamique pour calculer le cott minimal et déterminer les
stratégies markoviennes optimales (ou e-optimales).

La théorie développée dans ce paragraphe peut étre étendue a un cadre
beaucoup plus général. Par exemple, on peut considérer des espaces d’états £
et d’actions A non discrets mais pour cela il faut utiliser la notion d’espérance
conditionnelle sachant une tribu qui dépasse le cadre de ce livre. Néanmoins,
les conclusions sont analogues a celles que nous avons obtenues.

Il est également intéressant de considérer le probleme a horizon infini dans
le cas ou les fonctions p; et ¢; ne dépendent pas du temps et sont notées
respectivement p et ¢. On suppose que le facteur d’actualisation « est stric-
tement plus petit que 1 pour pouvoir définir le cout total. Le passage a la
limite formel ¢ — +o0 dans (3.10) explique pourquoi on travaille alors avec
I’équation d’optimalité :

u(z) = inf > p((w,0),) [p(z, a,y) + ou(y)].
ye€

Nous renvoyons par exemple aux livres de Puterman [8], de Bertsekas [2, 3], de
Bertsekas et Shreve [4], de White [10] et de Whittle [11] pour plus de détails
concernant les généralisations possibles.
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3.2.4 Application au recrutement : le probleme de la secrétaire

L’objectif du probleme que nous allons énoncer dans ce paragraphe est de voir
comment un probleme d’arrét optimal peut étre traité comme un probleme
de controle de chaine de Markov. Nous renvoyons au Chap.2 du livre de
Lamberton et Lapeyre [5] pour une autre résolution du probleme d’arrét opti-
mal basée sur la technique de 1’enveloppe de Snell. L’exemple considéré ici est
intéressant parce que suffisamment simple pour qu’il soit possible d’expliciter
la stratégie optimale.

Probléme 3.2.7. Un nombre N supérieur a 2 de candidats que le recruteur
sait classer postule pour un emploi. Pour ¢ € {1,..., N}, on note O, le rang,
dans l'ordre de préférence du recruteur, du t-ieme candidat qui se présente :
O = 1 signifie que le t-ieme candidat est le meilleur tandis que ©; = N signifie
que c’est le moins bon. Les candidats se présentent dans un ordre aléatoire, ce
que 'on modélise en supposant que la permutation aléatoire @ est distribuée
suivant la loi uniforme sur le groupe Sy des permutations de {1,..., N}.

On suppose que le recrutement a lieu dans une période de plein emploi et
on considere que les candidats qui ne regoivent pas de réponse positive lors
de leur entretien trouvent un emploi ailleurs avant que le recruteur ne puisse
les recontacter. Le recruteur regoit donc successivement les candidats jusqu’a
Iinstant 7 < N ou il décide de prendre le candidat qu’il a en face de lui, ce qui
acheve la procédure de recrutement. Notons que si aucun des N — 1 premiers
candidats n’a été choisi, le N-ieme ’est forcément.

Le recruteur souhaite choisir un bon candidat et si possible le meilleur
des N candidats, ce que I'on traduit en introduisant le cout SO +v1(e, >1}
fonction du rang @, du candidat retenu. En outre, son temps est précieux et
on affecte le cout 67 a la durée 7 de la procédure de recrutement. Les trois
constantes (3, 7y et § sont supposées positives avec +v+¢§ > 0. Finalement, le
recruteur souhaite choisir 'instant 7 qui met fin a la procédure de recrutement
(probleme d’arrét optimal) de fagon & minimiser

E[BO; +7116, 51} + 67].

Dans le cas particulier ou le recruteur veut maximiser la probabilité de recruter
le meilleur des candidats (8 = 6 = 0), la question 11 permettra de vérifier
que sa stratégie optimale est la suivante : observer une proportion explicite
proche de 1/e des candidats sans les recruter puis retenir le premier candidat
meilleur que ceux qu’il a observés.

1. Montrer qu’en termes de stratégie optimale, il revient au méme de mini-
miser E [ﬂ@T —vl4e,=1} + 57}, probleme qui va étre traité dans la suite.
Pourt € {1,...,N}, onnote R; € {1,...,t} le rang relatif du ¢t-ietme candidat
parmi les ¢ premiers. Si par exemple N = 5 et (01,...,05) = (2,5,3,1,4),

alors (Ry,...,R5) =(1,2,2,1,4).
2. Remarquer que l'ensemble des vecteurs de rang relatifs (ri,...,rny) €
{1} x{1,2} x...x{1,..., N} est en bijection avec celui des permutations
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o de Sy. En déduire que le vecteur (Ry,..., Ry) suit la loi uniforme sur
{1} x{1,2} x ... x{1,...,N}. Puispour t € {1,..., N} et (r1,...,7) €
{1} x{1,2}x...x{1,...,t} donner P(R; = 1) et P(Ry = r1,..., Ry = 1¢).

Désormais, on note (r7,...,r%) le vecteur des rangs relatifs associé & o € Sy.
L’objectif des questions qui suivent est de vérifier que le probleme considéré
peut étre traité comme un probleme de controle de chaine de Markov puis de
résoudre ce probléme de controéle.

A Dinstant t € {1,..., N—1}, sile recruteur n’a retenu aucun des t—1 premiers
candidats, alors il observe X; = R; le rang partiel du t-ieme candidat parmi
les ¢ premiers. Au vu de l'information (X7, ..., X;) dont il dispose, il a deux
choix possibles : soit il refuse ce candidat ce que 'on traduit par A; = 0, soit
il recrute ce candidat ce que 'on traduit par A; = 1. Dans ce dernier cas, la
procédure de recrutement est achevée ce que l'on traduit par X, = A (A est
létat stoppé) pour s € {t+1,...,N}. A Dinstant N, 8’il n’a retenu aucun des
N — 1 premiers candidats, il observe Xy = Ry = @y et recrute forcément le
N-ieme candidat.

3. Montrer que le critére a minimiser se met sous la forme

N—-1
]E[ Y LixzayAe (86: = ylie,=1y +6t)

t=1

+ 1ixyza) (BON —Y1lioy=1) +ON) |.

4. Soit t € {1,...,N} et (rq,...,r¢) € {1} x ... x {1,...,t}.
Vérifier que la loi conditionnelle de © sachant {Ry = r1,..., Ry = r;} estla
loi uniforme sur les permutations o de Sy telles que r{ =ry,..., 77 = rs.
En déduire que pour f: {1,...,t} = R,

t!
E[f(@)|R1=7r1,...,Ri =1 = N Z 1{rg:r1,...,rg:rt}f(0t)~

" oeSn

En déterminant de maniere analogue la loi de © sachant R; = r;, montrer
que
t
E[f(O)|Re = 1] = il Z Loy =y f(12).
VESN

Remarquer qu’en permutant les t — 1 premieres valeurs d’une permutation
o € Sy telle que ¢ = ry,..., 7Y = 1y, on obtient (¢ — 1)! permutations
v € Sy telles que r{ = r; et v, = o,. Conclure que

E[f(©)|R1 =71,..., Ry = 1¢] = E[f(O)| Ry = 14].

Ainsi la loi conditionnelle de @; sachant Ry = rq,...,R; = r; et la loi condi-
tionnelle de @; sachant R; = r; sont égales.
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5. En remarquant que pour t € {1,..., N — 1}, 1rx, .1 A; est fonction de
{Xe#A}
(Ri,...,R:), en déduire que le critére & minimiser se met aussi sous la
forme

N-1
E lz 0( Xy, Ay) +un(Xn)|

t=1

UN(x):{OSi:z:A

avec

pr —y1z—1} + N sinon

et Spt(:aa) = af(ta 'T) pour

Osiz=A
flt,z) = o
6t + E[30; — v1{o,=1}|R: = ] sinon.

6. Montrer que pour r € {1,...,t},

Osis<rous>r+N—t
P(O; = s|Ry =7) = (:,j) (]X:s) (3.12)

~— i sinon.
(?)
En déduire que
r+14+N—t (k—l) (N+1—k)

z : T t—r

k=r+1 (]1\6/:_11)

=1

Remarquer que

N1 () ,
r v~ M=
1T X o N

ft,r)y=686+p

et conclure que f(t,r) = ot + ﬂ%r — 71{r:1}%~

7. Montrer que pour tout (x1,...,%¢41,a1,...,a:) dans {1} x {A,1,2} x
cox{AL 4+ 1) x {0, 1

]P(Xt+1 = $t+1|X1 = 131,141 = ai,... ,Xt = .Z‘t,At = at) = pt((xt,at),:ct_,_l)
avec

pu((, ), 21s1) = {l{wﬂ}mt“ =) sin g dca ]
l{th:A} sinon.

Dans le probleme considéré ici, ’espace des actions possibles du recruteur est

A = {0,1} et le facteur d’actualisation vaut 1. La variable X; est a valeurs

dans & = {1} tandis que pour t € {2,...,N}, X; prend ses valeurs dans

& = {A,1,...,t}. Ainsi l'espace d’états dépend de ¢. Nous admettrons que
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dans cette situation qui sort légerement du modele présenté au paragraphe
3.2.1, les équations d’optimalité s’écrivent pour t € {1,..., N — 1},

Vay € &, up(we) = ;I€1Jf4 Z pe((@e, @), 2e41) [pe(ae, @) + wpgr (T41)] -
Tip1€E 41

8. Vérifier par récurrence descendante que pour ¢t € {2,..., N}, us(A) = 0.
En déduire que

Vie{l,...,N—1}, Ve e {1,...,t}, us(r) = min(f(¢,z), 1)

ot vy = Efugt1(Re41)]. Montrer que v croit avec t.

. Conclure a l'existence d’une suite unique
(ri,...,rn_1) €{0,1} x {0,1,2} x ... x {0,1,...,N — 1}

telle que la stratégie optimale du recruteur consiste a retenir le 7*-ieme
candidat qui se présente ou

. NsiVI<t<N-1, Ry >r}
T =
min{¢ : Ry <r}} sinon.

Vérifier que pour t € {1,...,N — 1}, sirj <t —1,alors f(¢,rf +1) > 1.

Calculer E[un (Rn)] = Elun(On)] et en déduire que

- siy>N(@GO+ (N +1)(1/2—-2/N)), ri_, =1

—sid> % +B(N+1)(1/2—-1/N), ryy_, = N — 1. Dans ce cas, montrer
alors par récurrence que Vt € {1,...,N — 1}, r} = ¢ : comme le colit
¢ affecté a chaque entretien est trop important, la stratégie optimale
consiste a choisir le premier candidat.

Montrer que pour 2 <t < N, P(7* > t) = };;11 (1 — %) En déduire la
loi de 7* et vérifier que

N

E[r*]:;P(r*zt):1+§;]ﬁl< —Cj)

En utilisant le résultat de la question 4, montrer que la probabilité
P(6,« = 1) d’obtenir le meilleur candidat est égale &

N
> 1pesy PO = 1Ry = DP(Ry > rf,..., Ry > 77, Ry = 1).
t=1

En déduire que

L& -1 -
P(O;- =1) = N Zl{r;21} ( - ]f) :
=1

k=1

ou on adopte la convention ry; = N.
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10. On s’intéresse a la monotonie de la suite (r7,...,ryv_1)-

— Montrer que si 6 = 0, alors pour t € {1,...,N —1} et r € {1,...,t},
ft+1,7) < f(t,r). En déduire que dans ce cas la suite (r],...,7h_1)
est croissante.

— Soit t € {1,..., N — 2}. Montrer que

t+1—7rf, N+1 ri(rig +1)
S N = Sr
" i1 e o AR Ty 2
Y
— Nl{T;«JrlZl}.

Supposons que 77, ; < t—1 sans quoi nécessairement r; < ry, ;. Vérifier
en utilisant I’expression de v; ci-dessus que

ri,—(t+1) .
HltT(f(t + 1m0+ 1) = vegn)

(N+1D)(riy + Dy +2) g

ft,rip +1) —ve +

=8 20+ 1)(t+2) N7
Conclure que si § < ](\,]\(7;1_)3 + %, la suite (r],...,ry_;) est toujours

croissante.

11. On se place dans le cas particulier (3,v,d) = (0,1,0) ou le recruteur sou-
haite maximiser la probabilité de retenir le candidat le meilleur. Comme
nous allons le voir, il est alors possible d’expliciter la stratégie optimale.
Calculer vny_1 et montrer la relation de récurrence

1 t : t+1
(_N T m’/tﬂ) SVt 2 =

V41 sinon.

vte{l,...,N -2}, yt:{

En déduire que pour t*(N) = min{t > 1: %Jr t_%l +...+ ﬁ <1},

. t (1 1 1
Vte{t (N)_17‘~~7N_1}7Vt__ﬁ <t+t+1++N—1>

et Vt c {1, e ,t*(N) — 2}, Vg = Vt*(N)—l'
Conclure que
. Osit<t"(N)-1
r, =
¢ 1sit*(N)<t<N—1.

Ainsi la stratégie optimale du recruteur consiste & observer les t*(N) — 1
premiers candidats qui se présentent puis a choisir ensuite tout candidat
meilleur que ces t*(N) — 1 premiers. Si le meilleur des candidats figure
dans les t*(IN) — 1 premiers, il choisit le dernier candidat qu’il regoit.
Montrer que imy_, 400 t*(N)/N = limy 400 P(Or« = 1) = 1/e.
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12. Pour différentes valeurs de (3,~,d) dont (1,0,0) et (0,1,0)
— Déterminer la stratégie optimale en résolvant numériquement les équa-
tions d’optimalité. La suite (rf,...,7%_;) est-elle toujours croissante ?
— Mlustrer son caractere optimal en la comparant par la méthode de
Monte-Carlo a d’autres stratégies.

¢

3.3 Résolution du probléeme dynamique de gestion
de stock

D’apres 'exemple 3.2.1, lorsque le produit se présente sous forme d’unités,
le probleme dynamique de gestion de stock décrit au paragraphe 3.1.2 entre
dans le cadre du paragraphe précédent consacré au controle de chaines de
Markov. L’espace d’état est £ = Z pour le stock systeme X; et ’ensemble
d’actions A = N pour la quantité @); de produit commandée. En outre, pour
tout (¢,z,q,y) dans {0,...,N — 1} x Zx N x Z,

pt((xaQ)vy) = P(Dl = ‘T+q - y)7
o1, q,y) = crligsoy +cq+ csy™ + cny .

Les équations d’optimalité (3.10) s’écrivent : pour t € {0,...,N -1}, x € Z

ui(z) = ;relgzpt((x, 0),y) (2, q,y) + aueya (y)]
YEL

«?ellfw P(Dy =z +q—y) [crligsoy +cq+csy” +emy™ + aua(y)]
YEZ

— irelg P(Dy = 2)[crligsoy +cq+cs(x +q — D +em(+qg—2)
a 2EZL

+ auppi(x+q—2)] enposant z =z +q —y,

= ifelgE[CFl{po} +ecqg+ces(x+q— D) + ez +q— D)
q

+ ausr1(x 4+ g — D1)).

Nous allons étudier ces équations dans le cadre continu ou le stock systeme est
réel, les demandes sont des variables aléatoires positives non nécessairement
entiéres et les quantités commandées sont des réels positifs, car leur résolution
est plus simple que dans le cadre discret ou nous les avons établies. Elles
s’écrivent alors : pour ¢ € {0,..., N — 1},

ui(x) = ;I;%E[CFl{q>0} +ecq+cs(z+q—Dp)"

+em(z+qg—D1)” + auppr(x+ g — Dy)). (3.13)
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3.3.1 Gestion sans coit fixe d’approvisionnement

En plus de la nullité du cofit fixe (¢cp = 0), nous supposerons dans ce para-
graphe que la fonction de cofit terminale est uy(z) = —cz, ce qui revient a
associer une valeur unitaire ¢ au stock systéme terminal Xp. Cette hypothese
simplificatrice qui va nous permettre d’obtenir une stratégie optimale station-
naire (i.e. telle que la regle de décision & Iinstant ¢ ne dépend pas de t) est
discutable : si Xy <0, il y a —X manquants et il est naturel de leur asso-
cier le colit —c Xy puisque c’est le prix a payer au fournisseur pour obtenir la
quantité — X ; en revanche affecter le cotiit —c Xy et donc la valeur cXy au
stock physique résiduel X > 0 est moins naturel.

Commengons par déterminer la quantité de produit commandée optimale a
linstant N — 1. Comme uy(z) = —cz,

un—1(z) = acE[Dq] — cx + (ilr>1% ((1 —a)c(z +q) + csE[(x + g — D1)7]

+cepnE[(Dy — 2 — Q)+])

= acE[Dq] — cx + ir>1f0 9o (2 +q) (3.14)
>

ot la fonction go(y) = (1 — a)ey + csE[(y — D1)T] + emE[(D1 — y) ] est
définie comme la fonction de colit moyen g du modele étudié au paragraphe
3.1.1 (voir équation (3.1)) & ceci prés que le cofit unitaire ¢ est remplacé par

(1 — a)c|. On se place dans le cas intéressant ol cpy > (1—a)c > —cg. D’apres

I’analyse menée au paragraphe 3.1.1, la fonction g, est continue, décroissante
sur | — 00, S,] et croissante sur [S,, +00[ avec

So=inf{z >0: F(z) > (cpys — (1 —a)c)/(emr +cs)} € Ry,

ou F est la fonction de répartition commune des demandes. La décision opti-
male & I'instant N — 1 consiste donc & commander la quantité (S, —z)* (i.e.
(Sq —x) siz < S, et rien du tout sinon) si le stock systéme est z. Nous allons
vérifier que cela reste vrai & tout instant ¢ dans {0,..., N — 2}.

Théoréme 3.3.1. On suppose cyp =0, cpr > (1—a)c > —cg et uy(x) = —cx.
La stratégie avec stock objectif

So =inf{z >0: F(z) > (c;s — (1 — a)c)/(camr +¢s)}s
qui consiste pour tout t € {0,...,N — 1} a4 commander la quantité (Sq — )"
lorsque le stock systéme vaut x est optimale.

La figure 3.2 illustre 'optimalité de la stratégie de stock objectif S, = 55
dans le cas particulier ou les demandes sont distribuées suivant la loi de Pois-
son de parametre 50, N = 10, « = 0.9, ¢ = 10, ¢py = 20, ¢s = 5, cp = 0,
un(x) = —cx et le stock initial est Xy = 20. Pour z € {40,41,...,70} les
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8000

Commande égale a z

7000

6000

5000

40004

3000 ‘ ‘ | ‘ :
40 50 60 L 0

Sq=55

Fig. 3.2. Comparaison des colits entre la stratégie de stock objectif z et la stratégie
de commande constante égale & z (N = 10, stock initial Xo = 20, a = 0.9, ¢ = 10,
em = 20, cs =5, cp = 0, un(z) = —cz, demandes distribuées suivant la loi de
Poisson de parametre 50)

colits moyens (3.8) associés a la stratégie qui consiste & commander z a chaque
instant d’une part et & la stratégie de stock objectif z d’autre part ont été
évalués en effectuant la moyenne empirique des cotts sur 1000 réalisations
indépendantes (Di,...,D};)1<i<1000 des demandes. Les mémes réalisations
de ces variables ont été utilisées pour chacune des stratégies. Plus précisément,
le cotit moyen est approché par

1000 [ 9

1 i i i = ;

1000 Z Z(o,g)t (10Qf + 5(X{, )T +20(X7, 1)) —10(0.9)° X}y
i=1 Lt=0

ou pour i € {1,...,1000}, X{ =20 et pour ¢t € {0,...,9}, Qi =z et X; 4 =
X{ +z— Di,, dans la stratégie qui consiste & commander z a chaque instant
et Qi = (z — X})T et X, = max(X},z) — Dj,, dans la stratégie de stock
objectif z. Les courbes en pointillés représentent les bornes des intervalles de
confiance & 95 % obtenus pour chacun des cotits moyens. On observe bien que
parmi les stratégies considérées, le coit moyen minimal est obtenu pour la
stratégie de stock objectif S, = 55.

Démonstration. Comme la quantité ¢ optimale dans (3.14) est (S, —z)*, on a
acE[D1] — cx + ga(Sa) si < S,
un-1(z) = .
acE[D;] — cx + go(z) sinon.

Ainsi uy_1(z) = Ky_1 —cx+wy_1(z) ot Ky_1 = acE[D1]+ ga(Sa) est une
constante et wy_1(2) = 1z>5,}(9a(?) — ga(Sa)) est une fonction croissante
et nulle sur | — 0o, S4).
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Nous allons vérifier que cette écriture se généralise aux instants antérieurs en
démontrant par récurrence descendante que pour tout ¢ dans {0,..., N — 1},
la décision optimale & I'instant ¢ consiste & commander (S, — )% si le stock
systéme est z et que wi(x) = K; — cx + wy(x) ot K est une constante et w;
est une fonction croissante et nulle sur | — 0o, Sy ).

Supposons que I'hypothese de récurrence est vérifiée au rang ¢ + 1. En
insérant I'égalité uyq(z) = K41 — cx + wep1(x) dans Iéquation (3.13) avec
cr = 0, on obtient

ug(z) = (iII>1%E cq+cs(x+q—D1)" +eym(r+q—Dy)”

+ (K1 —c(x +q— D1) +wipr (v +q— Dy))

= (K1 + cE[Dq]) — cx + ;gg (9a(z + q) + aElwii1(z + ¢ — D1)]) .

Pour analyser la minimisation du dernier terme, on remarque que
— la fonction g, (y) est croissante sur [Sy,+0o[ et atteint son minimum
pour y = Sy ;
— la fonction y — Efwi41(y — D1)] est croissante par croissance de w41 ;
— cette fonction est nulle pour y < S, puisque comme D1 > 0, y — Dy est
alors dans l’ensemble | — 00, S,] ot w1 s’annule.
On en déduit que l'infimum est atteint pour ¢ = (S, — x)* et que us(z) =
K — cx 4+ wy(x) avec

{Kt = a(Kit1 + cE[D1]) + ga(Sa)
wi(7) = 1(p>5,}(9a(T) = ga(Sa) + aBlwi1(x — D1)]).

La fonction w; est clairement croissante et nulle sur | — oo, S, ]. O

Remarque 3.3.2. Notons que si le produit se présente sous forme d’unités,
les demandes des clients sont entieres et on peut vérifier comme dans la
démonstration de la proposition 3.1.1 que le stock objectif S, est entier. A
Iinstant ¢, le stock systeme X est entier et il est possible pour le gestionnaire
de commander la quantité (S, — X;)™ qui est un entier positif. Cette stratégie
est optimale car elle I’est pour le modele ou le produit se présente sous forme
continue qui offre plus d’opportunités en termes de quantité commandée. ¢

3.3.2 Gestion avec coit fixe

Nous supposons maintenant qu’en plus du colt unitaire ¢, toute commande
supporte un cout fixe cp > 0 et nous nous plagons dans le cas intéressant ou
ey > (1—a)e > —cg. Les équations d’optimalité (3.13) s’écrivent alors : pour
te{0,...,N -1},
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uy(r) = —cx + inf (crlggs0y +9(z +q) + aE[ups1(z + ¢ — D1)))

—cx + min <ft(x), cr + ;r;% fi(z + q)>

ot la fonction g(y) = cy + c¢sE[(y — D1)T] + emE[(D1 — y)™] est la fonction
de cotut du modele & une période de temps du paragraphe 3.1.1 et fi(y) =

9(y) + aEfugi1(y — D1)].

Afin de préciser les hypotheses faites sur la fonction de colit terminale uy,
nous introduisons la notion de C-convexité qui a été utilisée pour la premiere
fois par Scarf [9] en 1960 :

Définition 3.3.3. Pour C > 0, une fonction u : R — R est dite C-conveze si
Vo <y, VB € [0,1], u(Bz + (1 = B)y) < Bu(z) + (1 = B)(uly) + C).

La notion de convexité usuelle correspond a la 0-convexité et pour 0 <
C’ < C, toute fonction C'-convexe est C-convexe.

Exemple 3.3.4. Si C > 0 et f est une fonction convexe continue sur R qui
atteint son minimum f* en S, alors la fonction u définie par

u(x):{f*JrOSixSS ous=sup{z<S: f(z) > f"+C}

flz)siz>s
avec la convention sup ) = —oco, est C-convexe d’apres le lemme 3.3.9 énoncé
plus loin. La figure 3.3 illustre cette construction. %

u(z)
\"\ f(z)
\~
\«
[+ ™.
I ‘
s é x

Fig. 3.3. En trait plein : exemple de fonction C-convexe u obtenue par la construc-
tion de I'exemple 3.3.4 a partir d’une fonction f convexe continue atteignant son
minimum f*en S (s =sup{z < S: f(z) > [+ C})
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Remarque 3.3.5. Dans le cas ou ¢j; > —cg, la fonction g définie par (3.1)
est convexe d’apres la remarque 3.1.3. Elle atteint son minimum en S d’apres
la proposition 3.1.1. Et le stock seuil s est défini comme sup{z < S : g(z) >
g(S) + cp} d’apres la proposition 3.1.5. D’apres ’exemple 3.3.4, la fonction
(9(S)+cr)liz<s)y+9(7) 1456y est cp-convexe. Et la fonction de coiit minimale
u(z) = —cx+ (g(S) +cr)liz<sy +9(2)1{z>4) obtenue dans la remarque 3.1.6
pour le modele a une période de temps avec coit fixe cp > 0 est également
cr-convexe. Il n’est donc pas étonnant que la notion de cp-convexité inter-
vienne dans la résolution des équations d’optimalité pour le modele a plusieurs
périodes de temps. O

Le résultat que nous allons démontrer est une généralisation de celui
obtenu dans le paragraphe 3.1.1 pour le modeéle & une période avec cott fixe :

Théoreme 3.3.6. On suppose que cpyr > (1—a)c > —cg et que un(x) est une
fonction continue, cp-convexe, minorée par Ky — cx ou Ky € R et vérifiant
lun (z)] < nn + yn|z] 0t nn,yn > 0. Alors il existe une stratégie optimale
dont la régle de décision & chaque instantt € {0,..., N—1} est du type (st,St)
i.e. consiste & commander 1y,<4,y(St — )T si le stock systéme vaut x.

Remarque 3.3.7. La fonction de colit terminale uy(z) = —cz introduite
au paragraphe précédent est continue, vérifie I’hypotheése de minoration pour
Kn =0 et celle de domination pour iy = 0 et vy = ¢. Enfin, elle est linéaire
donc convexe et a fortiori cp-convexe. Ainsi elle vérifie les hypotheses du
théoreme. La fonction de colit un(z) = cz™ + cprt ol ¢p > 0 s’interprete
comme le cout supporté par le gestionnaire pour se débarrasser d’une unité
de stock résiduel a l'instant terminal N vérifie également les hypotheses. ¢

Démonstration. Le principe de la démonstration est le suivant :
— nous allons vérifier par récurrence descendante que Vi € {0,..., N} la
fonction u.(x) est continue, cp-convexe, minorée par K; —cx ou K; € R,
— en vérifiant que pour ¢ € {0,..., N — 1}, ’hypothése de récurrence au
rang t+1 implique I’hypothese de récurrence au rang ¢, nous montrerons
qu’il existe un couple (s¢, S¢) tel que la régle de décision (sg, S¢) est
optimale a l'instant t.
L’hypothese de récurrence est clairement vérifiée au rang N. Supposons-la
vérifiée au rang t + 1 avec ¢ € {0,...,N — 1}. Il est facile d’en déduire que
y — aEJusr1(y — D1)] est acp-convexe et donc cp-convexe (a € [0,1]). La
continuité de cette fonction se déduit de celle de uyy1 en utilisant le théoreme
de convergence dominée et une majoration technique du type |u;yi(y)| <
Ne+1 + Ye+1]y| avee M1, ve+1 = 0 que nous ne démontrerons pas ici (mais qui
s’obtient également par récurrence descendante sur ¢). Comme la fonction g
est continue et convexe d’apres la remarque 3.1.3, la fonction

| fiy) = 9(y) + aBlucsi(y — D1)] |

est cp-convexe continue.
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Par hypothése de récurrence, ui11(y — D1) > Ki41 —cy+cD;. Donc fi(y) est
minoré par

(1 —a)ey + csE[(y — D1) 7] + emE[(D1 — y) ] + a(Ky1 + cE[D])
= (1 —a)e+cs)y + (cs +ca)E[(D1 — y)T] + aKiiq + (ac — cs)E[Dy].
En remarquant que pour y < 0, le second membre est égal a ((1—a)c—cp)y+

aKii1 + (ac+ cpr)E[Dq], on déduit de I'inégalité cpr > (1 — a)e > —cs que

limyy oo fi(y) = +o00.
D’ou Vexistence de (s¢, St) avec

Fi(S1) = Inf fiy) et s = sup{= < S, fi(2) = er +inf fiy)}

Posons f; = inf, f;(y). Par continuité de f;, fi(s;) = cr + f;. A Vinstant ¢,
comme

(o) = ~co -+ win (fio),cr + uf file +)).

le gestionnaire doit choisir la commande ¢ > 0 qui minimise cpli,~oy +
fi(z + q). Montrons que la reégle de décision (s, S:) est optimale. Pour cela,
on distingue trois situations

cas 1 : x < s;. Lorsque cp = 0, s; = S; et commander S; — x est optimal.
On suppose donc cp > 0. Alors s; € [z, 5] i.e. sy = fx + (1 — 3)S; pour
B €]0,1] et par cp-convexité de fi,

fi(se) < Bfe(x) + (1= B)(fy +cr).

Comme fi(st) = f; + cr, on en déduit que
fe(x) > cp+ ff =cr+ ;1;% fe(x +q)

et il est optimal de commander S; — x.

cas 2 : sy < x < Sy Pardéfinition de sy, fi(z) < cp+ff = cp+infyso fi(z+q)
et il est optimal de ne rien commander.

cas 3:x > Sy Pour ¢ > 0, comme z € [S,x + ¢], il existe § € [0,1] tel
que x = 3S; + (1 — B)(x + q). Par cp-convexité de f;, puis en utilisant
ft =infy fi(y),

fi(@) < B +(1=P)(filz+q) +cr) < filz+q)+(1=P)er < filz+q)+cr.

On en déduit que fi(z) < cp +infgso fi(z + ¢) et qu’il est optimal de ne
rien commander.

En conséquence,

(@) —cx+ fif +cr sl x <
ug(x) =
‘ —cx + fi(x) si x> s
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et cette fonction est continue et minorée par K; — cx pour Ky = f;. Le lemme
suivant assure que la fonction 1¢,<4,1(ff +cr) +1{z>s,) ft(2) est cp-convexe.
On en déduit facilement que u; qui s’obtient en ajoutant a cette fonction la
fonction linéaire —cx est cp-convexe, ce qui acheve la démonstration. a

Remarque 3.3.8. Lorsque les demandes des clients D1, ..., Dy ne sont pas
identiquement distribuées mais restent indépendantes et intégrables, on peut
vérifier que les équations d’optimalité s’écrivent

ut(r) = —cx + ;gg (crligsoy + ge(x + q) + aE[ui1(z + ¢ — Dyy1)]),

ot g1(y) = cy + csE[(y — Diy1)V]) + emE[(Diy1 — y)T]. La démonstration
précédente permet toujours de conclure a ’existence d’une stratégie optimale
de la forme (s, St). O

Lemme 3.3.9. Soit C' > 0 et f : R — R une fonction C-convexe continue
qui atteint son minimum f* en S. On suppose que 'ensemble {z < S, f(z) >
f* + C} est non vide et on note s sa borne supérieure. Alors la fonction
u(r) = Lig<y (f* + C) + 16 f(2) est C-conveze.

Démonstration. La fonction u est C-convexe sur chacun des intervalles | —
00, 8] et [s, 00| car constante sur le premier et égale & f sur le second. Pour
conclure, il suffit donc de montrer I'inégalité de C-convexité (voir définition
3.3.3) pour = < s < y. Pour ce faire, on distingue deux cas :

cas1: B €]0,1] est t.q. Bz + (1 — By < s. Alors,
uw(fr+(1=PBy)=f"+C=p(f"+C)+ (1 -0)(f" +0C),

et comme u(z) = f* + C et u(y) = f(y) > f*, inégalité de C-convexité
est vérifiée.

cas 2: [z + (1 - B)y > s. Alors pour B=0y—x)/(y—s)c[B,1], Bz +

(1 -PB)y = Bs+ (1 —F)y. En utilisant la C-convexité de f puis I'égalité
f(s)=f*+C,ona

O
Dans le cas particulier ou N = 10, « = 0.9, ¢ = 10, cpy = 20,
cs = 5, un(x) = —cx et les demandes sont distribuées suivant la loi de

Poisson de parametre 50, les Tableaux 3.1 et 3.2 fournissent respective-
ment les valeurs de la suite (S, 0 < t < 9) des stocks objectifs et de
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Tableau 3.1. Suite des stocks objectifs en fonction de cr dans le cas N = 10,
a=0.9,c=10, cy =20, cs =5, un(z) = —cr et demandes distribuées suivant la
loi de Poisson de parametre 50
l [ So[81]8>]85[8]85[Ss[Sr[Ss ][9]

cr =0 |55 |55|55|55|55|55[55(55]55(55
cr =100| 55| 55| 55|55 55|55|55|55|55(55
cr =200[55|55[55[55(55(55|55|55]|55(55
cr =300|55|55|55|55|55 |55 |55 |55 |55 |55
cr = 400[{100{100{100{100|100|{100{100{100|{100|55
cr = 500[{100{100{100{100{100|{100|{100{100{100|55
cr = 600[{100{100{100{100|100|100|{100{101|{100|55
crp = 700{100{100{100{100|100|{101|100{139|100|55

Tableau 3.2. Suite des stocks seuils en fonction de ¢y dans le cas N = 10, a = 0.9,
¢ =10, e = 20, cs = 5, un(x) = —cz et demandes distribuées suivant la loi de
Poisson de parameétre 50

| [so]s1]sa]ss]sa]s5[s6[s7[ss]so]

cr = 0 [55]55]55]55]55[55]5555]55]55
cr = 100[42|42]42[42[12[42[42[22[12[42
cr = 200/36|36]36|36|36|36|36]36]36|36
cr = 300[31|31|31|31[31[31[31[31[31[31
cr = 400[28|27|29]27]29]26]29]26]30/26
cr = 500(27|23|27]22]2822[28[21[29]20
cr = 600[25(19]25(19]26]18[27]17|28[15
cr = 700[21[17]22[17]22[16]23[15]28[10

la suite (s;, 0 < ¢t < 9) des stocks seuils pour cp parcourant ’ensemble
{0,100, 200, 300, 400, 500, 600, 700}.

Ces suites ont été calculées en effectuant par récurrence descendante

sur t l'ensemble des étapes données par les formules encadrées dans la
démonstration du théoreme 3.3.6.
Plus précisément, lors de 'implémentation informatique, il faut borner ’en-
semble des valeurs du stock systéme pour lesquelles on effectue les cal-
culs. A cet effet, on se donne deux entiers relatifs i, < Zmax €t on note
D = {Zmin, Tmin + 1, - ., Tmax - On commence par calculer (g(x), € D) en
utilisant par exemple la formule (3.5). Puis partant de (uy(z) = —cz, © € D),
on effectue par récurrence descendante sur t € {N — 1,...,0} 'ensemble des
étapes suivantes :

— calcul de fi(z) = g(z) + « ZkK:O g1 (max(z — k, Tmin))P(D1 = k) pour

x € D ou K est fixé de fagon & ce que P(D; < K) soit suffisamment
proche de 1 (pour D distribuée suivant la loi de Poisson de parameétre
50, le choix K = 80 assure P(D; < K) ~1— 3.4 x 1079),

— détermination de Sy € D tel que f;(S;) = mingep fi(x),
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— calcul de s; = max{z € {Tmin,..., S} : fe(x) > fi(St) + cr} avec la
convention max( = xyi, — 1,

— calcul de uy(z) = —cx + 1{g<s,} (f:(St) +¢r) + 1{z>s,y fe(x) pour z € D.

Pour mesurer les effets des réductions de domaine effectuées a la fois pour les
valeurs du stock systéme (choix de Zmin et de Tmax) et pour les valeurs des
demandes (choix de K), il convient de regarder si diminuer x,i, en augmen-
tant simultanément x,.x et K modifie les valeurs des stocks objectifs et des
stocks seuils calculées par I'algorithme. Sur notre exemple, nous avons obtenu
les résultats qui figurent dans les tableaux 3.1 & la fois pour (Zmin, Tmax, K ) =
(=700, 300, 80) et pour (Zmin, Tmax, K) = (—3000, 1000, 100).
Ces résultats appellent quelques commentaires. Tout d’abord, en absence de
cotiit fixe (cp = 0), on a s; = Sy = 55 pour tout ¢ ce qui signifie que la stratégie
optimale consiste & chaque instant & commander (55 — z)™ lorsque le stock
systeme est égal a x. On retrouve bien la stratégie optimale donnée par le
théoreme 3.3.1 puisque pour le choix des parameétres considéré, S, = 55 (voir
Fig. 3.2). Ensuite, il est normal que la valeur de Sy ne dépende pas du cott
fixe cp puisque Sy s’obtient comme réalisant le minimum de fq, fonction qui
s’écrit a partir de uyg et de g qui ne dépendent pas de cp. Enfin, lorsque 1'on
augmente le niveau du cout fixe c¢p, on distingue deux régimes :

— dans un premier temps (cp < 300) le stock objectif S reste égal a 55
tandis que le stock seuil s, constant en temps, diminue. La quantité
commandée minimale (lors d’une commande effective) qui est égale a la
différence S — s augmente donc pour compenser I’augmentation du cott
fixe.

— dans un second temps (cp > 400), le stock objectif passe & 100 = 2E[D;]
sauf au dernier instant tandis que la moyenne temporelle du stock seuil
continue a diminuer. On peut interpréter le doublement approximatif
du stock objectif de la fagon suivante : lorsque le gestionnaire décide
de passer une commande aupres de son fournisseur, il approvisionne
suffisamment de stock pour faire face aux demandes des clients sur deux
périodes et non plus sur une seule période comme pour des valeurs plus
faibles du cott fixe.

3.3.3 Délai de livraison

Nous introduisons la généralisation tres utile en pratique qui consiste a suppo-
ser que les commandes effectuées par le gestionnaire aupres de son fournisseur
lui sont livrées avec un délai de d € N périodes de temps : plus précisément
la quantité @; commandée en t € {0,...,N — 1} est livrée sur la période
[t+d, t+d+1]. Jusqu’a présent, nous nous sommes intéressé au cas d = 0. Nous
supposons également que pour ¢t € {0,...,N + d — 1}, les clients formulent
la demande D;i; sur la période [t,t + 1] avec Dy,...,Dyiq des variables
aléatoires positives intégrables indépendantes et de fonction de répartition
commune F'.
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Pour ¢t € {0,..., N + d}, on note Y; la quantité égale au stock physique
moins les manquants a I'instant ¢. Et pour ¢ € {0,..., N}, on définit le stock
systéme X; en t comme la somme de Y; et de 'en-commande c’est-a-dire
la quantité commandée Q;_q + Qt—g+1 + - - - + Q¢—1 qui se trouve en attente
de livraison :

Xe =Y+ Qr—a+ Qrat1+ ...+ Q1. (3.15)

Pour t € {0,...,N — 1}, entre t et t + 1, 'en-commande varie de Q; — Q¢_q4
(quantité commandée en ¢ moins quantité livrée sur la période) tandis que
Y; varie de Q;—q — Di+1 (quantité livrée moins demandes des clients sur la
période) si bien que

Xiy1 = Xoe + (Qt — Qi—a) + (Qt—a — Diy1) = Xt + Q¢ — D1

Ainsi ’équation (3.7) donnant I’évolution du stock systeme en absence de délai
de livraison est préservée.

Le stock physique et les manquants en ¢ + d + 1 sont donnés par Yti as1 €t
Y, 4.1 si bien que le cotit sur la période [t+d, t+d+1] induit par la commande

de Qi ent € {0,...,N — 1} est donné par

crliQ,>0p T ¢Qr + csY gy +emY gy

En ajoutant un coiit final donné par un+q(Yn+4), on obtient que ’espérance
du cout total avec facteur d’actualisation « est donnée par

N-1

E Z at (CF]'{Qt>O} + cQ; + Csiftj_-d-i-l + CM}/t:-d-i-l) + aNuN+d(YN+d)
t=0

Pour t € {0,...,N — 1}, la quantité stock physique moins manquants en
t+d+1 s’obtient en ajoutant a cette quantité en ¢ les commandes Q;_g, ..., Q¢
qui sont livrées par le fournisseur sur la période [t,t+d+1] et en y retranchant
les demandes Dyyq, ..., Diygr1 qui sont formulées par les clients sur la méme
période :

Yivar1 =Ye +Qra+ ...+ Qi1+ Qr — D1 — ... — Diranr
= Xt + Qt — Dt+1 .. Dt+d+17 d’aprés (315)

Comme X; et @; ne dépendent que des demandes D1, Ds, ..., D; jusqu’a
Iinstant ¢ qui sont indépendantes des demandes ultérieures Dy 1,..., Dyyq,
le couple (X¢, @) est indépendant du vecteur aléatoire (Diy1,...,Diyat1)-
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D’apres la proposition A.1.21, on en déduit que

E[crliqso0) +cQ +csYih gy +enY g ] = Elp(Xe, Q1))

ot p(x,q) =E|crligsoy +cq+es(x+q—Diyr—... — Diyay1)”
+CM($+(]— Dt+1 — ... Dt+d+1)_ .
De maniere analogue, Yy +qg = XN—Dn41—...—Dnq ol la variable aléatoire
X est indépendante du vecteur aléatoire (Dy 41, ..., Dn1d), ce qui entraine

que Eluniq(Ynta)] = Elun (Xn)] ou
uN(x) = E[uN+d(x - DN+1 —a..— DN+d)]-

On en déduit que I'espérance du cout total actualisé s’écrit

E

N—-1
> afo(Xy, Qr) + aNuN(Xm] :
t=0

Comme les demandes sont identiquement distribuées, les équations d’optima-
lité s’écrivent : pour ¢t € {0,..., N — 1},

() = inf (ipe,0) + aBuesa (o +g — D))

li}r;%E(cFl{po} +eq+cs(x+q—Dy—...— Dgip)t
+em(@+q—Dy—...— Dgy1)” +oupr(z+q— Dl)).

Par rapport aux équations d’optimalité (3.13), les termes (z + ¢ — D1)" et
(x-+q—D1)~ sont respectivement remplacés ici par (z+q—D1—...—Dgy1)" et
(x+q—D1—...—Dgs1) ", ce qui traduit le fait que les premiéres conséquences
en termes de colit de la décision de commander la quantité ¢ ont lieu d + 1
périodes plus tard i.e. lorsque les clients ont exprimé leurs demandes sur d+ 1
périodes. Le terme E[uz1(z+¢— D1)] est inchangé car la dynamique du stock
systeme D’est.

Lorsque la fonction upy14(x) est continue, c¢p-convexe, minorée par K — cx ol
K € R et vérifie luntq(z)| < n+ v|z| (avec n,v > 0) il est facile de vérifier
que uy vérifie les mémes propriétés. Lorsque un14(z) = —cz, uy () = —cx+
c¢dE[D4] ot la constante cd E[D;] ne change rien & la stratégie optimale. En
reprenant I’approche et les démonstrations des deux paragraphes précédents,
on obtient :

Théoréme 3.3.10. On suppose cpr > (1 — a)e > —cg.
Siunta(z) est continue, minorée par K —cx ot K € R, cp-conveze et vérifie
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lunta(z)| < n+ 7|z avee n,y > 0, alors il existe une stratégie optimale dont
la régle de décision a Vinstant t € {0,...,N — 1} est de la forme (s, St) i.e.
consiste a commander 1<, (S: — x)" sile stock systéme a linstant t est x.
Dans le cas particulier ot cp = 0 et uyrq(x) = —cx, la stratégie avec stock
objectif Sq,q 0U

Sa,a=1nf{z>0: Fui1(2) > (eyy — (1 — a)c) /(e + ¢s)}
avec Fd+1<2) = ]P(D1 +...Dg1 < z)

qui consiste a commander (So.q — )" lorsque le stock systéme vaut x est
optimale.

La figure 3.4 illustre I’optimalité de la stratégie de stock objectif S, 1 = 107
dans le cas particulier ou le délai de livraison est d = 1, les demandes sont
distribuées suivant la loi de Poisson de parametre 50, N = 10, o = 0.9, ¢ = 10,
ey =20, cs =5, cp = 0, f(xr) = —cx et le stock initial est Xy = 50. Pour
z € {90,91,...,120} le coiit moyen associé a la stratégie de stock objectif z a
été évalué en effectuant la moyenne empirique des cotits sur 1 000 réalisations
des demandes (D1, ..., D11). Les mémes réalisations de ces variables ont été
utilisées pour chacune des stratégies. Les courbes en pointillés représentent
les bornes des intervalles de confiance & 95 % obtenus pour chacun des coiits
moyens.

4700

4200 +

3700 ‘ ‘ T ‘
90 100 Sei=107 110 5 120

Fig. 3.4. Colt associé a la stratégie de stock objectif z pour un délai de livraison
d =1 (N = 10, stock initial Xo = 50, & = 0.9, ¢ = 10, ¢pr = 20, cs = 5, cr = 0,
un+a(z) = —cz, demandes distribuées suivant la loi de Poisson de parameétre 50)

Remarque 3.3.11. Dans le cas ol les demandes sont distribuées suivant la loi
de Poisson de parametre p (resp. la loi gaussienne N (u,02)), D1+ ...+ Dgy1
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suit la loi de Poisson de parametre (d + 1)u (resp. la loi normale N((d +
Dp, (d+1)0?)) et Fyyq est la fonction de répartition de cette loi. O

3.4 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons mis en évidence l'intérét des regles de décision
de type (s,S) pour la gestion dynamique du stock d’un produit (piece de
rechange par exemple). En effet, nous avons montré 'optimalité d’une stratégie
composée de regles de décision markoviennes de ce type a chaque période
parmi toutes les stratégies composées de regles de décision fonctions de tout
le passé. Ce résultat reste valable pour des modeles plus généraux que celui
que nous avons étudié : fonctions de cout de surplus et de colit de manquants
convexes (elles sont supposées linéaires ici), demandes indépendantes mais non
identiquement distribuées, fonctions de cout dépendant du temps, cofits fixes
dépendant du temps sous réserve que acp(t+1) < cp(t), etc. Nous renvoyons
a la présentation de Porteus [7] ou au livre de Liu et Esogbue [6] pour la
description de ces modeles généraux. L’optimalité d’une stratégie (s,.S) reste
également valable pour le probleme de gestion de stock & horizon temporel
infini, auquel est consacré le Chap. 13 du livre de Whittle [11].

D’un point de vue pratique, on doit identifier la loi de la demande. A cet effet,
il est par exemple possible d’effectuer un traitement statistique des demandes
passées. On peut ensuite déterminer les (s¢, S;) en résolvant par récurrence
descendante les équations d’optimalité.
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