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Chaines de Markov a temps continu

Il est des problématiques, comme par exemple celles abordées aux Chaps. 5
et 6 sur ’ADN, ou naturellement la modélisation utilise un processus aléatoire
indexé par N. En revanche, pour d’autres applications comme la modélisation
des temps successifs de panne d’'un systéme, des files d’attente aux guichets,
des réactions chimiques (voir les Chaps. 10, 9 et 12), il est naturel d’utiliser
une approche en temps continu. Ainsi pour analyser une file d’attente, on peut
étudier la succession des nombres de personnes dans la file d’attente en fonc-
tion des arrivées ou des départs des clients. Si 'on désire étudier 1’évolution
du nombre de personnes dans la file au cours du temps, on peut, a I’aide d’une
discrétisation du temps, utiliser des chaines de Markov a temps discret. Rap-
pelons que nous avons vu au paragraphe 1.2, qu'une chaine de Markov peut
étre décrite a ’aide de la chaine trace, donnée par les états successifs différents,
et des temps d’attente dans chacun des états. Ces derniers, conditionnellement
a la chalne trace, sont indépendants et suivent des lois géométriques dont le
parametre dépend de 1’état. En particulier, pour tout pas de discrétisation
& > 0, le temps d’attente réel dans I’état initial, T" supposé d’espérance finie,
est représenté par [T/d] + 1 pas de temps de longueur §, pour la chaine de
Markov & temps discret. En particulier [T'/d] + 1 suit une loi géométrique de
parametre ps = 1/(1 + E[[T/4]]). Quand le pas de discrétisation tend vers
zéro, on obtient par convergence dominée que limg_,q+ % ps = 1/E[T]. Comme
0([T'/6]+1) converge p.s. vers T quand § tend vers 0, on déduit du lemme 7.2.1
que la loi de T est une loi exponentielle. Comme le suggere ce raisonnement,
on modélise la suite des états successifs par une chaine trace, et les temps d’at-
tente dans chacun des états par des variables aléatoires de loi exponentielle.
Le processus obtenu est appelé chaine de Markov a temps continu.

Nous présentons au paragraphe 8.1 une construction des chaines de
Markov a temps continu, appelées aussi processus de sauts purs réguliers,
a partir d’'une chaine trace et de temps d’attente de loi exponentielle entre
les changements d’états. Les parametres des lois exponentielles s’interpretent
comme des taux de sauts. Puis nous indiquons comment le caractere
sans mémoire des lois exponentielles permet d’obtenir la propriété de
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Markov : I’évolution future du processus ne dépend du passé qu’au travers
de I’état présent. Le paragraphe 8.2 introduit les notions de semi-groupes et
générateurs infinitésimaux qui sont des outils généraux pour I'étude des pro-
cessus de Markov. On vérifie que le générateur infinitésimal a une expression
tres simple en fonction de la matrice de transition de la chaine trace sous-
jacente et des taux de sauts. Nous étudions au paragraphe 8.3 le comporte-
ment en temps long des chaines de Markov. Ces résultats sont a rapprocher
des théoremes ergodiques du paragraphe 1.5 pour les chaines de Markov a
temps discret. Enfin, dans le paragraphe 8.4, nous introduisons le processus
de Poisson, qui est un exemple tres élémentaire de chaine de Markov a temps
continu. Ce processus permet de modéliser les temps de pannes de machines,
ou le processus des temps d’arrivée des clients dans une file d’attente.

Enfin une vaste littérature sur les chaines de Markov est disponible.
Pour plus de détails, on pourra consulter les ouvrages suivants : Jacod [4],
Lacroix [5], Ycart [6] et les ouvrages plus spécialisés : Brémaud [1], Chung [2]
ou Cinlar [3].

8.1 Construction des chaines de Markov a temps continu

8.1.1 Construction

Il est facile de vérifier a 'aide des fonctions de répartition que si U est de loi
uniforme sur [0, 1], alors T'= —log(U) /), ol A > 0, est de loi exponentielle de
parametre .

Soit Z = (Z,,n € N) une chaine trace (cf. paragraphe 1.2) sur un
espace discret E et de matrice de transition (). La chaine trace décrit les
états différents successifs du phénomene étudié. On rappelle que pour tout
x € E,on a Q(z,z) € {0,1}. Si Q(z,x) = 1, alors x est un point absorbant
de la chaine trace.

Pour chaque état x € F, on se donne A(z) > 0 qui correspond au taux de
sauts auquel on quitte le site x. On suppose que A(z) = 0 si z est un point
absorbant. Le parameétre A\(x) correspond au parametre de la loi exponentielle
des temps d’attente en x. Soit une suite (U,,n > 1) de variables aléatoires de
loi uniforme sur [0, 1], indépendantes et indépendantes de Z. On pose V;, =
—log(Uy,)/A(Zn—1) pour n > 1, avec la convention que V;, = +o0si A(Z,—1) =
0. Ainsi, conditionnellement & Z, les variables (V,,,n > 1) sont indépendantes
et de loi exponentielle de parametres respectifs (A(Z,—1),n > 1) (avec la
convention qu'une variable aléatoire de loi exponentielle de parametre 0 est
égale & +00). On pose Sy =0, pour n > 1, S, =Y ;| Vi, et si S, < 400,

Xi=Z, pourté€[S,,Sniil (8.1)

Les variables aléatoires X; sont définies pour ¢ < lim,,_., S,. Le lemme sui-
vant permet de donner des conditions qui assurent que cette limite est p.s.
infinie.
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Lemme 8.1.1. Soit (T,,,n > 1) une suite de variables aléatoires indépendan-
tes, telles que la loi de T, est la loi exponentielle de paramétre A, €]0,00].
Les trois assertions suivantes sont équivalentes.

(1) P>y T = 00) = 1.

(i) ]P’(Zn21 T, =) > 0.

(iii) Y " 1/Ap = 0.

n>1

Démonstration. Clairement (7) implique (i7). Montrons, par contraposée que
(47) implique (444). Si ), 1/Ay, < oo,alorsonay . o E[T,] =3 o, 1/ \, <
oo et donc p.s. Y, o, Ty, < 0. B -

Montrons que (74¢) implique (i). Sila série > -, 1/\, est divergente alors
la série Y -, min(1,1/2)\,) est divergente. Comme log(1 + ) > min(1,z/2)
sur [0, oo, cela implique que la série >, - log(1+1/);,) est également diver-
gente. On en déduit que

_ An - o &+
E[e Zn,Zl T"] — H T —e Zn,le g(1+xln) =0.

n>1

- Tn . 3 . s ,
Comme e Z"ZI est une variable aléatoire positive d’espérance nulle, elle
est donc p.s. nulle. En particulier, on a p.s. > -, T, = oc. a

On déduit de ce lemme que

P( lim S, = 00|Zo = 20) = 1 < P(Z A Zp) " = 00| Zo = ;v()) —1. (8.2)

n—oo
n>0

Remarque 8.1.2.
1. Sisup,ep A(z) < 0o, alors on déduit de (8.2) que p.s. lim, .o S, = 00.
En particulier, cette condition est toujours satisfaite si F est fini.

2. Silensemble E,, des états que peut visiter la chaine de Markov Z issue
de xq est fini p.s. alors P(lim, o S, = 00|Zy = ) = 1.

3. Enfin P'égalité de droite de (8.2) est également vérifiée si x( est récurrent
pour la chaine de Markov Z. En particulier, si la chaine est irréductible
récurrente alors p.s. lim,, ., S, = 0.

¢

Exemple 8.1.3. On peut modéliser la file d’attente a un guichet de maniere
élémentaire en supposant que si la file d’attente comporte k > 1 clients alors :
soit un nouveau client arrive, et elle comporte alors k£ 4 1 clients, soit un
client termine son service puis part, et elle comporte alors k — 1 clients. Si on
suppose que le temps de service suit une loi exponentielle de parametre p > 0
et que le temps d’arrivée d’un nouveau client est indépendant et suit une loi
exponentielle de parametre A > 0, on déduit du lemme 7.4.4, que le nouvel état
de la file d’attente est k+ 1 avec probabilité A\/(A+pu) et k—1 avec probabilité
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w/(A+ p), et que le temps qu'il faut attendre avant d’observer un départ ou
une arrivée suit une loi exponentielle de parametre A + u. Enfin si la file est
vide, il faut attendre un temps aléatoire de loi exponentielle de parametre A,
pour qu’un nouveau client arrive. Pour la modélisation, on considere donc
une chaine trace sur N, qui représente les différents états de la file et dont les
termes non nuls de la matrice de transition sont Q(0,1) = 1, et pour k > 1,
Qk,k+1)=X/(A+p) et Q(k,k—1) = p/(XA+ ). Enfin le temps d’attente
dans ’état k suit une loi exponentielle de parametre A si k = 0 et de parametre
A+ u sinon. Dans ce cas les parametres des lois exponentielles sont bornés par
A+ p. Et le processus défini par (8.1), qui décrit la taille de la file & I'instant
t est bien défini, pour ¢ € [0,00[. Cet exemple sera étudié plus en détail au
Chap. 9. o

Exercice 8.1.4. Les conditions suivantes apparaissent naturellement quand
on étudie les files d’attente. On a F = N. On suppose qu’il existe des
constantes positives cg, ¢ et 7 telles que les taux de sauts sont sous-linéaires :
Az) < ¢o + c1x pour tout © € N, et les sauts sont uniformément bornés :
Qz,y)=0siy>x+r.

1. Vérifier que p.s. Z,, < Zg + nr.

2. En déduire que p.s. lim,, ., S, = 00.

¢
8.1.2 Propriété de Markov
On suppose désormais que p.s.
lim S, = oo. (8.3)
n=o0
Le processus aléatoire X = (X;,t > 0) est alors bien défini. Il est a

valeurs dans I'espace discret F. Il est constant par morceaux, continu a droite
et avec un nombre fini de sauts sur tout intervalle de temps borné. Nous
vérifions maintenant que ce processus posseéde la propriété de Markov : pour
tout ¢t > 0, I’évolution de X aprées 'instant ¢ ne dépend de son évolution avant
Iinstant ¢t qu’au travers de la valeur de X;. Les outils dont nous disposons
sont insuffisants pour donner une démonstration rigoureuse de la propriété
de Markov énoncée au théoreme 8.1.6. Pour plus de détails, nous renvoyons
par exemple & la démonstration du théoréme 9.1.2 dans [1]. Toutefois, il est
crucial dans I’établissement de la propriété de Markov d’utiliser le fait que les
temps d’attente suivent des lois exponentielles, et que les lois exponentielles
sont sans mémoire (voir le lemme 8.1.5). Pour comprendre ce point important,
nous esquissons une démonstration de la propriété de Markov.

L’état passé du processus X avant linstant ¢ est donné par le nombre
de transitions avant t, disons n, ses états successifs, disons xg,...,x,, et
les temps d’attente dans chacun de ces états. L’état présent du processus
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Fig. 8.1. Exemple d’évolution d’une chaine de Markov a temps continu

est donné par sa valeur X; = z,. L’état futur est donné par 1’évolution
de la chaine trace (Zx,k > n) issue de z,, par les temps d’attente dans
chacun des états. D’apres la propriété de Markov pour la chaine trace,
son évolution sachant 1’état passé de X ne dépend que de x,. Les temps
d’attente dans les états x,,Z,41,Zn42,... sont donnés par les variables
T, Vito, Vaas,..,onT = Vyi1—(t—Sy), voir la Fig. 8.1. Par construction, on
a Viir = —1og(Unsk) /N Znyk—1) pour k > 2, et les variables (U1, k > 2)
sont indépendantes, de loi uniforme sur [0,1] et sont indépendantes de Z et
de t. 1l reste donc & montrer que la loi de T' = V41 — (t — S,,) condition-
nellement a Zy = zo,...,Zn = Tny, (Zntik, bk > 1), Vi,...,V,, S, > ¢ et
Vg1 > (t — Sp), est une loi exponentielle de parametre A(x,). Les condi-
tions S, > t et V41 > (t — S,) assurent que 'on a bien eu n transitions
exactement avant 'instant t. Remarquons que conditionnellement a Z les
variables Vi,...,V,41 sont indépendantes de loi exponentielle. Pour calcu-
ler la loi conditionnelle de T on utilise le caractere sans mémoire des lois
exponentielles.

Lemme 8.1.5. Soit V une variable aléatoire de loi exponentielle de parameétre
A > 0. Soit R une variable aléatoire positive indépendante de V. On a

P(V > R) = E[e™ %] (8.4)

Et conditionnellement a {V > R}, la loi de V — R est la loi exponentielle de
parametre .

Démonstration. On déduit de la proposition A.1.21 avec ¢ (z) = E[1{ys.] =
min(1,e™**) que E[1{y~xy] = E[¢)(R)]. Comme R est une variable positive,
on obtient P(V > R) = E[1{y~ )] = E[e *].
Pour v > 0, on a
P(V>u+R) Ele Muth)

P(V>u+R|V>R)= PVSR  Eeof =e M =PV > u),
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ou l'on a utilisé la formule des probabilités conditionnelles pour la premiere
égalité, I’égalité (8.4) avec u + R et R. Laloi de V — R conditionnellement &
{V > R} est bien celle de V. O

On choisit alors R =t — S, et V =V, 11, et I'on peut vérifier que la loi
conditionnelle de T'=V — R est la loi exponentielle de parametre A(z,). En
particulier, T est indépendante de ¢ et de V,, 42, Vi43, ..., conditionnellement
A& (Zpyr, k> 0).

Ceci permet de montrer la propriété de Markov : On dit que le processus
(Xt,t > 0) vérifie la propriété de Markov si pour tout entier n, pour
tous réels 0 =ty < --- < ¢, = ¢, pour tous x1,...,x, = z,y € FE, tel que
P(X:, = xo,...,Xt, = Tpn) > 0, et pour tout s > 0, on a

P(Xs-‘rt =Y | Xto = ZQy--- ,th = J}n) = P(Xs+t =Y ‘ Xt = x) (85)

La propriété de Markov est dite homogeéne si de plus P(Xs4: =y | Xi = )
ne dépend pas de t.
On admet le résultat suivant.

Théoréme 8.1.6. On suppose que (8.3) est vérifiée presque sirement. Alors
le processus (X, t > 0) satisfait la propriété de Markov homogéne.

On dit que X est une chaine de Markov a temps continu ou un
processus markovien homogene régulier de sauts purs. Le processus Z est la
chaine trace associée a X.

Remarque 8.1.7. On vérifie que si la probabilité de visiter x € E est stricte-
ment positive, alors P(X; = z) > 0 pour tout ¢ > 0. Par construction, si la
probabilité que X visite x € FE est strictement positive, alors il existe un
chemin zg,...,z, = x € E, tel que P(Zy = zg,...,Zn = Tpn) > 0 et si
n > 1, Mzg)...ANxn—1) > 0. Alors on a P(1,|Zy = zo,...,Zn = xn) > 0,
on I, ={Vi < t/n,....V,, < t/n,Vpp1 >t} sin>1let Iy ={V; >t}
sinon. Comme {Zy = zo,...,Zy, = p} NI, C {X; = z}, on en déduit que
P(X; = x) > 0 pour tout ¢ > 0. O

Exercice 8.1.8. Montrer que si (X;,t > 0) est une chaine de Markov & temps
continu, alors (X,,,n € N) est une chaine de Markov & temps discret. ¢

8.2 Semi-groupe, générateur infinitésimal

Soit X = (X;,t > 0) une chaine de Markov & temps continu sur un espace
d’état discret E. Quitte a se restreindre a I’ensemble des états qui ont une
probabilité strictement positive d’étre visités par X, on peut supposer d’apres
la remarque 8.1.7 que pour tous ¢ > 0, z € E, on a P(X; = z) > 0. Comme
X satisfait la propriété de Markov homogene, les probabilités P(Xsy: = y |
X: = x) ne dépendent pas de t. On les note Ps(x,y). Par convention on pose
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P(Xs =y | Xo=12)=Ps(z,y) siP(Xo=2) =0.Ona ) pPs(z,y) =1 La
matrice de transition Ps = (Ps(x,y),z,y € E) est une matrice stochastique.
On admet la réciproque suivante du théoreme 8.1.6 (voir [3]).

Théoreme 8.2.1. Si Y = (Y;,t > 0) est un processus aléatoire a temps
continu @ valeurs dans un espace discret E et qui
est constant par morceauz,
— est continu a droite et avec un mombre fini de sauts sur tout intervalle
borné ,
— wérifie la propriété de Markov homogeéne, i.e. les égalités (8.5) avec le
membre de gauche indépendant de t,
alors Y est une chaine de Markov a temps continu.

En particulier le processus Y possede une chaine trace, et les temps d’at-
tente dans chacun des états sont, conditionnellement a la chaine trace, des
variables aléatoires indépendantes de loi exponentielle dont le parametre
dépend de ’état.

Il est en général tres difficile de calculer le semi-groupe de transition méme
dans le cas élémentaire de 'exemple 8.1.3 (voir Pexemple 8.3.14 pour expliciter
les cas ot E est réduit & deux éléments). En revanche, il est souvent naturel
lors d’une modélisation d’exhiber la matrice de la chaine trace et les taux de
sauts. Ces objets sont suffisants pour étudier les comportements en temps long
des chalnes de Markov. Mais ils n’ont pas de sens dés que 1'on désire regarder
des espaces d’états continus. De fait, il est plus intéressant de regarder le
générateur infinitésimal associé a la chaine de Markov, qui garde un sens dans
le cas des espaces d’états continus.

Proposition 8.2.2. Soit X une chaine de Markov a temps continu de semi-
groupe de transition (Py,t > 0). Il existe une matrice A = (A(x,y),x,y € E),
appelée générateur infinitésimal de la chaine de Markov de semi-groupe de
transition (P, t > 0), telle que

P, -1
A= 1
h—0+ h ’
au sens o .
lim h(:y) six £y,
A(:E y) _ h—0+ h
7 lim Ph(z,z) — 1 St T =

h—0+ h =Y

Le générateur infinitésimal est relié a la matrice de transition @ de la chaine
trace associée a X et aux taur de sauts (AN(x),x € E) de la maniére suivante :
pour tout x € E, A(z,x) = —\(x), et pour touty € E différent de x, A(z,y) =
AMx)Q(x,y). En particulier, on a pour tout x € E,

Z A(z,y) = 0. (8.6)

yeE
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Remarquons que, d’apres la définition de A, ona A(z,x) < 0et A(z,y) >0
pour x # y.

Remarque 8.2.3. On admet (voir [1] Chap. 8) les résultats suivants concer-

P, — P
nant le générateur infinitésimal. Pour tout ¢ > 0, la limite de M,

h
quand h décroit vers 0, existe. On la note % et on a
dP,
th = P, A= AP,. (8.7)

Pour ¢t > 0, on note v; la loi de X; (1(z) = P(X; = z) pour € E) et
ut(x) = E[f(Xy)|Xo = 2], € E, avec f bornée. Par définition de P, on a
vy = Vo Py et up = Prf. On peut décrire ’évolution de vy et u; & laide de (8.7).
Plus précisément, on admet les équations de Kolmogorov : pour ¢t > 0,

dut dl/t

E = Aut et E = I/tA.

O

Remarque 8.2.4. Dans le cas ou E est fini, 'unique solution de (8.7) est
donnée par
‘A tkAk‘
P=ct=>" R (8.8)

k>0

avec la convention A° = I. Dans le cas ou E est infini, rien n’assure que le
produit de matrices A2 = AA, et a fortiori ', aient un sens. O

Remarque 8.2.5. Supposons que chaque état y # x posséde une hor-
loge indépendante des autres qui sonne & un temps de loi exponentielle de
parametre A(z,y) = A(z)Q(z,y). En généralisant le lemme 7.4.4 pour une
suite infinie de variables aléatoires indépendantes de loi exponentielle, on peut
vérifier que le temps ou la premiere horloge sonne suit une loi exponentielle de
parametre >, A(2)Q(z,y) = A(x), et que I'horloge de y a sonné la premiere
avec probabilité Q(z,y). En particulier, dans la construction de X, condition-
nellement & {X, = z}, tout se passe comme si la chaine de Markov sautait
a la premiere sonnerie sur le site dont ’horloge sonne. La quantité A(z,y)
s’interprete comme un taux de transition de x vers y. O

Démonstration de la proposition 8.2.2. Quitte a décaler le temps de t5 > 0,
on peut supposer que P(Xy = x) > 0. On reprend les notations du paragraphe
précédent.

Si A(z) = 0, alors on a Vi = +o00, et donc p.s. X; = z pour tout ¢ > 0.
Donc il vient Pi(xz,x) = 1 pour tout ¢t > 0, et donc A(z,y) = 0 pour tout
ye k.

Supposons A(z) > 0. On rappelle que Zy = Xy. Remarquons que, condi-
tionnellement & {Zy = z}, §'il n’y a pas eu de saut avant Uinstant ¢, alors
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X; = x, et si X; = x soit il n’y pas eu de saut avant I'instant ¢t soit il y a
eu au moins deux sauts avant ¢. On a donc {V; >t} C {X;, =z} C {V; >
t} U{V1 + V2 < ¢}. En prenant Pespérance, et en utilisant le fait que V; suit
la loi exponentielle de parametre A(z), il vient

e @ < Py(x,x) < e N LP(V 4V < 2y = ).
En décomposant suivant les états possibles de Z;, on obtient
P(Vl +Va < t|ZO = ,13)
< P(Vl <t, Vo < tlZ() = :I?)
=Y Qa,y)P(Vi <t,Va <t|Zy =x,Z1 =)

yeE

= Z Qz,y)PV1 < t|Zy =, Z1 = y)P(Va < t|Zog = 2,71 = y)
yek

=1 3 Q[ - e

yeE

Par le théoreme de convergence dominé, on a lim; g ZyEE Q(z,y)[1 —
e 2! = 0. Ainsi on obtient lim; .o %P(Vl + V52 < t|Zy =2) =0. On en
déduit donc que lim;_,g %[Pt(am x) — 1] existe et vaut lim;_, %[e*)‘(w)t —1] =
—(x).

Pour y # z, conditionnellement & {Zy = z}, on a {V} < t,V; + V5 >
t,Z1 =yt c{Xs=ytc{Vi<t,Vi+ Vo >t,Z1 =y} U{Vi + Vo <t}. On a
donc en prenant I’espérance

IP’(V1<t,V1+V22t,Z1:y|ZO::z:)
< Pz,y) <Py <t, Vi + Vo > t, 71 = y|Zp = x)
+P<V71+Vv2 <t|Z0:a:).

Remarquons que
]P)(Vl <t,V1 +‘/2 Zt,Zl :y|ZQ :l‘)

= Q(x.) / s Lonctanuazn A@)A(y) e X200 duydoy
R

+

— A(@)Q(z, y) e W /tewy)—x(x))m doy.
0
Comme lim;_.q % fot eAW=A@)v gy = 1, on obtient lims_o %IP’(Vl <t,V1+
Vo > t, 21 = y|Zo = z) = Mz)Q(w,y). On a déja vu que lim;_o 1 P(V; +
Va < t|Zg = x) = 0. On en déduit donc que lim¢_o 1 Pi(x,y) existe et
vaut A\(2)Q(z,y). L’égalité (8.6) se déduit du fait que @ est une matrice
stochastique. a
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8.3 Comportement asymptotique

Nous avons démontré les comportements asymptotiques des chaines de
Markov a temps discret. Un phénomeéne similaire se produit pour les chaines
de Markov a temps continu. Soit X = (X;,¢ > 0) une chaine de Markov
& temps continu de semi-groupe de transition (P;,¢ > 0). On note v, =
(vi(z),x € E) la loi de X;. Par définition de P;, on a vy = voP;.

Définition 8.3.1. On dit que la probabilité ™ est une probabilité invariante
(appelée aussi probabilité stationnaire) de la chaine de Markov X de semi-

groupe de transition (P, t > 0) si pour tout t >0, on a

Si a l'instant initial la loi de X est m, alors la loi de X; est m pour tout ¢.
En différenciant I’équation 7P, = 7w par rapport a t, en ¢ = 0, on obtient que
mA = 0. On admet la proposition suivante.

Proposition 8.3.2. La probabilité © est une probabilité invariante de la

chaine de Markov X de générateur infinitésimal A si et seulement si

Exercice 8.3.3. On suppose que l'espace d’état E est fini. En utilisant
léquation (8.8), montrer que tA=0<= P, =7 Vit > 0. ¢

Remarquons que, quand elles existent, la probabilité invariante de la chaine
de Markov a temps continu X est différente a priori de la probabilité invariante
de la chaine trace Z (voir 'exemple 8.3.14).

Définition 8.3.4. On dit qu’une chaine de Markov de semi-groupe de tran-
sition (Pg,t > 0) est irréductible si pour tous x,y € E, on a Py(x,y) > 0 pour
tout t > 0.

La chaine de Markov & temps continu est irréductible si et seulement si
A(z) > 0 pour tout = € E et la chaine trace est irréductible. On peut aussi
vérifier directement que la chaine est irréductible a partir du générateur infi-
nitésimal A, comme le montre I’exercice qui suit.

Exercice 8.3.5. Soit X une chaine de Markov a temps continu de générateur
infinitésimal A. Vérifier que si pour tout couple (z,y), il existe n > 1 et une
suite de points distincts zg = z,...,z, = y tels que H?:_Ol A(zi, zi41) > 0,
alors la chaine de Markov est irréductible. ¢

On suppose dorénavant que X est irréductible. Nous donnons ’analogue
du théoreme 1.4.3, qui est une conséquence directe des propositions 8.3.10,
8.3.9 et du théoreme 8.3.12.

Théoreme 8.3.6. Une chaine de Markov a temps continu irréductible posséde
au plus une probabilité invariante, 7, et alors w(x) > 0 pour tout x € E.

Les exercices 8.3.11 et 8.3.13 permettent de calculer la probabilité inva-
riante, quand elle existe, de la chaine a temps continu ou de la chaine trace a
partir de la probabilité invariante de ’autre chaine.

Nous admettons ’analogue du théoréme 1.4.4 sur la convergence en loi des
chaines de Markov & temps continu (voir [1] théoréme 8.6.2).
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Théoréme 8.3.7. Soit (X¢,t > 0) une chaine de Markov & temps continu,
irréductible. Si elle posséde une (unique) probabilité invariante, m, alors
lim; oo P(Xy = z) = 7(x), pour tout x € E : i.e. la suite des lois des
variables Xy converge étroitement vers l'unique probabilité invariante quand
t tend vers linfini. Si elle ne posséde pas de probabilité invariante, alors
lim; oo P(X; = ) = 0 pour tout xz € E.

Remarque 8.3.8. Les phénomeénes de périodicité des chaines de Markov
a temps discret, qui compliquent I’étude du comportement en temps long,
disparaissent pour les chaines de Markov & temps continu. O

Nous donnons également le théoreme ergodique 8.3.12, analogue en temps
continu du théoreme 1.5.6. Pour ¢ > 0, on pose X;- = lim,_,;— X, la limite a
gauche de X en t. On note, avec la convention inf () = +oo,

U(z) =inf{t > 0; X;- #z, Xy =z},
le premier temps de retour en x de X, et
T(x) =inf{k > 1;Z; =z},

le premier temps de retour en x de la chaine trace Z. Remarquons que, comme
le processus X n’a qu'un nombre fini de sauts sur tout intervalle de temps
borné, on a {U(z) = +oo} = {T(x) = +o0}. Si la chaine Z est transiente,
alors ces événements sont de probabilités non nulles.

On dit que la chaine X est transiente (resp. récurrente) si la chaine trace
est transiente (resp. récurrente). On rappelle que X étant irréductible, on a
A(z) > 0 pour tout € E. On pose

v(z) =E[U(x)|Xo = 2] € (0,00] et =(z)= W

Nous démontrons I'analogue de la proposition 1.5.4.

Proposition 8.3.9. Soit X une chaine de Markov a temps continu irréductible.
Pour tout x € E, on a

I
E/ Lix,—p} ds —— 7(z). (8.9)
0 n—oo

De plus, soit w(x) = 0 pour tout x € E, soit w(x) > 0 pour tout x € E. Dans
ce dernier cas on dit que la chaine est récurrente positive. Sim(x) = 0 pour
tout x € E, alors soit la chaine est transiente, soit elle est récurrente. Dans
ce dernier cas, on dit que la chaine est récurrente nulle.

Démonstration. Soit x € E. Dans le cas transient, ’événement {U(x) = +oo}
est de probabilité non nulle. On en déduit que v(z) = 400 et 7(z) = 0. De
plus il existe p.s. un temps fini ¢y aléatoire tel que pour tout s > tg, on a
Xs # x. On en déduit donc que (8.9) est vérifié.
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On suppose que la chaine X est récurrente. On pose U; = U(x), et pour
tout n > 1,
Un1=inf{t > 0; Xp, 14~ # 2, Xp, 41 =z},

n
ou R, = z:U;C7 avec Ry = 0. On pose également 77 = T'(x), et pour tout

k=1
n>1,

Tn+1 = lnf{k Z 1 ; an+]<; = .’L'},
n
ou S, = Z Ty, avec Sy = 0. Le fait de supposer la chaine récurrente assure

k=1
que tous les temps de retours sont p.s. finis. On considére les excursions hors

de x : pour n > 1,

Y, = (Tm 28, 13 VS 141,280 14155 VS, an)v

Remarquons que la durée de la n-ieme excursion du processus X hors de x
est donnée par

T’Vl
Un=> Vo, .tk (8.10)
k=1

Un calcul analogue a celui effectué dans la démonstration de la proposition
1.5.4, assure que, pour tout N > 2, les variables aléatoires (Y,,,n € {1,...,N})
sont indépendantes et que les variables aléatoires (Y,,n € {2,...,N}) ont
pour loi celle de Y; sous P(-| Xy = z). En particulier, cela implique que les
variables aléatoires (Y,,,n > 1) sont indépendantes, et que les variables
aléatoires (Y,,,n > 2) ont méme loi.

Par la loi forte des grands nombres, on en déduit que p.s.

n—oo N

R, 1 &
lim — = lim — E Uy = .
im ngrolonk:1 r=v(x)

Dans I’excursion n > 2, X est dans 1’état x pendant une période de temps de
longueur Vg, . Ainsi pour n > 2 et t € [R,,, Rp41], on a

n—1 t n
1 1 1
V. < - iy gy ds < — \% .
Rn+1 ];2 Sk_1+1 > P A {Xs=z} S < Rn ’; Sk—1+1

Comme les variables (Vs,_,+1,k > 2) sont indépendantes et de loi expo-

nentielle de parametre A(z), on déduit de la loi forte des grands nombres

que p.s. limp oo 230 5 Vs, ;41 = 1/A(z). On en déduit ainsi que p.s.

limy—, 00 %fot lix,—o ds = 1/(v(x)A(x)). Ceci démontre (89t) Par conver-
1

gence dominée, on en déduit que pour tout y € F, tlim f/ Py(y,z) ds =

m(x). Comme Ps(y,x) > Ps_1(y,z)P1(z,z) pour s > 1, on en déduit que
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1 t 1 t—1
lim — P (y,x)ds > Pi(z,z) lim — Ps(y, 2) ds,
t—oo t t—oo t 0
c’est-a-dire m(x) > Pl(Z,fE)ﬂ'(Z). Or on a Py(z,z) > 0 pour tous =,z € E. Et
donc soit 7(z) > 0 pour tout x € E, soit 7(z) = 0 pour tout x € E. O

Un raisonnement similaire & celui de la démonstration de la proposition
1.5.5, permet de démontrer la proposition suivante.

Proposition 8.3.10. Une chaine irréductible, (X¢,t > 0), qui est transiente
ou récurrente nulle, ne posséde pas de probabilité invariante.

On rappelle la notation (u, f) = >, . p p(x) f(x), oll u est une probabilité
sur E et f une fonction sur E telles que la somme soit convergente.

Exercice 8.3.11. On suppose que la chaine trace est récurrente positive de
probabilité invariante 7. On a (772, 1) €]0, oc].

1. Montrer, en utilisant par exemple le lemme 1.5.12 et (8.10), que pour
r € FE ona

(ﬂ.trace’ l)

X 1 ,n_trace (x)
rtrace (.13)

A() (mtroce, 5)°

v(z) = et 7(x)=

2. En déduire que la chaine X est récurrente positive si et seulement si
(,n_trace 1) < 0.

¢

On a le résultat de convergence suivant appelé théoreme ergodique, qui
est I’analogue en temps continu du théoreme 1.5.6.

Théoreme 8.3.12. Soit X une chaine de Markov a temps continu sur E,
irréductible et récurrente positive. Le vecteur m = (m(z),x € E) est l'unique
probabilité invariante de la chaine de Markov. De plus, pour toute fonction f
définie sur E, telle que f > 0 ou (m,|f]) < oo, on a

/f yds L2 (m, f). (8.11)

La moyenne temporelle est donc égale a la moyenne spatiale par rapport
a la probabilité invariante.

Démonstration. On conserve les notations de la démonstration de la proposi-
tion 8.3.9. On suppose que la chaine X est récurrente positive. Soit f une fonc-
tion positive définie sur E. Rappelons que X, = Z, pour s € [Sp, Sp + Vo1l
p € N. On a l'inégalité suivante pour t € [R,,, R,11] :

ank

sz ZSk 14+i— 1)VSk 1+i

RS W
1 t 1 n Tk
< E/; f(Xs) ds < Rf sz(zskfl""i—l)vsk,l-ki.

" k=1 i=1
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Par I'indépendance des excursions, et le fait qu’elles ont toutes méme loi, sauf
peut-étre la premiére, on en déduit que p.s. pour tout = € F,

Jim 5/0 f(X)ds = oS E /O F(X,) ds’XO =zl (8.12)
Pour f(z) = 1=y}, on déduit de (8.9) que
") = o B /O 1ix.—y) ds‘XO —z|. (8.13)

En sommant sur y, il vient que 7 = (w(z),z € FE) est une probabilité. On
obtient & partir de (8.12) que

t
lim 1/ f(Xs)ds = (7, f).

t—oo t 0

A Tl'aide d’arguments similaires a ceux utilisés a la fin de la démonstration du
théoreme 1.5.6, on peut étendre cette convergence aux fonctions f de signe
quelconque et telles que (7, |f|) < oo, puis vérifier que 7 est une probabilité
invariante et que c’est la seule. a

Exercice 8.3.13. L’objectif de cet exercice est de calculer la probabilité
invariante, quand elle existe, de la chaine trace. Soit X une chaine de Markov
a temps continu irréductible récurrente positive de probabilité invariante .

1. Vérifier a I'aide de (8.13) que pour f > 0,

5 = o B /0 £(X,) ds‘XO - z] .
édui = A(z), que x :x:7(7r,)\)
2. En déduire, avec f(z) = A(z), que E[T'(z)|X, ] TN

3. Montrer ainsi que la chaine trace est récurrente positive si et seulement si
(m,A) < o0, et que pour z € E, on a

7_‘,trace (JC) —

¢

Exemple 8.3.14. Le générateur infinitésimal le plus général d’une chaine
irréductible sur un espace E a 2 éléments, est de la forme

A(—)\ A),
Bo—p
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o A > 0 et u > 0. La matrice de transition de la chaine trace associée a A

est 01
- (1)

En particulier, elle est irréductible et sa probabilité invariante est (1/2,1/2).
On peut diagonaliser le générateur : A = U~1DU, ol

(00 ) (1A
P=(ootn) v () @ ()

On calcule alors le semi-groupe de transition de la chaine de Markov a temps
continu de générateur infinitésimal A par la formule (8.8) :

Pt:etA

11 0
=U (Oe—(/\+u)t v

_ 1 BA + e~ mt 1 A=A )
At \pA A p \—p p
On retrouve bien que la chaine est irréductible. La probabilité invariante de

P, est caractérisée par mA = 0 soit :

1

™= m(u’)\%

(elle est différente en général de la probabilité invariante de la chaine trace)

et on a
1
lim P, = —— (“A).
t—o0 A+p \pA

Remarquons que pour toute loi initiale, v, on a lim;_,o, ¥P; = w. De plus on
a ||vP, — || < e” (Mt La vitesse de convergence est exponentielle. O
8.4 Processus de Poisson

Soit (Tk,k > 1) une suite de variables aléatoires indépendantes de loi expo-
nentielle de parametre A > 0. Pour ¢ > 0, on définit

N,gzsup{n>1;2:Tk<t}7

k=1

avec la convention que sup ) = 0. On peut également écrire

Ne=>_ Ly gy (8.14)

n>1
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Définition 8.4.1. Le processus N = (N, t > 0) est un processus de
Poisson de paramétre A > 0. Soit Ny une variable aléatoire & valeurs dans N
indépendante de la suite (Ty,k > 1). Le processus de Poisson issu de Ny est
défini par N = (Ny + No,t > 0).

Le processus de Poisson permet par exemple de modéliser les temps de
panne successifs d’une machine (voir le Chap. 10) ou les temps d’arrivée des
clients & un guichet (voir Chap.9).

Le processus N est construit comme le processus X dans 1’équation (8.1),
avec E = N, A(z) = A pour les taux de sauts, et pour matrice de transition de
la chaine trace : Q(xz,x +1) =1 et Q(z,y) =0siy # x + 1. Le taux de sauts
est constant, indépendant de la position. Par construction, le processus de
Poisson est une chaine de Markov a temps continu de générateur infinitésimal

A X 00...
A= 0 =AX0...

Le processus de Poisson est transient. Nous donnons quelques propriétés des
processus de Poisson.

Proposition 8.4.2.
(i) Le processus N = (N, t > 0) est croissant avec des sauts de 1.
(i) La loi de Ny est la loi de Poisson de paramétre \t.
(i1i) Pour tout p € N*, pour tous 0 = tg < t; < --- < ¢, les variables
Ny, — Niyy ooy Ny, — Ny, sont indépendantes. De plus Ny, — Ny, _,
a méme loi que Ny, ¢, ,. On dit que les accroissements du processus
(N¢,t > 0) sont indépendants et stationnaires.

Les propriétés (i) et (iii) restent vraies pour le processus N, car on ne
considere que les accroissements.

Démonstration. (i) Il découle de la formule (8.14), que le processus N est
croissant. Remarquons que les sauts de (N¢,t > 0) sont égaux & 1 si et seule-
ment si Vk € N*| T}, # 0 presque stirement. Or ceci est vrai car

P(3k € N T, = 0) < Y P(T) = 0) = 0.
E>1

(74) Remarquons que sin > 1,

{N; >n} = {zn:T < t}.

i=1
D’aprés la remarque A.2.12, laloi de >, _, T est une loi gamma de parametre
(\,n) de densité
n>1,

' Ntgn—lemAs 1(5503- On en déduit donc que pour

_
(n—1)!
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(02 o(Ene)

_ 1 )\n n—1 7}\8 ds 1 )\nJrlSnef/\s ds
CEnA ),

1 n.n —Xs]t
= H [)\ s e ]0
_en M
n!
Enfin, pour n = 0, on obtient P(N; = 0) = P(T} > t) = e~*. On en déduit
que la loi de IV; est la loi de Poisson de parametre At.

(7491) En utilisant Ny, = 0, la formule des probabilités conditionnelles (A.4),
et la propriété de Markov, on obtient

P(Ntl - Nto =MNi,... 7th - th71 = Tlp)

P
=P(Ny, =n1,..., Ny, = > )
i=1
P k k—1
= PNy, =) [T P(Noe = D | Noy =, Ny = D)
k=2 i=1 i=1
P k k—1
= ]P(Ntl = Tll) H ]P)(Ntk—tk,l = Z’I’LZ NO = nz>
k=2 i=1 i=1
P
=P(Ny, = 1) [[ P(Vep—tp, = 1)
k=2
Comme ceci est vrai pour toutes valeurs entieres de nq,...,n,, on démontre
ainsi la propriété (ii7). O

Nous terminons ce paragraphe par une propriété asymptotique du proces-
sus de Poisson, qui est un cas particulier de la proposition 10.3.3.

Proposition 8.4.3. Soit (N, t > 0) un processus de Poisson de paramétre
A>0. Onap.s.
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