A

Rappels de probabilités

Cet appendice rappelle les définitions et énonce sans démonstration les
résultats enseignés dans un cours d’initiation aux probabilités en premiere
année d’école d’ingénieur ou en troisieme année du cycle Licence. On peut
trouver les démonstrations de ces résultats dans les ouvrages généraux [2, 6
et 7] ou les ouvrages plus spécialisés [1, 3 et 4].

A.1 Variables aléatoires

A.1.1 Espace de probabilité

Définition A.1.1. Soit 2 un ensemble. Un sous-ensemble A de I’ensemble
P(02) des parties de §2 est une tribu si
-0,02€e A
— A est stable par passage au complémentaire : si A € A, alors A® € A.
— A est stable par réunion et intersection dénombrables : si pour tout
i €N, A; € A alors | J;cy Ai et ey Ai sont dans A.

Exemple A.1.2.

— P(£2) est une tribu appelée tribu discrete.

— On appelle tribu borélienne de R?, et on note B(R?), la plus petite tribu
contenant tous les ouverts de R%. Comme l'intersection d’une famille
quelconque de tribus est une tribu, B(R?) s’obtient comme l'intersection
de toutes les tribus contenant les ouverts de R¢.

O

Définition A.1.3. Soit 2 un ensemble muni d’une tribu A. On appelle pro-
babilité sur (2, A) une application P : A — [0, 1] qui vérifie les deux propriétés
sugvantes :

- P(2) =1,

— Pour toute famille (A;);c; dénombrable d’éléments disjoints de A,
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IP’( U Ai> = Z P(A;) (propriété appelée o-additivité).
iel iel
Le triplet (2, A,P) s’appelle un espace de probabilité.
Exemple A.1.4. Si E est un ensemble fini, on appelle probabilité uni-
forme sur (E,P(E)) la probabilité P qui &4 A € P(E) associe P(A) =
Card (A)/Card (E). O
Remarque A.1.5. La propriété de o-additivité implique la propriété de

monotonie suivante : si (A,,n € N) est une suite d’éléments de A croissante
au sens ou pour tout n € N, A, C A,,41, alors

IP’( U An> = lim /P(A4,).

n—-+oo
neN

A.1.2 Variables aléatoires

Définition A.1.6. Soit F' et G deux ensembles munis respectivement d’une
tribu F et d’une tribu G. Une application f : F — G est dite mesurable de
(F,F) dans (G,G) si pour tout B € G, l'image réciproque f~1(B) de B par
fappartient a F.

Exemple A.1.7. Toute application continue de R? dans R* est mesurable
de (R%, B(RY)) dans (R¥, B(RF)). o

Définition A.1.8. Soit 2 muni d’une tribu A. On appelle variable aléatoire
a valeurs dans R? toute application X mesurable de (2, A) dans (R?, B(R?)).
Lorsque d =1, on parle de variable aléatoire réelle.

Exemple A.1.9. Si A € A, la fonction 14 définie par

1siwe A,

0 sinon,

Yw e 2, 14(w) = {

est une variable aléatoire réelle. O

Remarque A.1.10. Comme la composée de deux applications mesurables
est mesurable, si X est une variable aléatoire & valeurs dans R%, et f une
application mesurable de (R?, B(R?)) dans (RF, B(R¥)), alors Y = f(X) est
une variable aléatoire & valeurs dans R¥. O

A.1.3 Espérance

Désormais on suppose que 1’on s’est donné un espace de probabilité (2, A, P).
Les variables aléatoires que 1'on consideére sont définies sur (£2,.4).
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Cas des variables aléatoires positives

Définition A.1.11.

— On appelle variable aléatoire positive une application X de {2 dans RU
{+0o0} telle que pour tout B dans la plus petite tribu contenant B(R) et
{+o00}, X"YB) € A et telle que P(X € Ry U {+00}) = 1.

— Si une variable aléatoire positive X prend un nombre fini de valeurs
{z1,... 2} C Ry U{+o0} au sens ot P(X € {x1,...,2}) = 1, on
définit son espérance par

k
E[X] = inp(x =x;).

Remarque A.1.12. La notion d’espérance formalise I'idée de valeur moyenne.
Elle prolonge également la notion de probabilité car pour tout A € A,
E[14] =P(A). O

On étend I'espérance a toute variable aléatoire X positive en «approchant »
X par la suite croissante (X,,,n € N*) ol, pour n € N*,

n2"—1

k
X, = Z ﬁl{%gx<%}+”1{X2n}
k=0

prend un nombre fini de valeurs. La variable aléatoire X, a pour espérance

n2"—1
Z k k k+1
k=0

La suite (E[X,,],n € N*) est croissante et on définit l'espérance de X par

E[X] = lim E[X,].
n—oo

L’espérance de X peut étre égale a +oo. C’est le cas par exemple si
P(X = +o0) > 0 puisqu’alors pour tout n € N*, E[X,,] > nP(X = +00).
Par contraposée, une variable aléatoire positive d’espérance finie est finie avec
probabilité 1.

Il est facile de vérifier que si deux variables aléatoires positives X et Y sont
telles que P(X < Y) = 1 alors pour tout n € N*, E[X,,] < E[Y,] ce qui
implique que E[X] < E[Y] (propriété de croissance).

Cas des variables aléatoires de signe quelconque

Pour z € R, on pose z+ = max(z,0) et = = max(—=z,0). Notons que z =
xt — 2~ et que max(zt,z7) = |z].
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Définition A.1.13. Une variable aléatoire réelle X est dite intégrable si
E[|X|] < +o00. Dans ce cas, E[XT] < 400 et E[X~] < +o0 et on définit
l’espérance de X par

EX]=E[XT] -E[X].

Le théoreme suivant regroupe des propriétés importantes de ’espérance.

Théoréme A.1.14.

1. L’espérance est linéaire : si X et Y sont deuz variables aléatoires réelles
intégrables alors pour tout A € R, X + XY est intégrable et

E[X + AY] = E[X] + AE[Y].

2. Si'Y est une variable aléatoire réelle intégrable, alors toute wvariable
aléatoire réelle X telle que P(|X| <Y) =1 est intégrable.

3. L’espérance est croissante : si X etY sont deux variables aléatoires réelles
intégrables telles que P(X <Y) =1, alors E[X] < E[Y].

A.1.4 Convergence des espérances

Définition A.1.15. Une suite (X,,,n € N*) de variables aléatoires réelles
converge presque sdrement (p.s.) vers une variable aléatoire réelle X si
et seulement si P (lim,_, X, = X) = 1.

Lorsque (X,,n € N*) converge presque slrement vers X, on est sou-
vent confronté & la question naturelle de savoir si (E[X,],n € N*) converge
vers E[X]. Les théorémes suivants énoncent des conditions sous lesquelles la
réponse est affirmative.

Comme l'espérance d’une variable aléatoire positive X a été introduite comme
la limite des espérances de variables aléatoires X,, qui croissent vers X lorsque
n tend vers l'infini, le résultat suivant est naturel.

Théoréme A.1.16 (Convergence monotone). Soit (X,,n € N*) une suite
de variables aléatoires positives croissante au sens ou pour tout n € N*,

P(X, < X,41) =1. Alors on a
E { lim /Xn} = lim " E[X,],
ot les deux membres peuvent prendre simultanément la valeur +oo.

On en déduit le résultat suivant.

Corollaire A.1.17 (Lemme de Fatou). Soit (X,,n € N*) une suite de
variables aléatoires positives. On a :

E [hm inf Xn} < liminf E[X,,].

n—oo n—oo
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Théoréme A.1.18 (Convergence dominée). Soit Y une variable aléatoire
positive telle que E[Y] < oo et (X,,n € N*) une suite de variables aléatoires
réelles dominées par'Y au sens ou pour tout n € N*, P(|1X,| <Y)=1. Sila
suite (X,,n € N*) converge presque stirement vers X, alors X est intégrable
et

lim E[|X — X,|] =0,

n—-+4oo
ce qui implique en particulier que | E[X] = lirf E[X,].
n—-—+oo
A.1.5 Indépendance
Définition A.1.19.
1. Des variables aléatoires X1, ..., X, & valeurs respectives dans R*, ... Ri»

sont dites indépendantes si pour toutes fonctions f; : R% — R mesurables
et bornées

E

Hﬁ-()@)} = [[ELf:(x3)). (A1)
i=1 i=1

2. Une famille quelconque de variables aléatoires est dite indépendante si
toute sous-famille finie est indépendante.

Remarque A.1.20. Siles variables aléatoires X7, ..., X, sont indépendantes
et si fi(X;) est intégrable pour 1 <14 < n, alors [, f;(X;) est intégrable et
(A.1) reste vraie. %

Proposition A.1.21. Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes a
valeurs respectives dans R et RF et f : R4Y* — R une fonction mesurable
telle que pour tout x dans RY, f(x,Y) est intégrable d’espérance ¥(x).

Alors la fonction ¢ est mesurable. En outre, si f(X,Y) est intégrable, 1(X)
est également intégrable et

E[f(X,Y)] = E[¢(X)].

A.1.6 Variance

Définition A.1.22.
— Une variable aléatoire réelle X est dite de carré intégrable si X? est
intégrable (ce qui implique que X est intégrable). On définit alors sa
variance notée Var(X) par

Var(X) = E[X?] - (E[X])’ = E [(X — E[X])?].

- Soit X,Y deuz variables aléatoires réelles de carré intégrable. On définit
leur covariance notée Cov(X,Y) par

| Cov(X,Y) = E[XY] - E[X]E[Y] = E[(X — E[X])(Y — E[Y])]]
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Pour X = (Xy,...,Xq) une variable aléatoire a valeurs dans R dont
les coordonnées sont intégrables, on appelle espérance de X et on note
E[X] le vecteur dont les coordonnées sont les espérances des coordonnées
de X . Lorsque les coordonnées de X sont de carré intégrable, on appelle
matrice de covariance de X et on note Cov(X, X) la matrice symétrique
positive X = (Xy;,1 < i, < d) définie par

Eij = COV(X,’,XJ'), 1 < Z,j < d.

arque A.1.23.
On appelle écart-type d’une variable aléatoire réelle la racine carrée de
sa variance.
La variance et I’écart-type d’une variable aléatoire réelle X mesurent
I’étalement de cette variable aléatoire autour de son espérance. En par-
ticulier, I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev permet de majorer la pro-
babilité pour que X differe de E[X] de plus de a € R* en fonction de
Var(X) :

Var(X)
< .
S T
Si X et Y sont des variables aléatoires réelles intégrables indépendantes,
alors on a Cov(X,Y) = 0.
Si X et Y sont de carré intégrable alors XY est intégrable et on a
I'inégalité de Cauchy-Schwarz

EIXY]| < VEX?] x VEY?]

P(X — E[X]| > a) (A.2)

O

Proposition A.1.24. Soit X1,...,X, des variables aléatoires réelles de

carré

intégrable et S = X1 + --- + X,, leur somme. Alors S est de carré

intégrable et

Var(S) = iVar(Xi) +2 Z Cov(X;, X;).

1<j<i<n

En particulier si les variables X; sont indépendantes, on a

Var(S) = ZVar(X,-).

A.1.7 Fonction caractéristique

Définition A.1.25. Soit X = (X1,...,X4) une variable aléatoire & valeurs

dans

R?. On appelle fonction caractéristique de X la fonction x : R? — C

définie par

Yu = (us,. .., uqg) €RY Yx(u) =E [ei(“1X1+"'+“dXd)}.
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Notons que Yu € RY, |¢px (u)| < 1. Comme son nom l'indique, la fonction
caractéristique caractérise la loi.

Définition A.1.26. Soit X et Y deuz variables aléatoires & valeurs R%. On
dit que X et'Y ont méme loi ou sont identiquement distribuées si

Vf:R? = R mesurable bornée, E[f(X)] = E[f(Y)].

Théoréme A.1.27. Deux variables aléatoires X et'Y a valeurs dans R ont
méme loi si et seulement si elles ont méme fonction caractéristique.

A.1.8 Transformée de Laplace

Définition A.1.28. Soit X une variable aléatoire positive. On appelle trans-
formée de Laplace de X la fonction

a€Ry - E e ] e Ry,

—Qax

ot on utilise la convention e =1 pour a =0 et x = +o00.

La transformée de Laplace a — E [e_‘)‘X ] d’une variable aléatoire X posi-
tive est une fonction C*° sur ]0, +oo[. Enfin si X est finie p.s., la dérivée de
la transformée de Laplace en o €]0, +00[ est donnée par —E [X e *X].

Une autre propriété tres utile de la transformée de Laplace est qu’elle
caractérise la loi des variables aléatoires positives.

Théoréme A.1.29. Si X et Y sont deux variables aléatoires positives qui
ont méme transformée de Laplace, alors elles ont méme loi.

A.1.9 Probabilités conditionnelles

La notion de probabilité conditionnelle d’un événement A sachant un événement
B permet de prendre en compte l'information que I’événement B est réalisé
dans le poids que 'on donne & ’événement A :

Définition A.1.30. Soit A, B € A et X une variable aléatoire intégrable.
— La probabilité conditionnelle de l’événement A sachant I’événement B
est notée P(A|B) et définie par

P(ANB)
pAB) = By SEB >0 (A3)
P(A) sinon.

— L’espérance conditionnelle de la variable aléatoire X sachant [’événe-
ment B est notée BE[X|B] et définie par

E[X1g] .
E[X|B =4 P(B) siP(B) >0,

E[X] sinon.
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Remarque A.1.31.
— P(:| B) est une probabilité sur ({2, .4) et E[-| B] 'espérance correspondant
a cette probabilité.
— Il est facile de vérifier que si A, B,C € A et P(C) > 0, alors

P(AN B|C) = P(A|B N C)P(B|C). (A4)
o

A.2 Lois usuelles

A.2.1 Lois discrétes usuelles

Définition A.2.1. Soit E un ensemble dénombrable. On appelle variable
aléatoire discréte a valeurs dans E toute application X mesurable de (£2,.A)
dans (E,P(E)). On appelle loi de X la famille des nombres (P(X = z),z €
E). Dans le cas ou E C N, la variable aléatoire X est dite entiére.

La proposition suivante est tres utile pour calculer ’espérance d’une fonc-
tion réelle d’une variable aléatoire discrete.

Proposition A.2.2. Soit X une variable aléatoire discréte a valeurs dans E
et f une application mesurable de (E,P(E)) dans (R, B(R)). Alors la variable
aléatoire réelle f(X) est intégrable si et seulement si ) p|f(2)|P(X = z) <
400 et dans ce cas,

E[f(X)] =) f(@)P(X = z).

el

Définition A.2.3. Soit X une variable aléatoire entiére. On appelle fonction
génératrice de X la fonction Gx :[0,1] — [0,1] définie par

Vs € [0,1], Gx(s) =E [s¥] = > s*P(X = k).
kEN
Le théoréeme suivant regroupe plusieurs propriétés utiles de la fonction

génératrice :

Théoréme A.2.4.

La fonction génératrice Gx est continue, croissante et convexe sur [0, 1].

— Elle est C* sur [0, 1].

— Elle caractérise la loi de X car pour tout k € N, P(X = k) = G(;;)(O)/k:!
o Gg’;) désigne la dérivée d’ordre k de Gx .

~ Pour n € N*, lespérance E[X"] = », . k"P(X = k) est finie si et
seulement si Gx estn fois continiment différentiable sur [0,1]. Dans ce
cas, sa dérivée n-iéme en 1 est

GW(1) =E[X(X —1)...(X —n+1)].
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Définition A.2.5. On dit que la variable aléatoire entiere X suit la loi
- de Bernoulli de parameétre p, ot p € [0, 1], si

— binomiale de paramétre (n,p), ot n € N* et p € [0,1], si

Vk e {0,1,...,n}, P(X = k) = (Z)pk(l—p)nk ot (:) - k,(n”ik),

— de Poisson de parametre 0, ou 0 > 0, si

ekz
VEeN, P(X =k)=e"* ok

- géométrique de parameétre p, ou p €]0,1], si

Vk e N*, P(X = k) =p(1 —p)FL.

Remarque A.2.6. On rappelle que la loi binomiale de parametre (n,p) est
la loi de la somme de n variables de Bernoulli de parametre p indépendantes
et que la loi géométrique de parametre p est la loi du temps de premier succes
dans une suite d’expériences aléatoires indépendantes avec méme probabilité
de succes p. O

Le tableau A.1 rappelle la fonction génératrice, ’espérance, la variance et
la fonction caractéristique de chacune de ces lois (pour retrouver 1’espérance
et la variance des lois géométrique et de Poisson, on peut commencer par
calculer leur fonction génératrice et utiliser le théoréme A.2.4).

Remarque A.2.7. La transformée de Laplace d’une variable aléatoire entiere
X est reliée a sa fonction génératrice de moments Gx (s) par 1'égalité

Va >0, E[e Y] = Gx(e™®).

Si par exemple, X suit la loi géométrique de parametre p €]0, 1], on a pour

—a pe™®
o2 0Bl = e X

Définition A.2.8. Soit n,k € N* et (p1,...,px) € [0,1]% tels que p; +
<o+ pr = 1. On dit que la variable aléatoire X = (X1,...,Xg) & valeurs
dans N¥ suit la loi multinomiale de paramétre (n,py,...,pr) si pour tout
r = (z1,...,71) dans {0,...,n}*,

n!
P(X =2) = 1{5, 4. 4ap=n} mpgfl PRk
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Tableau A.1. Fonction génératrice, espérance, variance et fonction caractéristique
des lois discretes usuelles

Loi fonction génératrice|espérance| variance |fonction caractéristique
Gx(s) E[X] Var(X) Yx (u)
Bernoulli p 1—p+ps P p(1—p) 1—p+tpe
binomiale (n, p) 1-=p+ps)" np np(l — p) (1—-p+pe™)"
Poisson 6 ef(s=1) 0 0 ™ 1)
géométrique p ﬁ ]l? 11)_2 p %

Remarque A.2.9.

— La loi multinomiale de parameétre (n,py, ...

,Pk) est la loi du vecteur

constitué des nombres d’objets dans les boites d’indices 1,.. ., k lorsque
n objets sont rangés indépendamment dans ces boites suivant la proba-

bilité (p1,- .., pr)-
- Si X =(Xy,...,X}) suit la loi multinomiale de parametre (n,p1, ..., px)
alors pour ¢ € {1,...,k}, X; suit la loi binomiale de parametre (n,p;).

Comme X7 + - -+ X = n, les variables X; ne sont pas indépendantes.

A.2.2 Lois a densité usuelles

O

Définition A.2.10. On dit que la variable aléatoire X a valeurs dans R?
R? — R est une fonction mesurable positive

possede la densité p ou p :

d’intégrale 1 si

Vf:RY — R mesurable bornée, E[f(X)] = / f(@)p(z)dx.
R

Définition A.2.11. On dit que la variable aléatoire réelle X suit la loi
- uniforme sur [a,b], ot a < b € R, si X posséde la densité

p(x)

1

= ml{agxgb},
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— exponentielle de parametre A, ou A > 0, si X posséde la densité
p(z) = Xe ™™ Liasoy,

— de Cauchy de parametre a, ot a > 0, si X posséde la densité

p(z) = m,

- gaussienne ou normale de parameétre (m,o?) notée N (m,o?), ou
meR et o >0, si X posséde la densité

1 _ (z—m)?
e 202

p(x) =

)

oV 2T

- gamma de parametre (A, a) ot \,a > 0 si X posséde la densité

p(r) = mxa_l e 150
ot
+oo
I'la) = / e " da, (A.5)
0
— béta de parameétre (a,b) ot a,b > 0 si X posséde la densité

I'la+b) .1 b—1

= 0D pa1(g - 1 .

p((E) F(Q)F(b)x ( {E) {0<z<1}

Le tableau A.2 rappelle I'espérance, la variance et la fonction caractéristi-
que de chacune de ces lois.

Remarque A.2.12. On vérifie facilement (par exemple en utilisant la fonc-
tion caractéristique) que la somme de n variables exponentielles de parametre
A indépendantes suit la loi gamma de parametre (A, n). O

Définition A.2.13. Soit m € R? et X € R¥™? yne matrice symétrique posi-
tive. On dit que la variable aléatoire X = (X1,...,X4) a valeurs dans R?
suit la loi gaussienne ou normale en dimension d de paramétre (m, X), notée
N(m,X), si

Y € Rd, d)X(U) _ ei(u,m)fé(u,ﬂu)7

ot (.,.) désigne le produit scalaire dans R?.

Remarque A.2.14. Si X = (X,..., Xy) suit la loi gaussienne de parametre
(m, X)), alors pour tout A € R%, la variable aléatoire (A, X) suit la loi gaus-
sienne en dimension 1 de parametre ((A,m), (A, X\)). En outre le parameétre
s’interprete de la fagon suivante : m = E[X] ou E[X] désigne le vecteur
constitué des espérances de chacune des coordonnées de X et X' = Cov(X, X).

O
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Tableau A.2. Espérance, variance et fonction caractéristique des lois & densité
usuelles

Loi espérance variance fonction caractéristique
E[X] Var(X) Px (u)
. a-+b (b—a)? sin((b— a)u/2) ,atb
f b — —_— 2
uniforme [a, b] 5 B b= a2 e
1 1 A
iell - —
exponentielle A \ 2 p—
) 5242
gaussienne N (m, 0?) m o? rme
Cauchy a non définie non définie e—alul
@ @ A “
gamma (3, o) X e (a)
béta (a,b) a4 ab Pas de formule explicite
’ a+b (a+b)2(a+b+1) P

A.2.3 Simulation

La plupart des langages de programmation comportent un générateur de
nombres pseudo-aléatoires qui géneére une suite de nombres & valeurs dans [0, 1]
imitant une réalisation d’une suite de variables aléatoires uniformes sur [0, 1]
indépendantes. Afin de pouvoir simuler des variables aléatoires distribuées
suivant les lois usuelles a partir d’un tel générateur, nous rappelons dans
le Tableau A.3 comment générer une variable aléatoire de loi donnée a partir
d’une variable aléatoire U uniforme sur [0, 1] ou bien d’une suite (U;,7 > 1) de
variables indépendantes et identiquement distribuées suivant la loi uniforme
sur [0, 1].

En dehors des techniques spécifiques présentées dans ce tableau, on peut
citer la méthode d’inversion de la fonction de répartition en dimension 1 qui
repose sur la proposition C.5 et la méthode du rejet. Cette derniere permet
de simuler un vecteur aléatoire de densité p sur R? majorée & une constante
multiplicative prés par une densité ¢ sur R¢ suivant laquelle on sait simuler.
Elle repose sur le résultat suivant :
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Tableau A.3. Simulation suivant les lois usuelles
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Loi

Méthode de simulation

Bernoulli p

Liv<py

binomiale (n,p)

Z?:1 Liv,<py

géométrique p

|

log(U)

log(1 — p)

] ou [z] désigne la partie entiére de x

Poisson 6

inf{n € N: Hz;l U <e %}

uniforme sur [a, b] a+ (b—a)U
. 1
exponentielle A Y log(U)
Cauchy a atan(mU)

gaussienne N (m, o?)

m+ o4/ —2log(U1) cos(2nU2)

Proposition A.2.15. Soit p,q deuz densités sur R telles que

3k > 0, Vo € RY, p(z) < kq(x)

et (Y;,U;),i > 1) une suite de vecteurs aléatoires indépendants et identique-
ment distribués avec Yy de densité q et Uy uniforme sur [0,1] indépendantes.
Alors la variable aléatoire N = inf{i > 1 : kq(Y;)U; < p(Y;)} suit la loi
géométrique de paramétre 1/k (elle est donc finie avec probabilité 1). Elle
est indépendante du couple (Yn,kq(Yn)Un) qui est uniformément réparti sur
{(z,2) eRExR: 0< 2 < p(z)}.
En particulier X = Yy, posséde la densité p.

Pour plus de détails sur les techniques de simulation, nous renvoyons aux
livres de Bouleau [2], de Fishman [5] et d"Ycart [8].
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A.3 Convergence et théorémes limites

A.3.1 Convergence de variables aléatoires

Nous commencons par définir la convergence en probabilité et étendre la
définition A.1.15 de la convergence presque slire au cas vectoriel.

Définition A.3.1. Soit (X,,n € N*) une suite de variables aléatoires a
valeurs dans RY.
- On dit que la suite (X,,n € N*) converge presque sirement vers X a

p.s. .
valeurs dans R% et on note X,, —— X si
n—oo

]P’( lim XnX>1.

n—-+4oo

— On dit que la suite (X,,,n € N*) converge en probabilité vers une variable
aléatoire X a valeurs dans R? si et seulement si pour tout € > 0, on a

lim P(|X,, — X|>¢)=0

n—oo

ot | X,, — X| désigne la norme euclidienne de X,, — X.

Exemple A.3.2. Soit (X,,n € N*) une suite de variables aléatoires de
Bernoulli avec X,, de parametre p,,. Si hm pn, = 0, alors la suite converge en

probabilité vers 0. En effet, pour tout ¢ 6]0 1[, on a P(|X,,| > €) = pn. O

Proposition A.3.3. La convergence presque sture entraine la convergence en
probabilité.

Définition A.3.4. On dit qu’une suite de variables aléatoires (X,,n € N¥)
a valeurs dans R converge en loi vers X a valeurs dans R si pour toute
fonction g : R* — R continue et bornée, on a

lim E[g(X,)] =E[g(X)].

n—oo

On dit alors également que la suite des lois des wariables X, converge
étroitement vers la loi de X.
Dans le cas ou X suit la loi gaussienne en dimension d de paramétre (m, X)),
on note

X, 2 N(0,X).

n—oo
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n—1

1
Exemple A.3.5. Soit X,, de loi uniforme sur {O, T } Alors la

suite (X,,,n € N*) converge en loi vers U de loi uniforme sur [0, 1]. En effet,
si g est continue bornée, on déduit de la convergence des sommes de Riemann

que
Elg i; ( )M} /[07119@ dx = Elg(U)].
O

On peut étendre la convergence des espérances a des fonctions discontinues.

Proposition A.3.6. Soit (X,,,n € N*) une suite de variables aléatoires a
valeurs dans R? qui converge en loi vers X. Soit h : R — R une fonction
mesurable bornée et C' ’ensemble de ses points de continuité.

SiP(X € C)=1, alors on a lim E[h(X,)] =E[h(X)].

n—oo

On en déduit le corollaire suivant.

Corollaire A.3.7. Soit (X,,,n € N*) une suite de variables aléatoires a
valeurs dans R% qui converge en loi vers X. Soit h : R* — R une fonc-
tion mesurable. On note C l’ensemble des points ou elle est continue. Si
P(X € C) =1, alors la suite de variables aléatoires (h(X,),n € N*) converge
en loi vers h(X).

La convergence en loi est équivalente a la convergence ponctuelle des fonc-
tions caractéristiques, résultat tres utile en pratique.

Théoréeme A.3.8. Une suite (X,,n € N*) de variables aléatoires & valeurs
dans R converge en loi vers X si et seulement si
Vu € RY x (u) — x(u).
n—oo

Pour des variables aléatoires réelles positives, on peut également carac-
tériser la convergence en loi & ’aide de la transformée de Laplace.

Théoréme A.3.9. Une suite (X,,,n € N*) de variables aléatoires réelles posi-
tives converge en loi vers X si et seulement si

Va >0, E [e_aX"] — E [e_“X] .

n—oo

Proposition A.3.10. La convergence en probabilité implique la convergence
en loi.

Ainsi la convergence presque siire entraine la convergence en probabilité
qui elle-méme implique la convergence en loi. Les réciproques sont fausses en
général. Signalons la réciproque partielle suivante.
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Proposition A.3.11. Si la suite de variables aléatoires (X,,n € N¥)
converge en loi vers une constante a, alors elle converge également en proba-
bilité vers a.

Le résultat suivant est tres utile pour construire des intervalles de confiance.

Théoréme A.3.12 (Théoréme de Slutsky). Soit (X,,n € N*) une suite
de wariables aléatoires & valeurs dans R™ qui converge en loi vers X et
(Y, n € N*) une suite de variables aléatoires a valeurs dans R% qui converge

en loi vers une constante a. Alors la suite ((X,,Yn),n € N*) converge en
loi vers (X, a).

A.3.2 Loi forte des grands nombres

Théoréme A.3.13 (Loi forte des grands nombres). Soit (X,,n € N¥)
une suite de variables aléatoires réelles ou vectorielles indépendantes, de
méme loi et intégrables (E[|X1|] < 00). Alors on a

3

n—oo

p= 3 X P E[X
k=1

En outre, lim E[|X, —E[X1]|] =0.
On en déduit le corollaire suivant.

Corollaire A.3.14. Soit (X,,n € N*) une suite de variables aléatoires
positives, indépendantes et de méme loi. Alors la moyenne empirique X, =

LS 1 Xi converge presque sirement vers E[X1] € [0, 00] quand n tend vers
linfini.

A.3.3 Théoreme central limite
Le théoreme central limite (TCL) précise la vitesse de convergence de la loi
forte des grands nombres.

Théoréme A.3.15 (Théoréme central limite). Soit (X,,n € N*) une
suite de variables aléatoires réelles indépendantes de méme loi et de carré mnté-

grable (E[X2] < ). On pose u = E[X,], 0% = Var(X,,) et X,, = ZXk

La suite de variables aléatoires (v/n[X,, — u],n € N*) converge en loi vers une
variable aléatoire de loi gaussienne N'(0,0?) :

- ni Xy — o1
VALK, - = EERLTESIE I (0,07,

Ce résultat admet la version vectorielle suivante.
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Proposition A.3.16. Soit (X,,,n € N*) une suite de variables aléatoires a
valeurs dans R® indépendantes, de méme loi et de carré intégrable (E[|X,|*] <
o00). Soit p = E[X,] et X = Cov(X,,X,) la matrice de covariance de X,,.
La suite de variables aléatoires (v/n(X, — p),n € N*), ot X, = L 31" | X,
converge en loi vers un vecteur gaussien de loi N'(0,X) :

ViXn = ) 2 N(0, ).

On peut également préciser le comportement asymptotique de g(X,,)
lorsque la fonction g a de bonnes propriétés.

Proposition A.3.17. Soit (X,,n € N*) une suite de variables aléatoires
indépendantes et de méme loi, & valeurs dans R®. On suppose que X, est
de carré intégrable. On note p = E[X,] sa moyenne et X = Cov(X,,X,)
sa matrice de covariance. Soit g une fonction de R* dans RP mesurable. On
suppose de plus que g est continue et différentiable en . Sa différentielle au

point p est la matrice 8—9/(;0 de taille p x d définie par :
x

dg

dg; . .
Wiy = g 1<i<p 1<j<d

) axj

/
On notera —g(,u) sa transposée. On a alors

ox

9(Xn) 22 g(u) et Vi [9(Xn) —g(p)] 2= N(0,V),

n—oo n—oo

- 0

E Xy désigne la moyenne empirique et V = 8—9/(#) X
x

k=1

g’
8756(”)

ou X, =

S|

A.3.4 Intervalles de confiance

Soit (X,,n € N*) une suite de variables aléatoires réelles de carré intégra-
ble indépendantes et identiquement distribuées. On note X,, = % Yoreq X la
moyenne empirique et on pose p = E[X,,], 0% = Var(X,,).

Comme la loi gaussienne est une loi a densité, elle ne charge pas les points
de discontinuité de la fonction indicatrice 1|_44,45]- Apres avoir remarqué que

B [t anar (VAL — )] =P (€ [ %, - 22 %, + 22]),

on déduit du théoreme central limite A.3.15 et de la proposition A.3.6 le
corollaire suivant.
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Corollaire A.3.18. Soit (X,,,n € N*) une suite de variables aléatoires réelles
indépendantes, identiquement distribuées et de carré intégrable. On pose p =
E[X,],0? = Var(X,) et X, = >}, X;. Alors, pour a >0, on a

- ac S ac 2 dx
Plrefre-Fr ) = Lo

Si ’on désire donner une approximation de yu, a ’aide de la moyenne empi-
_ a9 X, + a9

yn' Tt yn
qui contient la valeur de la moyenne, p, avec une probabilité asymptotique
a = P(|Z] < a), o Z suit la loi N(0,1). L’intervalle I,, est appelé inter-
valle de confiance pour p de niveau asymptotique a. Les valeurs les plus
couramment utilisées sont o = 95 % avec a ~ 1.96 et o = 99 % avec a ~ 2.58.

En général, quand on désire estimer la moyenne p, on ne connait pas la
variance o2. Il faut donc remplacer o dans l'intervalle de confiance par une
estimation. Comme o2 = E[X?] — E[X]?, on déduit de la loi forte des grands
nombres que la suite (02, n € N*), définie par

1 n
2 2 v 2
o2 ==Y x2- X2,
n
k=1

rique X,,, on peut fournir un intervalle aléatoire I,, = | X,

converge p.s. vers o2.

Le théoreme de Slutsky A.3.12 assure que ((v/n(X, — p),02),n € N¥)
converge en loi vers (0Z,02), oit Z est de loi gaussienne centrée réduite
N(0,1). Enfin, la fonction f(z,y) = z/\/ly| si y # 0 et f(z,y) = 0
sinon, admet R x R} comme ensemble de points de continuité. Si o2 >0,
on a P((cZ,0%) € R x R%) = 1. On déduit donc du corollaire A.3.7, que la
suite (f(X,,Yn),n € N*) converge en loi vers Z qui a pour loi N'(0,1). En
particulier, une nouvelle utilisation de la proposition A.3.6, avec la fonction
h(r) = 1[_q,q)(r), assure que si o # 0,

7 ao, - aoy, 2 dx
Plue|X,— — Xp+ — —>/e"”/ —.
(M { SV \/EDTHOO —a V2
Ainsi pour n grand, la moyenne p appartient a 'intervalle de confiance
ao, o aoy,
— X + —
e ]
asymptotique o = P(|Z| < a).
On peut enfin se poser la question de la validité de I'intervalle de confiance :
_ ao, = aoy .
on a PP e X, ——,Xn+— ~ P(|Z| < a), mais quelle est la
(e [ 20— 250+ 22]) = 2021 < @) mais @
précision de cette approximation ? Le résultat suivant apporte une réponse
a cette question.

aléatoire {Xn — avec une probabilité proche du niveau

Théoréme A.3.19 (Théoréme de Berry-Esséen). Soit (X,,,n € N*) une
suite de wariables aléatoires réelles indépendantes et identiquement
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distribuées. On suppose E[|X,|’] < co. On note u = E[X,], 0% = Var(X,,) et
s = E[| X, — ul’]. Alors pour tout a € R, n > 1, on a
C
o (A.6)

X, —p “ 2y dr
p(vaftca)- [ o < i

ot la constante C' est universelle (i.e. indépendante de a et de la loi de X1)
avec (2m)71/? < C < 0.8.

On connait de meilleures majorations si a est grand. En effet, on peut alors
remplacer C par C(a), ot lim|4|—,o C(a) = 0. Enfin, la majoration (A.6) reste
vraie si ’on remplace o dans le membre de gauche par son estimation o,,, avec
une autre constante universelle C’ remplagant C'.

Si le rapport p3/0® (ou une approximation de u3/0?) est élevé, cela suggere
que la convergence du théoreme central limite peut étre lente. Par exemple,
pour des variables de Bernoulli de parametre p, le rapport est équivalent
a 1/,/p lorsque p tend vers 0. Dans ce cas, il est plus judicieux d’utiliser
Papproximation donnée par la loi des petits nombres (voir le paragraphe 6.3.1)
et non pas la loi forte des grands nombres et le TCL.

Enfin remarquons que la majoration du théoreme A.3.19 est indépendante
de la loi des variables (la constante C' est universelle). Elle est dans bien des
cas tres grossiere. Elle donne cependant le bon ordre de grandeur pour des
variables de Bernoulli.
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