CORRECTION EXERCICES COMPLEMENTAIRES TD 18

IRENE MEUNIER

Exercice 16.
Factoriser sur C puis sur R les polyndmes suivants en produits de polynomes irréductibles

De maniére générale, [[/_, X’ a pour racines toutes les racines n-iémes de l'unité différentes de 1. En effet :

Xr—1=x-1][x
i=0
C’est la conséquence d’une formule qui est la généralisation de l'identité remarquable : a? — b? = (a — b)(a + b).

On a: )
a — h = (a _ b) H alpn—1-1
i=0
On prend a = X et b =1 et on a le résultat. _
(i) On note Py(X) = 1+ X + X2 + X% = [[P_ (X — ™3™) = (X —i)(X + )(X +14) € C[X]. Pour la

factorisation dans R, on regroupe les racines complexes conjuguées : (X —i)(X +4) = X2 + 1. Au bilan :

P (X) = (X +1)(X%4+1)

ii) On note P, =1+ X+X?+X3+ — eIy = (X e _eHr P ety =
i) O Po(X) = 14X+ X2+ X34+ X1 =T, s X—e*)(X ) (X —e 5 ) (X —e”
(X—eF) (X —e 5 ) (X —e5) (X —e ). Pour la factorisation dans R, on regroupe encore les racines
i —4im

complexes conjuguées : (X — e F)(X — e 5") = X2 — 2c08(2)X + 1 et (X — EF)NX —e 5 =
X? —2cos(4E)X + 1. Ainsi :

Py(X) = (X? 72(308( )X+1)(X 72608( )X+1)

(iii) On note

5 2
PX) =1+ X+ X2+ X+ X 4+ X0 = [J(X =) = (X +1) [[ (X —e%)
k=1 k=—2
k40

Pour la factorisation dans R, on regroupe toujours les termes conjugués. On obtient :
2m
Py(X)= (X +1)(X? - 2cos(3 )X + 1)(X? — 2cos( = 3 )X +1)

Exercice 17.

‘ Factoriser X8 4+ X* + 2 sur R‘
On pose le changement de variable Y = X*. Le polynome devient :
X84+ Xt +1=Y2+Y +1

. On veut factoriser dans R mais on a besoin de passer par C d’abord. B
Le polynome Y?+Y +1 a pour racines les racine 3-iémes de I'unité, que I'on note j = e*"3 et j? = ¢*73 = j.
On veut maintenant résoudre X* = j et X* = j. z est racine de X* — j si et seulement si Z est racine de son

polynéme conjugué (avec les coefficients conjugués) X#—7z. Donc il suffit de résoudre X*— j et son conjugué sera
2m 2m

directement dans X* —7. Or on a 2! = e*" si et seulement si |z| = 1 et 4Arg(z) = 2¥ mod 27 < Arg(z) = 22
mod 7.
Ainsi, pour k= {0,1,2,3} ona z=e
Donc, aucune racine n’étant réelle, on en déduit que :

27 107w
X84 xtr1=(x? —QCOS(%)X-l-l)(X — 2cos(— 3 )X +1)(X? —2cos(76 )X +1)(X? — 2 cos( 2 )X +1)

2im(143k)
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