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Exercice 23.

Soit @ un nombre réel strictement positif. On considére la fonction f définie par
fa(z) = e*1°8(9) On notera a® I'expression f,(z).
1. Quel est ’ensemble de définition de f, 7
Justifier la notation a” utilisée pour désigner f,(z) .
3. Démontrer que, dans certains cas, z — a” réalise une bijection.
Préciser les ensembles de départ et d’arrivée.
4. Lorsque x — a” est bijective, déterminer sa bijection réciproque,
sa dérivée et la dérivée de sa réciproque.

N

Soit a > 0.

1. f, est la composée de = — In(a)z, qui est linéaire donc définie sur R (ici, a est fixé), et de exp, qui est
définie sur R. Donc f, est définie sur R.
a).x _

In(a)

2. Parce que e™( (e"(@)? Or In et exp sont réciproques 'une de I'autre. Donc e

fa(z) = a®.

3. On calcule la dérivée de f,. C’est la dérivée d’une composée :
fi(z) = In(a)e® ™) = In(a)a®.
On peut faire une disjonction de cas :

esi0<a<1:AlorsonaVeeR, fi(x) <0. En effet, In(a) < 0 et (car a > 0) a® > 0. Dans ce cas, f
est strictement décroissante sur R, et de plus, comme % >1:

= a, et donc
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lim ¢®= lim e (3)e — lim el“(a)y = 400
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lim a® = lim eln(a)y =0
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Donc f réalise une bijection de R dans [0, +oo].
e sia > 1, on montre par les méme calculs que f réalise une bijection croissante de R dans [0, 4o0].
e sia=1,alors Vz € R, f!(z) = 0. Dans ce cas, Vo € R,

fi(z) =1 et fi ne réalise pas de bijection.

4. On suppose maintenant a # 1. On a déja déterminé la dérivée de f,. Pour trouver une expression explicite
de la réciproque, on peut résoudre le systéme, pour z € R et y € (RT)* :

x

a =y
< zln(a) = In(y)
_ In(y)
T T )

Donc on a f; (y) = iggzg Sa dérivée est : (f1(y)) = —=




