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Résumé

Ceci est un compte rendu de mon stage de master 2. Les objectifs étaient d’étudier [3] et [10],
puis d’adapter le résultat principal du premier article & une équation introduite dans le second.
L’objectif était donc de montrer la décroissance & vitesse (1 + t)fg dans un espace L & poids
pour des perturbations du front critique dans une équation FISHER-KPP étendue. Dans ce but, on
construit et controle le semi-groupe linéaire en domaine de LAPLACE. On identifie également une
vitesse critique, ainsi qu’un poids qui stabilise la dynamique linéaire.
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Introduction

Durant ce stage, je me suis intéressé a I’'EDP scalaire FISHER—KPP étendue :
Opu = —edtu + 02u + f(u), (FKPPE)

out >0,z € R, et u(t,z) € R. Cette équation d’évolution est composée d'un terme de diffusion
—e0? + 02, avec € parametre destiné & étre petit; et d’un terme de réaction f(u), avec f fonction
C?(R,R) qui satisfait aux hypotheses (H) pour 0 < z <1 :

f(0)=0=f(1), f(z) >0, f1(0)>0> f'(1), f'(@) < f1(0). (Hy)
Lorsque € = 0, on obtient 'EDP de réaction-diffusion scalaire bien connue, introduite simultanément

A A
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FIGURE 1 — Deux exemples de fonctions de réaction vérifiant (Hy). A gauche la fonction
logistique f(z) = (1 — z), a droite f(z) = x (1 — 2?). Dans le premier cas, u solution de

(FKPP) modélise la concentration d’une espéce chimique A qui suit une réaction du type
A+ B — 2A, voir [2, Chapitre 1].

par FISHER, KOLMOGOROV, PETRUSKI et PISKUNOV dans [4, 8] :
Opu = Ogzu + f(u). (FKPP)

Dans la suite, on étudie des solutions sous forme d’onde progressive u(t, z) = v(t, 2 — ct) se déplagant
a vitesse constante ¢ > 0. La nouvelle inconnue v est alors solution de I’équation

O = —ediu + O2u + cOpu + f(u). (1)

On va s’intéresser & l'existence d’équilibres pour I’équation (1), et & leur stabilité. Plus précisément,
on commence par rappeler au §1 des résultats connus dans le cas € = 0, en insistant sur un résultat
de stabilité asymptotique avec convergence algébrique pour (FKPP) : [3]. Dans un second temps, on
discute §2 du cas 0 < € < g¢ : on présente un résultat de stabilité asymptotique obtenu dans [10], puis
on adapte certains points de la démonstration [3] au cas € # 0 dans le but d’obtenir la méme vitesse
de convergence algébrique pour (FKPPE).

1 Equation non perturbée

Dans ce paragraphe, on prend € = 0. Au §1.1, on présente divers résultats bien connus, concernant
la convergence d’une solution de (FKPP) suivant la condition initiale. Au §1.2 on présente le théoréme
principal de [3]. Dans les paragraphes §1.3 & §1.6 on donne un schéma de preuve pour ce résultat.

1.1 Résultats connus

On se place ici dans le cas ou ¢ = 0. Pour motiver le changement de variable qui a conduit a
Iéquation (1) :
Optt = Ozt + cOpu + f(u), (2)

rappelons que pour une vitesse ¢ plus grande que la vitesse critique c,, (2) admet une solution indé-
pendante du temps, qui connecte 1 en —oo & 0 en +00, voir [8] ou [1, théoréme 4.1 p56].
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FIGURE 2 — Front solution de (3). A gauche, ¢ > ¢,, A droite, ¢ < c,.

Théoreme 1 — KPP [8]. Pour ¢ > ¢, := 2,/f/(0), il existe un unique i, ? vérifiant 0 < i .(z) < 1 et
solution de

0 = Opgu + cOzu + f(u), (3)
tel que @.(z) converge vers 1 (resp. 0) lorsque x — —oo (resp. +00). De plus @, est décroissant.

Démonstration — Idée générale.  Remarquons que 'EDO (3) admet les constantes 0 et 1 comme
solutions. Linéariser 'EDO au voisinage de 1’équilibre 1, puis chercher les valeurs propres de la matrices
obtenue apres avoir transformé le probleme comme une EDO vectorielle d’ordre 1 conduit a chercher
les racines de X2+ cX + f/(1). Puisque f/(1) < 0, ce polynome admet deux racines réelles non nulles.
De la méme maniere, linéariser au voisinage de 0 conduit & chercher les racines de X2 + c¢X + f/(0).
Ce polynoéme est & racine réelle exactement lorsque ¢ > c,. En travaillant dans le plan de phase, [8]
obtient 'existence et I'unicité de .. O

Pour ¢ < ¢4, 'EDO (3) admet une solution qui connecte 1 & 0, mais sans étre positive. Plus précisément,
I'apparition de valeurs propres complexes fait osciller le front autour de 0 en +oo,? voir figure 2.
Remarquons que le polynéme X2 + ¢, X + f/(0) admet v := —c,/2 comme racine double.

Toujours dans 'optique de motiver la formulation (2), on présente le théoréme suivant.

Théoreme 2 — KPP [8]. On note u(t, z) la solution de (FKPP) avec condition initiale up(z) = 1g_. Il
existe une phase m telle que si to — 400, alors u(t + tg, z + m(tp)) converge uniformément vers
Ux(x — cit). De plus m/(tg) — cx.

On a noté @, le front critique solution de (3) pour ¢ = ¢, = 2. La convergence uniforme a lieu pour
(t,z) € [0,T] x R, avec T € R fixé. Ce résultat affirme que pour une condition initiale particuliére,
la solution u(tp,z) de (FKPP) « converge » quand ¢y — 400 vers 'onde progressive @, (x — cito),
voir figure 3. Ce résultat a été largement amélioré dans le cas f(z) = z(1 — z), voir [2, §1.2]. On sait
notamment que la phase s’écrit

mit) = 2t — gln(t) +o(1),

et que la convergence a lieu pour une classe de conditions initiales qui décroissent assez vite en +oo.
Plus généralement, la décroissance de la condition initiale sélectionne le front limite, et la vitesse de
déplacement de I'onde.

1.2 Résultat principal

Dans le reste de §1, on se place dans le cas critique ¢ = ¢, = 2. Le front critique @, est un équilibre
pour la dynamique de I’équation d’évolution (2).

A partir de maintenant, et jusqu’a la fin du paragraphe §1, on explique le contenu de [3]. Cet
article démontre que le front critique @, est asymptotiquement stable : les perturbations p € L°(R)

2. U est en fait unique & translation pres : si u(z) est solution de (3), alors u(x + 7) aussi.
3. Losque ¢ < ¢x, (0,0) cesse d’étre un équilibre hyperbolique pour devenir un foyer.
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FIGURE 3 — Solution u(t,z) de ’équation (FKPP). En rouge la condition initiale 1g_, en
noir la solution a intervalle de temps réguliers. Dans un premier temps la condition initiale
se déforme, puis lorsqu’elle a atteint la forme du front, elle se déplace vers la droite a vitesse
constante.

décroissent en (1+1t)~3.*

Théoreme 3 — FAYE-HOLZER [3]. 1l existe C,d > 0 tels que si ug = % + w qo condition initiale pour
(2) vérifie 0 < ug(z) <1 et

Mo = |lqoll oo (ry + I(X + |2])qoll 1 (=) < 9,
alors u(t, ) = . () + w(z)q(t, ) est définie pour tout temps, et

1+ |z

My
e (1+1)3/2

Ce taux de convergence avait déja été obtenu par GALLAY dans [5]. L’article [3] présente une nouvelle
preuve, qui semble s’adapter a d’autres problemes. En particulier, on espére pouvoir obtenir un résultat
similaire pour I'équation perturbée (FKPPE). On présente au paragraphe §2 ce qui a été fait dans
cette direction.

1.3 Stabilisation spectrale

Le théoréme 3 propose de prendre des perturbations de @, de la forme p(t,z) = w(z)q(t, z), ot w
est un poids exponentiellement décroissant en +0o. Pour bien comprendre cette écriture, commencons
par le choix naif d’'une perturbation p(t,-) € H?.

Soit u = @, + p solution de (2). Alors p vérifie

Oep = 02p + ¢ 0up + f (s +p) — f (@) = Lp+ N (p),
ot Vopérateur fermé® L : L2(R) — L?*(R) de domaine dense H?(R), est donné par
Lp = 03p+ ¢, 0up + f'(w())p,

et ot N'(p) == f(tix + p) — f(@x) — f'(@)p = O(||p]|?). On cherche & savoir si la dynamique linéaire
9, = L est stable. Si c’est le cas on espere en déduire que la dynamique non linéaire 9, = L+ N Dest
également.

On obtient la dynamique linéaire par une étude du spectre de L.5 Pour cette premiére approche,
on se contente de décrire le spectre essentiel en laissant de c6té le spectre discret. Comme démontré

4. Ici LS est un espace & poids, voir (4).
5. Voir [7, Lemme 3.1.2 p.40].
6. C’est la méme démarche que le théoréme de LYAPUNOV pour les EDO.



dans [7, Théoréme 3.1.11 p.48], 0ess(L) est délimité par le spectre des opérateurs asymptotiques
Ly =02+ c0.+ f(0), L. =02 +c.0. + f(1),

obtenus via £ — F00.” Ces opérateurs sont & coefficients constants, et peuvent donc étre définis comme
multiplicateurs de FOURIER. Leurs spectres sont :

o(Ly) = {—€* +ic.£ + f/(0) : E€R}, o(L)={-€+icl+ f'(1) : £ €R}.

Ainsi oess(L) est situé entre ces deux courbes, voir figure 4. Il contient des complexes de partie réelle
strictement positive, la dynamique linéaire est donc instable : il existe des py € H? tels que p(t, ),
solution de O;p = f/p, explose en temps long.

On doit se restreindre quant aux perturbations que 'on étudie. Soit w poids exponentiellement dé-
croissant, 7.e. une fonction C*° positive, vérifiant w(0) =1 et

eve siz >,
ww={G 5IZh (@)

ou v <0 et 8> 0 seront choisis par la suite. On suppose que p(t, z) s’écrit w(x)q(t, x) avec ¢(t,-) €
H?(R). Ainsi q == p/w vérifie

0vq = Lqg+ N(q),
avee N (p) = L0t (e) 1y p = O(||p|2), et

Li=w'Lw =08+ ¢ (x)dy + Colx),
’ / 1"
=P+ (c* + 2“) 0, + (f’(u*) +oes “) .
w woow
Pour > 1 on calcule (;(z) = 2v + ¢4, et (o(x) = v + cov + f'(u.(7)). Le choix particulier de c,
assure que X2 + ¢, X + f/(0) possede —c,/2 comme racine double. Ainsi v:= —c, /2 vérifie
v e+ f(0)=0, 2v+c. =0.

Pour z > 1 on a donc ¢ (z) = 0 et {o(x) = f'(a«(z)) — f/(0). Finalement, les opérateurs asymptotiques
sont donnés par

Ly =02, Lo =02+ (ce +28)0x + (' (1) + c. B + B2).

On choisit 0 < 8 < =% + 4/ Cf — f(1) pour garantir f'(1) + ¢, + 8% < 0, de sorte que o(L_) soit
entierement composé de complexes dont la partie réelle est négative, voir figure 4. Avec ce choix de w,
Oess(L)\{0} est inclus dans {A € C: Re A < 0}. Le choix de v est optimal : on ne peut pas translater
le spectre plus a gauche.

1.4 Passage en domaine de Laplace
Pour transformer cette étude spectrale en résultat de stabilité, on va réécrire le probleme linéaire
Oq = Lq, 5)
q(0,2) = qo(x).

7. Remarquez que les coefficients de L sont exponentiellement localisés.
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FIGURE 4 — Spectre essentiel des opérateurs linéaires avant et apres conjugaison par un poids.
Ceci permet de stabiliser la dynamique linéaire : oo (L) intersecte {\ € C : Re A > 0}, tandis
que Oess(L) est situé & gauche de 'axe imaginaire pur. Cependant oess(L) vient toucher cet

axe en 0.

en domaine de LAPLACE. Pour s’affranchir de la condition initiale, on commence par écrire la solution
de (5) a l'aide d’un noyau intégral : ¢(t,z) = fR G(t,z,y)po(y)dy, o pour y € R, G(t,-,y) vérifie le
probleme

{ (0, — L)G =0,
G(O’ Z‘, y) = 6y(x)7

avec §, le DIRAC en y. Alors Gy(z,y), la transformée de LAPLACE en temps® de G(t,z,y), vérifie
I’équation

(A= L)Gy = §,. (6)

L’objectif qu’on se fixe est de construire explicitement une fonction de GREEN Gy (-,y) € H'(R)
en résolvant (6), on explique la démarche au §1.6. Une fois ceci fait, si I' C C\o (L) est un contour qui
entoure le spectre de L, voir figure 5, on a la formule d’inversion de LAPLACE

1
Glta) = 5= [ Gl @

sous réserve que l'intégrale converge. On veut utiliser cette derniére formule pour controler G(¢,z,y)
en temps long. Dans l'intégrale, les \ tels que Re A < 0 vont apporter une décroissance exponentielle
en t. Le fait que oess(L) vienne toucher 0 va forcer I' & passer strictement & droite de Paxe imaginaire,
il nous faut controler au mieux G pour de tels A. Plus précisément, on va découper notre étude en
trois cas : solent 0 < My < M;, et A € C\o(L). Alors :

— Si 0 < |A] < M,, on considere A comme un parametre qui perturbe I’équation L = 4, pour
construire explicitement GG, et montrer des majorations de la forme
Ga(w,y) = e V9N, 2, ),
ot1 6 est, dans le pire des cas, ? uniformément borné en z, y et holomorphe en v/\. Cette majoration
va se répercuter sur les comportements en temps long de G et faire apparaitre un terme en t3 ;

— Si M, < |A\| < M, on se contente de borner G uniformément en x,y;

8. Par définition, Gy (z,y) = f0+°° e~ MG(t, x,y)dt, avec X € C tel que cette expression fait sens.
9. 1l faut distinguer 6 cas, suivant la position relative de z,y et 0. Voir [3, lemme 3.2]
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FIGURE 5 — Un exemple de contour I' permettant d’appliquer la formule d’inversion de
LAPLACE a la dynamique 0; = T pour un opérateur T'. La zone grisée représente oess(T),
les points représentent les valeurs propres de T. I' doit entourer le spectre essentiel mais
aussi le spectre discret. On construit I' comme la réunion des 4 contours orientés en pointillé.

— Si M; < |)|, on utilise un argument de rescaling pour construire explicitement G, " et montrer
une majoration de la forme

1 —V|z—y|
G| < —=e YAyl
VA

Cette majoration va permettre de contréler G(t, z,y) pour des temps courts. On en a également
besoin pour assurer la convergence de I'intégrale (7) en temps longs.

1.5 Majorations temporelles et retour au non linéaire

Les majorations précédentes sur G\ permettent d’obtenir le résultat suivant.

Proposition 4. Avec les notations et hypotheses du théoreme 3, il existe des constantes x,r,C, K > 0
telles que pour ¢t <1 ou |z —y| > Kt on a

|z—y|?

|G(t7w,y)|§0t—%e—T, 5

tandis que pour t > 1 et |z —y| < Kt on a

_e—y|? t

G(t,a,y)| SCEEQ+ |z —yl)e = +e "

9)

Chacune de ces deux majoration repose sur un choix judicieux de contour d’intégration I', voir figure
6. L’idée est de tourner autour de 0 a 'aide d’un contour parabolique, puis d’aller a l'infini en ligne
droite.

Pour que ces contours soient utilisables, il faut cependant déterminer le spectre discret. Puisque
L est un opérateur différentiel d’ordre 2 dont les coefficients convergent exponentiellement, c’est un
opérateur de STURM—LIOUVILLE. Son spectre discret est composé de valeurs propres simples, réelles
et strictement positives. On peut alors montrer qu’il n’existe pas de telle valeur propre.

Un autre moyen de se débarrasser du probleme du spectre ponctuel est de montrer qu’il est englobé
par le contour spectral choisi figure 6. Puisque d’autres résultats de stabilité sont déja connus, on sait
que la dynamique est asymptotiquement stable. Ainsi, les potentielles valeurs propres sont forcément
de partie réelle strictement négative. Quitte a changer le contour d’intégration en rapprochant les deux
parties rectilignes de I’axe imaginaire pur, on peut supposer que tout le spectre ponctuel est englobé
par le contour spectral proposé. Cet argument est encore valable dans le cas € # 0, contrairement a la
théorie de STURM—-LIOUVILLE.

Notons que le contour I" évolue en temps grand. Typiquement, il se rapproche de 0 pour (9). A
contour fixé, on ne peut obtenir les majorations que pour des temps finis. Tout le probleme de la

10. Voir [3, Lemme 3.1].
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FIGURE 6 — Contours d’intégration pour notre opérateur L. Pour obtenir (8), le contour
de gauche reste loin de 0 avec M; < A, tandis que pour obtenir (9), le contour de droite
passe au plus pres de 0, en évitant la branche de spectre essentiel. C’est a cet endroit,
pour 0 < |A] < M quapparait le t~2. Dans les deux cas, I' se décompose en un contour
parabolique et des contours affines.

proposition 4 est d’obtenir des majorations dont les constantes ne dépendent pas du contour choisi.

Une fois tout ce travail effectué, on retourne au probléeme non linéaire par une formulation de
DUHAMEL : la solution ¢(t,z) de d;q = Lq + N(q) avec condition initiale go(z) s’écrit

q(t, x) Z/RG(t,w,y)qo(y)der/o AG(t—s7w,y)q(s,y)dy,

tant que cette expression a un sens. On montre que c’est le cas pour tout temps, et que 'on a décrois-
sance dans l’espace a poids.

1.6 Construction du noyau de Green

Dans ce paragraphe, on revient sur la construction de G». On rentrera plus dans les détails au §2
pour Iéquation perturbée (FKPPE). On résout (6), dans le cas 0 < || < Mj, le cas M; < |A| est
similaire. Pour cela, on étudie I’équation sans le second membre §,.

Proposition 5. Pour 0 < M, suffisamment petit, et 0 < XA < M, il existe (L,pj(:l:;)\))izl_2 et
(¢7 (x;7)),_, , deux bases de solutions de I'EDO ’
Lo = Ao, (10)

telles que les comportements de qﬁt et &cgbli en xr — £00 sont

DI g% (23 2) = eti VT pEN) (1 + O(eto)), i=1,2 =01,

ol ,uli <0< uéﬁ sont les valeurs propres de 'EDO asymptotique Li¢p = Ag, et v < a < 0.

L’argument principal de la démonstration est que les coefficients de L convergent exponentiellement
vers ceux de Li. Remarquons que L+ sont a coefficients constants, ce qui rend Li¢ = A¢ bien plus
simple & résoudre que (10). Ce résultat fournit en particulier ¢ et ¢, dont les premiéres dérivées
convergent exponentiellement vite, respectivement en +o0o et en —oo. On définit alors Gy (z,y) par
morceaux :

of (x)Fi(y)  siy<uw,

G)\(x7y) = {



ott les F; sont choisis de sorte que G(-,y) € H'(R)'! soit continue en z = y, et que 9,G fasse un
saut de hauteur 1 en x = y. Si un tel choix de G est possible, la dérivée seconde présente dans L fait
naturellement apparaitre un d,, et G satisfait (A — L)Gx = d,. Des calculs algébriques permettent
d’obtenir les expressions de F;. Finalement, on obtient

oF (2; 005 (y;A) sy <,
¢ (23081 (y;A)  siz<y,
avec Wy = ¢ Ophy — 0p00] ¢y = det(P7, Dy ), on a noté & == *(¢F, D¢ ). Savoir si Wy (y) s’annule
est a priori une question difficile, c’est équivalent a ce que A soit valeur propre de L. Pour notre
probleme, et vu le choix du contour d’intégration I, il est donc d’une importance capitale que 0 ne

soit pas valeur propre de L. Dans [3, Lemme 2.1], c’est démontré en se servant d’informations connues
sur L, opérateur linéaire avant conjugaison par w.

1

Ga(z,y) = W X {

2 Equation perturbée : FKPPe
Intéressons nous maintenant au cas € # 0, soit a la dynamique de 1’équation (1) :
Opu = —0ru + 02u + cOpu + f(u).

Si € est assez petit, on observe numériquement le méme comportement que pour (FKPP) : dans le
repere fixe, la solution se rapproche d’un front se déplagant a vitesse constante. De plus si on perturbe
ce front, la perturbation décroit rapidement, voir figure 7. Ceci est confirmé par les deux résultats du

14 11
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FIGURE 7 — Solution u(t,-) de (FKPPE), tracée a intervalle de temps réguliers, pour dif-
férentes conditions initiales ug en rouge. A gauche on prend ug = u, le front qui apparait
naturellement en temps long, & droite ug = @, + pg une perturbation de ce front. A droite,

on voit que la perturbation est rapidement absorbée.

§2.1. Dans les paragraphes 2.2 a 2.8, on adapte certains points de la preuve du théoreme 3 au cas
présent € # 0. On voudrait obtenir un taux de convergence algébrique.

Dans ce but, on commence au §2.2 par une étude spectrale qui détermine le cadre dans lequel on
travaille. On continue & cerner notre probleme au §2.3 en explicitant la vitesse critique c,. On construit
ensuite le noyau de GREEN aux §2.4 a §2.7, avec 'introduction de la fonction de EVANS. Finalement,
on obtient §2.8 une majoration du noyau construit pour les A de module suffisamment grand.

2.1 Un premier résultat

Avec le choix f/(0) = 1,2 [10] démontre I'existence de front, et la stabilité asymptotique de ceux-ci
pour ¢ > ¢,.

11. Puisque (j)zi vérifient Lo = M@, les 83(]53[ ont la méme (dé)croissance que les qﬁft. Ainsi Gy (-, y) € H2(R\{y}).
12. on peut se ramener a ce cas en dilatant I’espace et le temps.
13. Dans [10], I’équation est posée avec x € R™, on garde z € R pour étre cohérent avec les notations précédentes.



Théoréme 6 — Rottschifer—Wayne [10]. Soit ¢g > 0 arbitrairement petit. Il existe g > 0 tel que pour
tout 0 < e < eg et ¢g < ¢ < 1/cy, il existe @, solution de

0 = —edtu + 0%u + copu + f(u), (11)

qui converge vers 0 (respectivement 1) lorsque  — +o00o (respectivement —oo). De plus, il existe
c«(8) =2 — e+ o(e) vitesse critique, telle que pour ¢ > ¢,(¢) on a 0 < @, < 1. Pour ¢ > ¢, (e), le
front u. est décroissant.

Ce premier théoreme s’obtient en perturbant ’EDO vérifiée par le front @, dans le cas ¢ = 0. Plus
précisément, apres le changement de variables 7 = /2 z et (vo, v1, v2, v3)(n) = (u, v/, v, /e u®)(y/en),
Péquation (11) se réécrit

U(IJ = \@vlv

’Ui = \Ev%

vy = U3,

Ué =v2 +cvr + f(vo)v

. w/l - \/gF(’w]_,IUQ),
qui est de la forme { wh = Gwy, ws). (12)

Pour € = 0, la dynamique de ce systéme est donnée par 0 = 9%u + cd,u + f(u), pour laquelle il existe
des solutions. La forme particuliere de (12) assure que sa dynamique est C* en /¢ au voisinage de 0.
Donc si 6 > 0 est fixé, il existe € tel que pour 0 < & < gy, il existe une trajectoire pour la dynamique
(12) qui part de (1,0,0,0) et qui passe a distance ¢ de (0,0,0,0). Or d’apres les hypotheses (Hy) sur
f, (0,0,0,0) est hyperbolique et doit donc attirer cette trajectoire jusqu’en (0,0,0,0), pourvu que §
soit assez petit.

Maintenant qu’on a l’existence de fronts, on présente le résultat de stabilité asymptotique.

Théoréme 7 — Rottschiifer—Wayne [10]. Tl existe § > 0 et g9 > 0 tels que si 0 < & < gq, ¢ > c4(€) et
qo € X° vérifie ||qo|| xs < J, alors la solution u(t, z) = ii.(z) + w(z)q(t,z) de (1), avec condition
initiale up(x) == () + w(x)go(x) est définie pour tout temps, et vérifie

i lg(t, )] = 0.

Ici, le poids w est exponentiellement décroissant en +o0o : pour z > 1, w(x) = e**, ol ¥ < 0 est racine
de —e X* 4+ X2 + ¢ X + 1. Ce polynome possede deux racines négatives, '* v est choisi comme la plus
grande des deux pour fournir un espace de perturbations stables plus important. Avec ’étude faite au
§1.3, on comprend qu’annuler ce polynéme permet de stabiliser le spectre essentiel de la dynamique
linéaire. Les espaces X° sont alors définis par

X* o= H*(R) N H5(R) = {u € Lho(R) : llul% = ullfy. + lullf, < +oo}.

Remarquons que ce résultat donne la stabilité de touts les fronts %, monotones. Pour cela, [10] montre
que si ||go]] < d, alors les énergies suivantes sont décroissantes au cours du temps :

3/2
B0 = [ aola(t.) + a1fo.q(t,0) + aaloBalt. )P + =5-10%a( )P
R

3/2
F(O) = aaB(0) + [ bolwoal + 0w + blo2wa) + S5 l03we) Pda,
R

avec aj, b; > 0.

On aimerait améliorer ce résultat de convergence : on espere pouvoir montrer une décroissance
algébrique explicite comme dans le théoreme 3. Dans ce but, j’ai commencé a adapter la démonstration
présentée au §1 pour I’équation (FKPPE) en me restreignant au cas ¢ = c.(g). Dans le reste du §2, je
présente ces avancées.

14. Sous réserve que € soit assez petit, voir par exemple figure 10.
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2.2 Etude spectrale

Tout d’abord, vérifions que le choix de perturbations proposé par le théoreme 7 est judicieux. Soit
u(t, z) = . (x) + p(t, x) solution de (1). Alors p vérifie

Op = —c0ip+92p+ cOup+ f(ts +p) — f(us) = Lp+ N(p),

ot L: HY(R) — L3(R) et N(p) = O(||p||?) sont donnés par

L= —cd*+ 0%+ ¢, + f'(u), N(p) = f(tx +p) = f(t) — f'(T@)p.

Le spectre essentiel de L est représenté figure 8, la dynamique de 9, = L est instable. On note donc w
fonction C* positive, vérifiant w(0) =1 et

efx six < —1.

vx 3 >
w(x):{e six>1,

Oe le

oll ¥ < 0 < f3 sont des réels & déterminer. !> Dans les démonstrations qui suivent, on peut se contenter
de prendre 5 = 0, ce que l'on fait. L’hypothése 0 < /3 semble nécessaire pour traiter le retour au
probléme non linéaire. '° Donc w(z) = 1 pour # < —1. Alors ¢ = p/w vérifie

Orq=Lqg+ N(q),
avec N (q) = Lt d=fle) 1.y g = O(||q]|?), et

Li=w'Lw

)

3
= —c 0" + Z ¢(x) 0,7,
7=0
4 w5 w” 9 w’ w(®)
=—£0, —4e—0,° + 1 —06e— | 0,7 + (c* +2— —46) Oy
w w w

oW w®
+ <f’(u*) te—+ —— s) :
w w

Les opérateurs asymptotiques L4 sont donnés par

Ly = —0%—4ev 33 + (1 — 6c2) 02 + Q'(v) 0, + Q(v),
L7 = —Eag + a% + Cx a:v + fl(]'>7

ot Q(X) = —e X*+ X%+ ¢, X + f/(0). Plus généralement, les coefficients de L sont liés aux dérivées
successives de @, voir annexe B page 23. Remarquons que les coefficients (;(z) de 'opérateur L
convergent & vitesse exponentielle vers ceux de L, 7 donc oe(L) est délimité par les courbes o(L.).
Plus précisément, I'indice de Fredholm de L — X augmente de +1 lorsque A traverse la courbe orientée
o(Ly) de la droite vers la gauche, voir [7, remarque 3.1.15 p. 51].

Pour stabiliser gegss(L), il faut donc choisir v tel que Q(v) < 0. On discute de ce choix au paragraphe
suivant. Une fois le spectre essentiel stabilisé, on reprend la démarche du §1.4 empruntée a [6], dont la
premiere étape est de construire G (+,y) € H3(R) solution de

(A= L)Gx = 4,.

11



FIGURE 8 — Spectre de la dynamique linéaire avant (& gauche) et apres (a droite) stabilisation
par un poids exponentiellement décroissant en +o0.

Ceci est fait en détail dans les paragraphes §2.4 a §2.8.

2.3 Choix du poids, vitesse critique

Ici, on cherche a identifier la valeur de v. Pour cela, on commence par discuter de la vitesse critique
cs«. [10] identifie ¢, comme une valeur de ¢ pour laquelle les valeurs propres matricielles de I’ODE
0= —ed%+ 0% + c0, + f'(0) deviennent complexes. Ainsi pour ¢ = c,, le polynome

QX)= - X*+ X% +c. X + f/(0)
admet une racine double : on cherche z solution du systeme

0=—ca*+22+c.z+ f(0),
0=—4dea’+ 22 + cx.

En injectant la deuxiéme équation dans la premiere on élimine I'inconnue c,, et on obtient quatre
choix : x € {£x1, £z}, avec

1 1
Xy = E\/l—!—\/l—lZef’(O) et Xg = \/ﬁ\/l—\/l—uef’(O).

Pour chacun, la valeur de ¢, est donnée par la relation ¢ = 4e23 — 22. Quand € — 0, on a les
développements limités

1 3¢ 3
n = —— = Y5 p0) 4 o) et = VF0) +e 307 + 0().
V3e 2 2
Donc zq7 — 400 et dex;3 — 22 = —% e 1/2 4 0(51/2) — —o00. Au contraire x5 converge. On note
donc

1 !/
V= fxng\/ﬁ\/lf\/lflkf (0), (13)

15. La valeur de v est décidé par 1’étude spectrale qui va suivre, voir I’équation (13). 8 peut étre choisi aussi proche
de 0 que possible.

16. Dans [3], un décroissance en —oo est nécessaire pour absorber un polynome.

17. Puisque ux décroit exponentiellement en +oo. Pour voir ceci, il suffit de retourner & la construction de @+ dans le
portrait de phase, et voir que les équilibres (0,0,0,0) et (1,0,0,0) sont hyperboliques.
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qui vérifie
V() = —V/F0) < 5 £/ (0" + O(e?).

La vitesse critique associée a ce choix est donnée par

cule) = de v — 20 = 23/F(0) — e £/(0)*? + O(e2). (14)

Le développement de c.(g) coincide avec celui proposé par [10], et est bien une perturbation de la
vitesse critique ¢, (0) = 24/f(0) pour (FKPP). Avec ce choix de vitesse, v est racine double de Q.
D’une part, on a Q(v) < 0 donc oess(L)\{0} C {A € C: Re A < 0}, d’autre part il n’existe pas de choix
de z proche de v tel que Q(z) < 0. On ne peut donc pas espérer stabiliser entierement oegss(L).

Enfin, il s’avere que v est la plus grande racine négative de @, '® ce qui laisse un espace de perturbation
le plus grand possible.

2.4 Valeurs propres matricielles

Soit 0 < |A| < M. On veut construire By = {qbli, 1<i< 4}, deux bases de solutions de ’équation
Lo = A\, avec des comportement exponentiels en +oco. Avec @ := (¢, 0,0, 02¢, 03¢), 'EDO se réécrit

0 1 0 0
0 0 1 0

Commencons par étudier Ly¢ = A¢, ou encore

0P = AL (\) D, AL(N) = lim A(z;)N).
Par le choix de v fait au paragraphe précédent on a
L, =—c0—4ev 02 + (1 — 6cv?) 02,
L_o=—-d2492+c.0, + f(1).

Proposition 8. 1l existe M, g9 > 0 assez petits, tels que si 0 < ¢ < gg et A € C\oess(L) vérifie
0 < |\ < My, alors Ay () possede 4 valeurs propres uii()\), 1 < < 4 telles que

Repf(A) < Repf(\) <0 < Repi(N) < Rept(N). (15)

De plus, le vecteur propre associé & u: est v]j»c()\) = (1, uf, uiiz, Mitg).

Démonstration. Le fait que les Ay (\) soient des matrices compagnons assure la forme particuliere
des vecteurs propres.

1. Construction des p; .

On cherche les racines du polynome

P (X;\N)=—-—<X'"+ X’ +c. X +a1 - A=Q(X)+a; —apg— \

Pour A = 0 et g assez petit, I’étude de @ faite a 'annexe §A page 22 fournit quatre racines simples
w; (0) que lon range par ordre croissant :

7 (0) < 413 (0) < 0 < 15 (0) < piz (0):

18. Voir figure 10.
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Le théoreme des fonctions implicites (TFI) appliqué & P_ fournit donc p; (A) pour A au voisinage de
0. Pour M, suffisamment petit on a donc (15). Enfin, les p; sont C* en A.

2. Construction des .
On cherche les racines du polynoéme

Pi(X;\) = —eX* —4ev X® + (1 — 6e*) X2 — \.

Lorsque A = 0, on obtient 0 comme racine double. Les deux autres racines sont réelles non nulles. ™
Notons ;L;"(O) pour 1 <4 <4 ces quatre valeurs propres matricielles rangées par ordre croissant :

17 (0) < pz (0) = 0 = pu3 (0) < iy (0).

Remarquons que pour A € o(Ly), le polyndme P, admet une racine de la forme i€, et (15) ne peut
pas tenir. On utilise le théoreme des fonctions implicites (TFI) pour construire p; ().

Les racines p; (0) et u7 (0) sont simples, donc P+(/Lf4 ;0) =0 et (’9XP+(,uf4 ;0) # 0. Le TFI appliqué
a P, fournit donc pj (\), pour i € {1,4} et A € C au voisinage de 0. Elle sont C> en \.

Cet argument ne fonctionne pas immédiatement pour uj et u; Pour A ¢ R_, on fait le changement
de variable X := Yv/\ et on note

F (Y;ﬁ) = —eAY? —4erVAY? 4+ (1 —6e1?) Y2 —1 = w.
Pour 0 < € < g := 1/61v%, on note Y := (1 — 65u2)_1/2 > 0. Alors F(=Yy;0) =0, et Oy F(=Y(;0) =
—2v/1 = 6ev2 # 0. Le TFI appliqué & F définit Y (v/A) pour A € C\R_ proche de 0. On note alors
g (A) = Y (VA)VA. Le choix de F assure que ug (\) est racine de Py ().
On construit p3 en remarquant que Yy est également racine simple de F en A = 0. g (\) == Y (VA)VA,
avec Y (0) = Yy = —Y(0).
Alors pour A € oess(L) et 0 < |\ < M, avec M, suffisamment petit, on a2’

Repuf (\) < Repg (\) <0< Repud (A) < Repf (N

De plus les ;" sont des fonctions C*° en VA O

2.5 Bases de solutions

On peut & présent résoudre Lo = Ad pour A € oess(L) tel que 0 < |A] < M. On note P la matrice
de passage dont les colonnes sont les v;". C’est une matrice de VANDERMONDE.

Proposition 9. Sous les mémes hypotheses que la proposition 8, il existe ¢f( i A), 1 <4 <4 base de
solutions de Li¢ = A\¢, telle que les premieres dérivées de (bzi s’écrivent :

DgE(w;A) = e VT () (14 e*=7kE (23 0) 0<j<3,

ouv <ay <0<a_ <puz(0),eton /{fj borné en +00 est holomorphe en v/ A pour A € C\oess (L),
A < M,.

En particulier, cette proposition fournit ¢f,¢2+,¢§ et ¢, qui convergent a vitesse exponentielle en
+00 ou en —oo. Remarquons que pour un tel choix de oy, on a 4. (z) = O(e*t?) en +oo.
Démonstration. On ne traite que le cas de ¢ et ¢, les autres sont similaires.

19. On calcule explicitement leurs expressions : —2v + ,/é —2v2,
20. Le seul point non clair est que Re,u;r <0< Re u;. Puisque Yy > 0, c’est au moins vrai pour A € Ry assez petit.

C’est donc encore vrai pour A a droite de o(L4) : dans le cas contraire Re u;' ou Re u}f s’annule, et P4 a une racine de
la forme €.
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1. Construction de ¢}
Soit k9 > 1 dont on fixera la valeur et soit I := [z, +00[. On note @ := (¢, d, ¢, 022 $,0,° @), pour
transformer le probleme L¢ = A¢p avec x € I en

0,P=Ax;\N)P=A,(\)P+ R(x)P

o R(z) = A(z; ) — A+( ) est exponentiellement localisé. Cette décomposition va forcer ¢ a conver-
ger vers 0 & vitesse e’1 M7 On fait le changement de variable () = e‘“f(’\)”w(x) et on note
U(x):= e‘”;r(’\)xé(x). Alors

8,0 = BL(\) ¥ + R(z) ¥

ot By (A\):= A4 ()\) — pf (A)Id. On construit une solution ¥ qui converge vers vy ().

Pour plus de clarté, on abandonne provisoirement la dépendance en A. La relation de CHASLES f;;) =

+ + . . e 1zes .
fxom — fz ° permet, sous réserve que chaque intégrale soit définie, d’écrire la formule de DUHAMEL
comme

+oo Foo
U(z) = eB+(zfa:o)w(x0) _|_/ eB+(z—s) R(s)¥(s)ds _/ eB+(@—s) R(s)W¥(s)ds,
xo z
! 0t e
— Ze(m —H)T Ty / eB+E=3) R(5)W(s)ds,
i=1 £
+oo
:H;r,yi/ eBr@—9)p ds+Ze —ne - . (16)

avec v == e~ B+ToW () + f;goo e B+5 R(s)¥(s)ds, et ot on a noté II;" chaque projection sur le sous-

espace propre Vect(v; (\)).

L’intérét de la formulation (16), ot la condition initiale est exprimée & travers un comportement a
Pinfini, est que l'intégrale [ 0 By (- ) R(s)¥(s)ds a la méme localisation exponentielle que R, comme

on le voit plus loin. Si on choisit ¥(xg) tel que v = v;,?! alors ¥ vérifie I'équation intégrale
“+o0
U(z) = vf — / ¢B+=9) B ) (5)ds. (17)
Vu le choix de w, on a pour z > 1 :
0 |0O00O0 0 000
0 |00O0 0 000
Rz)=1 o0 ]ooo |=] o o000 |FOC)
Co(z) £ (U (x
©l) g oo @) o o o

Ainsi le terme de droite dans (17) ne dépend que de ¥(z) = e*"mqﬁ(az), pas des dérivées de ¢, et la
premieére composante de ’équation vectorielle (17) est découplée :

1[re
va) =12 [ o= G (18)
ott h(z) est le coefficient (1,4) de la matrice eB+* = PeP* P~ avec D := diag(u;” —p) matrice diago-

nale. En particulier, h(x) est une combinaison linéaire des e(“z —1)z, On peut obtenir une expression

21. On suppose ici qu’'un tel choix est possible. La suite du raisonnement montre que c’est le cas.
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de P~! & T'aide des polynéomes de LEGENDRE, ou calculer les coefficients de la comatrice, voir [9]. Ceci
permet d’obtenir

4
Z R | (e

J#i

Cette expression explicite de h est holomorphe en v/X pour A € C\oess(L) tel que |A| < M,. On doit
chercher 1 sous la forme 1 + 6. Alors 0(x) :== ¢(z) — 1 vérifie

+oo
o(z) = -+ / h(z — $)Co(5)(0(s) + 1)ds = T(0). (19)

3

Comme Re (p;7 — pi) > 0 et vu la forme de h, la décroissance (o(s) = O(e®+*) implique

+oo
/ h(z — $)Co(s)ds = O(e*+*).
Ainsi Ty, = e”*+*Te®+* vérifie pour x € L>(I)

+o00
79 = 2 (00) = [T et - G (en(sas) € (1),

€
et Péquation (19) se réécrit T, (e”*+*0)(x) = e~*+"0(x). Montrons que T, définie une application
contractante. Pour x,k € L>(I) et pour presque tout = € I on a
1 [T
Ty (9)(&) = Ton (@) < In = Rlum? [ e e = 5)60(s) s (20)

x

Vu la forme de h et puisque (o(x) = O(e*+?), I'intégrale dans (20) est un O(e*+?). En particulier, il
existe xo(e) tel que Ty, : L°°(I) — L*°(I) soit contractante. Par théoreme de BANACH-PICARD, T,

admet un unique point fixe I<61 € L>(I). Puisque T, est holomorphe par rapport au parametre VA,
c’est également le cas de ,%1 On obtient le premier element de notre base de solutions comme

of (@)= e ® (14 e™+2xf (2)) .

En réinjectant son expression dans I’équation intégrale (17), on obtient ses dérivées. Chacun des
Yy = e’““@ﬁqﬁ vérifie une équation intégrale de la forme (18), o seul le terme de gauche fait appa-

raitre . Dans le terme de droite de cette équation, 1 est remplacé par ,ufk et h est de la forme
Zu et =D [T (ud — )™
J#i
Finalement, on a ’expression annoncée
BF (23 2) = T (v (\) + K (23 1)) -
Pour finir on étend la définition de & & tout R, en utilisant le flot de 'EDO 9,® = A(x; \)®

2. Construction de ¢g
On reprend la plupart des idées du paragraphe précédent. Apres avoir vectorialisé le probleme Lo = A¢
en 0;@ = A(x; \) P, on fait le changement de variable

U(z) = e "2 *P(z).
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Alors 0, = B, (\) ¥ + R(z) ¥, avec cette fois By (\) = AL (A\) — pug (\). Pour écrire la formule de
DUHAMEL, on projette sur les espaces propres puis, suivant le signe de uj - ,ugr on découpe les intégrales
en passant par +oo ou 0 :

@ (z) = IT; (eB“w + /0 ' eB+<“>R(s)W(s)ds>

+ (1 —I1;) <eB+m’y - / o eB+(@=9) R(s)q/(s)ds> , (21)

x —+o0
Ty 4+ 1T / B4 R\ (s)ds — (1 — ITF) / P4 R ()0 (s)ds
0 x

bWt 3 e T,
i=3
Ou les conditions initiales v et 4 sont données par
“+o0
Y= €_B+xOW((E0) =+ /

zo

o
e B+ R(s)W(s)ds, 7= e P+oow(zy) — / e B+5 R(s)¥(s)ds,
0
de sorte que si v = vy et ¥ L v], on ait
x —+oo
W(z) = vy + I / eB+E@=IR(s)W(s)ds — (1 — IT}") / BT R(s)W(s)ds. (22)

0 x

Le découpage effectué en (21) permet que chaque intégrale dans (22) ait la méme localisation expo-
nentielle que R. La premiere ligne de 1’équation vectorielle (22) est découplée :

400

w@) =142 [T = 9etsds = [ he - s

ot |h(z)| < CeRelul —u3)T ot h(x) est une combinaison linéaire des e =1z i ¢ {2,3,4}.
On cherche 9 sous la forme 1+ 6. Alors 0(z) :== (x) — 1 vérifie

—+oo

0(z) = i/o A — 5)Co(s)(1 + 0(s))ds — é/ Bz — 8)Co(s)(1 + 0(s))ds = T(0)(z).  (23)

Les expressions de h, h et la décroissance (o(z) = O(e®+*) assurent que

T +oo
/0 h(z — s)Co(s)ds — / h(z — 5)¢o(s)ds = O(e*+7),

x

de sorte que T, = e~ “+*Te*+* vérifie pour k € L>(I)
T 9 =2 (0 + [ e hio - )a(e)n(s)as
0

+oo
_/ e+ (=) p(z — 8)40(3)5(5)d3> e L>(I),

et I'équation (23) s’écrit T, (e”+%0)(x) = e~ *+*f(x). Pour K1,k € L*(I), et presque tout = € I,
1 ‘ —ay(z—s) |7,
|Ta+(/{1)(x) — Ta+(/£2)(x)| <||k1 — /@2||Loog </ e—a+( )|h(;1: —5)Co(s)|ds
0

+oo
[ e h - s><o<s>|ds) |
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Le méme argument que précédement permet de choisir zg(e) tel que T, : L*>(I) — L>(I) soit
contractante. Il existe un unique n{ point fixe de T, , et

o3 (x5 = ez Ve (1+e***k3 (x5 X))

est solution de L¢ = A¢. On réinjecte son expression dans (22) pour obtenir ses dérivées :
DF (x5 )\) = ehs Ne (v3 (A) + €™ 7K5 (z;N)) .

Enfin, on prolonge &3 sur R via le flot de 'EDO.

3. Les cas restants
De la méme maniere, on peut construire ¢§f4. L’étape importante est le découpage de la formulation

de DUHAMEL : il suffit de séparer les ,uf — /J;:A < 0 des u;r — ,u;)rA > 0. La construction des ¢; se fait
de la méme fagon, en séparant suivant le signe de p1; — p; . 22 O

Remarquons que la construction de gzﬁf-t est valide des que l'intégrale fjoo qui apparait dans la
démonstration est définie. Il est suffisant que h(s)(p(s) soit & décroissance exponentielle i.e. que les
condition de « trou spectral » soient vérifiées :

v < Re(ufyy — uf), Re(ui_y — pi) < 3 (0). (24)
Ces conditions sont vérifiées des que les Re ,uzi sont rangés par ordre croissant. Pour les A tels que (24)
soit vérifiée, il est possible de définir les qﬁf(x ;A), méme si les Re ,uf()\) ne sont plus ordonnés. Dans

ce cas, on ne peut pas obtenir le comportement asymptotique démontré ci-dessus.
D’autre part, on peut construire gzﬁf (z;0), mais les ¢;3(~ ;0) n’ont pas la décroissance voulue. En effet

B, possede alors 0 comme racine double, un bloc de JORDAN apparait lors du calcul de eB+%.

2.6 Fonction de Evans

Pour o1, , ¢, éléments de C*(R), on note D(p1,- -+ ,¢n) le wronskien associé, c’est a dire le
déterminant de la matrice n x n dont le coefficient (7, j) est 92, :

1 1 ©n
D(p1,- -+ s on)(y) = det : (o1, on)y) = : : (y)- (25)
on—1 oty ... Oy,

x x x

Soit 0 < |A| < M,. On note en particulier wy(y) la matrice associée aux ¢}, ¢, ¢35, ¢, , puis
W(y) = detwy(y) = D(¢7, ¢35, ¢35, 61 )(y). On choisit ces 4 solutions de Ly = A¢ car elles décroissent
en 0o ou en —oo, et vont donc permettre de construire G. Comme on l’a déja vu au §1 et comme
on le verra plus loin, on a besoin de savoir si W s’annule. Par définition des gbii,

Oywy = A(y; X) wx.
Le calcul classique de la différentielle du déterminant donne d det(X) - H = Tr (*Com (X) H), donc

Wy = Tr ("Com (wy) Oywy) = Tr (A(y; ) wy *Com (wy)) = Tr (A) Wy, (26)
ou Tr (4) = —4%. Puisque w(0) = 1, la résolution de ’EDO (26) donne pour y € R
W (0)
Wi(y) = :
)\(y) w(y)4

De sorte que W, est soit identiquement nulle, soit ne s’annule jamais. Ceci motive a noter E(\) :== W) (0)
la fonction de EVANS. Ajoutons que E(\) = 0 ssi A est valeur propre de L. 23

22. Lorsque l'on construit ¢, , pour les j tels que By o=y

1
_ _ . 0 0
p; — ;>0 on utilise Jro= _fro'
23. Pour le sens direct, E(\) = 0 assure que la famille (¢1", ¢;’, #5 , ¢, ) est liée, ce qui permet de construire ¢ € H*(R)
(on obtient 8%2¢ € L2(R) par Lé = A\p) solution de Lo = .

< 0 on utilise [7° = [0 — [* " pour les j tels que
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2.7 Construction du noyau de Green

Soit A ¢ o(L) vérifiant 0 < |[\| < M. Alors E(X) # 0 et on va pouvoir construire G (-, y) € H*(R),
solution de I’équation :

(A= L)Gx = 4,. (27)

En particulier, cette solution vérifie LGy = MG sur |—oo, y[ et sur ]y, +00[, ce qui encourage a chercher
G sous la forme

oy { St @R+ ol @) siy<a,
O3 (2)F3(y) + o5 () Fuly)  siz<y.
Une fagon d’assurer que (27) soit vérifiée est d’imposer la continuité en x = y de 92G pour 0 < j < 2,
puis d’assurer que 093G, fasse un saut de —1/¢ en x = y. Cette condition de saut
[GA,axGA,aﬁGA,BiGA]y =(0,0,0,—1/¢) =to(e),

en x = y s’écrit encore :

1 F

Oz _ F:

aacw ! (gbqus;ra(ﬁj 7¢4) (x:y) : —F2‘3 (y) :0(6)'
83:3cx —Fy

On reconnait & gauche la matrice wy(y), donc le vecteur inconnu F := '(Fy, Fy, —F3, —F;) vérifie
Iéquation wy(y)F(y) = o(e). On applique la régle de CRAMER pour obtenir

_ D(¢3,¢5,¢4) _ D(¢f, 95, 05)

Fi(y) W) Fy(y) = W, W
+ ot - + ot -
Ry(y) = - L0, Rily) = 2O )

avec la notation (25). On note N; le déterminant au numérateur de F; pour finalement avoir :

1 { o (@)N1(y) — ¢35 (z)Na(y)  siy <,

Gi(z,y) = ———
DTG o5 N) + o1 @Naly)  siw <y

2.8 Majoration du noyau de Green

On veut obtenir des majorations de la fonction de GREEN en
domaine de LAPLACE. Le contour d’intégration ne doit pas inter-

. . Qs

secter le spectre de L, on peut donc se restreindre au domaine

Qs :={\ € C* : Re(\) > —6[Im |},

ou dans la suite, 6 > 0 est choisi suffissamment petit pour que
Qs No(L) = 0. Ceci implique que Q5 ne contient pas de valeurs
propres, voir la discussion au paragraphe §1.5.

Soient M; > M, > 0 deux réels. On sépare notre étude en trois cas, suivant la localisation du parametre
spectral A € Qs\R_ :

— si M; < || avec M; suffisamment grand, on s’attend a ce que les solutions de (A — L)Gy = 6, se
comportent comme les solutions de (A +£02)Gy = &,
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— 81 Mg < |A| < My, on se contente de borner G uniformément en z,

— 81 0 < |A\| < My avec M, suffisamment petit, la construction de G faite précédemment a l’aide
des QS;t va permettre d’obtenir des majorations.

On présente le premier cas. On s’attend a ce que le troisieme soit similaire. Soit M; > 0 que l'on
fixera plus loin. Soit A € Q5 vérifiant |A| < M;. On commence par construire G.

Proposition 10. Tl existe d,7 > 0 tels que si A € Qs vérifie M; < ||, alors il existe ¢ (2; \) bases de
solutions de Lo = A\¢, dont le comportement en +co des premieres dérivées est donné par

01 () = e NN (14 27k, (23 N)) 0<j<3,

|1/4

ol les valeurs propres p; sont de modules |A/e|'/4, et sont séparées par un trou spectral :

Re p11(A), Repa(A) < —n|A/e|/* <0 < p[A/e|'/* < Reps(N), Re pa(N).

Comme d’habitude, on a noté v < ay < 0 < a_ < pz (0) taux de croissance qui contrélent u, en £oo

et /iii,j borné pour z — o0, holomorphe en v\.

Démonstration. Soit ¢ solution de Lé = A¢. Apres le changement de variable 1 (z) == ¢(z|A|~/4),
on met I’équation sous forme vectorielle. Alors ¥ := (¢, 9, 1, 2, 0,° 1) vérifie

01100

0]010
0,0 = AN W + R(z; \) @, AN =1 0loo 1 |-

-

N 000

_1 .
avec R(z;A) = O (eaiw * "”) exponentiellement localisé en +00.?* De la méme facon que dans le

cas 0 < |A] < M; on peut construire en reprenant la démonstration de la proposition 9 deux bases
de solutions &Dii dont les comportements asymptotiques sont donnés par A(A), matrice de 1'équation
(A + €|A|9.*)Y = 0.7 Ses valeurs propres sont les

4
\/X 3im  Bim  im im
1

T zef{e T et 1 e 1}
(e[A[)*

=z

ordonnées suivant Re fi1, Re i < 0 < Re iz, Re fi4. On obtient
ag;wli(va) — eﬁz()\)atﬂZ()\)J (1 + eai|)\\7l/4xﬁi:j(x;)\)) ; 0 S] < 37
puis le changement de variable inverse 9 (z) =: ¢(z|A\|~*/*) donne en 400 :
i Vg ~ J atT
OE (@i A) = ORI (AR ) T (14 e (@),

On note donc p;(A) = [A|Y4fi;(N), et la forme particuliere de z assure la condition de trou spectral,
voir figure 9. O

La proposition précédente construit en particulier gbf, gb;r, ¢35 et ¢, qui décroissent en +oo ou en
—o00, le paragraphe 2.7 permet de construire G suivant (28). Le résultat suivant nous assure que E(\)
ne s’annule pas sur 25, pour § fournit par la proposition précédente.

Lemme 11. 1l existe M;,C > 0 tels que pour tout A € Qs vérifiant M; < |A| on a E(\) > C|)\/e|*/2.

24. Les coefficients non nuls de R sont les Ry ; = %|)\\i/4’1gi(a¢|/\\’1/4).
25. Clest-a-dire (A +€8,%)¢ = 0.
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FIGURE 9 — Location des 1;(\) pour A € Q5. Si § est assez petit, £'/4/i;(\) est compris dans

un arc qui ne rencontre pas 1’axe imaginaire.

Démonstration. Par définition, E(\) = D(¢7, ¢35, 05,05 )(0) est un déterminant de taille 4. Vu la
proposition précédente, c’est une perturbation d’un déterminant de VANDERMONDE : pour |A| — 400

on a

EN) =0+01) ] (min)—m®).
1<i<j<4
O

La forme particuliere des z assure |z; — 2;| € {2,v/2} pour i # j. On en déduit |u;(A) — p;(N)
C;.jIM /Y%, Ainsi il existe M; suffisament grand tel que pour M; < || on ait 1+ o(1) > 1/2, donc

E(\) > 8|\ /e[6/4.
On veut maintenant obtenir une majoration de G.

Proposition 12. 1l existe n,d, M;, C > 0 tels que pour A € Qs vérifiant M; < |A| on a
4
oA/l lz =yl

-
<O
On découpe la preuve suivant les positions relatives de x,y et 0. On présente les cas

ou y < z de telle sorte que |x — y| = ¢ — y. Les autres cas s’adaptent sans difficulté. On continue donc

Démonstration.

avec

L (6t @)M) - 6F (2)Na(w)

Ga@,y) = eWi(y)

et on discute uniquement du terme @7 (z) Ny (y), I'autre se traite identiquement.
z)| —nlA/e|M/*

<e
(¢7),

— y<0<x:casouxetysont du « bon coté ».
*. Pour controler

Dans un premier temps, on a ¢f (z) = e1O(1), donc |¢] (
Ni(y) = D(¢5, 65,65 )(y), on doit écrire ¢3 dans la base B_

Ni(y) =Y a:D(6; 63, 65)(v)-

i=1
Remarquons que les termes pour i = 3,4 sont nuls. On a donc pour M; assez grand

M) <O 3 fag] Rt b8 Vandy (),

i=1,2
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ot Vands(A) est le déterminant d’une matrice de VANDERMONDE de taille 3. On utilise la symétrie
que partagent les p1; : Re(j; + 3 + pa) < Re g < 1|\ /g4, pour obtenir

1/4y.

[Ny ()] < C|A/e]¥/* eVl

Finalement, on majore 1/|Wy(y)| < Cw(y)*|\/e|~3/? < C|A/e|~3/? pour obtenir 'inégalité an-
noncée.

— y <x<0:casouz est du « mauvais coté ».
Comme précédemment on utilise 1/|Wy (y)| < |A/e|~3/2. Cette fois, on décompose ¢7 (z) dans la
base B_ et on se contente d’une borne exponentielle.

1/4,

4
|67 (2)] <D _laill¢; (z)] < CeRer® < Cem1Me
i=1

On majore Ny(y) exactement comme dans le cas précédent.

— 0 <y <x:casouy est du « mauvais coté ».
On majore gbf(m) de la méme fagon que dans le premier cas y < 0 < z. On décompose ensuite
N;(y) dans la base B_, on se contente d’une borne exponentielle :

NI < > laibj|D(¢3, 67, 67)(y) < CVands(A) > eRelmtutuly,
i#je{1,3,4} i#je{1,3,4}

Remarquons que pour i # j € {1,3,4} on a Re(uo + p1; + 11;) < Re(ua) < n|A/e|/4, ce qui donne
[Ny (y)] < C’|)\/6|3/4677|)‘/5‘1/4y. On en déduit I'inégalité annoncée.
O

On s’attend & ce que ce schéma de preuve s’adapte dans le cas 0 < |A| < My, ingrédient clef étant
que 'on peut apparier les valeurs propres ', u3,pus et py . En effet uf (\) et py () sont du méme
ordre de grandeur e~/2, tandis que 3 (\) et pz (\) sont proches respectivement de 0 et u3 (0) > 0.

Annexes

A Etude polynomiale

On étudie ici le polynéme Q(X) = —e X* + X2 + ¢ X + £/(0). Pour le choix de ¢, donné par (14),
v est racine double de Q). On peut donc écrire

Q=—c(X-v) <X2+ZVX f/(0)>,

ev?

et @) possede deux autres racines réelles. ° On veut maintenant trouver les racines de

QX)=—-eX*+ X2 +cX + /(1) =Q(X)+ f'(1) - f(0).

Les racines de

/ _ 3 — _ _ 2 L
Q(X)= -4 X +2X +c=—de (X —v) (X +I/X+46V).

26. On calcule explicitement leurs expressions : —v &+, /v2 + f/(0)/ev?.
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dy v do x

FIGURE 10 — Polynéme Q(X). On peut voir sa racine double v et ses deux autres racines.
Les d; et v sont les racines de Q'(X). Lorsque ¢ — 0, Q(d;) — +00 ce qui assure I'existence
de racines pour Q(X).

)1/2 + O(1), et en réutilisant les développements

sont v, dy et dz.?" Quand ¢ — O on a d; = + (— 5=
de v et ¢, on obtient

2
Q(d;) = é (40|1*/| - <40|Z|) ) +0(e71?) = 4—16 + 0@ V?) — 4.

Ainsi Q(X) = Q(X) + f/(1) — £/(0) possede quatre racines réelles que I'on note y; , elles vérifient 2
pr <pg <v<0<pg <fig.

B Forme de 'opérateur stabilisé
d

Proposition 13. Soit P := Z?:o aj X7 polynome. On note 7= P(9,) = > j=0 a;0 opérateur diffé-
rentiel H(R) — L?(R). Pour w(z) = e"* poids exponentiel, on note

LE(R):={u € L*(R): wu € L*(R)}.

I'espace & poids associé. Alors Uopérateur T, : L2(R) — L2(R) de domaine HZ(R), défini par
T, = w™Tw a pour expression

En particulier, v est racine de P avec multiplicité k ssi les k coefficients de plus bas degré de T,
sont nuls.

Démonstration. C’est un simple calcul. Par la formule de LEIBNIZ on a
d

J . d J . d d .
-1 _ -1 ] I\ () qi—i _ ] I\ iqi—i _ I\, i—iqi
w Tw =w a; > (Z)w 0l = anj EO <l>1/ 0.7 = E E aj(l_ VoL,
= Jj= 1=

j=0 i i=0 j=i

On a utilisé le fait que diw = viw, fait le changement de variable i < i — j puis inversé les deux

sommes. En explicitant (?) on calcule (7)27~" = 9% (27), de sorte que E?,i a; ()i~ = 1PW (). O

i ! = i

27. Les expressions explicites des d; sont données par % (—V + ., /v2 — i)
28. Appliquer quatre fois le théoréme des valeurs intermédiaires, en utilisant Q(v) = f/(1) — f/(0) < 0 et Q(0) =
f'(1)<o.
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