MODULES DE DRINFELD, GEOMETRIE RIGIDE ET
CORRESPONDANCE DE LANGLANDS POUR GL, EN

CARACTERISTIQUE POSITIVE.

MARC REVERSAT

REsuME. En 1974 Drinfeld publia sa loi de réciprocité, un pas im-
portant vers 1’établissement de la correspondance de Langlands en
caractéristique positive pour GLs ([10]). La géométrie rigide, qui a
pris son essort un peu apres, permet de bien détailler et expliquer
ses idées et ses méthodes. C’est ce que ces notes essaient de racon-
ter, elles sont relatives a des exposés qui se déroulent au “Séminaire
de géométrie algébrique, champs et homotopie” de Toulouse, a par-
tir d’avril 2013.

Le texte est divisé en quatre parties. La premiere concerne les
modules de Drinfeld, introduits dans [10], nécessaires pour algé-
briser certains espaces analytiques; la deuxiéme partie expose les
outils de géométrie rigide indispensables ici, il s’agit de la géomé-
trie rigide a la Tate, Kiehl, Gerritzen...; les troisieme et quatriéme
parties contiennent ’apport de cette géométrie & cette théorie : [16]
et pour la cohomologie étale-rigide [2] et [30].

Ce texte a été vite écrit, les trois premieres parties, déja expo-
sées, ont été corrigées de beaucoup de leurs maladresses et erreurs,
il reste a la derniére partie de profiter des commentaires et cor-
rections des collegues, qui voudront bien continuer a suivre ces
exposés.
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Premiére partie 1. Les modules de Drinfeld.

1. NOTATIONS ET PRELIMINAIRES.

Soient F, un corps fini de caractéristique p, C une courbe définie
sur F,, projective, lisse et géométriquement irréductible, K =F,(C) le
corps des fonctions rationnelles sur C. On désigne par oo un point de
C rationnel sur IF;, que I'on appelle la place a l"infini de K et I’'on pose
A = O¢(C — {o0}), c’est lanneau des fonctions réguliéres en dehors
de l’infini, ¢’est un anneau de Dedekind, son nombre de classes est fini
puisque Je(F,) est fini, ot Je est la jacobienne de C.

Par exemple C = Py est le droite projective sur Fy, K = Fy(T), oo
est la place 1/T-adique et A = F,[T]. Ces données sont les analogues
en arithmétique de caractéristique positive de Q, la place a I'infini et
Z, ou d'une extension finie de Q, etc. C’est cette situation que nous
considérerons (K = F (T), A = F,[T]), comme nous nous intéressons
au représentations du groupe de Galois absolu de K, c’est en fait la
situation générale.

Les valeurs absolues (les places) de K sont toutes non archimédiennes
(ultramétriques) et discretes, par exemple si C = P]%q, outre la valeur
absolue triviale, ce sont a équivalence pres les valeurs absolues 1/T
et P-adiques, ou P décrit les éléments irréductibles (et de coefficients
dominants 1) de IF,[T]. On supposera toujours les valeurs absolues nor-
malisées de la maniere suivante : si w est une uniformisante de la
valeur absolue | - |p attachée au point fermé P de C, on suppose que
lw|p = 1/8(F,(P)), F,(P) désignant le corps résiduel en P, son car-
dinal est une puissance de ¢, on écrira souvent #(F,(P) = ¢i&¥ (par
exemple si C = Py et P € F [T}, deg P est le degré du polynéme P).
La valuation vp attachée a |- |p est vp = —log, | - |p, donc en parti-
culier vp(w) = deg P et l'on voit alors que la formule du produit, bien
connue des arithméticiens, est ici une conséquence immédiate du fait
qu'un diviseur sur C rationnel est de degré zéro. : pour tout A € K,

\ £ 0,

I] Nlp=1 oubien > wp(X)=0,
PelC| PelC]

ou |C| désigne I'ensemble des points fermés de C.
Soit K, le complété de K pour la place a 'infini, on désigne par C'le
complété d’une cloture algébrique de K, il est encore algébriquement
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clos. Lorsque K =F,(T) et co =1/T, on a

Kao=Fy((7)) e O=F%( 5 r € Q).

L’analogie avec la situation classique Q, Z... dit que K., et C jouent
les roles de R et C.

Il faut remarquer que C' n’est pas localement compact, il n’est d’ailleurs
pas discretement valué. Reprenons l'exemple de K = F(T) et oo =
1/T, soit r, une suite de nombres rationnels plus grands que 1 et qui
tendent en croissant strictement vers \/§ (tout nombre irrationnel plus
grand que 1 conviendrait), soit

un =y

1<n<N

1
Tr

on a |[uy — Un+1leo = |77t |0 donc si

1
TrN+1 |OO} ’

ona Dy D Dy,1, ainsi la suite de disques (fermés) Dy est décroissante,
le diametre ne tend pas vers 0, mais Ny Dy = 0, en effet, si cette inter-
section est non vide, elle contient un élément algébrique sur Fy((7)),
donc une somme finie > )\T% pour des r rationnels et des A, € IFZlg , on
voit que ce n’est pas possible en regardant les valeurs absolues.

Tout corps ainsi, valué, non archimédien et complet, possede une
cloture maximalement complete, ¢’est a dire un extension dans laquelle
un “trou” comme il vient d’étre mis en évidence n’existe pas et qui
de plus est “minimal” pour cette propriété. Pour le corps que nous
considérions et avec ’exemple de “trou” donné on peut voir que cette
cloture maximalement complete est

DN:{UEC; |U—UN|OO§|

1
]leg(%)\rﬁ i\ € Fglg , R décrivant le parties bien ordonnées de Q) ,
re

(le bon ordre est pour 'ordre croissant).

Pour plus de détails sur 'arithmétique en caractéristique positive
on peut consulter [49], [23], [1] et la plupart des traités classiques de
théorie algébrique des nombres, pour les extensions immédiates [46],
ch. 7 (1). Le livre de Weil [49] est précurseur sur beaucoup des aspects
que nous allons développer dans ces notes.

1. un livre déja ancien et qui est difficile a lire, on peut trouver un résumé du
passage nous concernant dans [34] § 0.2.
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2. DEFINITION ET PREMIERES PROPRIETES DES MODULES DE
DRINFELD.

([14], [1] lecture 1, [23]) Soient v : A — L un homomorphisme
d’anneaux (unitaires) dans un anneau L, que 'on suppose de plus F-
linéaire, par exemple L est une extension d'un quotient de A, ou encore
v est I'inclusion A C C. On dit que L est un A-anneau, ou un A-corps,
que v est sa A-structure et que ker~y est sa A-caractéristique. Un mo-
dule de Drinfeld sur L est la donnée d’une structure de A-module sur
le groupe additif (L, +), mais nous allons dire cela plus précisément.

Soit L{7} I'anneau des polynémes de Ore a coefficients dans L ([37]),
il est muni de I’addition habituelle et sa multiplication vérifie, pour n,
m dans Net a € L

tmora=alt

c’est a dire que 7 peut-étre vu comme ’endomorphisme de Frobenius de
[F, agissant sur les anneaux extensions de [F,. Si L est un corps 'anneau
L{7} est euclidien a droite donc principal & gauche, aussi euclidien a
gauche et donc principal a droite si de plus L est algébriquement clos.

Si L est un corps fini, extension de degré n de F, alors L{7} est une
algebre sur F, de rang n?, de centre F [7"] (7" est I'automorphisme de
Frobenius de L).

Définition 2.1. Soient L un A-anneau, v sa A-structure ; un module
de Drinfeld sur L est la donnée d’un homomorphisme d’anneaux uni-
taires ¢ : A — L{t} tel que pour tout a € A le terme de degré 0 du
polynome ¢, soit v(a) et que le coefficient de son terme de plus haut
degré soit inversible dans L.

Cette notion a d’abord été introduite par Drinfeld sous le terme de
modules elliptiques ([10]), ce vocabulaire s’expliquera plus loin.

Proposition 2.2. Soit ¢ : A — L{7} un module de Drinfeld et sup-
posons que L soit un anneau intégre, alors il existe un entier r > 0 tel
que pour tout a € A, a # 0, deg, ¢, = rdega. Cet entier s’appelle le
rang du module ¢.

Démonstration. L’application a — —deg, ¢,, a € A, induit une valua-
tion sur K, négative sur A, donc équivalente la valuation a l'infini de
K et précisons que cette derniere est équivalents a la valuation induite
par a — —dega, ott dega est défini par la formule ¢i8® = #(A/aA).
Donc il existe un nombre rationnel r» > 0 tel que deg, ¢, = r dega pour
tout a € A, a # 0. Le fait que r soit un entier est une conséquence du
lemme suivant. 0
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Lemme 2.3. Soit ¢ : A — L{r} un module de Drinfeld, on suppose
que L est un anneau intégre (en particulier la structure de A-anneau
v:A— L de L est telle que kery soit un idéal premier) et soit E une
cloture algébrique de son corps des fractions ; pour tout idéal I non nul
de A soit ;¢ l'ensemble des éléments x de E tels que ¢q(x) = 0 pour
tout a € I. Alors ;¢ est par ¢ un A-module, qui s’appelle le module de
I-torsion de ¢.

Ecrivons I = pi*---pl ou les p; sont des idéauz premiers de A non
nuls et distincts et les n; > 0 des entiers, alors

Igb: @ p?l¢ .

1<i<s

Soit p un idéal premier non nul de A et n > 0 un entier,
— si p # kery on a un isomorphisme de A-modules

A r
o (w)

ou r est le rang de ¢, r est donc un entier,
— si p =kery # {0} il existe un entier h > 0, indépendant de n, tel

que
A r—h
)
p

0= @ p:“gb

1<i<s

Démonstration. On a

En effet D est évident, l'autre inclusion se voit en remarquant que,
dans A, 1 = 37<,<, a; pour des a; € []; p;”, et en appliquant ¢ a
a=a-1€l.

On examine donc maintenant le cas ou I est une puissance d’un
idéal premier non nul p. Comme p" est de type fini le module yn¢ est
un ensemble fini, en effet, si a € A, ker ¢, est un ensemble fini. Donc
pn@ est un A-module de torsion. Soit € yn¢ annulé par a (par ¢,),
avec a dans aucune puissance de p, on voit alors que A = (p") + aA
annule x, donc x = 0. Il suit des propriétés des anneaux de Dedekind
que pn¢ est de la forme

A
p"¢ = @ psi(”)’
1<i<t(n)
et comme le membre de droite est annulé par p” on a s;(n) < n pour
tout n.
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Il existe un entier a > 0 tel que p* soit principal, on écrit p* = (p)
avec p € A. Ecrivons
bp = TO(ciId + - + ¢ )

avec ¢g, et ¢, non nuls, avec £ = rdegp (cf 2.2). On voit que

(bpn = Tnéo (CSZ) Id+---+ CT(S”)dengnr degpfn@o)
(n) (n)

avec Cpp €t €p/q00, nON nuls. Le module jn¢ est 'ensemble des racines
(dans F) du polynoéme

nrdegp—nég

Qu(X) =W X 4.4 X ,

ntg nrdegp

donc ﬁ(pngb) — an degpfnlo‘
On a, comme il a été expliqué plus haut que

1) po~ B —

1<i<t(an) pe .

avec donc [Ty <;<¢(an) gilon)degp — gnrdegp—nlo o remarquons que deg p =

adeg p. Finalement

(2) > si(an)degp = nradegp — nly .

1<i<t(an)

I1 suit de cette derniere formule que

n"log,(#(,n¢)) = radegp — (o

est indépendant de n. On a ¢,(,n¢) = ,n-1¢, donc en appliquant ¢, a
la relation (1) il vient avec (2)

nradegp —nly = > (s;(an) — a)degp+

1<i<t(an)

si(an)>a
a Y degp+ D> si(an)degp,
1<i<t(an) 1<:i<t(an)
si(an)>a si(an)<a

le premier morceau du membre de droite de cette formule vaut r(n —
Dadegp — (n — 1)y, le second at(a(n — 1)) degp, par suite

at(a(n —1))degp < adegp — Lo ,

comme 1’on voit aussi que t(an) est croissant avec n, il suit qu'il existe
no tel que t(an) soit constant pour n > ngy, sa valeur étant alors

t:=t(an) <r—

our n > ny .
adegp P =0

Soit A, le complété p-adique de A, la limite projective T),(¢) suivant n
des pn¢ (les morphismes de transitions étant ¢,) est naturellement un
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Ap-module et la discussion qui précede montre qu’il est de type fini,
sans torsion, donc libre. On voit aussi que T,,(¢)/(p") =~ ¢, il suit que

en tant que A-module
A t
n() ( ) ,
g ()

donc pour n > ng on a s;(an) = an et donc

lo
(3) t_r_ozdegp'

Comme ~ n’est pas le morphisme nul (car unitaire) on peut choisir p
tel que (p) = p* ne soit pas contenu dans ker v, c’est a dire que I'on a
lo = 0, auquel cas on voit avec la formule (3) que t = r et ceci montre
que r est entier, de plus, toujours avec la méme formule on constate
alors que degp = adegp divise [p.

Ce raisonnement peut étre refait pour pantm@, avec 0 <m < «, a la
place de pan = o, il vient que pour tout n

A r—h
e
p

ol h est un entier naturel et A > 0 implique p = ker . U

Remarque 2.4. Soit ¢ : A — L{r} un module de Drinfeld sur un
anneau integre L.

Soita € A, a # 0, écrivons ¢, = g, + - - + ot avec ¢y, et ¢, non
nuls, alors { = rdega ou r est le rang de ¢. Une propriété analogue
existe pour cq,, cf le lemme 3.2 plus bas.

On n’a mis en évidence l’existence du rang que pour les modules de
Drinfeld sur les anneauz intégres, cela peut étre fait plus généralement
en remplagant dans la définition L par le groupe additif Ga,p, et ¢
devient un sous-schéma en groupes... Nous n’utiliserons pas ce point de
vue.

3. LES ISOGENIES.

Une isogénie entre deux modules de Drinfeld sur le méme A-anneau
L est un morphisme des structures de A-module qu’ils déterminent.
Remarquons qu’une isogénie est d’abord un morphisme [Fy-linéaire, ceci
explique la définition suivante.
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Définition 3.1. Soient L un A-anneau, ¢ et 1) deuxr modules de Drin-
feld sur L, une isogénie u : ¢ — 1 définie sur L est la donnée d’un
élément u de L{T} tel que pour tout a € A

ud, = You dans L{T} .

1l suit que ¢ et ¢ ont alors méme rang. Une isogénie u : ¢ — 1 est
appelée un isomorphisme si elle est inversible, c’est a dire s’il existe
une isogénie v : Y — ¢ telle que uv = vu = 1 dans L{t} (si L est
intégre, on a L{T}* = L*).

Lemme 3.2. Soient L un A-corps, u : ¢ — b une isogénie entre deux
modules de Drinfeld sur L et posons u = ut? avec @ € L{t} séparable
(i.e. &= up+uT+ - avec ug # 0), alors

(1) si la A-caractéristique de L est (0), alors d =0,

(2) si la A-caractéristique de L est B # (0), alors d/ deg*P est un
entier.

On appelle hauteur de [’isogénie u ’entier 0 dans le premier cas et
d/ degB dans lautre cas. On dit que l'isogénie u est séparable si sa
hauteur est nulle, qu’elle est purement inséparable si elle s’écrit v = 1¢
avec d > 0.

Démonstration. Soit a € A, de up, = Y,u on déduit v(a)? = y(a),
d’ou le résultat puisque y(A) ~ A/B. O

Proposition 3.3. Soient L un A-corps et u : ¢ — 1) une isogénie entre
deux modules de Drinfeld sur L. Alors il existe une isogénie v : ) — ¢
eta € A, a#0, tels que vu = ¢, et uv =1, dans L{T}.

Démonstration. On suppose d’abord que I'isogénie est séparable. Dans
une cloture algébrique L& de L soit Z I'ensemble des zéros de u; si
U= uy+ T + - +ust?, Z est 'ensemble des racines du polynéme
additif séparable ugX +uy X9+ - - -+ u; X9 € L[X]. Comme Z est via
¢ un A-module fini, il existe a € A, a # 0 tel que ¢, soit nul sur Z.
Donc il existe v € L¥8{r} tel que ¢, = vu, on utilise ici la structure
euclidienne a droite, par unicité on a v € L{7}. On voit que

Vel = UGy = UVU

donc, par intégrité, 1), = uv. Montrons que v est une isogénie de
vers ¢ : soit b € A, on a ugy = Yupu, donc ugyvu = uviyu, par suite
Opv = V.

Examinons maintenant le cas général. Soit P # (0) la A-caractéristique
de L, on écrit u = ur? avec d = hdeg®P, h étant la hauteur de w.
Soit a € A, si ¢o = y(a) + auT + -+ + QprdegaT 98 on pose ¢, =
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v(a) + af' Tt a,?‘ilegaﬁdega (il faut remarquer que y(a)?" = y(a)
car degP divise d). On voit que a — ¢, est un module de Drinfeld,
que 7% = ¢'7% et ¢’ = Y, on est donc ramené au cas ou l'isogénie
est purement inséparable.

Soit donc une isogénie 74 : ¢ — ¢/, soient P la A-caractéristique
de Letae€PB,a#0 Onad, =a,°+- -+ ardegaTTdega avec
ig > 0, donc 7¢ divise & droite ¢4, i.e;. ¢pga = v7¢ avec v € L{7}; v
est l'isogénie cherchée. O

Beaucoup de résultats analogues a ceux que ’on connait pour les
variétés abéliennes sur les corps de nombres peuvent étre montrés ici
pour End 4¢, 'anneau des isogénies du module de Drinfeld ¢, nous ne
les détaillerons pas, on renvoie a [15] et la “lecture 5” de [1], ainsi qu’a
leurs bibliographies.

Exemple 3.4. Classes d’isomorphismes des modules de rang 1. On
se place dans le cas 0 C = Py, , donc A = Fy[T}], etc. Un module de
drinfeld de rang 1 est caractérisé par sa valeur en T. Soient ¢ et
deux modules de Drinfeld sur C', de rang 1, on écrit o = T + ar,
Y =T 4 bt et ces deux modules sont isomorphes si et seulement si il
existe A € C' non nul tel que Apr = Yr\. Un calcul simple montre que
ceci est équivalent a la relation a/b = \1"1, donc X existe. On vient de
montrer qu’il n’existe qu’une seule classe d’isomorphisme de modules
de Drinfeld de rang 1, lorsque C = IP’Iqu, A =TF,[T]... En général, ce
nombre est égal au nombre de classes d’idéaux de A ([27]).

Exemple 3.5. Classes d’isomorphismes des modules de Drinfeld de
rang 2. On se place enore dans le cas ou C = IP%Fq, donc A = F [T,
etc. Un module de drinfeld de rang 2 est caractérisé par sa valeur en T
Soient ¢ et ¥ deux modules de Drinfeld sur C, de rang 2, on écrit ¢r =
T+ai7+as1?, vp = THbi7+by7? et ces deux modules sont isomorphes
st et seulement s’il existe A € C' non nul tel que \¢r = YrA. On voit
par le calcul que cela équivaut a N1 = by /a; et A1 = by/as, donc
une condition nécessaire et suffisante pour que ¢ et v soient isomorphes
est que al™ Jay = b9 /by, La quantité

j(¢) = aft' ay

caractérise la classe d’isomorphismes de ¢ et l'on voit qu’un espace

de modules (grossier) pour les modules de Drinfeld sur C est la droite
affine AL.
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4. DISGRESSION : LES EXTENSIONS CYCLOTOMIQUES, LE CORPS DE
CLASSES ABELIEN.

Il s’agit ici de dire quelques mots sur ’analogue en caractéristique po-
sitive des extensions cyclotomiques de @, analogue au sens de leur role
arithmétique : construction de ’extension abélienne maximale, théorie
du corps de classes abélien. Pour K = F,(7") tout est trés bien écrit
dans larticle de D. Hayes [26], que nous allons résumer et dans lequel
D. Hayes précise que certaines des idées viennent de L. Carlitz ([6]). D.
Hayes a lui-méme traité le cas ou le corps de base K est plus général
([27]), mais nous n’en dirons rien ici.

On a donc dans ce paragraphe K = F (7)), A = F,[T], les éléments de
A irréductibles et unitaires seront appelés premiers. Rappelons qu’une
extension finie L de K correspond a un revétement C;, — ]P’]qu, ou Cy, est
une courbe projective lisse dont le corps des fonctions est L, les points
fermés de C;, correspondent ainsi aux places de L, d’ou les notions de
ramification, inertie, décomposition des places de K dans L.

On appelle module de Carlitz le module de Drinfeld ¢ sur C', de rang
1, défini par ¢r = T + 7, on vérifie sans peine qu’en fait pour tout
a € A, ¢, € A{7} et le coefficient du terme de plus haut degré est dans
Fx,sia#0.

Etant donné u = ug + w7 + -+ + ugr? € C{r}, on pose u(X) =
X +u X7+ -+ +ug X9 € C[X], alors Keru est I'ensemble des zéros
de P(X)

Théoréme 4.1. Soienta € A, a # 0 et K, = K(,¢) Uextension de K
(dans C') engendrée par les zéros de ¢,.

L’extension K,/K est abélienne, son groupe de Galois G, est iso-
morphe a (A/aA)™ de la maniére suivante : soit X un générateur en
tant que A-module de ,¢, alors tout autre générateur s’écrit ¢p(N), ot
b € A est inversible modulo a et

Gy — (AJaA)”" | o+ b tel que o()\) = ¢p(N)
est un isomorphisme de groupes.

Démonstration. L’extension set engendrée par les racines de ¢,(X), elle
est donc normale et séparable. Soit o0 € G, = Gal(K,/K), si A est un
A-générateur de 40 ~ A/aA, o(\) en est aussi un générateur, donc il
existe b € A, premier avec a, tel que () = ¢(A). Ceci montre 1'exis-
tence du morphisme o — b, de G, dans (A/aA)*, qui est clairement
injectif.
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Pour montrer la subjectivité nous allons calculer le degré de 1’exten-
sion K,/K ; nous commengons par examiner le cas ou a = P" est une
puissance d'un premier de A.

Lemme 4.2. Soient P un premier de A, n > 0 un entier, a = P" et
X un générateur du A-module ,¢, soit f(X) = ¢p(X)/X, alors f(X)
est dans A[X], c’est un polynome d’Fisenstein en P et

irr(\, K X) = f (6pni(X)) € A[X] .

Démonstration. On examine d’abord le cas n = 1. Soit s : A — A/PA
la surjection canonique, on voit que ¢ = so¢ est un module de Drinfeld
de rang 1 sur A/PA, ¢p en est une isogénie de hauteur non nulle, donc
de hauteur 1, par suite ¢p est de la forme cr€? ¢ € (A/PA)*, ce qui
montre que f(X) est d’Eisenstein en P.

Supposons maintenant n > 1. On a

4)  opn(X) = ¢p (¢pr-1(X)) = [ (dpr-1(X)) X dpn-1(X)
f(@pn—1(X)) est dans A[X] et toujours d’Eisenstein en P. O

Ce lemme termine la démonstration du théoreme lorsque a est une
puissance d’un polyndéme irréductible de A. Le cas général vient la
linéaire disjonction entre K, et K, si a et b sont des éléments de A
premiers entre eux. Cette derniére assertion résulte du lemme suivant,
qui précise les ramifications.

Lemme 4.3. Soient P un premier de A, n > 0 un entier et a = P".
Les places de K autres que les P et 1/T-adiques ne sont pas ramifiées

dans K,, Pest totalement ramifiée, d’indice de ramification (gt —
1)gln=dee? = [K, : K].

Démonstration. Soit A un A-générateur de ,¢, on a K, = K(\); soit
A la fermeture intégrale de A dans K, on a A[\] C A. Le discriminant
de A[)] divise l'idéal de A engendré par la norme de ¢'(\), ot g(X) =
irr(\, K; X), le lemme précédent ainsi que la formule (4) montrent que
ce discriminant est une puissance de P ; que le terme constant de g(X)
donne =P = [] X ou X décrit les conjugués sur K de A, 'ensemble
de ces conjugués est l'ensemble des ¢,(A) ou b décrit (A/aA)* donc
A divise chacun de ses conjugués dans A[)], de méme un conjugué N
divise A dans A[N] = A[)\] : on a prouvé P = ekl o ¢ A[N]*.
On en conclut que P est la seule place de A ramifiée dans K, elle est
totalement ramifiée. O

Fin de la démonstration du théoreme. On écrit a = vP" --- P ou

v € FX et ot les P; sont des premiers de A distincts. Le corps K, est
le compositum dans C' des corps K pn: et leurs ramifications montrent
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que chacun d’entre eux est linéairement disjoint du compositum des
autres, donc G, ~ [[1<;<, G pris C€ qui permet de conclure. U

Proposition 4.4. Soient a € A, a # 0 et K, = K(,¢) l'extension de
K (dans C) engendrée par les zéros de ¢,, alors la place 1/T-adique
de K est modérément ramifiée dans K,.

Comme au dessus on se ramene au cas a = P", ou P est un premier

de A.

Proposition 4.5. Soient P un élément premier de A et n > 0 un
entier. La place 1/T-adique se décompose en q48P~1 places dans Kpn,
chacune étant d’indice de ramification q — 1 et d’indice d’inertie 1.

Démonstration. cf [26], th. 3.2. O
4.1. L’extension abélienne maximale.

Théoréme 4.6. L’extension abélienne mazimale (dans C) de K est le
compositum de trois sous-corps de C', qui sont

(1) la cloture algébrique F2s de Fy,
(2) KT =UK,, ot a décrit les éléments non nuls de A,

(3) le corps K ainsi construit : On raisonne avec 1/T comme on
Ua fait avec T, sotent A" =F,[1/T], ¢/ : A — C{r} le module
de Drinfeld défini par ¢’1/T =1/T + 7; soit n > 2, l’extension
Ky de K est abélienne, de degré ¢"~'(q — 1) et totalement
ramifiée en 1/T, elle posséde une sous extension K™ abélienne,
de degré ¢" 1 et totalement ramifiée (sauvagement) en 1/T ; on
pose K = U,>o K",

On montre (cf. [26]) que les extensions F2'¢ et K”sont linéairement
disjointes, de méme pour K*° et le compositum [F Zlg - KT. L’extension
abélienne maximale de K dans C' est le compositum K = Fglg KT
K> etl'onaGal(K*/K) ~ Gal(]FZlg/IE‘q) xGal(KT/K)xGal(K*/K).

Lemme 4.7. (1) Si P est un élément premier de A on désigne par
Op lidéal de valuation du complété P-adique de K. On a un
isomorphisme de groupes topologiques

Gal(K'/K) ~ H o5 .

Cet isomorphisme est ainsi construzt s sotent Q) € A, unitaire,
Q = [IP" sa décomposition en produit de premiers de A, \
un A-générateur de ¢ ; soient x = (xp) € [[pOp et R un
élément de A tel que R = xp, mod P pour tout i; on sait que R
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détermine un unique K-automorphisme or de K, caractérisé
par or(N) = ¢r(N) ; ceci permet de définir

[105 — Gal(Ko/K) .
P

qui donne [’homomorphisme cherché en passant a la limite in-
ductive suivant ().

(2) Soit Oyyr lanneau de valuation du complété 1/T-adique de K,
on a un isomorphisme de groupes

Or
q
En effet, K> est la réunion des K™, n > 2 (voir plus haut) et
Gal(K"/K) est isomorphe au quotient d’ordre ¢"~1' de
(A’/(1/T)"A")*, donc
(A'/(1/T)"A")*

Gal(K"/K) ~ i
q

Ce lemme, dont la démonstration est contenue dans I’énoncé, permet
de donner une description adélique du groupe de Galois de K2 sur K.

Soit Z le groupe des ideles de K, c’est a dire le groupe des adeles de
GL;(K), si V désigne I'ensembles valuations de K, a équivalence prés,
7 est ensemble des z = (z,)pev tels que x, € O presque partout,
c’est a dire que z, est un élément inversible de ’anneau de valuation du
complété de K en v, pour tout v sauf pour un nombre fini d’entre eux.
Comme l'on fera plus loin, on désigne par 1’'co la valuation 1/T-adique,
on la dit “valuation a 'infini” et I’on dit que les autre places sont finies,
un élément z = (z,)pey de T s'éerit 2 = (2o, 2y) OU 200 € K (Koo
est le complété oo-adique de K) et z, désigne la “partie finie” de z,
c’est a dire sa projection sur les composantes finies. Soit x,, € KZ, il
s’écrit de maniere unique

too = 1 (UT)" -

X

avec p € F,n € Z et yo € quiT

des chinois, on voit donc que 'on a un isomorphisme naturel

. Grace en particulier au théoreme

OX
T K= (Zx % I 01 |
Fl] v finie

comme Z s’envoie naturellement dans Gal(F2'8/F,) il vient un homo-
morphisme injectif
T/K* — Gal(K™/K)
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et il faut noter que cet homomorphisme est continu a image dense,
la topologie de Z étant donnée par la base d’ouverts [[,cy U, avec
U, = O presque partout.

4.2. L’application d’Artin. (cf [33]) Soit L une extension galoisienne
finie de K (ce qui est dit ici est encore valable si par exemple K est
une extension finie de IF,(7"), ou méme du corps des nombres rationnels
Q), de groupe de Galois G. Soient A la fermeture intégrale de A dans
L, p un idéal premier non nul de A et B un idéal premier de A au
dessus de p; soit D(P) l'ensemble des 0 € G tels que o(B) = B,
c’est le groupe de décomposition de B. Il y a un morphisme naturel
D(B) — Gal(A/B, A/p), qui est surjectif, son noyau est le groupe
d’inertie de ‘P.

Si B est non ramifié sur p son groupe d’inertie est trivial, ¢’est a dire
que D(PB) ~ Gal(A/P, A/p). Le groupe Gal(A/P, A/p) est cyclique,
engendré par I'automorphisme de Frobenius x + ¢, ott £ = #(A/p),
soit alors (P, L/K) € D(*B) donnant ce Frobenius par "isomorphisme
précédent, c’est I’élément de Frobenius en ‘B, il est ainsi caractérisé :
c’est I'unique élément ¢ de Gal(L/K) satisfaisant les deux assertions
sulvantes

(1) ¢ € D(B),
(2) pour tout z € A4, on a ((z) = z° mod B, ou £ est le cardinal de
Alp.

Le groupe de Galois GG opere transitivement sur les idéaux premiers
de A au dessus de p, donc si 3 est non ramifié sur p, il en est ainsi pour
tous les idéaux premiers de A au dessus de p, si 0(*B) est 'un d’entre
eux, on a D(c(P) = o D(P)o !, donc si Vextension L/ K est abélienne
ces groupes de décomposition ne dépendent que de p, lorsqu’il n’y a pas
de ramification, son élément donnant le Frobenius de Gal(A/93, A/p)
est alors noté (p, L/K).

Supposons encore l'extension L/K abélienne et soit S un ensemble
fini de places de K contenant celles qui se ramifient dans L, soit I° le
groupe des idéaux fractionnaires de K engendré par les idéaux premiers
qui ne sont pas dans S, I’homomorphisme

bryi 1% = Gal(L/K) , pit--ppm = ] (b, L/K)™
1<i<r
(ou les p; sont des idéaux premiers non nuls de A et les n; sont dans
Z) est appelé Uapplication (globale) d’Artin.

Revenons a A = F,[T], K, etc. Soient a € A, a # 0 et P un élément
premier de A qui ne divise pas a. Soit A € ,¢ un A-générateur. Il
résulte du lemme 4.2 que ¢p(A) = A" mod P, ot P est un idéal de
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Kp au dessus de (P). Mais cette congruence caractérise ’élément de
Frobenius en P de Gal(K,/K). Conclusion :

Théoreme 4.8. Soient a € A, a # 0 et P un élément premier de A
qui ne divise pas a. Soit A\ € ,¢ un A-générateur, alors

((P), Ko/ K)(A) = ¢p(X) .

L’application d’Artin permet de décrire les extensions abéliennes de
K en termes d’idéaux ([33], th. 3.5 et 3.6 p.154) et ceci admet aussi
une version adelique (op. cit. p.163).

5. LE POINT DE VUE ANALYTIQUE.

Rappelons que le corps C' est algébriquement clos et complet pour
la valuation prolongeant celle a I'infini de K, il n’est pas localement
compact, il n’est pas non plus maximalement complet. On note | - | sa
valeur absolue, un disque D(a,r) de centre a € C et de rayon r € R.q
est 'ensemble des z € C' tels que |z —a| < r;sia = 0 c’est un sous
[F,-espace vectoriel de C'; le disque de C' centré a 1'oo et de rayon r
est I'ensemble des z € C' tels que |z| > r; ces disques sont ouverts et
fermés; on sera amené plus tard a ne considérer que des disques de
rayons dans le groupe des valeurs de C| i.e. dans |C*| = Q*.

Conformément aux notations de la géométrie rigide, que nous com-
mencons & aborder sans le dire, nous désignerons par C° ’'anneau de va-
luation de C, par C* son idéal de valuation et par C' = C°/C% = F2le
son corps résiduel.

Soit u € C{7}, u = ug+u1 T+ -+usT%, on pose u(z) = upz+u 27+
-+ ug2? € C[z], ceci donne un morphisme d’anneaux de C{7} dans
C'[z], ce dernier étant muni de I’addition ordinaire et de la composition
des applications.

Soit D(a,r),a € Cetr € Ry, un disque, une série u(z) = > ;50 ui(2—
a)', u; € C, est dite convergente si elle converge pour toutes les valeurs
de z € D(a,r), donc si |u;|r* tend vers 0 quand i tend vers +o00. On
dit de U que c’est une fonction analytique sur le disque D(a,r).

Soit f une fonction définie sur C et a valeurs dans C', on dit que c’est
une fonction analytique si pour tour disque D(a,r), a € C et r € R,
il existe une série u(z) = Y50 u;(z — a)’ convergente sur D(a,r) telle
que f(z) = u(z) pour tout z € D(a,r).
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5.1. Les exponentielles additives. Soit A un sous-A-module de C,
libre de type fini (i.e. projectif) et discret, on dira que A est un réseau
de C. Soit pour z € C'

en(z) =2z ] (1—;).
AEA,z#0
Proposition 5.1. (1) Le produit infini ex(z) converge uniformé-
ment sur tout disque de C, il existe des a, € C', n € N, tels que
la série 3-,>0 a,z9" converge uniformément sur tout disque de
C' et soit égale a ex(z) en tout point de C.

(2) e est Fy-linéaire, A-périodique; les zéros de e sont simples et
leur ensemble est A.

(3) L’application ey : C'— C' est surjective.

Démonstration. Soit (r;) une suite de réels positifs tendant vers +oo,
soient A; 'ensemble des A € A yens que |A| < r;; montrons que A;
est fini : on écrit A = @ISjSSA)\jv on a A C F = EBISszKoo)\j C C
et E/ est muni de deux normes, celle de C' et celle du maximum des
coefficients suivant la base (\;), elles sont toutes les deux de Banach,
donc équivalentes(?) et il est clair que A; est fini pour la deuxiéme
norme.
Donc A; est un sous-F,-espace vectoriel fini de A et

en(z)== [ -7
AEN;,2z#0
est un polyndme F-linéaire ; la suite (ep,) converge uniformément par
exemple sur tout disque de la forme D(0, R) vers ey, les assertions (1)
et (2) en résultent.

La preuve de (3) demande quelques préliminaires. Soit C' < z >
I'anneau des séries ), a,2", avec a, € C et lim,a, = 0, c’est a
dire Panneau des séries convergentes sur D(0,1) = C°, ou encore des
fonctions analytiques sur ce disque. Cet anneau est muni d’une norme
non-archimédienne, qui est || >,>0 a,2"|| = max, |a,|. On peut remar-
quer que si u € C' < z >, on a |[u|| = max.cco |[u(z)| (c’est le principe
du maximum!). On écrit, comme il est naturel

fueC<z> /|ul|<1}=C"<2z>,
fucC<z> /|ul|<1}=0"< 2>,

2. Lorsque le corps de base est localement compact, ce qui est le cas de K, la
démonstration de ce fait est la méme que lorsque le corps de base est R ou C, le
résultat est encore vrai pour les corps non archimédiens complets non localement
compact.
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O% < 2z > est un idéal de C° < z > et I’on aun isomorphisme canonique
C'< 2> /C" < 2>~C7] .

Lemme 5.2. (division enclidienne) Soit g€ C* < z >, g ¢ C" < z >
dont l’image g dans C|[z] est un polynome de degré d > 0. Soit f €
C < z>, alors il existe g € C < z > etr € C[z] tels que f = gq+7r
et [|f|| = max(||q]|,||r|]), de plus le couple (q,r) est unique pour ces
Propriétés.

1l suit que C' < z > est un anneau principal.

Démonstration. Soit g, € C[z] de degré d tel que g7 = g. On peut
supposer || f|| =1, on écrit f = 32,50 an2", 2" = g1q1,n + 71,n (division
enclidienne dans C?[2]), il vient par sommation sur n

=0 Z anqin + Z anT1in ,

n>0 n>0

donc en posant ¢1 = 3,50 AnGin, "1 = Yp>0anT1n €6 g = g1 + h avec
|h|| < 1, il vient

f= 90+ 11— hg avee || = hay || < |[p]] et [[r]| < 1.

On recommence alors avec f; = —hgy, on construit ainsi des suites(f,),
(qn) et (ry) telles que

fn = 9Gn + 70 — hgy avec || = hgu|| < |[B][* et [[ra|| < [[R[]"7,
on en déduit I'existence du couple (g, ), le reste du lemme est facile. [

Ce lemme permet de définir la notion de zéro d’une fonction analy-
tique sur un disque de C, a translation et homothétie pres il suffit de
le faire pour les éléments de C' < z >. Soit f € C' < z >, on dit que
29 € OV est un zéro d’ordre au moins n > 0 de f si (2—2z0)" divise f dans
C < z > (on peut remarquer que si |z9] > 1, alors z — zp € C' < z >*).
On pourrait ici aussi,comme on en a ’habitude, définir I'ordre d’un zéro
a ’aide des dérivations. L’anneau C' < z > est principal, donc factoriel
et les 2 — 29, 29 € C°, sont des éléments irréductibles, en particulier un
élément f de C' < z >, f # 0, ne peut-étre divisible par une infinité
d’entre eux (distincts ou non). Donc le nombre de zéro de f € C' < z >,
f #0, est fini.

Le lemme précédent montre aussi que les idéaux maximaux de
C < z > sont les (2 — 29), 290 € C°; en effet soit I un idéal de
C' < z >, il est principal, I = (f) et la division enclidienne par f
montre que C|z] a pour image C' < z > /(f) par la surjection cano-
nique C < z >— C < z > /(f).
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Lemme 5.3. Soit f € C° < 2z >, f ¢ C® < 2 >, dont l’image f
dans C[z] est un polynéome de degré d > 0. Alors il existe un polynome
g € C'2], de degré d, et h € C < z >* tels que f = gh.

1l suit que les idéaux de C' < z >, qui sont principauz, sont engendrés
par des polynomes.

Démonstration. Soit g(z) = [I(z — 2o), ou zy décrit les zéros de f,
répétés autant de fois que leurs multiplicités I'exigent. On vérifie que si
29 # 21 sont dans C?; alors (2 — 29)™ et (z — 21)™ sont premiers entre

eux, donc ¢ divise f, on écrit f = gh et 'on a aussi ||h|| = 1, de plus
h n’a pas de zéro. Comme h n’a pas de zéro, il n’est dans aucun idéal
maximal, donc inversible. O

Montrons la partie (3) de la proposition. Soit x € C il faut montrer
que ep(z) — z admet un zéro, mais ceci est vrai pour toute fonction
analytique sur C' qui possede un zéro, par exemple qui s’annule en 0,
en effet soient f une telle fonction, qui s’annule en 0, x € C' et R > 0 tel
que || f(2) —||p,r) > |x|; sur D(0, R) on peut écrire f(z) —x = gh ol
g est un polynome et h inversible, et g n’est pas le polynome constant
car ||f(2) — ||p,r) > |z| (ici on a appliqué lemme 5.3, & homothétie
et translation pres). O

Les réseaux de C' de rang r forment une catégorie, notée £,., Hom(A, A’)
étant le sous-groupe additif de C' formé par les constantes c telles que

cAh C N
Soient A un réseau de C' et a € A. Considérons le diagramme

0 - A S O B ¢ =0
xa | xa | 71
0o - A S O A ¢ =0

le point d’interrogation signalant que 1'on définit ainsi une flecche ¢?
rendant ce diagramme commutatif. Par définition, on a pour tout z € C'

P (ea(2)) = ealaz) .
Il résulte de cette définition que si a # 0 le noyau de ¢ est
1 1A
Ker¢g = ey (=A) ~ o—
en particulier ¢’est un ensemble fini.
Théoréme 5.4. L’application ¢* : a — ¢ est un module de Drinfeld
sur C de rang le rang de A ; A — ¢ est un isomorphisme de catégo-
ries entre celle L, des réseaux de rang v de C' et celle des modules de
Drinfeld de rang r sur C.
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Démonstration. Montrons que ¢* est un module de Drinfeld de rang
r = rg\. Le fait que ce soit un homomorphisme résulte de la définition,
il reste & prouver que ¢ (z) est analytique : on peut supposer a # 0,
ce sera alors un polynome avec le bon degré, puisque ses zéros sont en
nombre fini, égal & ¢"4°8? comme il a été précisé plus haut. Précisons
cette derniere assertion, soit F' une fonction analytique sur C' n’ayant
qu’un nombre fini de zéros, par exemple tous dans C° (ce qui est vrai &
translation et homothétie prés), on voit que sur C° = D(0, 1), ot ce qui
revient au méme dans C° < z >, la fonction F s’écrit F' = P(1 + zh),
olt P est un polynéme et h € C° < z > vérifie ||h|| < 1 et il résulte des
arguments de la fin de la démonstration de la proposition précédente

que z — zh est surjectif sur C' si h # 0, donc F' est un polynome.
On a

6ea(z) = ealaz) =az ] ( I1 (1"Atifax))

neEN/aN \NEA, p+ar#0

et si A est non nul
-1
az p/a ( z—,u)
1-— =|14+—— 1-—
Ji+ ax < * /\> X )

Galen(2)) = C T (ea(2) — ea(n/a)) .

HEA/al

finalement

Soit ¢ un module de Drinfeld sur C' de rang r, montrons qu’il existe
un unique réseau A de C tel que ¢ = ¢*. On procede ainsi : on
montre que ¢ détermine de maniére unique une fonction analytique
[F,-linéaire e telle que, pour tout a € A, ¢q(e(z)) = ¢(az); on pose
alors A = Ker e et A est discret car e est analytique. On commence
par montrer formellement Pexistence de e. On écrit e(z) = Y50 €29
et pour a ¢ Fy, ¢da(2) = az + a129+ -+ + a,27 avec s = rdega. La

relation ¢,(e(a™'2)) = e(z) donne pour tout n > 0

(5) en=(a" —a)" Y el
1<i<s

(les a; avec j < 0 étant nuls). Ceci prouve l'existence formelle et I'uni-
cité de e, mais il faut monter que e ne dépend pas du choix de a. On a
pour b ¢ IF,

A(e(b™'2)) = du(dale(a™b"2))) = da(dp(e(b™'a™"2)))

donc, par la relation formelle définissant e(z)

Su(e(b™2)) = da (du(e(b™'a72)))
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par suite ¢(e(b™12)) = e(2).

Montrons que la série définissant e converge sur tout C'. On choisit
a tel que |a| > 1 soit suffisamment grand. Il suit de la formule (5) qu’il
existe une constante réelle 6 > 0, ne dépendant que des coefficients de
0q, telle que, pour tout n > s = rdega

—n n

< a0 o

max |e,

q
[en] 1<i<s

I

: . o o SR EN
qui donne par itération et majoration |e,| < Ja|™™da-1, d’'ou la
convergence.

Lemme 5.5. Soient A’ et A deux réseaux de C' de méme rang r, soit H
un sous-A-module fini de C'. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) il existe une isogénie u : ¢* — ¢* de noyau isomorphe a H,
(2) il existe c € C* tel que AJcN ~ H.
Démonstration. Supposons que (2) est vraie. Soient H; = eqn(A) ~
AJeN et e, = 2z 1em az0(l — 2/X). On a ep(z) = ep, (eenr(2)). Soit
u(z) = eg, (cz), montrons que (¢ (2)) = ¢ (u(2)). On a pour a € A
u(9y (enr(2))) = ulen(a2)) = e, (cear(az)) = en, (eenr(acz))

car cep(z) = eqnr(cz), finalement

u(9y (en(2))) = ealacz) = ¢y (ea(cz))

et il ne reste plus qu’'a remarquer que e, (cz) = eg, (cep(2)).
Supposons maintenant que (1) est vraie. Comme 1’on est sur C' I'iso-
génie est séparable, c’est a dire qu’elle s’écrit u(z) = Coz+ 1204 cp2® +
- avec ¢ € C*. Remarquons que l'on a, avec une notation précédem-
ment introduite, u(z) = cex(z) pour un ¢ € C*. Soit A" = e} (H),
c’est un réseau de C' de rang r et I'on a epn(z) = eg(en(2)). On a

Pa (ecrr(cz)) = 03 (cenn(2)) = g (cen(en(2))) = ¢ (ulen(2)))
donc
Gaecnr(cz)) = u(dy (e (2))) = ulen(az)) = cenr(az) = eean(acz)
finalement ¢ = ¢<»", donc A = cA”. On a A’ C A” et
A CA// A//
Y o~ N ~ N ~ H .

Ceci termine la démonstration du théoréme. O
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5.2. Le demi-plan algébrique (1). Rappelons que K, est le com-
plété de K a la place infinie. Soit

Q) s’appelle le demi-plan algébrique, ou de Drinfeld. On montrera plus
loin qu’il possede une structure analytique rigide et qu’il est fortement
relié a l'arbre de Bruhat-Tits de GLg(K); ses quotients jouent un
grand role dans la connaissance de certaines représentations de rang 2
du groupe de Galois absolu de K.

Soit x € 2, alors A = A+ Az est un réseau de C' de rang 2, en effet
si 0 était adhérent a A il existerait alors une suite d’éléments de K
tendant vers x, donc ce dernier serait dans K.

Soit A un réseau de C' de rang 2. Ecrivons A = Ax; & Axs, les
autres A-bases de A s’en déduisent par laction de GLy(A) : si v =

< Z 2 ) € GLy(A), le changement de base sous l'action de v est

donné par (z1,xs) +— (cxy + dzy,ax9 + bxy); on a

€T CL%—}-()
A= (A@Agj) — (cws + duy) (A@ACZ}HJ .

d

GL2(A) et w € 2, on a y(w) = Z:’j:g, alors on a les bijections suivantes

Conclusion. On muni 2 de I'action suivante de GLg(K) : siy = ( Z b ) €

classes d’isomorphismes
= ¢ des modules de Drinfeld

GL:(A\Q = {
de rang 2 sur C'

classes d’homothétie
des réseaux de rang 2

la derniere bijection résultant du théoreme 5.4.

Soient N un élément de A non nul et ¢ un module de Drinfeld de
rang 2 sur C', la donnée d'une structure de niveau N sur ¢ et celle
d’un isomorphisme de A-modules y¢ = (A/NA)? (?). Soit A le réseau
de C tel que ¢ = ¢*. La relation @3 (ea(z)) = ea(Nz) montre que
no = ey (N7'A) ~ N7'A/A, donc une structure de niveau N devient

un isomorphisme N~'A/A 5 (A/NA)2. Soit v = @ 2 € GLy(A)

agissant sur A comme il a été dit au dessus, on voit que vy ne modifie pas
une structure de niveau N sur ¢* si et seulement si ¥ = 1 mod. N, i.e.
v est dans le noyau, noté I'(V), du morphisme canonique GLy(A) —

3. Cette notion peut étre définie pour tout rang et pour tout A-anneau, mais
dans ce dernier cas il faut alors parler d’isomorphisme de schémas groupes.
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GL2(A/NA). On voit donc que l'on a les bijections suivantes

classes d’isomorphismes
des modules de Drinfeld
S de rang 2 sur C
munis de structures
de niveau N

classes d’homothétie

des réseaux de rang 2

munis de structures
de niveau N

T(N)\Q S

On peut aussi examiner les classes d’isomorphismes des couples (¢, H)
ou ¢ est un module de Drinfeld de rang 2 sur C' et H un sous-groupe de

v¢ d’ordre deg N ; soit ['g(IN) le sous-groupe des éléments < z Z > €
GL2(A) tels que ¢ = 0 mod. N ; alors

classes d’homothétie classes d’isomorphismes
des couples (A, H) des couples (¢, H)
To(N\Q S ou A est un réseau - ou ¢ est un module
0 de rang 2 et H de Drinfeld de rang 2
un sous-groupe de et H un sous-groupe
A/NA d’ordre deg N de y¢ d’ordre deg N

Le groupe I'( V) s’appelle un groupe de congruence de Hecke, c’est un
groupe arithmétique. Un sous groupe I' de GLo(K) (ce dernier identifié
avec les automorphismes linéaires de K?) est dit arithmétique s'il existe
un sous-A-module M discret (pour la topologie de C') de rang 2 de
K? (i.e. un réseau de K?) et N € A non nul, tels que, si T'(N, M)
désigne le noyau du morphisme canonique GL(M) — GL(M/(NM)),
l'on ait I'(N,M) Cc I' € GL(M) et que ces inclusions soient entre
groupes et sous-groupes. Ainsi GLy(A) et ['o(IV) sont aussi des groupes
arithmétiques.

5.3. Exemples d’algébrisation. Il est assez facile de montre que les
quotients précédents de €2 sont des courbes algébriques affines, nous le
faisons pour les deux premiers.

Un module de Drinfeld sur C' de rang 2 est donné par ¢r = T +
XiT+ §2727 on a X, # 0 et sa classe d’isomorphisme est caractérisée

par Xj; ; soit donc ProjC[Xi, Xs], ou X; et X5 sont des éléments
homogeénes de degrés respectivement ¢ — 1 et ¢? — 1, alors

q+1
GLQ(A)\Q = SpeCC [X)? ] = D+(X2) C PI‘OjC[Xl,XQ] .

2

Soit ¢ un module de Drinfeld sur C' de rang 2, il est donné par
¢ =T + X7 + Xo72, on pose

on =N + Pl(Xl,XQ)T 4+ 4 P2degN(X1,X2)T2degN
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et il est facile de Vériﬁer que les P;(Xy, X3) sont des polynoémes ho-
mogenes de degrés ¢ — 1. Soit ¥ une indéterminée de degré g, soient
di = q'(g?9°e V=1 —1)(¢ — 1)1, 0 < i < 2deg N, alors le polynome
F(Y) = NX{ 4+ P (X1, Xo) XY oo B(X, Xo) X5y T~y
. + PQdegN(Xl,X2>X§2degNYq2degN_1
est homogene de degré (g9 — 1)(q + 1). Soit la variété projective

P Proj (C {X17X27 (Ya)aE(A/NA)Z})
(R7 (F(Ya))aG(A/NA)z) |

ou X1, X5 et Y, sont des éléments homogenes de degrés respectivement
q—1,¢*—1 et g, out R est 'ensemble des relations qui fait de {Y, / a €
(A/NA)?} un A-module isomorphe a (A/NA)?, donc R = {Yoi15 —
(Yo +Y3),07(Ya) — Yro; , B € (A/NA)?}, on écrit

P = ProjC {9617%2, (ya>ae(A/NA)2} ;
ona I'(N)\Q = D (xy) C P, plus précisément

it <y32_1> <x1y3_1>
) q )
X2 L2 ) ae(A/NA)? Y2 ) aea/Na)?

5.4. Modules de Drinfeld sur une base schématique. Ces exemples
d’espaces modulaires de modules de Drinfeld sont I'occasion de dire
quelques mots de leur définition sur une base schématique et des fonc-
teurs qu’il en résulte. Pour ce paragraphe les références sont [10], [9],
et [43], cette derniere étant la plus détaillée.

Dans ce paragraphe la courbe C n’est plus supposée étre la droite IP’]};(I,
c’est une courbe projective, lisse et géométriquement irréductible sur
[F,, de corps des fonctions K, la notation oo désigne un point fermé de
C, non nécessairement rationnel sur F,, A = O¢(C — {o0}); rappelons
que si a € A, a # 0, on définit dega par la fomule #(A/aA) = gi°&2.

I'(N)\Q2 = SpecC

Définition 5.6. Soient S un schéma et r > 0 un entier. Un module
de Drinfeld de rang v sur S est la donnée d’un fibré en droites et d’un
morphisme d’anneau ¢ — Endg(L) tel que, localement sur un ouvert
U sur lesquel L est trivial, ¢ soit de la forme
O ar— p, = Z a; 7"
1<i<m

avec a; € Oc(U), m =rdega et a,, € Oc(U)*.

Un tel module de Drinfeld sera noté (L, ¢) ou (L, ¢);s.

Le recollement des applications a — ag définit un morphisme ~y :
A — Oc¢ appelé le morphisme caractéristique.
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Ici un fibré en droite doit étre vu comme un schéma, pas comme un
faisceau inversible. Soit L un fibré en droites sur S, soit U un ouvert
de S sur lequel L est trivial, on a

LU ~y Al = U Xgpeez, SpecZ]X] .

Soit L un schéma, le faisceau Ky, sur L est associé au préfaisceau qui
a tout ouvert affine U associe 'anneau total des fractions de O (U). Un
diviseur de Cartier sur L est une section globale du faisceau K} /OF.

Soient (L, ¢) un module de Drinfeld de rang r sur le schéma S et [
un idéal non nul de A, on pose

1= () Ker(L % L),
acl
on peut montrer, en particulier par des calculs voisins de ceux qui ont
été déja faits, que ;¢ est un groupe algébrique fini et plat, de rang égal a
#(A/1)"; si¥*(S)NV (1) = 0 (7 est le morphisme caractéristique, V(1)
est le fermé de SpecA défini par ') alors ;¢ est étale sur S et, localement
pour la topologie étale, isomorphe au faisceau constant (1-!/A)" sur S.

Définition 5.7. Soient (L, ) un module de Drinfekld de rang r sur le
schéma S et I un idéal non nul de A, une structure de niveau I sur
(L, ) est la donnée d’un morphisme A-linéaire

0 (I7YJA) — L(S) := Mors(S, L) |

(ce dernier étant muni de la structure de A-module donnée par ¢) in-
duisant ’égalité entre diviseurs de Cartier

9= (la)).
acl-1/A)r
Théoréme 5.8. Drinfeld, [10]. Soient r > 0 un entier et I un idéal
de A tel que 8V (1) > 2. Alors le foncteur de la catégorie des schémas
dans celle des ensembles, qui a un schéma S associe les classes d’iso-
morphisme des couples (¢, (L, )), ou (L, ) est un module de Drinfeld
de rang r sur S muni de la structure de niveau £, est représentable par

un schéma M,(I) affine sur A, de type fini, de dimension r — 1 sur
SpecA et M,.(I) — SpecA est lisse en dehors V(I).

Démonstration. On ne donne qu’une légere idée de la preuve, tous les
détails se trouvent dans [43]. Soit p € V(I), un élément non nul de
(p~t/A)", par £, vu comme un diviseur de Cartier, définit une trivia-
lisation de L; sur chacun de des ouverts de cette trivialisation ¢ est
donné par les coordonnées des ¢, a € A, avec des relations venant de

1: ¢a¢b = gbbgbav pour a, be A)
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2 : le coefficient du terme de plus haut degré de ¢, est inversible,
pour a € A,a # 0,

3: ¢.(l(1))=0siacl,
4 : etc.

Ces relations sont de nature affine. Il faut remarquer que la troisieéme
relation est non vide car V' (/) a au moins deux éléments, c’est elle qui
rigidifie et rend le foncteur représentable. U

6. LE POINT DE VUE ADELIQUE.

Soit (Gy)er une famille de groupes topologiques, pour presque tout
t € T (i.e. sauf pour un nombre fini de ¢) soit O; un sous groupe ouvert
de Gy, soit G l'ensemble des (x;) € [l,er G tels que z; € O, pour
presque tout t. On munit GG de la topologie dont une base d’ouverts de
1 = (14)te7 est formée par les [T,c7 U; ou Uy est un ouvert de G, égal a
O, pour presque tout t. Muni de cette topologie le groupe G s’appelle
le produit restreint des Gy, relativement aux sous-groupes Oy, t € T

Dans ce paragraphe nous noterons K, le complété de K pour la topo-
logie v-adique, O, 'anneau de valuation de K, w, une uniformisante
de K, que I'on supposera toujours dans K et qui sera un élément pre-
mier de A chaque fois que cela sera possible, le corps des restes de K,
sera noté Fy(v)ou encore F, . On supposera que la valuation v vérifie
v(w,) = 1 et que la valeur absolue correspondante est normalisée par
|l = g, L

L’anneau des adeles de K, noté A, est le produit infini restreint des
(K,,+) relativement aux sous-groupes O, ot v décrit I’ensemble des
valuations de K. On constate que c’est en fait un anneau topologique.
Le produit infini restreint des GL, (K,) (resp. SL,(K,)) relativement
aux sous-groupes GL,,(O,) (resp. SL,(O,)), ot v décrit 'ensemble des
valuations de K, s’appelle le groupe des adeles de GL,(K) (resp. de
SL,(K)) et se note GL,,(Ak) (resp. SL,,(Ak)) ; cette notation est trom-
peuse, en particulier il faut remarquer que GL1(Af), noté aussi Ay et
appelé le groupe des ideles de K*, est ensemblistement un sous-groupe
multiplicatif de A, mais cette inclusion n’est pas topologique, par
exemple la suite 2" = (z;°), définie par 230 = w,, et 1° = 1 si v # vy,
converge vers 1 dans 'anneau A g des adeles mais ne converge pas dans
le groupe A% des ideéles.

Le corps K se plonge diagonalement dans A, de méme pour GL,, (K)
(resp.SL,(K)) dans GL,(Ak) (resp. SL,(Ak)). Chaque complété K,
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se plonge sur sa coordonnée dans Ag, de méme pour les GL,(K,)
dans GL, (Ag). Soit Ay lanneau des adéles finis de K, c’est a dire
le produit restreint des K, relativement aux sous-groupes O,, ou v
décrit ’ensemble des valuations de K distinctes de ’'oo, on définit de
méme GL,(Af); Ay et GL,(Af) se plongent naturellement dans Ag
et GL,(Ag) respectivement. On pose O = [[, Oy, Of = [I,200 Oy et
G = GLy pour simplifier les notations, on note Z le centre de G = GLs.

Théoréme 6.1. (1) Le corps K est discret dans Ak, le quotient
Ak /K est compact.

(2) Pour tout ensemble fini non vide de places de K, K ] s K,
est dense dans Ag.

Le fait que K soit discret dans A vient de la formule du produit :
pour tout A € K, A # 0, [T |\, = 1 (le produit se faisant sur toutes les
valuations de K). La suite du théoréme se trouve montrée dans [7], §14
et 15, la deuxieme partie s’appelle le théoréme d’approximation forte
pour Ak, op. cit. §15.

Théoréme 6.2. (1) Le groupe G(K) est discret dans G(Ag), de
méme pour SLo(K) dans SLa(Ag), les ensembles quotients

G(K)\G(Ak) et SLo(K)\SLy(Ag) sont compacts.

(2) Pour tout ensemble fini non vide S de places de K, le groupe
SLo(K) [Tyes SLo(K,) est dense dans SLa(Ak).

Démonstration. (1) Soit v € SLo(K) tel que v € [I,U, avec
Uy = (1 +w@"My(O,,)) NSLy(O,,), n; > 0,1 =1,---,r et U, =

i

b .
d et I’on voit que les coeffi-
cients de v sont dans O, pour tout v, a et d proches de 1, b et ¢ de 0,
pour un nombre fini de v, donc v = 1.

Ici aussi la deuxieme partie porte le nom d’approximation forte, pour
SLa(Ak), c’est un résultat difficile, voir [38] (mais simple, par contre

long dans notre cas et lorsque K = F,(T) et S = {o0}). O

SLs(O,) pour v # v;. On écrit v =

6.1. Doubles classes.
Lemme 6.3. L’ensemble des doubles classes
G(K)\G(Ay)/G(Oy)

représente les classes d’isomorphismes des A-modules projectifs de rang
2, donc en fait les classes d’idéaux fractionnaires de A, comme dans
notre situation A est principal, cet ensemble est réduit a un point.



MODULES DE DRINFELD ET GLo 29

Démonstration. En général, lorsque la courbe C de corps des fonctions
K est de genre au moins 1, ce nombre de classes est fini et plus grand
que 1.

On fixe des plongements K < K, pour tout v, qui donnent K? —
K? et T'on fait les identifications GL(K?) = G(K), GL(K?) = G(K,).
Soient M un A-module projectif de rang 2 (en fait ici libre), que 1'on
plonge dans K? par un isomorphisme M ®4 K ~ K2, qui donc est
défini mod. GLy(K); compte tenu des choix précédents M, = M ® O,
se plonge dans K? et s’écrit alors M, = O*y; ! pour un v, € G(K,)
et v, € G(O,) pour presque tous v. La bijection se fait par M
(Vo) O

Corollaire 6.4. Soit Ky un sous-groupe ouvert de G(Ay), alors l'en-
semble

G(E)\G(Af)/Ky
est fini.

Démonstration. Le groupe Kf N G(Oy) est ouvert, donc d’indice fini
dans G(Oy). O

Théoréme 6.5. Soient IC; un sous-groupe ouvert-compact de G(Ay),
X C G(Ay) un systéme de représentants de G(K)\G(Af)/K; et, pour
tout x € X,

r,= &’Cf@il NG(K) ,
alors les I'y sont des groupes arithmétiques et l'on a une bijection

GEN\ (G(Ag) x Q) /(Kp x {1}) = ] T2\

zeX

(ot Q est le demi-plan algébrique).

Démonstration. Un élément de G(K)\ (G(Af) x Q) /K¢ x {1} s’écrit
Y(z,w)(ky,1) oty € G(K), z € X, w €, ky € Ky et ou seul z est
déterminé de maniere unique; la relation y(z,w)(ky, 1) = (z,w')(1,1)
montre que vy € z/C fgfl. Ceci donne la bijection.

Il reste & monter que les I'y sont des groupes arithmétiques. Soit
z € X, soit M(z) = O7z~' N K? dans A%. Soient vy, - -+ , v, les places
finies de K telle que z7' ¢ O,,, soit a € A, a # 0, tel que Ol a C
Oz~ C O2(1/a) pour tout 4, on a

A’aCc OjanNK? C O3z ' NK? = M(z) C O3(1/a) N K? = A*(1/a) ,

ce qui prouve que M(x) est un A-module projectif de rang 2. Le
groupe ', opére sur M(zx), par (y,m) — my~ ' on vy € [, et m €
M(z); donc I'; € GL(M,). Il existe un ouvert de GLo(Ay) de la forme
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(1 4+ bM3(0Oy)) N GLa(Oy),0u b € A, qui est inclus dans zK 27!, alors
(b, M) C T O

Nous avons déja vu deux exemples ou les quotients de 2 par des
groupes arithmétiques sont des courbes algébriques, nous généralise-
rons ceci, d’abord en montrant que ces quotients sont des espaces ana-
lytiques rigides. Le demi-plan algébrique €2 joue le role du demi-plan
de Poincaré H de la situation classique, i.e. lorsque corps de base est
Q; on sait que H est l'orbite de i sous l'action de SLy(R), donc que
H < SL2(R)/SO2(R) et 'on peut porter ceci dans I'analogue de la for-
mule du théoreme 6.5 pour obtenir a gauche un espace de définition des
formes automorphes (cf [17], ch. 3 et 4). Dans notre situation cela ne
se passe pas ainsi car 'on n’a pas une description semblable de €2 ; soit
I le sous-groupe d’Iwahori de GLy(K ), c’est & dire que I, est 'en-

semble des ( Z b ) € G(Oy) tels que ¢ € o, Ox, le théoreme 6.5 est

d

encore vrai en remplacant € par le quotient G(K)/(IoZ(K)), mais
qui alors représente 1’ensemble des arétes de I'arbre de Bruhat-Tits de
G(K ), non par 2, mais on reliera cet arbre et € grace a sa réduction
analytique lorsque nous lui aurons défini sa structure analytique rigide.
La méme démonstration qu’en 6.5 donne

Théoréme 6.6. Soient IC; un sous-groupe ouvert-compact de G(Ay),
X C G(Ay) un systéme de représentants de G(K)\G(Af)/Ky et, pour
tout x € X,
» = 2Kz NG(K)
alors l'on a une bijection
GENG(AR)/ (Ks x (IZ(Kx))) S [ T2\ (G(Kx)/(IxZ(Kx)) -
zeX
Dans cette formule 'espace de gauche est celui ol sont définies les

formes automorphes, qui se trouve donc relié a 'arbre de Bruhat-Tits,
ceci sera détaillé plus loin.
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Deuxiéme partie 2. Eléments de géométrie rigide.

Conformément aux habitudes en géométrie rigide, étant donné un
corps L valué, v étant sa valuation, on note L, son complété, L° son
anneau de valuation, L% son idéal de valuation et L son corps résiduel.
Pendant tout ce chapitre, la lettre F' désigne un corps valué, ou ce qui
revient au méme muni d’une valeur absolue ultramétrique, on suppose
F complet pour cette valeur absolue, qui sera notée | - |.

La géométrie rigide a démarrée avec un article de John Tate ([48]),
qui a la particularité d’avoir été publié sans I'autorisation de son au-
teur . Les ouvrages les plus intéressants pour notre sujet sont ceux de
Gerrizen - van der Put ([20]), Fresnel - van der Put ([13]) et le résumé
donné par Van Steen dans [1], lecture 6.

Rappelons que le demi-plan algébrique a pour définition Q = P¢,(C')—
PL(K o) (ol oo est la place 1/T-adique). Notons | - | la valeur absolue
et @ une uniformisante de K., par exemple w = 1/T, et soit

D={:€Q/|m|<|z|<1, |z=A > 1,|s — @w\| > || VA € F}}

(rappelons que I, est égal au corps des restes de K.), D est donc
la couronne de P} (C) située entre les deux circonférences |z| = 1 et
|z| = || de laquelle divers disques non circonférenciés ont été retirés,
ces derniers étant dans les circonférences qui bordent cette couronne :
la circonférence |z| = 1 peut étre vue comme étant (C°)*; on lui retire
image inverse de F; par le morphisme (C°)* — (F*#)* de la réduction
modulo w, une homothétie de rapport |w| explique ce qui se passe pour
I’autre circonférence.

Pour tous x € K et n € Z soit Dy, ;) = v+ @"D, on vérifie que les
Dy, ) 8’ils se rencontrent sont soit égaux, soit le font suivant un de leurs
bords, que Dy, »y = Dy o) si et seulement sin = n’ et [z —2'| < |w|*H.
On vérifie aussi que

2EK oo ,NEZL

L’un des buts de ce qui suit sera de donner a D une structure d’es-
pace analytique rigide; on peut peut-étre avoir 'intuition, du reste
soutenue par l'idée de la décomposition de Mittag-Leffler des fonctions
méromorphes, que les fonctions analytiques sur D sont les séries conver-
gentes en les variables z, @/z, 1/(z — ) et @w/(z — wA) pour A € Fy.
On va donner un sens a tout cela, ainsi que définir une réduction de cet

4. sans doute parce-qu’il le trouvait incomplet, des questions de cohomologies
n’ayant pas été résolues...
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espace analytique D, qui sera une variété algébrique sur Fglg (en fait ici
deux droites affines se coupant en un point rationnel sur F, et privées
des autres de ces points rationnels). Il en résultera par recollement une
structure analytique sur ) et une réduction analytique, cette derniere
permettant de retrouver I’arbre de Bruhat-Tits, tout ceci passant aux
quotients par des groupes arithmétiques.

7. LES ALGEBRES AFFINOIDES.

Définition 7.1. Soient F' un corps valué et complet et n > 0 un entier,
sott
Tn:Tn(F) :F<Zl7"' 7Zn>

le sous-anneau de celui F([Z,,- -+ , Z,]] des séries formelles f = > ;enn a: 2,
ova; € F, 1= (i, i) et Z' = Z}*--- Zin | telles que la suite (a;)
des coefficients tende vers 0. On pose ||f|| = maz;|a,|,

T, =T)(F)={feT./Ifll <1}, T,"=T"(F) ={f € To / [IfIl < 1}

le deuxiéme est un idéal du premier, on pose T, = T, (F) = T°/TY.

Proposition 7.2. || - || est une norme multiplicative sur T,,(F), qui
fait de ce dernier une algébre de Banach.

OnaT, ~ F|Z, -, Z,], qui est intégre, donc ||-|| est multiplicative,
le reste est facile.

Théoreme 7.3. On suppose n > 0.

(1) (Préparation) Soit f € T,(F), ||f|| = 1, alors il existe un F-
automorphisme o de T, (F) tel que ||o(f)|| = 1 et que l'image
de o(f) dans F[Zy,--- ,Z,] soit de la forme

o(f)=ag+ar1Zy + -+ agZ’

avec a; € F|Zy,--+ , Zn_1] et ag € F*. On dit que o(f) est
réqulier en Z, de degré d.

(2) (Division) Soit f € T, (F) régulier en Z, de degré d, alors pour
tout g € T,,(F) il existe un unique couple (q,r) avec q € T,,(F)
et v € T,1(F)[Z,), degy, r < d, g = fq+ r et
[gll = max([|f[| - lal], [Ir]])-

Démonstration. (1). Soit f(Zy,--+,Z,) € F|Zy,-++ ,Z,] I'image de f,
il existe des entiers naturels mq, ..., m,_1 tels que

N2+ Z300 e Zya + 20 Z)
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soit un polynéme en Z, dont le coefficient dominant est dans F . On
définit o par 0(Z;) = Z; + Z, 1 < i <n—1, et 0(Z,) = Z,, c'est
I'isomorphisme cherché.

(2). Ezistence. On écrit f = f1+ fo avec f1 € T [Z,] de coefficient
dominant dans (T7)_;)* et || f2|] < 1. On pose g = Y i50GiZs, gi € Tn-1,
et on peut supposer que ||g|| = 1, donc que g; € T?_, pour tout 7. On
divise dans TY ,[Z,] les Z¢ par fi, il vient

Zh = figi+ri, q,ri € To_y[Za] degz, ri < degg, fi ,

on en déduit
9=1I>0:0— 2> giai+ > giri

i>0 i>0 i>0
ce que l'on écrit g = fQ1 + G1 + Ry avec ||@Q1]] < ||lg]| = 1, ||G1]] <
[2lllgl] = [ L2]; [|Ba]l < [|g]| et degz, By < degy, fi. Onrecommence
avec (G;. Par récurrence on construit ainsi des suites et relations : G,, =

fi@mi1 + Gimir + Ringr avee ||Quall < [|Gull, |Gmiall < |If2] -
Gmlls || Rmga]| < |G| et deg, Rmy1 < degy, fi; on a en particulier
|G st]] < || f2]]™; la somme suivant m de ces relations (avec G = g)
fournit ¢ et r avec les propriétés voulues. La preuve de I'unicité est
habituelle (on examine les degrés en Z,,). O

Corollaire 7.4. Soit n > 0.

(1) T,, est un anneau noethérien.

(2) T,, est un anneau factoriel.

(3) Tout idéal de T, est fermé.

(4) Soit I un idéal de T, alors il existe un morphisme injectif fini

Ty —T,/1
qui se factorise par un morphisme injectif Ty — T, et par la
surjection canonique T,, — T, /1 :
Ty =T,/ = Ty—T,—>T,/1;

d est la dimension de Krull de T, /I ; en particulier T, est de
dimension de Krull n et si 9 est un idéal mazximal de T,, alors

T, /M est, via la surjection canonique T,, — T, /M, une exten-
sion finie de F.

Démonstration. (1). Soient I unidéalde T, et f € I, f # 0. A isomor-
phisme pres on peut supposer f régulier en Z,, il vient alors avec la
division euclidienne

[ =T.f +1NTy 1[Z]

et par hypothese de récurrence 7T,,_; est noethérien.
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(2). Soit f € T,, f # 0 et 'on peut supposer ||f|| = 1, quitte a
multiplier f par une constante non nulle. Soit ¢ un automorphisme
de T,, tel que o(f) soit régulier en Z,, de degré d. On écrit la division
euclidienne par o(f)

Zy=qo(f)+7,

puis, celle par Z4 —r
o(f)=q(Zy—r)+7",
il vient Z¢ —r =qq(Z2 —r)+ ¢’ Aot q¢ =1 et r' =0, donc
o(f)=q(Z%—r) avec ¢ € T,

comme Z¢ —r € T,,_1[Z,], un raisonnement par récurrence permet de
conclure.

(3). Ceci est en fait un phénomene général : soient 7" une F-algebre de
Banach qui est un anneau noethérien et M un T-module de Banach de
type fini, alors tout sous-module de M est fermé. Mais on peut ici grace
a la continuité de la division euclidienne donner une démonstration
directe, qu’on laisse en exercice.

(4). Montrons d’abord l'existence de d. Soit I # 0 un idéal de T,
a isomorphisme prés on peut supposer que I contient un élément f
régulier en Z,. Soit

s:Ty=F<Zy, - Zy>>»F<Zy,- , Z,>/(f)

la surjection canonique, alors s|F' < Zy,- -, Z,_1 > est injectif et fini;
soit I; le noyau de I'application composée

F<Zy, - Zn1>>F<Zy,-,Z,> /() > F< Zy,- , Z,> ]I
alors le morphisme qui s’en déduit
F<Zl,"' ,Zn,1>/[1—)F<Zl,"' ,Zn>/[

est injectif et fini, d’ou l'existence de d par récurrence.

Il reste a prouver que d est la dimension de Krull de T,,/1. Le fait
que Ty et T, /I aient la méme dimension de Krull est une conséquence
du théoreme de Cohen-Seidenberg. Il est a prouver que la dimension
de Krull de T} est d. Si d = 0 c’est vrai. Supposons d > 0. la dimension
de Krull de T, est au moins d a cause de la suite d’idéaux premiers

0)c(Z)C--C (L1, ,Zq) .

D’autre part soit
po=(0)Cpr C---Cp,
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une suite d’idéaux premiers de T, avec r + 1 termes distincts. Soit
f €p1, fF#0, aisomorphisme pres on peut supposer f régulier en Zg,
on a alors I'extension finie

Tar = Ta/(f)

ces deux anneaux ont donc la méme dimension de Krull, par hypothése
de récurrenceonad—1>r — 1. O

Définition 7.5. On appelle F-algebre affinoide une F-algébre iso-
morphe a un quotient T,,(F)/I, ou I est un idéal de ’algébre de Tate
T.(F). On voit que ce sont les F-algébres A extensions finies Ty(F) —
A.

Remarquons qu’une algebre affinoide possede au moins une norme
d’algebre de Banach, c’est la norme quotient.

Théoréme 7.6. (1) Soit A une algébre affinoide, alors il existe un
morphisme injectif fini Ty — A et une norme de Banach sur A
qui prolonge celle de Ty.

(2) Soient A une F-algébre affinoide et || - || une norme de Banach
sur A, alors tout idéal de A est fermé.

(3) Soient Ay et Ay deux F-algébres affinoides munies de normes
de Banach, alors tout morphisme est continu.

(4) Toutes les normes de Banach sur une F-algébre affinoide sont
équivalentes.

Démonstration. (1) est une conséquence du point (4) du corollaire 7.4.
(2) est la conséquence du lemme de Banach : les sous-modules d’un
module de type fini de Banach sur A sont fermés. Soit ¢ : A — As,
(3) est vrai si A; et As sont de dimensions finies sur F', ou encore si
seulement A, est de dimension finie sur F' car ¢ se factorise a travers
Ay /Kerp. Dans le cas général : soit (a;) une suite d’éléments de A,
tendant vers 0, soient 91 un idéal maximal de Ay et pour m > 0 entier

T/)mZAlgAQ—»AQ/mm,

la seconde application étant la surjection canonique; 'application v,
est continue, donc la suite ¥, (a;) tend vers 0, supposons que (¢(a;))
ait une limite, b, autrement dit que (0, ) est adhérent au graphe de ¢
dans A; X Ag, on a donc b € 9™ pour tous M et m, donc (théoréme
de Krull) b = 0, c’est a dire que (0, b) est dans le graphe de ¢ ; on vient
de montrer que ce dernier est fermé, donc ¢ est continu. (4) est une
conséquence de (3). O
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Soit A une F-algebre affinoide, on désigne par SpmA 'ensemble de
ses idéaux maximaux, nous ferons plus loin de SpmA un espace ana-
lytique rigide, pour le moment nous le regardons comme un ensemble
de points sur lequel sont définies les éléments de A, qui sont donc vus
comme des fonctions sur SpmA. Un idéal mazimal de A sera souvent
noté M, s’il est vu comme un idéal et x s’il est vu comme un point
de SpmA. Soit f € A et M, un idéal maximal de A, on désigne par
f(OM,) ou encore par f(z) I'image de f par la surjection canonique
A — A/9M,. Rappelons que par cette surjection A/91, est une exten-
sion finie de F', dans laquelle la valeur absolue de F' possede un unique
prolongement, toujours noté | - |.

Définition 7.7. Soient A une F-algébre affinoide et f € A. On appelle
semi-norme spectrale de f la quantité

[ fllsp = sup{[f(2)| / = € SpmA}

(notée aussi parfois, lorsqu’il y a risque de confusion, ||f||2)-

On peut remarquer que si f € A est dans 'intersection de tous les
idéaux maximaux, alors || f||s, = 0.

Rappelons qu’une semi-norme ||| - ||| sur une algebre A est dite po-
tentiellement multiplicative si pour tout f € A et pour tout entier m

positif ||| /™[[| = [I[/1]|™.

Lemme 7.8. Soient A une F-algébre affinoide, alors || - ||s, est une
semi-norme d’algébre potentiellement multiplicative. Soit ||| - ||| une
norme de F-algébre de Banach sur A, alors || - ||sp < ||| - |-

Sur les algébres de Tate T,,(F') la semi-norme spectrale est égale d la
norme || - ||, de plus elle est atteinte, c’est a dire que pour tout f € T,
il existe M € SpmT,, tel que |f(IN)| = || f]lsp-

Démonstration. Le fait que || - |5, soit une semi-norme potentiellement
multiplicative est immédiat, sous réserve que ||-||5, soit a valeurs finies,
mais c¢’est une conséquence de ce qui suit. Soit 99 un idéal maximal
deA, alors ||| - ||| induit une norme ||| - ||| sur A/M, qui est équivalente
a sa valeur absolue, donc il existe ¢ > 0 tel que

[FE)] < clllFEII < el f1I]

ou encore, pourtour entier m > 0

LFER)[™ =[] < [ < <l FI™
done [f(OM)| < [[|F]]]-
Placons nous sur 7,. On sait donc que || - ||, < || - ||, il faut
prouver l'inégalité inverse et que la norme spectrale est atteinte. Soit
f € T,, on peut supposer f régulier en Z, de degré d et ||f|| = 1.
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Soit P € F[Zy, -+ ,Z,] un polyndme qui reléve 'image f de f dans

F[Zy,---,Z,], on écrit
P:UOZg—FUlZgil‘i‘""i‘Ud

avec tous les w; dans F[Zy,- -, Z,_1] vérifiant ||u;|| < 1 (c’est la norme
de Ty_1 ou Ty), ug € T, et ||upl| = 1. On fait la division euclidienne
f = Pg+r, par construction les images de g et r dans F[Zy,- - -, Z,]

sont respectivement 1 et 0. Soit, sur un cléture algébrique de F', c’est
a dire dans (F"'®)" le complémentaire T de la variété V des zéros de

P = f: soit, dans (Falg)” un relevement W de W. Soit A € W, alors
le noyau M, de T,,(F(A)) — F(A) est un idéal maximal dont la trace
M sur T,,(F) est un idéal maximal; on a |P(9M)| = |P(\)| = 1, donc
[F(M)] = 1. m

Remarque 7.9. On a une application naturelle (F*#)" — SpmT,,, soit
f €T, les arguments de la fin de la démonstration précédente montrent
que 'ensemble des points de (F8)" qui donnent des éléments M de
SpmT, tels que |f(9M)| soit mazximal, par réduction est une variété

affine ouverte non vide de (F° )" ; il y a donc “beaucoup” d’éléments de
SpmT,, tels que | f(OMN)| soit mazimal. Sin = 1, on retrouve le “principe
du mazimum?”, de plus il vient le corollaire

Corollaire 7.10. Soient fy,--- , f, des éléments de T,,, alors il existe
M € SpmT, tel que [fi(IM)| = ||fil|sp pour tout i =1,--- 7.

Lemme 7.11. Soient A une algébre affinoide et T; — A un morphisme
fini injectif. On suppose A intégre. Soient f € A, f #0 et

P(X) = irr(f,Fr(T)): X) = X™ + a1 X" + -+ + ap,

le polynéme minimal de fsur le corps des fractions de Ty. Alors on a
P(X) € Ty[X] et

y
114 = max ||a]] )

1<i<m
(ot || - ||z, est la norme de T, notée la plupart du temps || - ||); en
particulier || - |2, est une norme et il existe x € SpmA tel que |f(x)| =
1114,

Démonstration. Elle nécessite un autre lemme

Lemme 7.12. Soit (L,v) un corps valué, complet et algébriquement
clos, soient E C M C L des sous corps avec l’extension M/E finie.

(1) Soit o un E-homomorphisme de M dans L, alors vo o est une
valuation de M qui prolonge v|E.
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(2) Toutes les valuations de M prolongeant v|E sont ainsi : si w est
une telle valuation il existe un E-homomorphisme de M dans
L tel que w =voo.

(3) Supposons que M = E[z] et soient o, T deux E-homomorphismes
de M dans L, notons E, le complété de E pour la valuation v|E,
on a
irr(o(z), Ey; X) = irr(7(z), Ey; X)

st et seulement st voo = vorT ; cela veut dire en particulier que
dans E,[X]| , on a la décomposition en polynomes irréductibles

irr(z, E; X) H irr(o;(x), Ey; X)

1<i<r
ot les o; sont des E-homomorphismes de M dans L.

(4) Supposons toujours M = El[z|, écrivons
P(X):=irr(z, B; X) = X4+ o, X - 4 ay

sotent Z l’ensemble de ses racines et vy,--- ,v, les valuations
de M qui prolongent v|E, alors

minv(z) = min (1/7)v(e;) = min vi(z) .
Si E est complet, v(x) = (1/d)v(ag).

Démonstration. La partie (1) est immédiate. Montrons (2). On peut
supposer que lextension M/E est normale. Soit @ = FE,(M), c’est
une extension normale finie de E),, notons d son degré. On va montrer
que @ est complet, pour la topologie de w. On écrit E, C Q" C Q
avec Q'/E, purement inséparable et Q/Q° séparable. Il est immédiat
de constater que @Q° est complet. Soit (z,) une suite de Cauchy dans
@, comme | - |g = |Ng/gi(+)|gi, il vient que pour tout o € Gal(Q/Q")
la suite (o(x,)) est de Cauchy, par suite les fonctions symétriques

EE $n Zajl xn ) 'Uje<xn) )

ou {ji1,- - - j¢} décrit les parties a ¢ éléments de {1, ---d}, forment pour
tout ¢ une suite de Cauchy, dans F,. Soit ¥, € E, la limite de (3,(z,)),
alors si x est la limite de (z,,), dans le complété @,,, on voit que = est
racine de P(X) = Y o<p<a(—1)"Z X% € Q'[X]. Ainsi tous les éléments
de Q,, sont algébriques sur Q¢ de degré au plus d. Comme 1’extension
Q/Q" est séparable, il suit qu’ell est de dimension finie., en fait de degré
d, donc @, = Q.

Donc 'extension M,,/E, est finie. Soit 7 un F,-homomorphisme de
M, dans L, alors wor ™! est une valuation sur 7(M,,) qui prolonge v|E,,,
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par unicité du prolongement de la valuation dans 'extension 7(M,,)/E,
il suit w o 771 = v|T(M,,).

Pour (3). Si o(z) et 7(x) sont racines d’'un méme polynéme irréduc-
tible sur E,, il existe un E,-isomorphisme p : E,(0(x)) ~ E,(7(z)), tel
que p(o(z)) = 7(x), alors v o p et v sont deux prolongements de v|E, a
E,(7(x)), par unicité v o p = v sur E,(7(x)), doncvoo =vor.

Réciproquement, supposons v o ¢ = v o 7, alors le E-isomorphisme
E(o(x)) ~ E(7(x)), qui envoie o(z) sur 7(x), est isométrique (pour les
valuations v o ¢ et v o 7), donc se prolonge en un FE,-isomorphisme
E,(o(z)) ~ E,(7(z)), dou le fait que o(z) et 7(x) aient le méme
polynome irréductible sur E,,.

Pour la partie (4). Ecrivons Z = {z1,--- , 24}, chaque racine étant
répétée autant de fois que sa multiplicité le demande, on a min; v(z;) =
min; v;(z), supposons par exemple v(z;) = min; v(z;), soit

Q) = "P(nY) =Y+ (a1 /z)V* 4t (aa/2) = [ (V=(2/21)),

1<j<d

donc l'image Q(Y) de Q(Y) dans L[Y] vérifie Q(Y)) # Y, donc 1 =
min; v(a;/z]), i.e. v(z1) = min;((1/5)v(a;)). O

Maintenant on montre le lemme 7.11. P(X) est a coefficients dans
Ty car A est une extension enticre de Tj. Soit p un idéal maximal de Ty,
on pose F'(p) = Ty/p, soit P(X) I'image de P(X) dans F(p)[X] et soit,
dans une cléture algébrique fixée de F(p), une racine A de I5(X ). Soit
s : Ty; — F(p) la surjection canonique. Cette surjection s se prolonge
en s; : Ty[X] — F(p)(\) par X — X et Kers; est un idéal maximal
My de Ty[X] tel que My NT; = p. L’idéal M, contient P(X) donc
My /(P(X)) est un idéal maximal de T,[X]/(P(X)) ~ Ty[f] au dessus
de p; par intégralité, M, /(P (X)) se prolonge en un idéal maximal 9t
de A au dessus de p et I'on a f(9M) = A. On a prouvé :

(*) Pour tout idéal maximal p de Ty, pour toute racine A de P(X) mod.
p, il existe un idéal maximal 9t de A au dessus de p tel que f(9) = A.

Soit A, les racines de P(X) (dans une cloture algébrique fixée de

F(p)); on a (cf le lemme précédent)

_ (o) [V
géékflkl—lrggéllaj(p)| ,

ou a;(p) est a; mod. p. Cette derniere assertion avec (*) montre que

1<j<d

A T. 13
1113, = (mas lla % )
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On sait qu'il existe p € SpmTy tel que pour tout j l'on ait |]aj||£gl =

max |a;(p)| (cf le lemme 7.8 et la remarque qui le suit), d’ou le fait que
|| f1]sp est atteint. -

On en vient maintenant a un théoreme important de ce passage,
mais auparavant quelques définitions : soit A une F-algebre affinoide,
on pose

A° = {a € A/|lallsp <1}, A% = {a€e A/llal|lsyp <1} et A= AO/AOO,

A est une algebre de type fini sur F, de méme dimension de Krull que
A. Soit ¢ : A — B un morphisme entre deux algebres affinoides, alors
pour tout élément a de A on a |[p(a)||Z < [|a|lZ,, d'ou 'existence de
deux morphismes induits pas ¢, ©°: A° - B’ et p: A — B.

Théoréme 7.13. Soit A une F-algébre affinoide.
(1) Soit f € A, il existe v € SpmA tel que |f(z)| = || f]lsp;
(2) le radical de A est égal a son nilradical, il suit que || - ||sp est
une norme si et seulement si l'algébre A est réduite,
(3) soit v : T, — A un morphisme fini, alors @° : T — A° est
entier,

(4) soit || - || une norme de Banach sur A, alors

zﬂz{fGA/$gHWH<w},
soit f € A, on a ||f||sp = limpyso || f™]]/™.

Démonstration. (1). Soient p;, 1 < i < r, les idéaux premiers minimaux
de A, ona||-]|3 = max;||-| |§?/p" et pour les algebres inteégres ’assertion
est prouvée dans un lemme précédent.

(2). Soit f appartenant au radical de A, soient p;, 1 < i < r, les
idéaux premiers minimaux de A et ¢; : A — A/p; les surjections ca-
noniques. On a par hypothese ||<pl-(f)||§;/pi = 0, donc (lemme 7.11)
©i(f) = 0. On a prouvé f € N, p;.

(3). Soit donc ¢ : T,, — A fini. On suppose d’abord A intégre. D’apres
(7.4) il existe a : Ty — T, tel que

Ty < T, = T, /Kery

soit injectif et fini, ou s est la surjection canonique ; soit ¢ : T, /Kerp —
A tel que o1 05 = ¢, alors

prosoa=poa:Ty— A

est un morphisme injectif et fini, donc (p; 0so0a)? = (poa)? est entier
(cf 7.11), donc ¢V est entier.
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Si A n’est pas integre, soient p;, 1 < ¢ < r ses idéaux premiers
minimaux et s; : A — A/p; les surjections canoniques, soit f € A,
il existe P;(X) € T°[X], unitaire, tel que #** P;(f) = 0 (lemme 7.11),
donc ?P(f) € p;, ainsi

(PP (f) e () wi,
1<i<r
par suite il existe un entier m > 0 tel que ? (P/"--- P™) (f) =0, ce qui
prouve que f est entier sur 7.
(4).Soit T}, < A, fini. Soit f € A°, f annulant le polyndéme P(r) =
X4+ gy X4+ -+ ag de TP[X] (cf lemme 7.11), unitaire. On a
{f"/m=0}c > Tf,
0<i<d
ainsi I’ensemble des || f™|| est borné pour toute norme de Banach sur

A prolongeant celle de T,,, les autres normes de Banach sur A lui sont
équivalentes (cf théoreme 7.6). O

Corollaire 7.14. Soient ¢ : A — B un morphisme entre deux algebres
affinoides et by,--- ,b, € B, alors il existe un morphisme d’algébres
affinoides 1 : A< Zy,-+- , Z, >— B tel que Y|A = ¢ et p(Z;) = b;.

Démonstration. Soient || - ||4 et || - || s des normes de Banach sur A et
B. 11 résulte du théoréme 7.6, partie (4), I'existence d’une constante ¢
telle que

sup |[bf" - b [ < e
(ma,- ,my)ENT

soit
w:A[Zla"' aZr] —>Ba P(Z) HSDP(Q) )
on a [[?P(b)||p < cmaxy, ||¢(an)||s ot ay,, est le coefficient du mo-

néome de P(Z) de degré m. Ainsi v est continue et donc se prolonge a
A< Zy,--- 7, >. O

7.1. Les algebres affinoides et leurs réductions. Le théoreme sui-
vant est essentiel pour la mise en place des espaces analytiques affi-
noides.

Théoréme 7.15. Soit p : A — B un morphisme entre deux algébres
affinoides. Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(1) ¢ : A — B est fini,
(2) ¢°: A° — BO est entier,
(3) p: A— B est fini.
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Démonstration. Montrons d’abord que (1)et (2) sont équivalents. Soit
« : Ty = A un morphisme fini, si ¢ est fini alors (p o ) est entier
(cf partie (3) du théoreme 7.13), donc ¢° est entier. Réciproquement,
supposons ¢ entier, soient

s:T,=F<Z, - ,Z,>»B
un morphisme surjectif et || - || la norme de B ainsi induite. On a
[s(Z:)||5, < 1|s(Z)]| < 1, donc les s(Z;) sont dans B, par suite, d’apres
(2), il existe P;(X) € A°[X], unitaire, tel que ?P;(s(Z;)) = 0; on désigne
par §; le degré de P; et 'on voit que

B=s(F<Zi,-,Zn>)= >,  @(A)s(Z1)" - s(Z)" .

1<i<n,0<j;<5;

On montre que (1) ou (2) implique (3). On se ramene d’abord au cas
ol B est integre. Soient pq, - -+ , p, les idéaux premiers minimaux de B
et s; : B — B/p, les surjections canoniques, on a pour tout b € B,
116115, = max; ||s;(b)||5/", donc I'application canonique B — I1; (B/p;)

est injective et P est fini si tous les 5,05 : A — (B/p;) le sont.
On suppose donc B integre. Soient « : T,, — A un morphisme fini,
s: T, — T,/Ker(y o «) la surjection canonique et 5 : T; — T, tel que

(Td < T, /Ker(g o a)) = (Td 51,5 T, /Ker(p o a))

soit injectif et fini (cf théoréme 7.6) ; soit ¢y : T,,/Ker(poa) — B induit
par poa, c’est a dire que ¢; est injectif et vérifie p; 05 = poa; on sait
que @ est fini car les assertions (1) et (2) sont équivalentes, donc ¢; est
fini, par suite py = 1 07 = poa o est fini. On est donc ramené a
A=Tyet p:T; — B injectif et fini.

Soit donc ¢ : Ty — B injectif et fini, avec B integre. Montrons que
P est fini. Soient £ = Fr(Ty) et L = Fr(B), la norme de T, induit sur
E une valeur absolue, toujours notée || - ||, soient || - |[;, 1 <@ < r, ses
prolongements a L.

Lemme 7.16. Soit b € B, alors ||b]|5, = max;<;<, ||]];.

Démonstration. Posons P(X) = irr(b, B; X) = X™+a12™ '+ - - +ap,,
on sait (cf lemme 7.11) que P(X) € Ty[X], que |[b]|2 = maxi<i<pm ||as||[*,
on sait aussi (cf lemme 7.12) que max;<;<, ||b||5, = maxi<i<m || [V7,
d’ot le lemme. O

Soient L; le complété de L pour la valeur absolue || - ||; et L; le corps
résiduel correspondant, le lemme précédant montre que le morphisme
canonique

B— ][] L

1<i<r
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est injectif. Montrons que @ : Ty — A est injectif : soient u € T, et M
un idéal maximal de B; on a le diagramme commutatif

T, 4 B

1 \J

@

F < Ty/MmnTy) < B/M

I’application ¢ étant induite par ¢, les fleches verticales étant les sur-
jections canoniques et les fleches horizontales étant finies, on voit que

p(u)(OM) = p(uMNTy))

donc u(M N Ty) # 0 si et seulement si p(u) (M) # 0.
On a donc le morphisme injectif

T.5B— [] L,

1<i<r
B est entier sur Ty = F[Z),- -+, Z4] puisque B Vest sur T7, le corps
L; est une extension finie de £ = F(Zy,- - , Zy), la fermeture intégrale

de F[Zy, -+ ,Z4) dans L; est un F[Zy,- - , Zg)-module fini; donc B est
un 7;-module fini.

Montrons que (3) implique (1) ou (2). On se ramene au cas ou A = Ty
en remplacant ¢ par poa ou « : T; — A est fini. Soit donc ¢ : T; — B
avec P fini. Soient un morphisme surjectif s : T, — B et

w:Td<Zl7'“ y fm >:Td+n—>Ba w|Td:¢a w<Zz):S<ZZ)7

on écrit z; = s(Z;) et l'on désigne par || - ||, la norme de Banach de B
induite par ¢ (°) Montrons I'assertion
— pour tout p € F, 0 < |p| < 1, il existe des polynémes P;(X) €
T9[X], unitaires, tels que |[?P;(z:)| < |||y, 1 <@ < n.
En effet, le fait que @ soit fini implique lexistence des Q;(X) € TY[X],
unitaires, tels que |[#Q;(z)[|2 < 1, 1 < i < n. Comme H‘in(zi)mH}/m
tend vers |[#Q;(z)||Z, lorsque mtend vers +oo, il existe m suffisam-
ment grand pour que |[?Q;(2;)™|, soit aussi proche de 0 que I'on veut.
Montrons maintenant
— Soit f(Z) = f(Z1,-++,Z,) €T < Z >=T3 < Zy,+++ , Zp >
(= TY.,) alors on peut écrire

f(Z) = R(Z) + £f1(Z) +0(2)
avec R(Z) € TP|Zy,- -+ , Zy,), degy R < d; := deg P;, avec fi(Z) €
T)< Z > 6(Z)eKerpetonreF, 0< x| < 1.
5. C’est la propriété essentielle de cette norme d’étre de Banach, car on ne sait

pas a ce moment que lorsque B est réduite la norme spectrale est de Banach , la
preuve de ceci est 'objet du paragraphe suivant.
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Cette assertion implique
VI3 <Z>)= > oM +wp(T) < Z>)
1<i<n,0<m;<d;

qui par itération et en tensorisant par [’ montre que B est fini sur
T,. Prouvons donc cette assertion. Soit donc f(Z) € TY < Z >, aprés
divisions successives par les polynomes P;, on obtient

f(Z2) = Pi(Z1)ui(Z) + - + Po(Zn)un(Z) + R(Z)
avec ||ui(Z)[[5p < [f(D)|[g < 1, R(Z) € T3[Z] et degy, R < d;.
Remarquons que
17P1(z1)7ua(2) + -+ 4 P Bul2n) Pun (2) ||y < max [P P (2:) ||y [P ()]l

< lpl max [[Pui(2)[[ < |plllui(2)|[ < ol
ce qui s’écrit
[ (PL(Z1)ur(Z) + -+ + Bl Zn)un(Z2)]l < ol
par suite il existe des éléments v de Keriy tels que
1PU(Z0)us(Z) + -+ + Po(Zn)un(Z) + vl [+

ait un majorant aussi proche que 1'on veut (par valeurs supérieures) de
|p|, ce qui prouve I'assertion. d

Remarque 7.17. Soit un morphisme ¢ : A — B entre deux F'-algébres
affinoides.

(1) 11 peut se faite que ©° ne soit pas fini. Par exemple soit L/ E
une extension finie de corps valués et complets, que l’on suppose
immédiate, c’est a dire que |E*| = |L*| et E = L, alors L° n’est
pas fini sur E°. En effet, comme L° = E°+E LY, si L° est fini
sur E° le lemme de Nakayama dit que L° = E°, donc L = E.

(2) Sile corps de base F est discrétement valué et B réduite alors
0" est fini.

7.2. La norme spectrale est de Banach. Nous allons étudier la
norme spectrale des algebres affinoides A a l'aide d’extensions finies
T, — A, le lemme suivant examine le cas ou il y a de 'inséparabilité.
Rappelons d’abord qu’étant donné un anneau commutatif et integre A,
de corps des fractions F, le rang d’'un A-module N est la dimension
sur £ de N ®4 E.

Lemme 7.18. Soient F' un corps valué complet de caractéristique
p > 0, q¢ une puissance de p, N un sous-T,,(F)-module de T,(F)"

= Fl/1 < le/q, o, ZMa > de rang fini sur T,(F), alors N est de type
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fini sur T,,(F), fermé dans T, (F)Y (pour la norme spectrale). Si de
plus N est une sous-F-algébre unitaire de Tn(F)l/q, c’est une algébre
affinoide et sa norme spectrale est de Banach.

Démonstration. D’abord un lemme auxilliaire.

Lemme 7.19. Soient A un anneau noethérien et intégre, E son corps
des fractions, M un A-module libre et N un sous-A-module de M de
rang fini. Alors, si {e;}icr une A-base de M, il existe une partie finie
J de I telle que N soit un sous-module de ©jc;Ae;, en particulier N
est de type fini sur A.

Démonstration. Soit {e;};c; une A-base de M, on a
N@AE — M®AE = @ieIEei
et il existe une partie finie J de I telle que NQ 4 FE C @;c7FEe;. Montrons
N C @jeJAej.
Soit x € N, on ax € M, donc x = > ,;c;ae; avec les a; dans A,

presque tous nuls; on a également z € N ® £, donc x = ;¢ %ej, ou
bj,d€ A, d # 0; donc dans M

dl’ = Z bjej = Zdaiei s
jeJ iel
d’ou le lemme. O

Démontrons le lemme 7.18. Soit {\;}ic; une F-base de F'/% on a

Tn(F>1/q — @ie[,lgzgnTn(F))\iZInl/q e Z;Lnn/q

0<mg<q
et, d’apres le lemme précédent, il existe une partie finie J de [ telle que

N C @jeJ,lgzgnTn(F)AjZInl/q .. Z:Lﬂn/q :

0<my<q
soit Fy = F(\; / j € J), alors N est un sous-7,,(F)-module de
F < 2ZY1 >= F < le/q,--- ,Z4 > dont la norme spectrale est

induite par celle de T,,(F)'? et qui de plus est un T}, (F)-module fini.
Donc N est de type fini sur T),(F), fermé dans F} < Z'¢ >, donc dans
T, (F)'/a.

Supposons que N soit une F-sous-algebre unitaire de 77,(F)/9, alors
I'inclusion 7,,(F) C N est un morphisme fini, donc N est une algebre
affinoide ; par intégralité on vérifie que sur N on a ||-[|J) = || - ||Z;;’(F)l/q.
Donc la norme spectrale de N est de Banach. U

Rappelons qu'un anneau commutatif, unitaire et noethérien A est

(1) japonais s'il est intégre et si la fermeture intégrale de A dans
toute extension finie de Fr(A) est un A-module fini,
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(2) de Nagata si A/p est japonais, pour tout idéal premier p de A.

Théoréme 7.20. (Gerritzen [18]) Soit A un F-algébre affinoide ré-
duite.

(1) La fermeture intégrale de A dans son anneau total des fractions
est un A-module fini, c’est donc une algébre affinoide ; A est un
anneau de Nagata.

(2) La norme spectrale de A est de Banach.

Démonstration. On commence par examiner le cas o A est integre.
Soit a : Ty(F) < A un morphisme fini. On pose L = Fr(T,(F)),
M = Fr(A), M/L est une extension finie, soit N une fermeture nor-
male de M sur L et L; le corps des invariants par le groupe de Galois
Gal(N/L) : 'extension L;/L est purement inséparable et 'extension
N/L, est galoisienne. Soient B la fermeture intégrale dans N de T ou
de A et By = BN Ly, ce dernier est la fermeture intégrale de T,; dans
Ll'

Il existe une puissance g de l’exposant caractéristique p de L tel
que By C Ty(F)Y4, de plus B, est de rang fini sur Ty(F), le lemme
précédent montre donc que B; est une algebre affinoide dont la norme
spectrale est de Banach, que B; est un Ty(F)-module fini.

Examinons B en tant que Bj-module, dans 'extension galoisienne
N/L,. Montrons que B est fini sur B;. Soient {by, -+ ,b.} C B une L;-
base de N, {bj,--- , b} la base duale pour la forme bilinéaire (z,y) —
Trn/r, (zy) et d € By, d # 0, tel que db; € B pour tout i. On a pour
tout b € B, b= 1<;<, Trn/r, (bb7)b; donc db = 3" i<, Trayr, (b(db))b;
et on constate que Try,p, (b(db;)) € By puisque b(db;) € B, donc

B Cclz > Bib;,
1<i<r
par conséquent B est fini sur B; et ¢’est une algebre affinoide.

On a Try/r, (BY) C BY, en effet , si 0 € Gal(N/Ly), on a par in-
tégralité o(B) = B et ¢ induit une bijection de SpmB, de plus, pour
tous b € B et M € SpmB, |b(M)| = |o(b)(M)|. Supposons maintenant
que les b; de la base précédente de N/L; soient dans B° (ce qui est
toujours possible), on peut choisir d € By,d # 0, tel que db; € B° pour
tout ¢, les mémes calculs qu’au dessus et la remarque qui vient d’étre
faite concernant la trace donnent

dB®c Y BYb; .
1<i<r

Maintenant on montre que la norme spectrale de B est de Banach.
Soit b€ B, b#0,b= 31, a;b; avec a; = Try,r, (bb;). Soient X\ € F'
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et ¢; > 0 tels que 0 < ¢ < [[Ab]|F < 151l faut remarquer que I'on
peut choisir A de telle sorte la constante ¢; ne dépende pas de b. On a
d\b € Zlgigr B?b’w

|]d)\b|| <max\|d)\az|\ HbH <cgmax|]d)\ai||‘;

ol ¢; = max;||b;||], < 1. D’autre part on a maXi||d)\aZ~||Q) <1<

e Bl

sp 5 ces formules se regroupent en

[1dAB] g < c2max ||dAasll5, < cacy HABI[5,
donc

(6) ||db|| < c2max||daz||

sp — C2Cl_l||b||§) :

L’application By — Bj, a — da, est une bijection continue, donc bi-
continue (pour la norme spectrale de Bj, qui est de Banach), donc
il existe une constante c3 > 0 telle que pour tout a € B; l'on ait

||da] |5} < cs]al|Zr, cela donne avec (6)

maXHaszp < (caes) MIbl[L,

une inégalité de ce type dans 'autre sens étant évidente il en résulte
que la norme spectrale de B est de Banach.

Maintenant on examine le cas général, on suppose seulement que A
est réduite. Soient p;, 1 < i < r, les idéaux premiers minimaux de A, s; :
A — A/p; les surjections canoniques et s : A — []; A/p; le morphisme
diagonal qui s’en déduit. On sait (Bourbaki, algebre commutative, § 2,
n° 5) que 'on a des morphismes canoniques, qui sont injectifs, celui de
droite étant un isomorphisme

A = @i<icr Afpi = Fr(A) 5 @i, Fr(A/p) |

on sait aussi (op. cit.) que, via ces morphismes, la fermeture intégrale A

—_~—

de A dans Fr(A) est la somme directe des fermetures intégrales A/p; des
A/p; dans Fr(A /p;). Il suit avec ce qui précede que A est un A-module

fini. Il reste a prouver que || - ||, est de Banach.
Soit || - || une norme de Banach sur A, elle induit une norme de Ba-
nach || - ||; sur A/p;, soit || - ||° la norme de Banach [|(ay,--- ,a,)||° =

max; ||a;||, sur Gi<i<,A/p;, cela fait d’ailleurs de ce dernier un A-
module de Banach fini, donc s(A) est fermé pour ||-||® et s : (A, [|-|]) —
(s(A), || -]|°) est bicontinu. La norme max;|| - ||2/"" est de Banach sur

e/ one éqivalento % par st |3, = s, 5,013
est équivalente sur A a || - || et est donc de Banach.
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Remarque 7.21. Voici quelques propriétés des algébres affinoides que
nous ne démontrerons pas ici.
On dit qu’un sous anneau R de F° est discret s’il vérifie

(1) il existe un sous-corps fermé E de F, discrétement valué, tel
que E° C R,

(2) il existe m € F* tel que F® N R C wF°,

(3) le quotient R := R/(RNF™) est un corps et F est une extension
algébrique purement inséparable de E.

Par exemple, si F' est discrétement valué, R = F° est un sous-anneau
discret de F°.

Soit (A,||]]) une F-algébre de Banach, une base normale d’algébre de
Ualgebre (A,]| - ||) est une base normale {e;};c; de espace de Banach
(A, || - |]) possédant la propriété suivante : il existe un sous-anneau

discret R de FO tel que le complété &ciRe; soit un sous-anneau de A.
On dit qu’une F-algebre affinoide A est distinguée s’il existe un mor-

phisme surjectif T,(F) — A tel que la norme spectrale || - ||, de A soit
induite par celle de T, (F) et que (A,||-]|2,) admette une base normale
d’algebre.

Si F' est discretement valué ou algébriquement clos, toutes les F'-
algebres affinoides réduites sont distinguées.

Soit ¢ : A — B un morphisme entre deux F'-algébres affinoides, avec
B distinguée, supposons que @ soit fini, que B = d1<i<r ?(A)b;, avec
les b; dans B°, alors B® = Y ;e p(A)b;. Si de plus A est réduite,
alors @ est injectif, resp. bijectif, si et seulement s’il en est de méme
de .

7.3. Produit tensoriel d’algebres affinoides. Soit ¢ : A — B un
morphisme entre F-algebres affinoides, on dit que B est une A-algebre
affinoide.

Par exemple on définit A < X;,---,X,, > de la maniere suivante :
onalf: A~F <Yy, Y, >/, ona
F<}/17... ’ijle... 7Xn>
IF <Yy, - Y, Xy, X, >
par un isomorphisme qui restreint a A est 6 et qui envoie X; sur lui-
méme.

Soit B une A-algebre affinoide, la structure des algebres affinoides

montre qu’en général il existe un isomorphisme de A-algebres affinoides
B~A<Xy,---,X,>/JouJestunidéal de A < Xy,---, X, >.

Proposition 7.22. Soient A une F-algébre affinoide, B et C' deuxr A-
algébres affinoides, on écrit B~ A< X > /I, C~A<Y > /J, avec

A<X17"'7Xn>2
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X=Xy, -, X,etY=YY,,---,Y,,; soient

A< XY >

A< XY >+JA< XY >

et B: B — D,vy:C — D les A-morphismes canoniques; D est une
A-algéebre affinoide possédant la propriété universelle suivante : pour
toute A-algébre affinoide E, pour tous A-morphismes u : B — E et
v : C — FE il existe un unique A-morphisme ¢ : D — E tel que
pofB=u,poy=u.
Démonstration. Soient 4 : A < X >» B S Eetv: A<Y >
C % D, on définit o : A < XY >— E tel que ¢|4 < X >= 1 et
P|A <Y >= 1, cette application donne . O

Définition 7.23. Soient A une F-algébre afinoide, B et C' deur A-
algébres affinoides, on appelle produit tensoriel topologique sur A de B
et C tout triplet (E,u,v) possédant la propriété universelle de (D, [3,7)
de la proposition précédente. On choisit un tel triplet, par exemple celui
mis en évidence précédemment et on le note BR4C.

Remarque 7.24. Le produit tensoriel topologique BR 4C' est en fait le
produit fibré de B et Csur A dans la catégorie des F'-algéebres affinoides.

Si B ou C est fini sur A, BR,4C est le produit tensoriel algébrique
B ®4 C des A-algébres.

8. LES ESPACES AFFINOIDES.

Soit A une F-algebre affinoide, on fait de son spectre maximal (i.e.
de I'ensemble de ses idéaux maximaux) SpmA un espace topologique
de la maniere suivante : les ouverts sont les réunions des ensembles de
la forme

Ua(fr,-o s fr) =AM € SpmA / [fi(D)| = --- = [ f-(M)| = 1},

ou fla"' 7f7‘ €A

Soit ¢ : A — B un morphisme entre F-algebres affinoides, on dé-
signe par ¢* : SpmB — SpmA Dapplication qui & M € SpmB as-
socie o 1(IM); l'application * est continue, par exemple, si f € A,

(") (Ualf)) = Us(e(f))-

8.1. les parties affinoides et rationnelles.

Définition 8.1. Soient A une F-algébre affinoide et X = SpmA. On
dit qu’une partie Y de X est affinoide si il existe une F'-algebre affinoide
Ay et un morphisme 0 : A — Ay possédant les propriétés suivantes
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(1) ¢*(SpmAy) C Y,

(2) pour toute F-algébre affinoide B et tout morphisme
0 : A — B tel que ©*(SpmB) C Y, il existe un unique mor-
phisme ¢ : Ay — B tel que 1 o0 = ¢.

On dit que (Ay,0), ou encore que 6 : A — Ay, est un couple associé a
Y ; s’il existe, il est unique d isomorphisme unique prés (ce qui autorise
a dire “le couple associé” et non “un couple associé”).

La proposition suivante donne la liste des premieres propriétés des
parties affinoides.

Proposition 8.2. (1) Soient A une algébre affinoide, X = SpmA,
Y une partie affinoide de X et (Ay, 0) son couple associé. Alors
0% : SpmAy — Y est une bijection. Si M € SpmAy, alors
pour tout entier m > 0 le morphisme canonique A/(6*(9))™ —
Ay /M est un isomorphisme, de plus M = (0%(IN)) Ay .

(2) Soient A une algébre affinoide, X = SpmA, Y] une partie af-
finoide de X et Yy une partie affinoide de Y, (ce dernier étant
vu comme SpmAy, ), alors Y est une partie affinoide de X (son
couple associé étant ((Ay,)y,,02001)).

(3) Soient ¢ : A — B un morphisme entre algébres affinoides,
Y une partie affinoide de SpmA et (Ay,0) son couple associé,
alors () YY) est une partie affinoide de SpmB et
(B,Idg ® 0 : B — B&4Ay) est son couple associé.

(4) Soient A une algébre affinoide, X = SpmA et Yy,---,Y, des
parties affinoides de X, alors YiN---NY, est une partie affinoide
de X, son couple associé est donné par le morphisme canonique
A— AY1®A T ®AAYT.-

Démonstration. (1). Considérons le diagramme

A S 4y
s x{ 1 sy
A b, A
Foym T
les applications s et sy sont les surjections canoniques, 0 est induite par
0 et désignons par ¢ la fleche oblique ¢ : Ay — W, son existence

provient de la propriété universelle de Ay, puisque Iimage de st est
{M} C Y, donc pof =s;onaaussi §op = sy, toujours a cause de
cette méme propriété universelle ; comme sy est surjectif cette derniere
relation montre que 0 est surjectif ; la relation ¢ o # = s montre que
Ay = 0(A) + 91 ; on a Kerp D N™; si x € Kerp, x ¢ M, on peut
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supposer = € 0(A), donc x a un antécédant y par € et 'on voit que
y € Kers, donc y € 6*(MN)™ par suite z € DN™. Finalement Kerp = N™,
donc 0 est injectif. On a prouvé que 6 est un isomorphisme, ceci donne
toutes les assertions de (1). Les autres points sont faciles. O

La partie (1) de la proposition permet d’identifier Y et SpmAy, ce
que nous ferons dorénavant.

Définition 8.3. Soient A une F-algébre affinoide, X = SpmA, r =
{fo, -+, fm} C A tels que Yg<icrn fiA = A. Soil

R={ze X /|filx)| <|fo(x)| Vi=1,---,m},
on dit que R est une partie rationnelle de X, que c’est la partie ration-
nelle de X associée a r. Dans l'algebre affinoide A < Zy,--- |, Z, >
soit Uidéal 1(r) = Y o<iem(fi — Zifo)A < Zy,+ -+, Zy >, soient A(r) =
A< Zy,- Zy > JI(r) et le morphisme canonique 6 : A — A(r).

Proposition 8.4. Soient A une F-algébre affinoide, R une partie ra-
tionnelle de X = SpmA associée a r = {fo, -, fm}. Alors R est une
partie affinoide de X et 0 : A — A(r) est le couple associé.

Il existe m € F* tel que |fo(x)| > |7| pour tout x € R (dit d’une
maniére heuristique, la fonction fy est inversible sur R).

Démonstration. Montrons 6*(SpmA(r)) C R. Soient s : A < Z >=
A< Zy, -+, Zy > A(r) la surjection canonique , 9t un idéal maxi-
mal deA(r) et M = s71(M), on a [|Z;]|2%> < 1, donc ||fi||4"7) <
[ /ol pour tout i puisque la norme spectrale de A(r) est majo-
rée par la norme induite par la norme spectrale de A < Z >. Donc
0 (9) = DN A est dans R.

Soit ¢ : A — B un morphisme entre algebres affinoides tel que
©*(SpmB) C R. Alors ¢(fy) n’est dans aucun idéal maximal de B,
donc est inversible, de plus, si 9T est un idéal maximal de B et f € A,

[P(F)(M)] = | F(()], done lo(fi)/e(fo)ll, < 1, ce qui permet de
définir ¢ : A(r) — B qui est le quotient de 'application VA< Z >

B telle que ¢|A v et w( ) = @(fi)/e(fo) pour tout i.
On a fo € A(r)* et pour tout = € SpmA( ) = R, |(1/fo)(z)| =
1/]fo(x)| montre que [[ fol |57 > ([11/ fol[5) O

La proposition suivante compile des propriétés immédiates des par-
ties rationnelles.

Proposition 8.5. (1) Soient A une algébre affinoide, v = {fo, -, fu}
et v’ = {f},---,fl,} deuz parties de A définissant respective-
ment les parties rationnelles R et R’ de X = SpmA, 0, : A —
A(r) et 0, : A — A(r") les morphismes canoniques; supposons
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R D R, alors il existe un unique morphisme 6, = A(r) — A(r')
tel que 0,0 = 0,, 00, et 0., est un isomorphisme si R = R'.

(2) Soient A une algébre affinoide, r = {fo, -, fu} et ={fl,--, fl.}
deux parties de A définissant respectivement les parties ration-
nelles R et R' de X = SpmA, alors RN R est une partie
rationnelle, définie par r" = {fofs, -+, fif}, -}, de plus Uho-
momorphisme A(r)@4A(r") — A(r") induit par O, et O
est un isomorphisme.

(3) Soient A une algébre affinoide, R une partie rationnelle de X =
SpmA et R' une partie rationnelle de R (ce dernier vu comme
le spectre mazimal de Ualgébre A(r)), alors R' est une partie
rationnelle de X.

(4) Soient ¢ : A — B un homomorphisme entre F-algébres affi-
noides et R une partie rationnelle de X = SpmA, alors (¢*) "1 (R)
est une partie rationnelle de Y = SpmB ; si R est associée ar =
{f07 e 7fn} alors (@u)_l(R) lest a 90(71) = {(10(]60)’ e 7(70(fn)} ’
de plus, de O,y 0 ¢ : A —= B(p(r)) il résulte (par la propriété
universelle) un unique morphisme A(r) — B(p(r)), qui induit
avec @ un isomorphisme A(r)@aB = B(p(r)).

Le résultat suivant est important, sa démonstration est délicate.

Théoréme 8.6. (Grauert-Gerritzen, [19]) Soient A une algébre affi-
noide et'Y une partie affinoide de X = SpmA. AlorsY est une réunion
finie de parties rationnelles de X.

9. LE SITE SpmA.

Nous définissons une topologie de Grothendieck sur le spectre maxi-
mal d'une algebre affinoide, puis un pré-faisceau structural, qui s’ave-
rera étre un faisceau. Eb n toute généralité la définition d’une topologie
de Grothendieck est la suivante

Définition 9.1. Une topologie de Grothendieck G est la donnée d’une
catégorie ouv(G) et d’un ensemble cov(G), les objets de ce derniers
étant des familles (U; — U);er de morphismes de ouv(G) soumises auz
conditions suivantes

(1) pour tout (U; — U)er de cov(G) et tout morphisme V-— U de
ouv(G) les produits fibrés U; xy V' existent et (U; xg V' — V)er
est dans cov(G),
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(2) soient (U; — U)ier et, pour tout i € I, (U; — U,)jes, des
éléments de cov(G), alors (U;; — U), j, obtenu par composition
des morphismes dans ouv(G), est un élément de cov(G),

(3) les isomorphismes V.= U de ouv(G) sont dans cov(G).

Les objets de ouv(G) s’appellent souvent les ouverts de la topologie et
les éléments de cov(G) les recouvremens admissibles.

Dans I'immédiat nous allons utiliser la définition suivante, qui est
moins générale mais adaptée aux espaces déja munis d’une topologie
(au sens ordinaire).

Définition 9.2. Une topologie de Grothendieck sur un espace topolo-
gique X est la donnée

(1) d’un ensemble A d’ouverts de X telle que () et X soient dans A
et que st U etV sont deux éléments de A alors UNV est encore
dans A ; les éléments de A sont appelés les ouverts admissibles ;

(2) pour tout U € A d’un ensemble Cov(U) de recouvrements ou-
verts de U formé d’éléments de A et soumis aux axiomes Sui-
vants

(a) pour tout U € A le recouvrement {U} réduit ¢ U est dans
Cov(U);

(b) pour tous U,V € A, avec V C U, et pour toutU € Cov(U),
UNV ={WNV}wey est dans Cov(V) ;

(c) pour tous U € A etUd € Cov(U), pour tous V€ U et

Vy € Cou(V),
U Vv ={W /il existe Ve U avec W € Vy}
veu

est dans Cov(U) ;

les éléments de Cov(U) sont appelés les recouvrements admis-

sibles de U.

Soit A une F-algebre affinoide et X = SpmA. On a déja mis sur X
une topologie. On définit sur X une premiere topologie de Grothendieck
qui est la suivante :

— les ouverts admissibles sont les parties rationnelles,

— les recouvrements admissibles sont les recouvrements par des ou-

verts admissibles qui admettent des recouvrements plus fins finis,
(soient U et V deux éléments de Cov(U), on dit que V est plus fin que
U si pour tout V € Vil existe U € U tel que V' C U).

Soit A une F-algebre affinoide et X = SpmA. Si R est une partie

rationnelle de X associée a r C A, on pose Ox(R) = A(r); ceci définit
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un préfaisceau sur X, les restrictions étant données par la propriété
universelle des parties affinoides. Si M est un A-module, on désigne
par M le préfaiceau sur X défini par M(R) = M ® 4 Ox(R); M est un
préfaisceau de Ox-modules.

Théoréme 9.3. (Tate, [48]) Soit A une F-algébre affinoide, M un A-
module et X = SpmA muni de la topologie de Grothendieck précédente
(par les parties rationnelles), alors M est acyclique pour la cohomologie
de Cech de tout recouvrement admissible de X ; M est un faisceau, en
particulier Ox est un faisceau.

I1 suit alors du théoreme de Gerritzen et Grauert que ’on peut définir
une nouvelle topologie de Grothendieck sur le spectre maximal d’un
algebre affinoide.

Définition 9.4. Soit A une F-algébre affinoide et X = SpmA. On
définit sur X la topologie de Grothendieck suivante :

— les ouverts admissibles sont ses parties affinoides,

— les recouvrements admissibles sont les recouvrements par des ou-

verts admissibles qui admettent des recouvrements plus fins finis.

Le faisceau Ox est défini sur les parties affinoides par Ox(Y) = Ay
(notations de la définition 8.2); si M est un A-module le faisceau M
est défini sur les parties affinoides par M(Y) =M®sAy.

Muni de cette topologie de Grothendieck on dit que X = SpmA est
un espace (analytique) affinoide.

Théoréme 9.5. (Tate, Gerritzen-Grauert, [48], [19]) Soit A une F-
algebre affinoide, M un A-module et X = SpmA muni de la topologie de
Grothendieck donnée en 9.4, alors M est acyclique pour la cohomologie
de Cech de tout recouvrement admissible de X ; M est un faisceau, en
particulier Ox est un faisceau.

On dit que Ox est le faisceau structural de I'espace affinoide X, que
le faisceau M est quasi-cohérent, cohérent si M est un A-module de
type fini.

9.1. La fibre du faisceau structural. Soient A une F-algebre affi-
noide et x € X = SpmA, si Y et Y’ sont deux parties affinoides de X,
avec Y' C Y, on désigne par pyys : Ox(Y) = Ox(Y’) le morphisme
canonique (la restriction de Y a Y’); la fibre de Ox en z est

Ox, =1 Ox(Y
Xz 1—I>Ilac€Y X( ) ’
ou Y décrit les parties affinoides de X contenant x. Pour toute partie

affinoide Y de X et tout x € X on note py, : Ox(Y) — Ox, le
morphisme canonique.
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En particulier si A =T, = F < Z >=F < Zy,---,Z, > et si0
est le point de X représenté par I'idéal maximal 9y = (21, , Z,),
on écrit Ox o = F{Z} = F{Z\,--- ,Z,}, c’est 'anneau des germes de
fonctions analytiques au voisinage du point 0 de X, il peut aussi étre
vu comme l'ensemble des éléments u de F|[[Z]] = F[[Z1, -, Z,]] qui
possedent un rayon de convergence.

Par un raisonnement tres proche de celui utilisé pour les algebres
affinoides, on montre qu'’il existe dans F'{Z} une “préparation de la
variable a la Weierstraf3”, par suite une division euclidienne, dont il
résulte, comme pour les algebres affinoides

Proposition 9.6. L'anneau F{Z} = F{Z,,--- ,Z,} est noethérien et
factoriel. C’est un anneau local d’idéal maximal My = (Z1,- -, Zy), il
est de dimension de Krull n.

Proposition 9.7. Soient A une algebre affinoide, x € X = SpmA,
M, lidéal maximal de A correspondant a x et px, : A — Ox, le
morphisme canonique de A dans la fibre en x. Alors Ox, est un an-
neau local, px (M,)Ox.. est son unique idéal mazimal et l'on a un
isomorphisme canonique A/My; ~ Ox ./ (px,2(M2)Ox ).

Démonstration. Pour alléger les notations on n’écrit pas les applica-
tions px., etc. Soit f € Ox,, f ¢ M,Ox,, il existe une partie ra-
tionnelle R de X tel que f € Ox(R), € R et donc f(x) # 0. Soit R’
I'ensemble de y de R tels que | f(y| > | f(x)], c’est une partie rationnelle
de R, donc de X, contenant x et sur laquelle f ne s’annule pas, donc
[ € Ox(R)*, par suite f € Ox .

Il reste a montrer A/M, ~ Ox,/M,Ox,, mais cela résulte de la
partie (1) de la proposition 8.2. O

En général, comme dans cette démonstration, afin d’alléger le texte,
on n’écrit pas les morphismes px , ou encore pyy-.

Soient ¢ : A — B un morphisme de F-algebres affinoides, ¢ : Y =
SpmB — X = SpmA, y € Y et 2 = ¢f(y) € X, R C X une partie
rationnelle et (p*)~1(R) C Y'; on a un morphisme canonique

ol 1 Ox(R) = Oy((¢*) 1(R)) ,

qui considéré pour tout R est le morphisme Oy — (¢%),Oy ; par
passage aux limites inductives on en déduit un morphisme canonique
¢z 1 Ox 5 — Oy, dont on vérifie que c’est un morphisme local.

Proposition 9.8. Soient A une F-algébre affinoide, ¢ : F < Z >=
F < Zy,---,Z, > A un morphisme surjectif, v € X = SpmA,
y=¢z) €Y =SpmF < Z >. Alors p, : Oy, — Ox, est surjectif
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et induit un isomorphisme Oy Qpczs A ~ Ox 4. En particulier Ox
est un anneau noethérien (et local).

Démonstration. Soit R une partie rationnelle de X,

R={teX /[fi()] <[fo(®)}

avec les f; dans A, 0 <7 < r, soient g; € F' < Z > tel que p(g;) = f;
et

R={teY /|gat)]=<lp®)}.
Comme ¢ est surjectif on a p*(R) = R'. La proposition résulte des deux
assertions suivantes, que nous allons démontrer : Oy (R') 28 Ox(R) est
surjectif et Oy (R') Qpczs A~ Ox(R).

Soient u € Ox(R) = A < T > /(f; = Tifo)i et & = Y uT? €
A < T > qui reléve u. Soient v = 3, vjzi € F<Z1T > avec p(v;) =
u; et v 'image de v dans Oy (R') =F < Z,T > /(g: — Tigo)s, alors v
est un antécédent de u par pp.

On a une application naturelle Oy, @p.z> A — Ox, (dont on sait
avec ce qui précede qu’elle est surjective), nous construisons 1'applica-
tion inverse. Soit © € Ox,, soit R une partie rationnelle de X telle
que u € Ox(R) et, comme au dessus, v € Oy (R’) un antécédent de u
par ¢r. On voit que v ® 1 € Oy,y ®p<z> A ne dépend pas du choix de
I’antécédent v, et ceci déterminera 'application inverse, sous réserve de

prouver que Kerpr = (ker p)Oy (R’) et ceci est une conséquence de la
commutativité du diagramme suivant

F<ZT> 5 A<T>

s Y
F<ZT> o A<T>
(9:—T3g0): (fi—Tifo)i

ou ¢ est défini par ¢|F < Z >= ¢ et ¢(T;) = T;, ou s et s sont les
surjections canoniques. 0

Théoreme 9.9. Soient A une algébre affinoide, x € X = SpmA, M
lidéal mazimal de A qui représente x, Aay le localisé de A en DN, Ag
son complété M-adique, o« : A — Agy et B : Ay — Agp les mor-
phismes canoniques. Soient p, : A — Ox, le morphisme canonique
et (OX@)WOXJ le complété MOx ,-adique de Ox . Alors il existe des

morphismes a : Agp — Ox 4 et b: Ox, — ﬁ«m tels que : a et b sont

—

fidélement plats, boa = 3, aoa = p,, de plus (Oxy)
le morphisme b et p, est plat.

MOy, Ao via
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Démonstration. Siu € A, u ¢ 9N, il existe une partie rationnelle R de
X contenant z sur laquelle u ne s’annule pas, donc 1/u € Ox(R). Ceci
prouve l'existence de a.

On a a(MAgy) = MOx,, donc en particulier a(MAgp) # Ox ..

OnaOx./ (M Oxy) =~ Am/ (I Agn), d’ot 'existence de b, de l'iso-
morphisme entre les complétés M-adiques et le fait que boa = 5.

Il reste a prouver que a et b sont fidelement plats, pour cela on
utilise les résultat suivants. Soit m : B — ' un morphisme d’anneaux
commutatifs et unitaires; alors si ce sont des anneaux locaux, m est
fidelement plat si et seulement s’il est plat et si m(Mp) # C (ot Mp
est 'idéal maximal de B); m est plat si et seulementt si pour tout
idéal I de B, I'homomorphisme m ® Id : [ ® 5 C — m(I)C est un
isomorphisme. Soit I un idéal de Agy, si I ®a, Ox. — [Ox, a un
noyau, il en est de méme de

(I ®A£m OXJ) ®Ox,z /Algﬁ — ]ggm

qui est injectif car fidelement plat. On a prouvé que a est fidelement
plat.

Comme il a été fa/itﬂl dessus, pour toute partie rationnelle R de X
contenant z on a (Ox (R))go, (ry = Agp, donc le morphisme canonique
Ox(R) — Agy est plat. Soit I un idéal de Ox, et soit R une partie
rationnelle de X contenant x et telle qu'un systéme générateur (fini)
de I soit dans Ox(R), soit J 'idéal de Ox (R) engendré par ce systéme
générateur. On a le diagramme commutatif

J Py (R) /Algm =5 JA\gm
I
I ®@X71 121\933 — ]A\gm

par conséquent la fleche horizontale du bas ne peut avoir de noyau.
Donc b est fidelement plat. O

Corollaire 9.10. Soient A une algébre affinoide, Y une partie affinoide
de X = SpmA, alors Uapplication A — Ay du couple associé a 'Y est
plate.

10. LA REDUCTION CANONIQUE DES ESPACES AFFINOIDES.

Soit A une F-algebre affinoide, A = A°/A% est une algebre de type
fini sur /' = F°/F%. Soient 9 un idéal maximal de A et L = A/,
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ce dernier est une extension finie de F'; on a le diagramme commutatif

A 5 L
U U
(7) AL
s }s
A 5 L

ol ¢, s et S sont les surjections canoniques et ou @ est induite par ces
applications. Soit 9t = Ker®, c’est un idéal maximal de A. On vient de
définir une application 7 : SpmA — SpmA, M — M, appelée réduction
canonique de [’espace affinoide SpmA.

Proposition 10.1. Soient A une F algébre affinoide, s : A® — A
la surjection canonique, X = SpmA, X = SpmA etr : X — X la
réduction canonique. Soit x € X représenté par l’idéal mazximal N
de A, alors r(x) est représenté par lidéal s(v/9M N AD + AD) de A.
L’application r est surjective.

Démonstration. On considere le diagramme (7), il est facile de vérifier
que VO N A + A% c Ker(p o s), montrons I'inclusion inverse. Soit
a € Ker(pos), ona |a(x)| < 1, donc si P(T) = irr(a(z), F;T) =
T 4+ a7 + -+ g, on a a; € F% par conséquent, la relation
P(a(z)) = 0 implique P(a) € 9, par suite a? € M + A,

Montrons que r est surjectif. Soit 91 un idéal maximal maximal de A,
écrivons N = (ay,--- ,a,) avec a; € A°, soit I = (a1, -+ ,ay), c’est un
idéal de A. Montrons I # A. Sinon on a une relation 1 = >3, .;<p a;a;
avec oy € A siles a; sont dans A° il vient 1 = di<i<eOia; € N, ce
qui est impossible. Donc max [|ay]|4, > 1; soit A € F tel que [A\|~ =
max ||ay |5, > 1 pour un certain entier d > 0 et pour simplifier écriture
supposons que le maximum des ||a;||, est obtenu pour i = 1, on a

1 = Y cicria;, done Ao = Yo s(Aaf 'a;)a;, par suite dans A4,
0= Y1<ic (A )@, il suffit donc d’avoir fait I'hypothese que £ est
minimal pour avoir une contradiction.

On a donc prouvé I # A, soit donc 9 un idéal maximal de A
contentant I, clairement 91N A+ A% C s71(91), donc avec la premiere
partie de cette démonstration, s(v/91 N A% + A%) = 91 O

Exemple 10.2. X = SpmF < Z >, alors F < Z > = F[Z]. Suppo-
sons I algébriquement clos, alors X s’identifie a F°, X = SpmF[Z] est
une droite affine sur I, donc s’identifie a F et la réduction canonique
r: X — X devient la réduction ordinaire F° — F.
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Définition 10.3. Soient A une F-algébre affinoide etr : X = SpmA —
X = SpmA la réduction canonique de son spectre maximal. Une partie
de X de la forme r=Y(U) ou U est un ouvert de Zariski de X est dite
formelle (ou pure).

La proposition suivante donne des propriétés des parties formelles.

Proposition 10.4. (1) Soient A une F-algébre affinoide, r: X =
SpmA — X = SpmA la réduction canonique, f € A% et f#£0
son image dans A, supposée non nulle, et

Xp=r"Y(D(f) ={z € X / [f(z)| =1} ;
c’est une partie rationnelle de X et les parties formelles de X
sont des réunions finies de Xy.

(2) Soit ¢ : A — B un morphisme de F-algébres affinoides, o :
X =SpmB — Y = SpmA, rx et ry les réductions canoniques
respectives, alors ryop* = (Spmp)ory, par suite I'image inverse
par ©* d’une partie formelle de Y est une partie formelle de X .

(3) Soient A une F-algébre affinoide, r : X = SpmA — X = SpmA
la réduction canonique, f € A°. Soit p : A — Ox(r=*(D(f)))
le morphisme canonique, alors p : A — Ox(r=1(D(f)) induit

un isomorphisme O<(D(f) = Ox(r=*(D(f)).

Démonstration. Seule troisieme partie demande une démonstration et
Pon peut supposer f # 0, donc ||f||4, = 1, on a Ox(r ' (D(f))) =
A<T>/(fT—1).Soit s: A<T>>A<T>/(fT—-1)la

surjection canonique, supposons
sS(A<T>N=(A<T>/(fT-1))° et
sS(A<T>")y=(A<T>/(fT —1)",

alors s donne une surjection A <7 > — A<T > /(fT — 1) dont dé-

coule le résultat voulu. Montrons ces formules. Soit u € A < T > tel

que s(u) € (A < T > /(fT —1))° on écrit u = Yo u;T" avec les

u; € A, soit my tel que || Yism, uiTi||’S‘§,<T> < Hs(u)Hg£<T>/(fT_1)), on

a

ffu= 3w ™M Y wf™MT(AT =)+ ™Y w T
0<i<my 0<i<mi i>my

SOIt U1 = Ygcicm, uif™ F on a ||s(f™u — vy)|[4THUTTD < 1 et

v € A; on a |vi(z)] < 1 pour tout z € Xy, puisque s(u) € (A <

T > /(fT —1))° si [Jui]l, < 1 on s’arréte; supposons |Jv1]|4, > 1,

alors comme X,, N Xy = 0 (pour la notation X,, voir la remarque

suivante) on a max,cy, |f(7)] < 1 (c’est un maximum et non une
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borne supérieure car X, est un espace affinoide), donc il existe un
entier my > 0 tel que max,ex, |f(z)™vi(z)| < 1; posons vy = f™2vy,
si ||va]|4, < 1 on s’arréte, sinon on recommence ce qui vient d’étre fait ;
on construit ainsi un recouvrement de SpmA éventuellement infini,
{Xy, Xy, Xy, -+ }, on peut en extraire un recouvrement fini car il est
formé d’ouverts formels et de son image dans la variété affine SpmA
on peut en extraire un recouvrement fini; on a prouvé qu’il existe un
entier m > 0 tel que Hfmv1||§; < 1, donc f™*™iy appartient & A <
T >% modulo un élément de (fT — 1),écrivons f™ ™y = w; + wy avec
wy € A<T >%et wy € (fT —1)A, on a donc

u = Tm+m1 fm+m1u 4 (1 _ Tm+m1 ferml)u — Tm+m1 fermlwl + Ws

avec wg = T g + (1 — T frtmiyy e (fT —1)A, donc u — ws
est un antécédent de s(u) dans A < T >P. Ceci prouve les formules
cherchées.

O

Remarque 10.5. Soient A une F-algebre affinoide, r : X = SpmA :—
X = SpmA la réduction canonique, f € A, f # 0, il exviste A € F et
un entier d > 0 tels que ||\f?]s, =1; on a

Xypr ={z € X [ [f(@)] = [} ;

le membre de droite de cette égalité se note encore Xy.
Les ouverts formels de X = SpmA de la forme X, f € A, s’appellent
des ouverts formels principaux.

Le résultat suivant est difficile a prouver.

Théoreme 10.6. (Kiehl, [31]) Soient A une F-algébre affinoide et
r: X =SpmA — X = SpmA la réduction canonique, soit U un ouvert
de Zariski de X, alors r—Y(U) est une partie affinoide de X .

L’ensemble de ces résultats donnent

Théoréme 10.7. Soient A une F-algébre affinoide, X = SpmA et
X = SpmA, alors la réduction canonique est un morphisme
r: (X,0x) — (X,0x) d’espaces annelés localement annelés en an-
neaux locaur.

Exemple 10.8. Soit X = SpmF < Z > et Y = SpmF < Z,1/7 >=
Spm(F < Z,T > [(ZT—1)); Y est une partie formelle de X, Y = X .
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11. LES ESPACES ANALYTIQUES RIGIDES.

La lettre F' désigne toujours un corps valué complet.

Définition 11.1. Un F-espace (analytique) affinoide est la donnée
d’un espace topologique muni d’une topologie de Grothendieck et d’un
faisceau de F-algebres (X,Gx,Ox), et d’un isomorphisme ¢ = (i, @)
avec le spectre maximal SpmA d’une F-algébre affinoide A muni de la
topologie de Grothendieck et du faisceau structural précédemment défi-
nis; cela veut dire que ©* : X — SpmA est un isomorphisme d’espaces
topologiques munis de topologies de Grothendieck, que ¢ : Ogpma —
'Ox est un isomorphisme de faisceauz de F-algébres.
Un F-espace analytique rigide est la donnée d’un espace topologique
muni d’une topologie de Grothendieck et d'un faisceau de F'-algébres
(X,Gx,0x), et dun recouvrement admissible (U;);cr de X tels que
(Ui, Gx|U;, Ox|U;) soit un F-espace affinoide, pour tout i € I.
Un espace analytique rigide est donc un recollement d’espaces affi-
noides, il en est de méme des morphismes : un morphisme ¢ : X —'Y
est la donnée
— d’une application ¢ : X =Y,
— de recouvrements admissibles affinoides (i.e. formés d’espaces affi-
noides) (X;)ier de X et (Y;)jes deY et d’une application ¢ : I —
J:

— de telle maniére que, pour touti € I, p|X; soit un morphisme d’es-
paces affinoides a valeurs dans Y et que, pour tous i et i’ dans
I, | X; et | Xy coincident sur X; N Xy en tant que morphismes
d’espaces affinoides.

Exemple 11.2. La droite projective analytique rigide. Soient Uy et Uy,
deux copies de SpmF < Z > collées de la maniere suivante :

Uy =SpmF < Z; >D SpmF < 7y, 1/21 >

Zi—Zy "
~" SpmF < Zy,1/Zy >C SpmF < Zy >= U, ,
st F' est algébriguement clos, on peut identifier Uy avec le disque cir-
conférencié de centre 0 et de rayon 1, Uy, avec celui “centré a linfini
et de rayon 17, i.e. {z € F' | |z] > 1} U{o0}, et l'on colle Uy et Uy, sur
“leur bord 7 {|z| = 1} ; on obtient la sphére de Riemann de la géométrie
rigide.

11.1. Faisceaux sur un espace analytique rigide. Les espaces ana-
lytiques rigides étant des recollements d’espaces affinoides on définit les
faisceaux quasi-cohérents, cohérents, localement libres... a partir de ces
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mémes notions sur les espaces affinoides, de méme pour la notion de
morphisme de faisceaux.

Définition 11.3. Soit X = SpmA un espace affinoide, un faisceau F
sur X est quasi-cohérent, resp. cohérent, resp. localement libre... s’il
existe un recouvrement admissible (fini) (U;)1<i<m et pour tout i un
Ox (U;)-module M;, resp. de type fini, resp. localement libre..., tel que
la restriction de F a U; soit le faisceau

FlU; = Mz = (V = M; Qo (v, OX(V)) !

on dit que le recouvrement (U;)1<i<m trivialise F. Un morphisme de tels
faisceaux se ramene, par un recouvrement qui les trivialise tous deuz, d
une collection de morphismes de modules soumis a des compatibilités...

Il se déduit de ceci les mémes notionspour les espaces analytiques
rigides, puisqu’ils sont des recollement d’espaces affinoides.

Proposition 11.4. Soit X un espace analytique.

(1) Soit ¢ : Fi — Fa un morphisme de faisceaur quasi-cohérents,
resp. cohérents, sur X . Alors ¢ posséde un noyau et une image,
qui sont des faisceaur quasi-cohérents, resp. cohérents.

(2) Soit 0 — F1 — Fo — F3 — 0 une suite de faisceauxr quasi-
cohérents sur X, alors elle est exacte si et seulement si pour
tout x € X la suite des fibres 0 — F1 4 — Fop — F3, — 0 est
exacte.

La premiere partie ce cette proposition n’est pas difficile a prouver,
la seconde est une question locale, donnée par le lemme suivant (qui
d’ailleurs en dit un peu plus).

Lemme 11.5. Soient X = SpmA un espace affinoide, My, 5 M, 4
M; une suite de A-modules, elle est exacte si et seulement si la suite

de faisceauz correspondantes M, % M, LA M est ezacte.
Démonstration. L’exactitude de la suite de modules entraine celle des
faisceaux car A — Ox(R) est plat pour toute partie rationnelle R de

X. Inversement, I’exactitude de la suite de faisceaux implique celles des
fibres, donc celle des modules. 0

Le corollaire suivant se déduit aussi aisément du lemme.

Corollaire 11.6. Soit F un faisceau quasi-cohérent sur un espace ana-
lytique X, alors F = 0 st et seulement si F, = 0 pour tout x € X.
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Exemple 11.7. Supposons que F est algébriguement clos et n’est pas
mazximalement complet, c’est a dire qu’il existe un corps E, valué, com-
plet, extension de F, et il existe £ € E° tels que § := infoer |E—al > 0,
donc si D(§,0) ={f e E /|{—p| <0}, ona D(E,0)NF =0.

Soit X = SpmF < Z > et soit R la famille des parties rationnelles R
de X qui étendues a SpmE < Z > contiennent &, c¢’est a dire que si R =
{z e X /|fi(x)] < |fo(x)],1 < i< m}, on ade plus [fi(§)] < [fo(£)]
pour tout i. Soit M la limite inductive des Ox(R) pour R € R, soit F
le faisceau sur X défini sur les parties rationnelles par : F(R) = M si
R € R et F(R) = 0 sinon. Alors F est un faisceau de Ox-modules,
qui n’st pas nul puisque F(X) = M, mais dont toutes les fibres sont
nulles. On wvoit donc que dans les résultats précédents I’hypothése de
quasi-cohérence n’est pas de trop.

Le résultat suivant est difficile, on peut le trouver dans les manuels
[13] et [12], il est di a R. Kiehl [31].

Théoreme 11.8. Soit X = SpmA un espace affinoide et F un fais-

ceau cohérent sur X ,alors le morphisme canonique F(X) — F est un
isomorphisme. Ainsi F(X) est un A-module de type fini.

11.2. Les fermés analytiques. Soit (X, Ox) un F-espace analytique,
un faisceau cohérent d’idéaux Z sur X est un faisceau cohérent de
O x-modules pour lequel il existe un recouvrement admissible affinoide
(U; = SpmA;)es et des idéaux I; des A; tels que Z|U; ~ I; pour tout
j € J. Soit V(Z) C X défini par V(Z)NU; = V(I;), ou V(I;) est le
fermé de Zariski de SpmA; défini par I'idéal I;. Le faisceau Ox /T est

cohérent, on a (Ox/I)|U; ~ (A;/1;); on vérifie que (V(Z),Ox/I) est
un espace analytique rigide, c’est le fermé analytique de X associé au
faisceau cohérent d’idéaux T.

12. REDUCTIONS DES ESPACE ANALYTIQUES RIGIDES, ESPACES
ANALYTIQUES FORMELS.

Définition 12.1. Un F-espace analytique formel est un espace F-
analytique (X, Gx,Ox) - ot donc X est un espace topologique, Gx une
topologie de Grothendieck et Ox le faisceau structural - muni d’un re-
couvrement admissible (U;);er tel que, pour tout i, (U;, Gx|U;, Ox|U;)
soit un espace affinoide et que de plus, pour tout j, U;NU; soit une par-
tie formelle de U;. On dit que (U;)ier est un recouvrement (admissible)
formel de X. La réduction analytique de X attachée au recouvrement
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formel (Uy)ic1, est la variété algébrique sur F obtenue en recollant les
réductions canoniques U; suivant les U; N U; ; cette réduction se note X,
=va UZ el . . =y

ou encore X Ui , elle est munie d’un morphismer : X — X d’espaces
annelés localement annelés en anneauz locauz, obtenu par recollement

de ceux U; — U; des réductions canoniques des Us.

Dans cette définition on a noté U; N U; la réduction canonique U; N
Uj, selon le théoreme de Kiehl 10.6 c’est un espace affinoide ; sans ce
théoreme on sait que U; N U; est dans U; une réunion finie d’ouverts
formels principaux (cf remarque 10.5) et l'on sait qu’une intersection
finie d’ouverts formels principaux est encore un ouvert formel principal ;
dans les deux cas on a l’existence des mémes morphismes canoniques
U;NU; = U; et U;NU; — Uj, ce qui permet de former U; U U;.

La notion de morphisme d’espaces formels est tout a fait analogue
a celle 11.1 des espaces analytiques rigides, la différence étant que les
recouvrements affinoides intervenant alors sont formels et qu’un tel
morphisme ¢ : X — Y induit un morphisme @ : X — Y entre les
réductions.

Naturellement la réduction d’un espace analytique formel dépend de
son recouvrement formel. Soient X un espace analytique rigide, (U;);er
et (V;),es deux recouvrements formels de X, on suppose que (U;);e; est
plus fin que (V});es, c’est a dire qu'il existe un morphisme ¢ : [ — J
tel que U; C Vi) pour tout ¢ € I, on a donc un morphisme d’espaces
formels ¢ : (X, (U;)ier) = (X, (V})jes), qui donne un morphisme entre
les réductions analytiques, P : X Wier _, x(a)ies
raison d’étre un isomorphisme.

, qui n’a aucune

Exemple 12.2. Soit X = SpmF < Z >, alors {X} est un recouvre-
ment formel de X, un autre est ainsi défini : soit m € F, 0 < |7| < 1,
soient
Z F<ZT>
Vi= (o € X/ 12(0)] < Ily = SpmP < = >= Spm " =
s F<ZT>
Vo = X <\|Z <1} =SpmF < —,Z >~ Spm—————
= o € X /Jn] < |2()| <} = SpuF < 2,2 > sp 2T
V = (W1, V) est un recouvvrement formel de X, on a
VinVe={zeX /|Z(z)| = |r[} ,

donc (cf remarque 10.5) ViNVa = (Vi)z dans Vi et ViNVy = (Va)1/2
dans Vy. Le recouvrement V' est plus fin que le recouvrement {X}, la
réduction canonique V1 est une droite affine sur F, celle de Vo est
formée de deux droites affines se coupant en un point double ordinaire,

le recollement, qui donne YV, est une droite projective et une droite
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affine sur F se coupant en un point double ordinaire (V1 avec l'une des
composantes de Vo donne la droite projective), la réduction XX est

une droite affine sur F, le morphisme canonique X7 o X% consiste
d contracter au point d’intersection la droite projective. Autrement dit
on passe de XX axY par ’éclatement d’un point; ceci a été comple-
tement élucidé par M. Raynaud ([40]).

12.1. Cohomologies des espaces analytiques et de leurs réduc-
tions. Soient X un espace analytique formel et X sa réduction, il existe
des théorémes de comparaison entre les cohomologies sur X et sur X,
essentiellement dues a S. Bosch ([3]) et M. van der Put ([20]), nous ci-
tons les principaux résultats, mais avant nous précisons deux notions.
La dimension d'un espace analytique rigide est la borne supérieure
des dimensions de ses ouverts admissibles affinoides, la dimension d’un
espace affinoide SpmA étant la dimension de Krull de A. Un espace
analytique rigide (resp. formel) est connexe s’il n’est pas la réunion
disjointe de deux espaces analytiques rigides (resp. formels).

Proposition 12.3. Soit (X,U = (U,)jes) un F-espace analytique for-
mel conneze, dont on suppose que le recouvrement U est fini (donc en
particulier X est de dimension finie) ; notons U = (U;)se; image du
recouvrement formel par la réduction r : X — XY, Soit O% le faisceau
sur X qui a tout ouvert admissible affinoide V' associe Ox(V)°. On a

(1) pour tout i > 0
dimp H'(X,Ox) = dimp H(U,Ox) <
dimp H(X", Ov) = dimp H(U, Ov) |
(2) on a HY(U,O%) = Ox(X)° et pour tout i > 1 le F'-module
HY(U,0%) est de type fini,

(3) sii>dimX ona H(U,0%) =0

(4) pour tout i >0, si H(U,Oxv) = 0 alors H(U,0%) =0,

(5) pour tout i >0 on a la suite exacte de F-espaces vectoriels
0 — H'(U,0%)®@mF — H(U,0%@p0F) — Torl (H* (U, 0%),F) = 0.

(pour(5) voir Bourbaki, Algebre, ch. 10, § 4, n° 7, cor 1)
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13. COURBES ANALYTIQUES ET COURBES ALGEBRIQUES.

Dans ce paragraphe les variétés algébriques sont considérées du point
de vue ancien consistant a n’examiner que leurs points fermés, de plus
on les suppose toutes noethériennes, de type fini et séparées sur leur
corps de base, c’est tout ceci que nous entendons par le terme “variété
algébrique”. Ainsi une variété algébrique affine est le spectre maximal
d’une algebre de type fini sur le corps de base. La lettre F' désigne
toujours un corps valué complet.

Soient X une variété (algébrique) sur F' et Y un ouvert de Zariski
affine de X, soient f1, -+, f, € Ox(Y) et

U={$€Y/|fi($)|§1,iZl,---,’f’},

la famille des réunions finies des parties de X ainsi définies vérifie les
axiomes des ouverts et muni donc X d’une topologie; il faut noter
qu'un tel U dépend de 'ouvert de Zariski affine Y et du choix des f;;
supposons de plus que Ox(Y) = F[f1, -, f], alors U est dit admis-
sible.

Soit U un ouvert admissible de X, un recouvrement ouvert U de
U est admissible si il est formé d’ouverts admissibles et si pour tout
ouvert admissible V- C U, V # X, V est recouvert par un nombre fini
d’éléments de U.

On obtient ainsi une topologie de Grothendieck sur X, nous allons
maintenant définir le faisceau analytique structural pour en faire un
espace F-analytique.

Lemme 13.1. Soient X une variété algébrique sur F', Y un ouvert de
Zariski affine de X, f1,--- , fr € Ox(Y) tels que Ox(Y) = F[f1, -, fr]
et U louvert admissible associé ; soit I le noyau de s : F[Ty,--- ,T,] —
Ox(Y), T;— fi, et soit Ay =F <Ty,--- T, > JIF <Ty,--- T, >;
Papplication s induit un morphisme jy : Ox(Y) — Ay, alors 'image
de ju est dense et ji; - SpmAy — SpmOx (Y) =Y induit une bijection
SpmAy =2{yeY /|fily)|<1,i=1,--- r}=U.
Démonstration. Le fait que 'image de jy est dense est immédiat. On
a le diagramme commutatif suivant

FIT, - T, — F<T, - T >
sd 15
Ox(Y) 2 Ay
soit 2 un idéal maximal de Ay, comme 5(7;) = f; on a

L=l 2 (Ifillsy = | £0m)] = [ fi(ig' (M0)]
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donc ji(M) e {y e Y / |fi(y)| <1, i=1,---,r} Soit M e {y e
Y /\|fily)] <1,i=1,---,r}, soit L une extension finie de F' contenant
les f;(MN), T; = fi(M) définit un morphisme F < Ti,---, T, >— L

dont le noyau 9 contient s '(M)F < Ty,--- , T, >, alors N — 3(M)
est 'application inverse de j[ﬁ]. O

Lemme 13.2. Soient X une variété algébrique sur F', Yet Z des ou-
verts de Zariski affines de X, fi,---, fr € Ox(Y) tels que Ox(Y) =
F[fl?"' 7f7"]7 gi," 5 9s € OX<Z> tels que OX(Z) = F[gla 793]; on
pOSEU:{yGY / |fz<y)| <l,i=1-- ,T’}, V:{ZGZ / ’gl(’z)’ <
1,i=1,---,s}.

On suppose que U C V', alors il existe un unique morphisme {y :
Ox(Y NZ) — Ay dont l'image est dense et il existe un unique mor-
phisme pyy @ Ay — Ay tel que pyy o jy = Ly orestzynz, ot rest..
désigne les restrictions du faisceau Ox.

Démonstration. Montrons l'existence de py. On peut supposer que la
constante 1 figure parmi le f; et les g;, si bien, que

U=UnV={xe¥YnNZ/|(fig))(x)|<1,i=1,---,r,j=1---,s}
car Y N Z est affine, la variété X étant séparée, donc
OX(YQZ):F[fZg] ’ Z:]-a A ]:]—7 78]7

ce qui, prouve l'existence de £y et la densité. On a le diagramme

Ox(Z)
v
Ox(YNZ) ]
{ {
Ay Ay

ou la fleche oblique est restzynyz et les fleches verticales respectivement
ly et ju. On a ||gi||4v < 1, donc Papplication restzynz : Ox(Z) —
Ox(YNZ), qui est définie sur une partie dense de Ay et a image dans
une partie dense de Ay, se prolonge en une application Ay, — Ay, qui

est pyv. U
Les deux lemmes précédents conduisent au résultat suivant.

Théoreme 13.3. Soit X une variété algébrique sur F', pour tout ad-
missible U de X soit O (U) la limite inductive des Ay pour V ad-
missible et V- DO U, les morphismes de transitions étant donnés par le
deuzxiéme lemme précédant. Alors X muni de la topologie de Grothen-
dieck précédemment explicitée et du faisceau OF est un espace analy-
tique rigide, appelé Uanalytifié de la variété X et noté (X", OF") ou
encore X",
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Exemple 13.4. L’exemple 11.2 donne l'analytification de la droite pro-
jective. Nous nous intéressons maintenant a celle de la droite affine
AL = SpmF[T]. Soit m € F, 0 < || < 1, pour n > 0 soient
Y, = SpmF[r"T) ~ A} et U, ={v €y, /|(#x"T)(z)| <1},
onaAp=U,U, et O (U,) = F < a"T >. Soient, pour n > 0,
F
Zn = SpmF[x" T, 1/(7"T)] = D(T) et
Vi={zeZ, [/ |(x"'T)(z)| <1, [1/(z"T)| < 1} ,
on a Ay = UpUWU, V) et 092 (V,) = F < a1, 1/(7"T) >. Dans
F
les deux cas on a la méme structure analytique. Par analogie avec le
cas ou F' est algébriquement clos on dit que les U, sont des disques et
que les V,, sont des couronnes.

Le recouvrement (Uy; Vy,n > 0) fait de (AL) un espace formel, la
réduction analytique associée a pour composantes irréductibles des IP’%,
qui se coupent en des points doubles ordinaires, c’est un graphe de IP’lf,
en fait une demi-droite (infinie), c’est a dire que si l’'on forme la graphe
d’intersection de cette réduction, que [’on associe un sommet a chaque
composante irréductible et que [’on joint par une aréte deux sommets

représentants des composantes se coupant, alors on obtient un demi
droite (infinie).

Les analogues des théoremes GAGA de Serre ([44]) sont vrai ici, ils
ont été établis par Ursula Kopf ([32]).

Le résultat suivant est aussi un analogue du cas classique, il est connu
des spécialistes mais n’a jamais été publié (il a été rédigé dans un cours
de DEA - on dirait maintenant de M2 - de Bordeaux [41]), mais avant
de I’énoncer il faut définir la notion d’espace analytique rigide complet
et d’espace analytique régulier.

Définition 13.5. Soit X un F-espace analytique rigide que l’on sup-
pose réduit (i.e. Ox(Y) est une algébre réduite pour tout ouvert admis-

sible affinoide Y ),

(1) soient Y et Z deux ouverts admissibles affinoides de X avec
Z CY; on dit que Z est intérieur a 'Y et l'on écrit Z € Y
s’il existe fr,---,f, € F < Ty,---,T, > et un isomorphisme
d’espaces analytiques,

Y~{zeAl /|Ti(z)| <1, fi(x)=0, i=1,---,r}
(on a A% = SpmF[Ty,---,T,] > f;) et s’il existe 7 € F,
0 < |m| < 1, tel que, via cet isomorphisme,
Z CfxeY /L) < Irl},
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(2) on dit que l’espace analytique est complet s’il admet deuzx recou-
vrements admissibles affinoides finis (Y;)1<i<r €t (Z;)1<i<r tels
que Z; soit intérieur a Y; pour tout 1.

Il s’agit ici de la notion de compacité en géométrie rigide. Les ana-
lytifiés des variétés projectives sont des espaces analytiques complets
(c’est un bon exercice de le montrer pour P}).

La notion d’espace analytique régulier est plus simple a donner

Définition 13.6. Un espace analytique X est dit réqulier si, quel que
soit son ouvert admissible affinoide U, l'anneau Ox (U) est régqulier.

Nous en venons au dernier énoncé de cette partie.

Théoréme 13.7. Soit X une courbe analytique sur F' (i.e. un F-espace
analytique de dimension 1) réqulier et complet, alors X est une courbe
algébrique projective sur F'.
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Troisiéme partie 3. Le demi-plan algébrique (2) et ses
quotients.

On utilise de nouveau les notations et les conventions de la partie
sur les modules de Drinfeld : F, est un corps fini a ¢ éléments et de
caractéristique p, K = F,(T'), A = F,[T7], la valuation 1/T-adique de K
est dite a l'infini, K, = F,((1/T)) est le complété 1/T-adique (on dit
aussi oo-adique) de K, C est le complété d’une cloture algébrique de
K ; on avu que C n’est pas localement compact. La lettre @ désigne
une uniformisante de K, souvent ce sera w = 1/T"; on note | - | la
valeur absolue de C, normalisée par |1/T| = 1/q. Conformément aux
usages en arithmétiques et aux habitudes en géométrie rigide on note
()% et ()% les anneaux et idéaux de valuation des corps considérés sauf
pour les complété de K, ainsi 'anneau de valuation de K., est noté
Os et C° celui de C.

On pose G = GLs.

Rappelons que 'on a
G(Koo):<Z(Koo),<(1) é)(% ?)(é f),aeK;,beKoo>

(on Z = diag(x,*) est le centre de 3), rappelons aussi que le sous-
groupe d’Iwahori I, de G(K) est 'ensemble des éléments < ? Z )
de G(Oy) tels que ¢ € wO,.

La structure analytique de P}, est la suivante

IPlc = SpmC' < T} > USpmC < T, >

le recollement se faisant suivant

SpmC' < Ty > SpmC < Ty >
U U
SpmC < Ty, /Ty > =™ SpmC < Ty, 1Ty >

et, comme C est algébriquement clos, les idéaux maximaux de C' <
Ty > sont les (Ty — \), A € C°, de méme pour C' < Ty >, on utilisera
souvent 1'égalité Pt = C' U {oo} ainsi que la notation habituelle (A : )
pour désigner un élément de P}, avec A = (A : 1) pour A € C et
oo =(1:0).

Il faut remarquer que le recouvrement analytique précédent de P
est formel, que la réduction analytique associée est IP%.
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Pour tout z € C on définit “la partie imaginaire de z” : |z|; =
inf,ex. |2 —x|; on a pour tout v = ( Z 2 > € G(Ky)
det ~y
2)i = —5 |2 -
= ol

14. L’ESPACE ANALYTIQUE FORMEL ().

On a déja parlé du demi-plan algébrique au début de la partie sur la
géométrie rigide, on a

Q= PL(C) — Po(Kn) = C — Ko
le groupe G(K ) = GLy(K ) opére sur ) par
az+0b
cz+d

=1, d)EG(KOO),zGQ; 2 y(z) =

Soit
D={z€Q /o <|z| <Lz = A 21|z —wA > |w| VA€ F},
pour n € Z et v € K, en posant D,y = x + @"D on a
Q= U Duw
ne€Z,x€ Koo
et 'on voit facilement que D, ;) et D, ) sont égaux si et seulement
sin=n'et|r—2|<|o" quil est nécessaire que [n —n’| = 1 pour
que D,z et Dy .y se rencontrent sans étre égaux. Lorsque D(,_1 4
et D(n,x/) se rencontrent sans étre égaux, leur intersection est un cercle
avec des trous, par exemple Dy, ;) et D(,_1 ;) se rencontrent, soit L =
D) N Din—1,0), on a
(8) L={2€Q/|z—r—- ) z"|=|w|["VAEF;}
={z€eQ/|z—z|;=|z—z| =|w|"} .
Le lemme suivant synthétise les propriétés des espaces analytiques
D), il n’est pas difficile a prouver.
Lemme 14.1. (1) G(Kx) agit sur 'ensemble { D2y [ 1 € Zyx €
K.}, cette action est transitive ; pour i = 0,1 soient L; = {z €
D / |z| = |@|'} alors

(a) le stabilisateur dans son ensemble de D dans G(K,) est

engendré par Z (K)o et ( (1) % ),
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(b) Z(Kwo)lx est le sous-groupe de G(K,) des éléments qui
stabilisent D ainsi que Lo et Ly dans leurs ensembles (en
particulier sans échanger Lo et Ly ).

(2) D est un ouvert admissible affinoide de P}, on a
D =8SpmC < T,@w/T,1/(T = A),@w/(T — @A) >,cpx
C<T,S,T\ S, > \eF
(TS =@, (T = AT\ — 1,(5 — @A) S\ — @) ez ’
sa réduction canonique est
CIT, 5, 1/(T = N, 1/(5 = \)] o
(75) |
et il s’en déduit les réductions canoniques des y(D), v € G(K).
(3) Soient Dy = D, Dy =wD, on a (i=0,1)
D; = SpmC < @'T, @™ /T 1/ (&' T—='\), @™ (@' T—=" 1 )\) > \eF
Soit A = Do U Dy (en fait A d la méme définition que D,
mais en remplacant @ par w?), c’est un espace affinoide et

U = {Dy , D1} en est un recouvrement formel, la réduction
analytique associé est

A —D,uD;

~ Spm

D = Spm

ou, si l’on écrit

CIT3, 53, 1/ (T = A), 1/(Si = N sery

D; = Spm (T35 ,
le recollement se fait suivant
Dy D,
U U

SoHl/Tl

SpmC[Sy,1/(So — Naer, =~  SpmC[T1,1/(Ti — N)]aer,
De ce lemme on déduit une structure analytique formelle pour (2.

Théoréme 14.2. Soit I ’ensemble des couples (n,z) ot n est un en-
tier et ot x € Ko /" Oy (ou plus exactement x décrit un systéme de
représentants de ce quotient), alors (2, {(D);}icr) est un espace analy-
tique formel, la réduction analytique associée ) a pour composantes ir-
réductibles des IP%, chacune rencontrant ¢+ 1 autres composantes en les
points de IP% rationnels sur Fy et qui sont des points doubles ordinaires

de Q. On définit son graphe d’intersectionde Q0 de la maniére suivante :
a chaque composante irréductible on fait correspondre un sommet et on
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relie deuxr sommets par une aréte si et seulement si les composantes ir-
réductibles se rencontrent. Via son action sur Q, le groupe G(K) agit
sur Q) ainsi que sur son graphe d’intersection. Le graphe d’intersection
de Q) est un arbre, canoniquement isomorphe a l'arbre de Bruhat-Tits
de G(Kw), cet isomorphisme est G(K)-équivariant.

L’isomorphisme équivariant entre le graphe d’intersection de Q et
I'arbre de Bruhat-Tits de G(K ) est décrit dans le paragraphe suivant.

14.1. I’arbre de Bruhat-Tits de G(K,,). Considérons l'ensemble
des réseaux R de K2, c’est a dire des sous-Oy-modules de K2 | libres
de rang 2. On dit que deux réseaux M; et M, de K2 sont équivalents s'il
existe A € KX tel que M; = AM,. On note [M] la classe d’équivalence
du réseau M. On désigne par 7 le graphe dont les sommets sont les
classes d’équivalences des réseaux de K2, deux sommets [M] et [My]
étant joints par une aréte s’il existe A € KX tel que AM; soit un sous-
réseau de M et que My /XM, soit de dimension 1 sur IF, (rappelons que
le corps des restes de K est Fy), autrement dit wM; & AMy & M.
On voit donc que de chaque sommet il part exactement g+ 1 arétes , le
graphe 7 est un arbre, c’est a dire un graphe planaire sans circuit (voir
[45], comme pour beaucoup des résultats rappelés dans ce paragraphe) ;
T s’appelle l'arbre de Bruhat-Tits de G(K). On dira qu'une aréte de 7
est orientée si 'on a fixé un ordre entre ses deux sommets, une aréte non
orientée est dite géométrique, elle donne lieu a deux arétes orientées.
Le groupe G(K,) agit sur R via Paction & droite sur K2, c’est a
a

dire que si (\, ) € K2 et v € G(K,) avec v~} = ( - 3) alors

v+ (A 1) = (aX + e, bA 4 dp). 11 suit une action de G(K ) sur 'arbre
7; Paction est transitive sur 'ensemble Som(7) des sommets de 7 et
I'ensemble Ar*(7) des arétes orientées de 7 (Ar(7) désigne I'ensemble
des arétes géométriques). Soient My = Oy © Oy et My = @Oy & O,
alors le stabilisateur dans G (K ) du sommet [My] est G(Ou)Z(K ),
celui de laréte orientée [M;] — [My] est [oZ(K). Ainsi on a des
bijections

G(Ko)/G(Ox)Z(Koo) — Som(T) , v = y([Mo]) ,
G(Ko)/ 1o Z(Koo) = Art(7) | v = y([Mi] = [My]) -

Deux demi-droites de 7 sont dites équivalentes si elles ont une infi-
nité d’arétes en commun, une classe d’équivalence de demi-droites est
appelé un bout de 7. Soit s un sommet de 7, chaque bout de 'arbre
7 admet un représentant unique qui est une demi-droite commencant
en s. Si I'on prend pour s le sommet [My] avec My = Oy @ Oy,
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les arétes commengant en s correspondent aux sous espaces de dimen-
sion 1 de My/wM,, donc aux points de P (O, /w0y ), de méme les
chemins de longueurs ¢ (sans aller et retour) commengant en s corres-
pondent au sous espaces de dimension 1 de My/w* My, donc aux points
de P1(Ou /@' O,) ; finalement on voit qu’il existe une bijection entre
les bouts de T et P'(K,,), dont on constate qu’elle ne dépend pas du
choix du sommet s.

Expliquons comment est défini I'isomorphisme 7 avec le graphe d’in-
tersection de . Soit {ej, ez} la base canonique de K2 et soit M I'un
de ses réseaux, il existe un couple unique (n, A), ot n est un entier et
A € Ko mod. wOy tels que M (n, A) := O "(e1 — Aeg) & Oxes soit
dans [M] et on vérifie si [M'] et [M]sont les sommets d’une aréte, et si
M(n/,N) € [M'], on a soit ”’ =n+1et N =X mod. @" ™ Oy, ou bien
I'inverse, c¢’est a dire que les roles de n et n’ sont échangés. Au sommet

[M(n, )] de T on associe (cf (8))
Lin ) ={z€9Q /2= i = |5 = \| = [=]"}

a l'aréte de sommets [M (n+1, A)] et [M (n, A)] (la définition de A montre
que l'on peut choisir le méme) on associe “la couronne bordée par L(n+
1,A) et L(n,\)”, c’est a dire A\ +@"D = Dy, ) ; passant a la réduction
Q) puis a son graphe d’intersection, cela donne 'isomorphisme cherché.
On voit que cet isomorphisme est G( K )-équivariant en particulier en
remarquant que l'aréte orientée [M;] — [My] de 7 est associée a la
couronne D dans la démarche précédente, que le stabilisateur de cette
aréte est égal au sous-groupe des éléments de G(K ) qui stabilisent D
sans permuter Lo et Ly (i.e. sans permuter ses bords, cf le lemme 14.1,

(1))

15. QUOTIENTS DE ) PAR DES GROUPES ARITHMETIQUES.

Rappelons que dans notre situation K = F (T'), A = F,[T], oo =
1/T, etc. Rappelons aussi qu'un groupe arithmétique I' est un sous-
groupe de G(K), ce dernier identifi¢ avec GL(K?), tel qu’il existe un
sous-A-module Q de K? libre de rang 2 et un idéal non nul N de A (ou
un élément non nul N de A) vérifiant

Ker (Aut4(Q) — Auta(Q/NQ)) C T' C Auta(Q) ,

ces inclusions étant entre groupes et sous-groupes. Lorsque (Q = A? on
note I'(IV) le noyau précedent, c’est a dire

[(N) = Ker(G(A) — G(A/NA)) ;
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on va surtout s’intéresser a ces groupes arithmétiques.

Un groupe arithmétique I' opére sur l'espace analytique formel
(2,{D;}ier) et sur 'arbre 7 par restriction de 'action de G(K) (cf le
théoreme 14.2), ceci de maniére équivariante au sens de op. cit., c’est a
dire que 7 étant confondu avec le graphe d’intersection de la réduction
analytique de €2, son action de I' provient de celle sur §2; il faut noter
de plus que I' opére sur 7 sans inversion (sans qu'un sommet d’une
aréte soit envoyé sur son autre sommet). Le théoréme suivant n’est pas
difficile a prouver

Théoreme 15.1. Soit I un coupe arithmétique, alors application ca-
nonique s : 2 — I'\Q de Q sur son quotient T\ est un isomorphisme
local, pour tout i € I on a s|D; ~ s(D;), ainsi (I\Q, T\{D;}icr) est un
espace analytique formel, la réduction analytique associée est T\Q, elle
est formée de Pt se coupant en des points doubles ordinaires rationnels
sur F,, son graphe d’intersection est T'\T.

On désigne par My lespace analytique T'\S2, lorsque pour un idéal
non nul N de A on a I' =T(N), on écrit simplement My = Mp(y).

L’espace C-analytique My est régulier et de dimension 1 (tous ses
anneauz locaur Oy, sont de dimension 1 et réguliers).

Nous allons maintenant donner des précisions sur ces quotients Mr.

15.1. Complétion de Mr, (1). Nous commencgons par donner des
propriétés des quotients de l'arbre de Bruhat-Tits par des groupes
arithmétiques elles figurent toutes dans le chapitre IT du livre de Serre
[45], ou bien s’en déduisent aisément.

Proposition 15.2. Soit T un groupe arithmétique, T\ est un graphe
planaire ainsi constitué

(1) un graphe fini (T\7)°, sans boucle, sans bout, constitué de cycles ;

(2) un nombre fini (cf la partie (4) de cet énoncé) de demi droites
infinies (L;)1<i<r, appelées les pointes de I'\T, ne se rencontrant
pas, chacune d’entre elles n’ayant en commun avec (C\7)° qu’un
seul sommet (qui est le sommet par lequel elle s’y rattache),

(3) par la surjection canonique s : T — I\ l’image inverse d’une
pointe de '\ est l'orbite sous I d’un bout de T ; l’image d’une
demi-droite infinie (sans aller et retour) de T, & un nombre fini
d’arétes pres, est une pointe de T'\T ;

4) les pointes de T\T sont en bijection avec T\P&L(K), en particu-
C
lier elles sont en nombre fini.
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Le dernier point est expliqué dans la deuxieme partie de la démons-
tration du lemme 15.5.

Un élément de G(K ) est dit parabolique s’il posséde un unique point
fixe dans P¢, (Paction étant la méme que sur €, c’est a dire I'action
fractionnaire), ce sont les éléments de v de G(K ) qui s’écrivent v =
af avec a € Z(K.) et ou f n’admet que 1 pour valeur propre; en
particulier S est d’ordre p et, inversement, tout élément de G(K)
d’ordre p est parabolique. Soit I' un groupe arithmétique, un point
parabolique de T est un élément de P fixé par une infinité d’éléments
paraboliques de T'.

Lemme 15.3. (1) Soit ' un groupe arithmétique, alors l’ensemble
de ses points paraboliques est P (K).

(2) Soit Q un sous-A-module de K? libre de rang 2, alors le quotient
(toujours pour Uaction fractionnaire) GL(Q)\PL(K) est réduit
a un point.

Démonstration. (1) SiT” C I' est un sous-groupe d’indice fini, on vérifie
que IV et I" ont les mémes points paraboliques. On est donc ramené &
I' = G(A). Un point parabolique de G(A) étant fixé par un élément
parabolique de G(A), il est dans G(K) ; on voit que 0 et 0o sont para-
boliques ; soit z € K* et ¢ € A, ¢ # 0, tel que cz et cz? soient dans A,
cz+1 —cz?
—cz+1

(2) 11 existe un élément v de G(K) tel que Q = v(A?), on voit que
l'on est ramené au cas Q = A% On a PL(K) = G(A)(0), en effet

alors est parabolique et fixe z.

00 = ( (1) (1) ) (0), si b et d sont des éléments non nuls de A premiers

entre eux, si ad — bc = 1 avec a,c € A, alors ( Z 2 ) (0)=0b/d. O

La démonstration de la partie (2) du lemme donne l'idée de ce qu’il
se passe lorsque 'anneau A n’est plus principal, mais simplement de
Dedekind (c’est le cas lorsque ’on remplace K par une de ses extensions
finies), on a alors G(A)\PL(K) ~ Pic(A).

Lemme 15.4. Soient { > 1 et Q, = {2z € Q / |z|; > {}, soit v € G(A),
alors v(2) N Qy # O si et seulement si vy est dans le groupe B(A) des
matrices triangulaires supérieures de G(A).
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Démonstration. Soient y = ( z 3 ) € G(A), avec ¢ # 0, et z €

tels que v(z) € €. On a donc

(< hE)i= e € e <
Zli = 75 |”li > —= )
=1 ez + d|? c2[z]: = [c2¢

par suite |¢| < 1, d’ott une contradiction. La réciproque est immédiate.
O

Lemme 15.5. Soit T' un groupe arithmétique, alors T\PL(K), l'en-
semble de ses points paraboliques modulo ', est en bijection avec l’en-
semble des pointes de T'\7. Cette bijection se fait ainsi : chaque point
parabolique de I" détermine, via la réduction de My et son graphe d’in-
tersection, un sous graphe de U'\7 qui est infini, par suite qui définit
une pointe.

Démonstration. Sans nuire a la généralité de la démonstration, afin de
simplifier les notations, on suppose que I' C G(A). Soit A un point
parabolique de I', quitte a conjuguer par un élément de I' on peut
supposer que A = 0o, cf le lemme 15.3; soit £ > 1, il existe ng tel que
la suite de couronne w™D vérifie

U w"D C €y .

n<ng

Soit I'yy, = B(A) NI, c’est un sous-groupe infini de I'; avec le lemme
précédent on voit que si v € I' est tel que

7(U w”D)ﬂ U @"D#0

n<ng n<ng

alors v € I',. Donc par le morphisme canonique Q@ — I'\Q) I'image de
Un<ne @" D est I'so\ Up<p, @™ D, de plus on voit aisément que le graphe
d’intersection de ce dernier est infini.

Inversement, soit L une pointe de I'\7, elle se releéve, apres quotient
par I', réduction analytique et construction du graphe d’intersection,
en une suite de disque emboités (A + @"D),,>p, avec A € G(K), ou
bien (@"D)p<pn,. Comme cette suite de disque reste infinie modulo I'
on voit que A est un point parabolique de I' (en particulier A € G(K),
ceci précise la derniére assertion de la proposition 15.2). O

Lemme 15.6. Soit I un groupe arithmétique et soit I's, [’ensemble des
v €T tels que y(00) = oo, alors il existe un sous-F-espace vectoriel B
de K, a et B dans K non nuls, il existe deux sous-groupes Hy et Hy de
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Fy, tels que

_( H B
Foo_<0 H2>CP et aAC BCpA.

Quitte a conjuguer I' par < g (1) ) on peut supposer que 3 =1, c’est
a dire que B C A.

Soit la fonction e sur ) ainsi définie

z
e(z) =z ][] (1—) :
be Bb#0 b
c’est une fonction F,-linéaire. Soit { > |a|, il existe une constante A,
telle que

z € Qy siet seulement si |e(z)] > Ay .

Démonstration. 1l existe un sous-A-module M de K? de rang 2 et N €
A, N # 0, tels que Ker(GL(M) — GL(M/NM)) c T' C GL(M), les
stabilisateurs de 1’oo des premiers et troisieme groupes sont de la forme

H I
0 H
idéal fractionnaire de K, d’ou l'existence de Hy, Hs, B, a et 3.

La fonction e est F -linéaire pour les mémes raisons que les expo-
nentielles additives. Soient B, = {b € B,|b| < {} et Ny = §By, on va
montrer que

, ou H et H' sont des sous-groupes de F, et ot I est un

WVESAC | U
bE By ,b£0
répond a la question.

Soit z € Q et soit A € K tel que |z — A| = |z|;. On peut écrire
A = aa/b, avec a et b dans A premiers entre eux, on écrit a = be + r
(division euclidienne), par suite |z — A\| = |z — ac — ar/b| = |z — ac|
car |ar/b| < |al. On a donc |z — A| = |z|; avec A € B, par suite
e(z) =e(z— ) +e(N) =e(z— A). Donc

() =(:-N I (1_Z;A> |

bEB,b£0

On a |1 — 22| > 1 car le contraire implique [b+X—z| < [b] = |z —\| =

|2|; qui est faux. D’autre part |[1—232| > 1 équivaut & |z|; = [z—A| > |b]
donc \
P
e@l=lz=Al 1T =1,
o<lbl<lzl;
beB

donc |e(z)] > Ay.
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Soit z € Q tel que |e(z)| > Ay. Remarquons que Ay > |af. Soit A € K
tel que |z|; = |z — A|; en raisonnant comme au dessus on voit que A
sécrit A = ac+ ac avec c € Aete € K, |e| < 1, il vient

le(z = A)] = le(z — ac) — e(ag)| = le(2) — e(ag)| = le(2)] ,

la derniere égalité venant de |e(ag)| < || (car |ag| < |a]). Il vient donc
en raisonnant comme au dessus et en posant N(z) = §{b € B, |b| < |z|;}

Ac<lez= N =" TT 1B,
0<|b|<|z:
dont on déduit |z|; > /. O

Le résultat suivant est un corollaire des deux lemmes précédents, il
en utilise les notations.

Corollaire 15.7. Soient I' un groupe arithmétique, I', = Stabr(oo)
et 0 > |a|, € dans le groupe des valeurs de K.
(1) L’inclusion €2y C Q induit un morphisme injectif d’espaces ana-
lytiques formels
Foo\Qp — I\Q = My,
qui fait de T'x,\Qy un sous-espace ouvert de Mr.

(2) Soit Ay={2z€C /2| < Ag_(q_l)}, alors L’application
Q — A—-{0 — ——
Z { } ) z e(z)d )
ou d est l'ordre du groupe HiHs (cf lemme 15.6), induit un
isomorphisme d’espaces analytiques

Lo\ — Ay, — {0} .

Démonstration. Compte tenu des deux lemmes précédents il reste a
préciser (2) : nous expliquons seulement d’ou vient la puissance par d.

_(Hi B . [ A D
OnaFoo_<0 H2>’S17_<0 u)efm,onapourzng

e(v(2)) = ez +op7h) = e\ z) +e(bp™") = A le(z)
puisque bu~! € B et que e est F,-linéaire, par suite e(y(2))? = e(2)%
U

Soit I' un groupe arithmétique, les résultats précédents montrent que
pour ¢ suffisamment grand I',,\§2, peut étre vu comme un sous-espace
formel de Mr, le graphe d’intersection de sa réduction se trouve alors
dans une pointe de I'\ 7, en remplagant €, par A, dans Mr on supprime
la pointe concernée, a un nombre fini d’arétes de cette pointe pres. Ce
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qui a été fait pour I'oco s’applique par conjugaison a tous les points pa-
raboliques de I', donc a toutes les pointes de 'y, \7. Détaillons un peu
ceci. Soient g1, -+ , gr € G(A) tels que P, = g1(00),- -+, P, = g.(c0) re-
présentent modulo I les points paraboliques de I', soient Qp, = g;(£2) et
I'p, = Stabr(F;), alors pour ¢ suffisamment grand les I'p,\Q2p, peuvent
étre vus comme des ouverts analytiques de Mr, le graphe d’intersection
de I'p,\Qp, étant égal a une pointe L; de I'\7, & un nombre fini d’arétes
de L; pres et les L; formant ’ensemble des pointes de I'\7. On substi-
tue dans Mr g;(As) & I'p\Qp,, on obtient ainsi un espace analytique
formel, les couronnes du recouvrement formel de M contenus dans les
[p\Qp, étant supprimées et remplacées par les ¢;(A;) (qui sont des
disques) ; on note My cet espace formel, sa réduction analytique est
formée d’un nombre fini de IP% se coupant en des points doubles ordi-
naires rationnels sur F,, le graphe d’intersection de cette réduction est
fini, c’est (I'\7)? auquel s’ajoute les débuts finis des pointes.

My = (F\Q— U rpi\szpi) U a:(A) .

1<i<r 1<i<r

On voit aisément que My est un espace analytique complet, défini sur
C, régulier et de dimension 1. C’est donc une courbe algébrique; la
nature de sa réduction analytique (formée d’un nombre fini de IP% se
coupant en des points doubles ordinaires rationnels sur F,) montre que
c’est une courbe de Mumford, quelques mots vont en étre dits dans le
le paragraphe suivant, il suit que son genre est égal a la dimension
homologique du graphe d’intersection de sa réduction, donc a celle de
I'\7 (la dimension homologique est le nombre de cycles minimaux). On
résume ceci dans un théoréme.

Théoreme 15.8. Soit T'un groupe arithmétique, alors My est une
courbe affine, son complété projectif My est de genre la dimension ho-
mologique du graphe quotient T\ 7. Les courbes Mr s’appelle les courbes
modulaires de Drinfeld.

On peut remarquer que ces espaces, Mr et Mp, ainsi que leurs pro-
priétés, ne font pas ici intervenir les modules de Drinfeld, mais ceux-ci
sont nécessaires pour monter par exemple que My := Mp(y) est définie
sur K (ou N est un élément non nul de A), et méme sur A[1/N], ceci
se voit avec la détermination explicite de My faite au paragraphe 5.3.

Corollaire 15.9. Soit N un élément non nul de A, les courbes modu-
laires My sont définies sur A[1/N].
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15.2. Complétion de Mr, (2). Les courbes modulaires sont des courbes
de Mumford, ces dernieres ont été construites par D. Mumford dans
[35], la version dont nous disons quelques mots ici est de L. Gerritzen et
M. van der Put ([20]), ol se trouvent montrées toutes nos affirmations.
Soit F un corps valué ultramétrique complet, les courbes de Mum-
ford définies sur F' sont les courbes algébriques sur F' qui admettent
une réduction analytique formée d'un nombre fini de droites projec-
tives IP’% sur I se coupant en des points doubles ordinaires rationnels
sur F'. Le groupe G(F') = GLy(F) opere sur P} par l'action fraction-
naire, G(F') possede des sous-groupes libres de type fini, qui agissent
de maniére discontinue, une maniere "géométrique' de les construire
se trouve dans [20], § I-4; soit donc G un sous-groupe de G(F), libre
a g générateurs, soient £ I'ensemble de ses points limites, c’est a dire
I'ensemble des x € PL tels qu'il existe y € P et une suite infinie (g,)
d’éléments de G avec x = lim g, (y), alors £ est une partie compacte et

a intérieur vide de PL. Soit = = PL — L, ¢’est un espace analytique sur
F, avec des propriété proches de celles du demi-plan algébrique 2 et
qui se décrit de maniere voisine, en particulier c¢’est un espace formel
dont la réduction analytique est un arbre de droites }P’lf, chacune de ces
droites ne rencontrant qu’un nombre fini d’utres droites, suivant des
points doubles ordinaires et rationnels sur . X = G'\= est une courbe
projective définies sur F', ¢’est une courbe de Mumford et elles peuvent
toutes étre décrites ainsi. On dit que = est le revétement de Schottky
de X et GG s’appelle un groupe de Schottky (ultramétrique).
n

0 1
un groupe de Schottky, son action sur PL consiste en la multiplication
par les puissances de 7, on a L = {0,00} et X = G\Z est une courbe
elliptique, appelée courbe de Tute.

Dans [42] on compléte les courbes modulaires en définissant leurs
revétements de Schottky et les groupes de Shottky dont ces complétés
sont les quotients. Ce procédé est beaucoup moins explicite que la ma-
niere de faire précédente, mais il précise le revétement = et le groupe
Shottky. Nous rappelons brievement les résultats. Soit I' un groupe
arithmétique, on a vu que les points manquants de M pour que ce
dernier soit complet sont les points paraboliques modulo I', ¢’est a dire
P4 (K) modulo T'; on peut aussi montrer que, si I'y,.s désigne le sous-
groupe de I" engendré par ses éléments de torsion, alors I'/T,,.s est libre
de type fini (I" n’est pas de type fini, [45], ch. 2, th. 10, coroll.); on a
les formules attendues

Z = Tors\ (Q U Plc(K)) LG =T/Tiors ,

Par exemple, soit n € F', 0 < |n| < 1, soit G =< >, clest
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[yors Opere sur le recouvrement formel (D;);er de Q, Tyors\(D;)ier est un
recouvrement formel de =, ainsi le graphe d’intersection T' de la réduc-
tion analytique de = est T' = I'y,,s\7 (une des difficultés est de préciser
les structures analytique et formelle de =, une autre, plus délicate, de
trouver dans I" un sous-groupe G’ isomorphe a G via la surjection ca-
nonique I' — G, on renvoie pour ceci a l'article précité).
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Quatrieme partie 4. La correspondance.

Les définitions et notations relatives aux adeles ont été données lors
du paragraphe 6. On a toujours G = GLy et Z désigne son centre;
K =T,(T), si K, est le complété de K en une place v de K, O,, w, et
F,(v) = F,, désignent son anneau de valuation, une uniformisante et
le corps des restes. L’anneau de adeles de K est noté A et O =1], O,,
G(A) est le groupe des adeles de G(K) et G(O) = [T, G(O,) son sous-
groupe compact maximal. La place 1/T" de K est notée oo, elle est dite
infinie, les autres places sont dites finies, on pose Oy = [[,.0, Oy, on
désigne par Ay I'anneau des adeles finis de K, c’est a dire le produit
infini restreint analogue a A mais sans la composante a I’oco, de méme
G(Ay) et G(Oy) sont le groupe des adeles finis de G(K) et son sous-
groupe compact maximal. Ona A = Ay x K, G(A) = G(A;)xG(K),
ete.

16. LES FORMES AUTOMORPHES.

16.1. Les formes automorphes et paraboliques.

Définition 16.1. Une forme automorphe relativement a un sous-groupe
ouvert compact IC de G(QO) est une fonction (d valeurs complezes)

[ GENG(A)/KZ(Kw) = C;

ou encore, de maniére équivalente, c’est une fonction f : G(A) — C
telle que pour tous v € G(K), g € G(A) et k € KZ(K) l'on ait

flvgk) = f(g)-

16.1.1. Rappelons des résultats du paragraphe 6.1 sur les doubles classes,
toujours avec les notations de la définition, mais en supposant que
K=K xKq, ot K5 et Ko sont des sous-groupes ouverts compacts
de respectivement G(Oy) et G(Ox). Soit X C G(Af) un systeme de
représentants de G(K)\G(Ay)/Ky, on a vu que c’est un ensemble fini,
que pour tout z € X, ', = 2Kz 'NG(K) est un groupe arithmétique,
et que 'on a une bijection
GENG(A)/ (Kp x (KZ(Ex))) S [] Te\G(Kw)/ (K Z(K))
zeX

en particulier, si Ko = I (le sous-groupe d’Iwahori), on voit que les
formes automorphes sont des fonctions définies sur une réunion finies
d’ensembles Art™(I'\7) des arétes orientées de graphes de la forme T'\ 7.
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Définition 16.2. Un forme parabolique relativement au sous-groupe
ouvert compact K de G(O) est une forme automorphe f relativement
a IKC, telle que, pour tout g € G(A)

/K\Af<<é ?{>g>dy=o

(dy est la mesure de Haar de masse totale 1 sur le groupe compact
K\A).

L’image de K\ A dans G(A)/KZ(K) est un ensemble fini, donc I'in-
tégrale de la définition précédente est en fait une somme finie, ainsi le
corps des nombres complexes n’est pas indispensables ici et 1’'on peut
le remplacer par tout anneau L commutatif, de caractéristique zéro,
contenant Q en tant que sous-anneau unitaire, les formes automorphes
paraboliques étant des formes automorphes a valeurs dans L, locale-
1 K\A
0 1
avec une propriété traduisant la nullité de U'intégrale de la définition.
Dans toute la suite L est un anneau commutatif et unitaire, de carac-
téristique zéro, extension de Q.

Il y a plusieurs variantes de la définition des formes automorphes
paraboliques ([29], [25], [17]), on a donné ici la mieux adaptée a notre
propos.

ment constantes sur les espaces g, pour tout g € G(A),

Définition 16.3. Soit K un sous-groupe ouvert compact de G(QO), on
désigne par W (IC, L), resp. Wo(IC, L), l’espace des formes automorphes,
resp. des formes automorphes paraboliques, relativement a K et d va-
leurs dans L. Soit K un sous groupe ouvert compact de G(Oy), on
pose
WrI(L) = WKy x Koo, L), Wy (L) = [ WolKy % Kee, L)
Koo Koo

ot Koo parcourt 'ensemble des sous-groupes ouverts compacts de G(Oy),
W(L) =JWri(L) , Wo(L) =UWy” (L) .
Ky Ky

ot K parcourt l’ensemble des sous-groupes ouverts compacts de G(Oy).

Ces espaces WX7 (L) et Wéc T(L) posseédent différentes structures. Ils
sont munis d’une action des opérateurs de Hecke, qu’il n’est pas né-
cessaire de détailler ici (cf [17] ou [16] pour un résumé). Ils sont aussi
munis d'une action de G(K,), que nous précisons. Soit f € WXs(L),
c’est une fonction définie sur la réunion disjointe [[,cx [';\G(K ), telle
qu’il existe un sous-groupe ouvert compact K, de G(O) vérifiant
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fukz) = f(u) pour tous u € I';\G(Ky), k € Ky et 2z € Z(Ky).
Soit g € G(K), alors la fonction u — f(ug) est dans W*7 (L) avec
K$ = gK g7 NG(Oy); on vérifie aisément qu’il en est de méme pour
Wo ! (L).

Les espaces W (L) et Wy(L) possedent une action de G(A), on le voit
de la méme maniere qu’au dessus.

Dans [25] Harder montre que les éléments de Wy(/C, L) ont leurs
supports dans une méme partie finie de G(K)\G(A)/KZ(K); Har-
der montre ceci pour les groupes réductifs, donc dans une situation
beaucoup plus générale que celle de GL(2); pour ce dernier groupe
et lorsque K = F,(T") il est possible d’en donner une démonstration
directe, mais tres longue, en suivant les arguments de [22].

Théoréme 16.4. (Harder [25]) Soit K un sous-groupe ouvert compact
de G(O), alors Wy(KC, L) est un L-espace vectoriel de dimension finie.

Les éléments de Wy (L) sont donc des fonctions a supports compacts

dans G(K)\G(A)/Z(K), par suite
Corollaire 16.5. Les applications naturelles

sont des isomorphismes, respectivement de G(K)-modules et de G(A)-
modules.

16.2. Les cocycles harmoniques. Un cocyle harmonique, a valeurs
dans un groupe additif (commutatif) B est une application ¢ : Ar™(r) —
B définie sur I'’ensemble des arétes orientées de ’arbre de Bruhat-Tits
T, telle que

(1) p(—a) = —p(a) pour toute aréte orientée a de T,

(2) pour tout somment s de 7, > (4)=s ¢(a) = 0, ot la somme est
prise sur toutes les arétes d’origine s.

On notera H(7, B) leur ensemble, ¢’est un groupe additif, sur lequel agit
G(Kw):sig € G(Kw), aest une aréte de 7 et ¢ un cocycle harmonique,
on a gp(a) = (g 'a); si G est un sous-groupe de G(K,,) on notera
H (7, B)® I'ensemble des cocycles harmoniques invariants sous l'action
de G, on dira quelquefois que c’est I'ensemble des cocycles définis sur
les arétes (orientées) du graphe G\7.

Soit T un groupe arithmétique, on dira que ¢ € H(7, B)' est parabo-
lique si son support est fini modulo I', c’est a dire si ¢, vu comme étant
défini sur les arétes de I'\7, est non nul sur un nombre fini d’arétes
des pointes de (I'\7). On note H,(r, B)" I'ensemble des ces cocycles

harmoniques.
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Les bouts de 7 sont en bijection avec P'(K,), si s est un sommet
de 7 cette bijection consiste & associer a toute demi-droite (sans aller
et retour) de 7 d’origine s le sous-espace vectoriel de K2 de dimension
1 qui lui correspond. Si a est une aréte (orientée) de 7 on désigne par
U(a) ’'ensemble des bouts de 7 qui commencent par 1'aréte orientée a;
dit comme cela c¢’est un ensemble de demi-droites de 7, commencant
par a, nous le considérerons plutdt comme une partie de P!(K,).

Lemme 16.6. Pour toute aréte orientée a de T, U(a) est une partie
ouverte compacte de P1(K.,). Pour toute partie ouverte et compacte U
de PY(K) il existe un ensemble fini F' d’arétes orientées de T tel que

U= UaeFU(CL).

Démonstration. Ecrivons K2 = K e, ® Kyey et PY(K,) dans ces
coordonnées, soit ’aréte orientée

a = [Oxe1 ® Oxes] = [Oner & Oxwes] |

considérons Papplication R : PY(K,) — PYF,) qui & (A : pu) avec
max(|A], |p|) = 1 associe (X : ), alors

U(@)=R'{(0:1)}) = (00s : 1) = @Oy C Koo U{cc} .

Inversement, une partie ouverte et compacte de P'(K,,) est une
réunion finie de boules, chacune de ces boules est, a I’action de G(K,)
pres, égale a wOy,. U

Les cocycles harmoniques peuvent étre vus comme des mesures sur
P!(K,) de masse totale 0. soit B un groupe additif, une mesure m
définie sur Pensemble des parties ouvertes et compactes de P'(K,.) et
de masse totale 0 est définie par

(1) m(U) € B pour tout ouvert compact U et m(P!(K,,)) = 0,
(2) m(U1 U Uz) = m(Ul) + m(UQ) si U1 N UQ = @

Soit Mes(B) I'ensemble des mesures sur P'(K,,) de masse totale 0,
c’est un groupe additif.

Lemme 16.7. Il ezxiste un isomorphisme (de groupes ) entre Mes(B)
et H(t, B), ainsi défini :

—am € Mes(B) on associe @, : a— m(U(a)),

~ay e H(r,B) on associe my, : U(a) — ¢(a).

Démonstration. Soit s un somet de 7, alors Uy(,)—s U(a) = P'(Ky). O
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16.3. La représentation spéciale. Soient L un anneau commutatif
et unitaire, admettant Q en tant que sous-anneau unitaire, et B un
L-module. Soit V(L) le groupe des fonctions définies sur P'(K ), loca-
lement constantes et a valeurs dans L; on pose V(L) = V(L)/(L-1).
L’espace Vs, (L) est muni d’'une action de G(K ), provenant de 'action
a droite sur les fonctions et notée sp : si g € G(K) et f € V(L) alors
gf x> f(xg); cette représentation est appelée la représentation spé-
ciale de G(K ), @ valeurs dans L; il en résulte une représentation de

G(K ) dans Homp (Vs,(L), B).

Lemme 16.8. Il existe un isomorphisme de G(K)-modules H(1, B) —
Hom, (Vy,(L), B), qui
— ap € H(r, B) associe lintégration par rapport & la mesure m, (qui
se définit simplement car il s’agit toujours de sommes finies),
—au € Homp(Vip(L), B) associe a — u(1ly(y))-

16.4. Formes automorphes et cocycles harmoniques.

Proposition 16.9. Soit L un anneau commutatif admettant Q en tant
que sous-anneav unitaire, soient Ky un sous-groupe ouvert compact de
G(Oy) et X, 'y comme dans le paragraphe de rappels 16.1.1. On a des
isomorphismes L-linéaires

(1) @aexH(r, L)'= = Homei,) (Vip(L), W1 (L)),
(2) ©pexH(7, L)' ~ Homex.) (Vip(L), W5 ? (L))
Démonstration. (1) 11 suit des formules rappelées en 16.1.1 que

Home(ie.) (Vip(L), W4 (L)) = ©pexQur

ou @, est espace des fonctions f : G(K) — L possédant la propriété
suivante : il existe un sous-groupe ouvert compact Ko, de G(K ) tels
que f(vgkz) = f(g) pour tous v € Iy, g € G(Kx), k € K €t z €
Z(K). On fixe I'un des z et soient I' =T'y, Q = @,. 1l faut montrer
I'existence d’un isomorphisme L-linéaire

s: H(r,L)" ~ Homgx..) (Vip(L), Q) -

Un élément ¢ de H(t, L)' peut étre vu comme une mesure m,, sur
P!'(K) de masse totale 0 et invariante sous l'action de I'; & my, on
associe s(yp) ainsi défini : pour tout f € Vi,(L), s(¢) est la fonction qui
envoie g € G(K) sur l'intégrale de sp(g)f suivant m.,, que I'on note
g — my(sp(g)f). I faut prouver que 'on a ainsi construit un élément
de Q.

L’invariance suivant I' vient de celle de m,,, celle par Z(K) est
due a l'action triviale de ce groupe sur P!(K,), enfin la fonction f est
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localement constante, donc invariante par les sp(k) pour k décrivant
un sous-groupe compact ouvert de G(K).

Construisons I'application inverse de s. Soit ¢ € Homg k) (Vip(L), @),
on définit la mesure m* sur P* (K ) par la formule m¥ (1y()) = ¥(1y@))(1)
(1y(ay est la fonction indicatrice de U(a), 1 est la matrice identité de
G(K)) pour toute aréte a de 7.

(2) Il suit de [25], corollaire 1.2.3 (voir aussi le corollaire 2.8) que

Wécf(L) est I'ensemble des fonctions sur G(K)\G(A)/ (K¢ x Z(K))
a supports compacts; soit donc )y I’ensemble des éléments de @) a
supports compacts dans I'\G(K)/Z(K); il faut montrer que I'ap-
plication s induit un isomorphisme

s: H\(r,L)" ~ Homeg(k) (Vep(L), Qo) -

Soit ¢ € H,(7, L)' ,il existe un nombre fini d’arétes, ay, - - - , a, telles que
le support de ¢ soit dans U;<;<,I'a;. Soit a une aréte de 7, on a, pour
tout g € G(Kx), s(¢)(lu@)(9) = mu(lug-1a)) # 0 si et seulement
si g7'a € Uj<i<,Ta;, or , pour tout aréte @’ de 7, 'ensemble des g €
G(Ky) tels que ga = a' est compact modulo Z(K); ceci permet
de conclure. Le méme type de raisonnement opéere pour l'application
réciproque. U

Comme G(Ay)/K; est discret, 7 x (G(Ay)/Kf) peut étre vu comme
une réunion disjointe de copies de 7, ce qui permet de définir H (7, L) et
H(7, L). Le groupe G(K) agit sur 7 x (G(Ay)/Ky) par son action sur 7
et par la multiplication a gauche sur G(Ay) /Ky ; avec les techniques qui
ont permis d’établir les formules rappelées dans le paragraphe 16.1.1,

on montre que
H(r % (G(Ag)/Ky) L)) = @yex H(r, L)'= |
H\(1 % (G(Ag)/Ks), L)) = @pexH(1, L)',

finalement

Corollaire 16.10. [ exige un L-isomorphisme, fonctoriel en les sous-
groupes ouverts compacts Ky de G(Oy),

H(r x (G(Ag)/Ky), L)) ~ Home) (Vip(L), Wo/ (L))

On aura besoin en fait de prendre la limite suivant les groupes Ky,
on a7 x G(Ay) qui s’interprete comme le limite projective suivant les
Ky des 7 x (G(Ay)/Ky); il faut remarquer que 7 x G(Ay) n’est pas un
graphe; on définit H(7 x G(Ay), L) comme étant la limite inductive
des H(t x (G(Ay)/K¢),L), de méme pour H (7 x G(Ay), L), auquel
on s’intéressera surtout, et dont on peut remarquer tout de suite que
c’est un G(As)-module (par I’action & gauche sur la composante G(A )
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de 7 x G(Ay)). Rappelons qu'il y a sur Wy(L) une action naturelle de
G(Ay).

Théoréme 16.11. 1] existe un isomorphisme G(A f)-équivariant et L-
linéaire
H,(r x G(Ay), L)*") = Homgc) (Vip(L), Wo (L)) -

Ce résultat nous servira plus loin.

17. REPRESENTATIONS GALOISIENNES, FORMES AUTOMORPHES ET
COCYCLES HARMONIQUES.

17.1. Des représentations galoisiennes. Soient L. C L™ C L*?
des extensions de corps, L étant un corps local ce caractéristique p
de corps des restes F,, L°® en étant une cloture séparable et L™
la sous-extension maximale non-ramifiée. Toutes les extensions algé-
briques séparables de L considérées dans ce paragraphe seront des sous-
extensions de L*? /L. Soit C' le complété d'une cléture algébrique de
L*? et G = Auty cone(C) le groupe des L-automorphismes continus de
C';onaG = Gal(L*?/L). Une cloture algébrique F2 de F, est le corps
des restes de L™, on a

Gal(L" /L) ~ Gal(F%9/F,) ~ Z

o Z est le complété profini de Z. Le groupe Z admet 1 pour générateur
topologique, qui correspond a ’automorphisme de Frobenius z + 29
de F2%, notons F son image dans Gal(L"" /L), donc F reléve I'auto-
morphisme de Frobenius de Fglg /F, et F est un générateur topologique
de Gal(L" /L) (pour la topologie profinie).

On note w une uniformisante de L, soient n > 1 un entier premier
avec p et /™ une racine n-éme de @. L’extension L™ (w'/")/L est
galoisienne de groupe de Galois engendré topologiquement par F' et u,
ou F|L™ est 'automorphisme précédant et u est défini par I'existence
d’une racine ¢, primitive n-eéme de 'unité telle que u(w'/") = (, @'/
et est trivial sur L™, les seules relations étant Ful' = u? et v =1d. Il
vient donc une représentation galoisienne

p™ G I Gal(L" (w'/™) /L) — GLy(Z/nZ)

la fleche de gauche étant la restriction, 'autre étant définie par

1 0 11
Fr—><0 q1> et uv—><0 1),



90 MARC REVERSAT

7Z,/n7Z équipé de cette action galoisienne de G est noté U™,

Soit ¢ un nombre premier, ¢ # p. Soit U*" la limite projective
des représentations U, c’est une représentation de G qui peut étre
ainsi définie : pour tout entier n > 0 soit @w'/*" une racine ¢"-éme
de @, avec la condition que (w!/*"™)! = @w!/¢" et de méme (o est
une racine primitive ¢"-éme de l'unité vérifiant ((m+1)* = (pm; soit
By, = L™ (@' )n > 1). Alors E; est une extension galoisienne de L
et Gal(E;/L) ~ Z  Z come le montre la suite exacte de groupes
topologiques

1 — Gal(E,/L") — Gal(E,/L) — Gal(L"" /L) — 1,
Gal(Ey/L) est topologiquement engendré par F' et u, on F|L™ est
I'application précédemment définie, ot u est caractérisée par u|L"" = Id
et u(w'/"") = (pmw/*" pour tout n, la seule relation vérifiée par ces
générateurs étant FuF = uf.

La représentation suivante est appelée la représentation galoisienne
spéciale de G

pe: G2 Gal(Ey /L) — GLy(Zy) C GLy(Q))

la fleche de gauche étant la restriction, la suivante étant définie par

1 0 11
Fr—><oq_1>et1u—><01>,
le Qg-espace vectoriel Q% muni de cette action galoisienne est noté U,.

17.1.1. Quelques notations. Soit n > 1 un entier premier avec p, la
caractéristique de L, le groupe Z/nZ est un G-module trivial,

(1) %(1) désigne le G-module u(n) = u(n)(L*P),
(2) 7z
(3) n%(r) = p(n)®" pour tout r € Z, et 'on peut remarquer que

Z Z Z Z
L0 = (1) @5 (1) oz
nZ( ) nZ( ) ®g nZ( ) =210 nZ’

Z(—1) = Hom(u(n), %) (homomorphismes de groupes),

(4) si @ est un nZ—Z[Q]—module, pour tout entier r on pose Q(r) =

z
Q@ zg 7z (1),

(5) soit £ un nombre premier différent de p, pour tout entier r on dé-
signe par Z(r) la limite projective suivant I'entier m des 72 (r),

(6) on pose Qu(r) = Z(r) @z, Qp.
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Lemme 17.1. On a la suite exacte de Q|G]-modules
0—=Qr— Uy— Qu—1)—0.

et cette extension du Qg [G]-module trivial Q, par Q,(—1) est la seule
non triviale, a isomorphisme preés.

Démonstration. Le groupe G est topologiquement engendré par u et F
tels que, pour un bon choix {ej,es} de la Qp-base de Uy, u(e;) = ey,
u(es) = e1 + ez, Fey) = e; et Fey) = g ley; il reste & vérifier que
laction de G sur Q(—1) est la méme que celle venant de la projection
Uy — Qpes. On a

Q1) = (hgl Hom W“),Z/é%) &2, Q1

m

si f € Hom(u(¢™),Z/0™7Z), pour tout ¢ € u(™)
Ff(Q) = fF(F'¢) = f(¢M) = (1)) f(C) -

L’unicité se monte directement par le calcul. 0

17.2. Un probléme sur les courbes de Mumford. Il suit de la
formule (2) de la proposition 16.9 que

(9) @acx Hy(7,Q0) = @q, Up = Homarc) (Vap(Q0), Wy (Q0)) @q, U

nous allons interpréter le membre de gauche de cette formule comme un
somme directe de groupes de cohomologie étale de courbes modulaires.
Etant donné un groupe arithmétique I', nous nous intéressons donc
a H\(r,Q¢)" ®q, Us dont nous voulons montrer qu'il est G-isomorphe
a H}

b rlg(Mp@QC’, Qpy), le premier groupe de cohomologie étale-rigide de
Mp, que bien entendu il va falloir définir.

Nous commencons par nous ramener a un probleme sur les courbes
de Mumford, cf paragraphe 15.2. Soit I' un groupe arithmétique, dans

le paragraphe précité on a rappelé que si
G =T/Tiors et = =Tiops\ (QUP(Ko))

on a canoniquement un isomorphisme d’espaces analytiques formels
My ~ G\Z, qui est la description de My en tant que courbe de Mum—
ford, avec de plus une structure d’espace analytique formel sur = qui
donne celle de Mp, et qui donne une réduction analytique ayant pour
graphe d’intersection 7" := I'y,,s\7. La formule suivante est immédiate.

(10) H\(1,Q)" ~ H\(T,Q,)“

On est donc ramené a prouver

(11) ﬂ!(T7 Q£>G ®q, U Zg ét- r1g<G\~7 Qf) :
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Nous précisons le membre de droite de cette relation.

17.3. Cohomologie étale-rigide, résumé. Drinfeld a utilisé la cho-
homologie étale des espaces analytiques rigides avant méme que celle-ci
existe et méme avant que la notion d’espace analytique rigide soit clari-
fiée. Il a défini de maniere ad-hoc la structure analytique d’une courbe
X sur C et son Hy (X, 1n) (avec n premier & p), ce dernier étant
I’ensemble des couples (L, ), ou L est un fibré en droite sur X et
v : Ox = L®". Berkovich donna une premiére construction du site
étale-rigide, mais pour une nouvelle notion d’espaces analytiques non-
archimédiens, différente de celle considérée ici, mais cependant proche;
tres schématiquement résumé elle consiste a définir un point d’un es-
paces analytique comme étant une semi-norme, ce qui évite “les trous”
comme ceux mis en évidence déja dans C' au début de ces notes, ce
qui donne donc a cette géométrie analytique non-archimédienne une
apparence proche de la situation classique, moyennant pour 1’établir
des difficultés techniques parfois conséquentes ([2]). de Jong et van der
Put donnérent un peu apres ([30], exposé au “colloque de Toulouse”
en juin 1994) la version pour la géométrie rigide considérée ici. Le lien
entre ces deux points de vue est fait dans [28].

Soient L un corps valué complet, L9 I'une de ses cloture algébrique
et C' le complété de L9 ; toutes les extensions algébriques de L sont
supposées contenues dans L, en particulier la fermeture séparable
L*°P et I'extension maximale non-ramifiée L™". Le groupe de Galois
G = Gal(L**?/L) peut étre identifié avec le groupe Auty ,:C des L-
automorphismes continus de C.

Définition 17.2. Un morphisme f : X — Y entre deur L-espaces
analytiques rigides est dit étale si, pour tout x € X, I’homomorphisme
induit Oy sz) — Ox . est plat et non ramifié ; non ramifié signifie que
st My(y) désigne lidéal mazimal de Oy, alors le morphisme natu-
rel Oy, @) /M) = Oxa/Mpa)Oxo fait de Oxz/mype)Ox, un corps
extension séparable finie de Oy7f(x)/mf(w).

Soit X un L-espace analytique, le site X,y ¢tale-rigide de X a
pour objet les couples (Y, g), ou Y est un L-espace analytique et g :
Y — X un morphisme étale. Un morphisme f : (Y1,91) — (Y2, 92)
est un morphisme d’espaces L-analytiques tel que g, o f = ¢; (donc f
est étale). Un recouvrement étale-rigide de I'objet (Y, g) est la donnée
d’'une famille de morphismes f; : (Y;,9;) = (Y, g) de Xe¢i—sig telle que
pour tout i il existe un recouvrement admissible affinoide (Y;;);jecs de
Y; vérifiant : (¢;(Yi;))ierjes, est un recouvrement admissible de Y (et
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ceci vaut alors pour tous les recouvrements admissibles affinoides des
).

Les groupes de cohomologie des faisceaux abéliens A sur Xg;_,ig sont
notés H*(Xex g, A) ou bien Hg ;. (X, A).
17.3.1. Soit X un espace L-analytique, on s’intéressera aux groupes
H} o(X®LC, - ), le fait d’appliquer ®,C & X élimine les informa-
tions venant de la cohomologie du groupe G. Si (X;);c; est un recou-
vrement admissible affinoide de X, alors (Xi®LC)i€I est un recou-
vrement admissible affinoide de X®.C, X;®,C est l'espace affinoide
Spm(Ox, (X;)®,C). Tout élément o € G opeére sur Oy, (X;)@.C et
donne un endomorphisme analytique ¢, de X®C, qui n’est pas en gé-
néral C-analytique, mais qui est un automorphisme du site X¢;_yig. Soit
a: X®;C — C le morphisme obtenu par recollement des Oy, (X;) —
Ox,(X;)®1C, a donne un morphisme de site a* : Xe¢;_rig — (X®1C)étrig,
si A est un faiseaux sur Xg_,ig, la relation & = « o ¢, montre que
a*(A) ~ (ao@,)* (A) ~ ¢t oa*(A), dou un automorphisme ¢ :
H o (X®1C,a%(A)) et comme il est d’usage dans la suite on écrira
A a la place de o*(A). Ainsi, pour tout faisceau abélien A sur Xgi—yig
le groupe G opére sur Hg,_;,(X®,C, A).

17.3.2. L’inclusion de la topologie rigide de X dans sa topologie étale-
rigide donne par restriction un morphisme de site 7 : X¢_rig — Xiig,
qui est exact a gauche et qui possede des dérivés droits, d’ou pour tout
faisceau A sur Xg_rig la suite spectrale de Leray

(X, R'r(A)) = HE™L (X, A)

ét—rig

E3® = H

rig
et la suite exacte des petits degrés (ou des cing) qui 'accompagne ([24],
ou le cours [47])

0 = Hyy (X, ROr(A)) = Hyy iy (X, A) = Hyy(z, R'r(A))
- Hrzlg(X7 ROT("“)) — Hézt—rig<X7 A)

17.3.3. On suppose maintenant que X est un espace analytique sur
C de dimension 1. Puisque R'rG,, est le faisceau U +— Hj, (U,Gy,),
qui est nul sur tous les ouverts admissibles affinoides U de X, la suite
exacte des petits degrés donne

(12) H(X,Gy) ~ H

ét—rig

(X,Gp) -

Soit m > 1 un entier premier avec la caractéristique p de C, la suite
exacte des petits degrés donne pour le faisceaux constant étale Z/nZ
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(ou bien pu,, car ces deux faisceaux sont isomorphes, C' étant algébri-
quement clos)

(13)
0 — HY,(X,Z/nZ) — Hj (X, Z/nZ) — HY,(x, R'r(Z/nZ)) — 0
puisque H3,(X,Z/nZ) =0 (X est de dimension 1).

17.3.4. On suppose que X est I'analytifié d’'une courbe algébrique sur
C, projective, connexe et non singuliere et soit toujours n > 1 un entier
premier avec p, alors la suite axacte sur Xeg;_rig

0= ftn =G, =3G,, =0
donne la suite exacte
(14) 0— Hélt—rig(Xa Mn) — H

ét—rig

(X7 Gm) ﬁ; Hélt—rig(X7 Gm) )

qui avec (12) montre que H_;, (X, p1,) est isomorphe & Jac(X)[n], le
groupe des points de n-torsion de la jacobienne de X ; on retrouve ici

la définition donnée par Drinfeld.

17.3.5. On dit quelques mots de la cohomologie des sous-espaces de P,
de la forme = = P}, — L, o £ est une partie compacte de P}, & intérieur
vide. Un tel espace possede des recouvrements formels analogues a celui
du demi-plan algébrique € : supposons que co ¢ L, soit (B;)i1<i<, un
recouvrement de £ par des boules disjointes non circonférenciées de
PL, de rayon € (avec € € |C*|) et soit U, le complémentaite dans P},
de la réunion des B;, U. peut étre décomposé en une réunion finie de
couronnes, on a U. C U. si e > &' et 'on peut faire en sorte que le
recouvrement de U en couronnes soit contenu dans celui de U, etc. Il
suit d’un tel recouvrement formel une réduction analytique = formée

de P;,alg se coupant en des points doubles ordinaires, dont le graphe
q

d’intersection est un arbre T=.

Les espaces analytiques = de cette forme jouent le rdole d’espaces
de Stein (connexes) en géométrie rigide (°), les faisceaux constants
sont acycliques, les fibrés en droite sont triviaux, c’est a dire que

Hl,(Z,0Z2) = {1}. On a une suite exacte
(15) 1—-C*— 0= > H(T=,Z) — 0,

elle est établie dans [39] (et a d’abord été exposée au Groupe d’étude
d’analyse ultramétrique de Paris en 1982), nous décrivons seulement
I’application t. Soient a une aréte orientée de Tz, s, et s; ses origine

6. avec cette nuance importante par rapport a la situation classique, qu’ils pos-
sedent des revétements étales non triviaux, au moins quand ils sont définis sur Q,,

[11], [4].



MODULES DE DRINFELD ET GLo 95

et sommet terminal; les sommets s, et s; correspondent a des com-
posantes irréductibles de =, P, et P,, se coupant en un point double
ordinaire correspondant a e; soit (P, U P;)* la réunion P, et P; a la-
quelle on retire les points d’intersections avec les autres composantes
irréductibles (donc on retire de P, et P; tous les points d’intersections,
sauf P,NP;); notons R : £ — = la réduction, alors R~*((P,UP;)*) peut
s’écrire (en supposant que oo ¢ (P, U P;)*) de la maniére suivante : il
existe x € L, A\, u € C* avec |A| < |u|, il existe y; € C, 1 < i < m avec
lyi] = || et il existe y; € C, 1 < i <m' avec |yi| = |pl, tels que

RT((PUR)") = {2 € 2/ A < [e—a| < |ul, le=yil > [Nl lz=yil = |ul};

soit f € OZ(Z), alors il existe un entier h et ¢ € OZ(Z) tels que
f(z) = (z — x)"g(2) avec |g(2)| constant sur R~((P, U P;)*) (lalgebre
affinoide de R7!((P, U P)*) a une structure analogue a celle des cou-
ronnes D; du recouvrement formel de Q); on a v(f)(a) = h si par la
réduction R la circonférence |z — z| = |\ de R7Y((P, U P;)*) s’envoie
dans P,, et v(f)(a) = —h si au contraire cette circonférence va dans
P, ; on voit que 1'on a ainsi défini un cocycle harmonique t(f) en consi-
dérant la réduction de f sur chaque circonférence (apres division par
une constante convenable de maniére a se ramener a f de norme 1)

et en utilisant le fait que, sur chaque composante irréductible ]P]lFalg, le
q

diviseur de la fonction ainsi obtenue est de degré 0.
II résulte de la suite exacte sur Zg_,ig

0= ptn =G 3G, =0
que l'on a sur Z,;; une suite exacte
O
qui avec (15) donne

HS (2, R'ru,) ~ O%(2)/(OZ(2)" ~ H(T=,Z/nZ) ,

rig =)

11 x

X 0% — Rrp, — 0,

qui avec (13) (et le fait que les faisceaux constants sont rigide-acycliques)
implique I'isomorphisme canonique

H (2, ) ~ H(Tz, Z/nZ) .

ét—rig

17.3.6. On examine la cohomologie des courbes de Mumford, c’est a
dire, des courbes projectives X de genre g, qui avec les notations pré-
cédentes s’écrivent en tant qu’espaces analytiques rigides X = G\E,
ou G est un sous-groupe de G(C') libre de rang g et avec une réduc-
tion analytique X = G\Z, dont le graphe d’intersection est G\T=. On
note s : = — X le morphisme canonique (qui s’appelle I'uniformisation
analytique de X).
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Les groupes de cohomologie [ ‘(@, ) sont nuls pour 7 > 2 puisque
G est libre, les groupes H*(Z, ) sont aussi nuls pour ¢ > 2. Soit A un
faisceau sur Xy, on a une suite spectrale

By = HY(G, H}jy(2,5"A)) = Hi (X, A)
dont la suite des bas degrés donne la suite exacte
(16) 0— HY(G, H,(Z,5*A)) — H. (X, A) — H]

= % G
rig rig rig(‘—‘v S A) — 0 .
Examinons la suite exacte (13). En appliquant la relation (16) au
faisceau A = Z/nZ il vient H},(X,Z/nZ) ~ H'(G,Z/nZ), de plus,
puisque G agit rivialement sur Z/nZ on a donc

Hrlig(X, 7Z/n7) ~ H'(G,7Z/nZ) ~ Hom(G, Z/n7Z) ~ (Z/nZ)* .
Remarquons de plus que 'application canonique § : Tz — G\Tz est
un revétement universel, donc H'(G,Z/nZ) et H'(G\T=,Z/nZ) sont
canoniquement isomorphes.

Examinons maintenant le terme HY, (X, R'7(Z/nZ)) de (13). On
choisit un isomorphisme Z/nZ ~ p,,, qui donne donc des isomorphismes
de faisceaux constants sur X¢;_ig €t Xiig, se relevant sur Sg_yig €t Zyig.
De la suite exacte (15) il suit un isomorphisme OZ(Z)/(0Z(E))" ~
H(T=,7/nZ), d’autre part, cf la premiére suite exacte de (17.3.4), on
asur Xyg R'rp, ~ O%/(0%)", finalement
H (X, R'7(Z/nZ)) ~ HS, (v, R'ru,)) ~ H(Tz,7Z/nZ) = H(G\T=,Z/n7Z) ,

rig rig

dong, finalement la suite exacte (13) s’écrit

HY(G\T=,Z/nZ) — HY_...(X,Z/nZ) — H(G\Ts,Z/nZ) — 0 ,

ét—rig

sur la quelle on examine maintenant la structure galoisienne.

Le groupe de Galois G opere trivialement sur H'(G\Tx, Z/nZ) et sur
H(G\Tz,Z/nZ), avec les définitions du paragraphe 17.1.1 et de 'action
de Galois sur la cohomologie étale il vient la suite axacte de G-modules

(17) 0 — HY(G\Tx,Z/nZ) — H}. .. (X,Z/n7) —

— H(G\T=, Z/nZ)(~1) = 0,

mais contrairement a la situation du lemme du paragraphe précité, ceci
ne suffit pas a caractériser I'action de Galois sur Hg, . (X, Z/nZ).

17.3.7. Dans le prochain paragraphe nous précisons cette action de
Galois, en particulier sur les espaces suivants. Rappelons que L est
un corps valué complet de caractéristique p > 0, que C est le com-
plété d'une cloture algébrique L8 de L, que G = Gal(L¥8/L) =
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Auty, cont(C), de plus ¢ désigne un nombre premier différent de p. Soient
Y un espace L-analytique et X = Y®,C, on pose

Hy (X, Zg) = lim HY,_, (X, Z/("Z)

ét—rig ét—rig

(a gauche il s’agit de 'anneau Z, et a droite des faisceaux constants
ZJUZ sur Xe_yig) €t

Hgt—rig(Xv @5> = Hgt—rig(X’ Zf) ®ZZ @f )

ce sont des Q; espaces vectoriels équipés d’une action de G, cf le para-
graphe 17.3.1; ce sont les groupes de cohomologie f-adique analytique
de X (oudeY).

17.4. La cohomologie étale des courbes de Mumford. Soient
toujours L un corps local de caractéristique p > 0, ses extensions L™,
L3P (' et pour un nombre premier ¢ = p le corps Ey, cf § 17.1. Soient
G = Gal(L*?/L) = Auty, cont(C) et Uy la représentation de G (op. cit.).

Théoreme 17.3. Soit Y une courbe de Mumford définie sur L , = —Y
son revétement L-analytique et G le sous-groupe de Schottky de G(L)
tel que Y ~ G\E (isomorphisme L-analytique), soit Tz le graphe d’in-
tersection de la réduction analytique de =. Alors on a un isomorphisme
canonique de G-modules

Hgtfrig(y@)c’ QZ) = E(G\Tﬁv @5) ®q, Ue,
qui de plus est fonctoriel en'Y .

La fonctorialité est claire, une fois établie la démonstration, qui de-
mande plusieurs préliminaires, d’abord de rappeler la construction ana-
lytique de la jacobienne de Y.

17.4.1. Les jacobiennes des courbes de Mumford. La construction de
ces jacobiennes a été donnée d’abord par Mumford lui-méme ([36]), la
version analytique rigide que nous rappelons ici se trouve dans [20] et
dans [13].

Soient Y ~ G\Z, une courbe de Mumford définie sur L, X = Y®C,
E=20C et s: = — X ~ G\E le revétement analytique deX. Soit
D un diviseur de degré 0 sur X, il existe une fonction méromorphe sur
= de diviseur s*D, par exemple, si D = Y ;,.(a; — b;) mod. G, ou les
a; et b; sont distincts modulo G, cette fonction est

A )

et elle s’appelle une fonction théta. Il existe un homorphisme de groupes
cop: G — C* = G,(C) tel que O(y(z)) = co(7)0(z) pour tout v € G,
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appelé facteur de la fonction 6. Ces facteurs des fonctions théta forment
un groupe multiplicatif, puisque le produit de deux fonctions théta
est encore I'une d’entre elles. Soit g le genre de Y, donc G est un
groupe libre a g générateurs, écrivons G =< 7y,--- ,7, >; soit a € E,
les fonctions théta correspondant au diviseur trivial sur X sont des
produits des fonctions holomorphes sur =

w(z)-H( 2 —7(a) )

seq \z = 7(ila))

dont on montre qu’elles ne dépendent pas du choix de a € = soit ¢;
le facteur de la fonction théta u;. On voit donc que 'on a des isomor-
phismes analytiques

{cy VO} (C*)

9 Gu(C)
X = - -
Jac(X)(O) < Ui >1<i<yg A A

ol < u; >1<i<g= A, resp. {cp YO} = (C*)9, par ¢ = (c(11),-- -, c(vyg))
et A est un réseau (multiplicatif) de (C*)? = G,,(C)Y. La courbe Y
étant définie sur L on montre que cette construction est définie sur
L, c’est a dire que A C (L*)9; soit Ty = an/L le tore algébrique de
dimension g, déployé sur L et analytifié, on a donc pour tout corps E
intermédiaire entre L et L une suite exacte

(18) 0—=A—>TLE)— Jac(Y)(E) — 0.

Le fait que Jac(Y') soit une variété abélienne principlement porali-
sée se traduit sur le tore T, et sur A de la maniere suivante. Soit T7le
groupe des caracteres de Ty, c’est a dire des morphismes de groupes
algébriques x : T, — Gyyyp, le fait que Jac(Y') soit I'analytifié sur L
d’une variété abélienne principalement polarisée est équivalent a 1’exis-
tence d'un homorphisme bijectif o : A = T% tel que

(1) (symétrie) a(A1)(Aa) = o(A2)(A1) pour tous Aj, Ay € A,
(2) la forme bilinéaire
AXA =R, (A, A2) = —loglo(Ar)(A2)]

est définie et positive.

17.4.2. Démonstration du théoréeme 17.3. On a vu dans le paragraphe
17.3.4 que HY (X, puen) =~ Jac(Y)[€"] donc, apres avoir fixé un iso-
morphisme entre les systems projectifs (), et (Z/0"Z),, pris la li-
mite, puis appliqué ®z,Q, et examiné les structures galoisiennes, il

vient, ou 7;(-) désigne le module de Tate (-adique,
(19) Hi, 1ig(X, Qo) =g Te(Jac(Y)) @z, Qu(—1) -
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Soient E un corps intermédiaire entre L et L*? et x € T (F) relevant
un point de Jac(Y)(E)[¢"], cf la suite exacte (18), alors z*" € A, donc
x est a coordonnées dans E,;. On vient donc de montrer que I’action de
G surT;(Jac(X)) se factorise par Gal(E,/L), qui est topologiquement
engendré par u et F

Lemme 17.4. L’action de G sur Hy,_;,(X, Q) se factorise par Gal(Eq/L),

donc est déterminée par celles de u et F'.
Cela résulte des commentaires précédents et de la formule (19).

Lemme 17.5. Le Qq-espace vectoriel des éléments de Hj (X, Q)
invariants sous u est de dimension g.

Démonstration. Grace a la formule (19) le lemme est une conséquence
de 'isomorphisme de I'espace des éléments de T;(Jac(X)) ®z, Qi(—1)
invariants sous u avec T¢(Ty) ®z, Q¢ (on désigne par Ty(Ty) le mo-
dule de Tate du tore algébrique T}), isomorphisme que nous montrons
maintenant.

De la suite exacte (18) il résulte un homorphisme injectif entre les
groupes de torsion

(20) TL(Lnr)tors — J(lC(Y) (Lnr)tors )

faisons ’hypothese que le conoyau de cet homomorphisme est fini. Alors
le morphisme de systemes projectifs

(TL[e"]),, = (Jac(Y)[£")(L™)),,
a un conoyau fini; il en résulte

To(T) ©z, Qe = (Te(Jac(X)) @z, Qu(=1))~" .

Montrons que (20) est & conoyau fini. On a I'isomorphisme

T (L") =~ Hom(T7,(L"))
A > (x = x(\)

soit v : (L")* — Z la valuation de L™ (normalisée par v(w) = 1) et

soit v 'application obtenue a partir de la précedente en composant les
éléments de Hom(T7 , (L™)*) avec v, c’est a dire

vy : Tp(L™) ~ Hom(T7}, (L")*) — Hom(T7},Z),

il suit de la propiété (2) de Jac(Y'), cf la fin du paragraphe (17.4.1),
que vy est injectif, donc, comparant les dimensions on voit que vy(A)
est d’indice fini dans Hom(T7;,Z). Considérons l'application vy ainsi
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définie
Tp(L™) Hom(T},Z)

1 \
Jac(Y)(L") ~ T, (L™)/A -2 Hom(T},Z)/vi(A)

et montrons

(21) (Ker<v2))t0r5 = TL(LnT>tOTS/ (A N TL(Lnr)tors) = TL(LnT)tors

(la seconde égalité est évidente). Soit z € (Ker(va))iors €t soit y €
T, (L") qui releve x, donc il existe un entier m > 0 tel que y™ € A,
et I'on aussi v1(y) € v1(A), par suite il existe A € A et z € Ker(vy) tel
que y = Az; de y™ = A\"2™ = 1 on déduit 2™ € A N Ker(vy), donc
2™ = 1. On peut donc choisir yA\™! comme antécédant de x, c’est a
dire supposer que y™ = 1, donc y € Tr(L™ )iors; la relation (21) est
prouvée.

Comme v, est & image dns un groupe de torsion, le conoyau de (20)
est fini. O

Maintenant nous pouvons terminer la démonstration du théoreme
17.3. 1l résulte (17) la suite exacte de G-modules

0— H1<G\T57Q€) - Hélt—rig(X7 Qf) —

— ﬂ(G\TE,Qg>(—1) —0 s

I'action de G se fait par u et F, cf le lemme 17.3.1, elle est triviale
sur HY(G\T=,Qy) et sur H(G\T=,Qy), u agit trivialement et F' est la
multiplication par ¢! sur H(G\Tz,Q,)(—1). Ainsi il exite une base
{e1, -+ ,eq, f1,-++, [y} de Hélt_rig(X, Q) telle que {ey, - -, e,} soit une
base de H'(G\Tz, Q) et que les images des f; foment une base de
H(G\T=,Qy). Les matrices de F et u agissant sur Hg,_;, (X, Qp), écrites
par blocs g X g, ont respectivement dans cette base la forme

Mat(F):(é q_?) et Mat(u)=<(1) ’?) ,

ou A: H(G\T=,Q,) — H'(G\Tx,Qy) est une application Q,-linéaire.
L’ensemble des éléments de Hy,_;, (X, Q) invariants sous u forme un
Q-espace vectoriel de dimension g, cf le lemme 17.5, donc cet espace
des invariants sous u est H'(G\Tx=,Qy), il suit que pour tout ¢ on a
u(f;) = fi + h; avec les h; dans H'(G\T=, Qy) et linéairement indépen-
dants (de Y- azh; = 0, avec oy € Qp, on déduit u(}- o, f;) = > i fi).
Par conséquent, quitte a remplacer les e; par les f; on peut supposer
que A est la matrice identité. Ceci termine la démonstration.
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17.5. Formes automorphes et cohomologie étale des courbes
modulaires. Soient de nouveau K = F (T'), A = F,[T], etc (cf le §
6.1). Soient Ky un sous-groupe ouvert compact de G(Oy) et X C G(Oy)
un systeme de représentants de G(K)\G(Ar)/Ky, et pour tout z € X
les groupes arithmétiques I', = zK;z~!' N G(K) ainsi que les courbes
modulaires Mpx, complétées des I';\Q2. Il suit de la proposition (16.9),
de la formule (10) et du théoreme 17.3

Théoreme 17.6. On a un isomorphisme de G-modules

Homg (k. ( (Qe), W, )®@/ Up ~ ®gex Hj ng(Mr&@C, Q)
On écrit aussi
My, = @yex M, = GUK)\ (G(Ay) x @) / (Ky x {1d})

et M K; = Dre XMFP I’isomorphisme de G-modules du théoréme devient
alors

Homere,, (V(Q0), Wy ") @0, Up = Hy_yiy(Mic, GC, Q) -

Les courbes M, k> vues comme des courbes sur K, forment un systeme
projectif, ou Ky décrit les sous-groupes ouverts compacts de G(Ay),
sur lequel G(Af) opere de la maniere suivante : G(Ay) agit sur lui
méme par multiplication a droite, si g € G(Ay) il vient une bijection
G(As)/Ks ~G(Ay)/(g7'Krg), donc un isomorphisme Qx G(A ;) /Ky ~
Qx G(Ay)/(g7*Kg) compatible avec I'action a gauche de G(K), d’ott
un isomorphisme des courbes affines My, >~ M,-1x,,, par suite entre
leurs compactifications. Il vient donc une action a droite de G(Ay) sur
la limite projective des courbes My ;> qui est un schéma sur Ko, que

I'on note Mk . Il en résulte une action a gauche sur

Hélt(MJKoo O Koo C, @5) “ hm Helt r1g<MICf O Koo C, @4) )
K
il vient (rappelons que G = Gal(K5P/K,) = Autk_, cont(C))

Corollaire 17.7. Il existe un isomorphisme G(Ay) x G-équivariant

Home (k) (Vip(Qr), Wo(Qy)) ® Uy — H:\ (Mg, @k C.Qp) .

Pour tout élément non nul et non inversible N de A (on pourrait
dire pour tout idéal non trivial, mais A est ici principal) on note Ky
le noyau de l'application G(A;) — G(A/NA), la courbe modulaire

correspondante est notée My, on a vu qu'elle est définie sur K (et
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méme sur A[1/N]), soient MN/KOO = My ®x Ku. Les groupes Ky
forment une partie cofinale de I’ensemble des Ky, donc

Hélt(M/Koo ® C, @6) = hl)n fT'L’etﬂfig(MN/17(Oo RK.. C, Qg) .
N

Soit

(22) Hét = lg{l Hét—rig(MN/Koo ®Koo Oa Q?lg) 5
N

Hy est muni d'une action de G(Ay) x G,
Corollaire 17.8. Il existe un isomorphisme G(Ay) x G-équivariant

Homg r.) (Vep( ?lg)a Wo( ?lg)) ®@Up — Hg .

18. LA CORRESPONDANCE DE LANGLANDS.

Dans ce dernier résultat 17.8, le membre de droite est construit a
I’aide de groupes de cohomologies de courbes définies sur K, donc est
muni d’une action de Gal(K*#/K), ce sont donc des représentations
galoisiennes absolues de K qui sont décrites. Nous montrons mainte-
nant comment ceci s’integre dans le programme de Langlands.

18.1. Les représentations admissibles. Soit G' un groupe topolo-
gique localement profini, c’est a dire tel qu'une base de voisinages ou-
verts de I'identité soit constituée de sous-groupes ouverts compacts. Les
groupes GLo(A), GLa(Af) et GLy(K,) sont ainsi, ou K, est le complété
de K en une palce v.

Soit p une représentation de G dans un C-espace vectoriel V', on dit
que la représentation p est lisse si pour tout x € V' le stabilisateur de x
contient un sous-groupe ouvert compact. On dit que la représentation
p est admissible si de plus, pour tout sous-groupe ouvert compact K le
sous-espace VX est de dimension finie.

On suppose de plus que G possede un sous-groupe ouvert compact
K tel que G/K soit dénombrable, ceci est alors vrai pour tout sous-
groupe ouvert compact et les exemples donnés au dessus vérifient cette
hypothese. Un groupe localement profini G vérifiant cette hypothese
possede la propriété suivante : soit (p, V') une représentation lisse et
irréductible de G, alors V' possede une base dénombrable. En effet, soit
x €V, x # 0, soit K un sous-groupe ouvert compact qui stabilise x,

alors V' = 3 e/ Cy(w).
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(Lemme de Schur) Soient (p, V') une représentation admissible irré-
ductible de G et f I'un de ses endomorphismes, alors f est une ho-
mothétie. En effet, comme p est lisse il existe un sous- groupe ouvert
compact K de G tel que VX # {0}, comme p est admissible la dimen-
sion de VX est finie, donc f|V* posséde une valeur propre \, puisque
p est irréductible on a Ker(f — \) = V.

Soit (p, V') une représentation admissible irréductible de G, on vient
de voir que le centre Z de GG opére sur V' par des homothéties, c’est a
dire qu’il existe un caractere ¢, de G tel que p|Z = 9,Idy, ce caractere
est continu car son noyau est ouvert, en effet soit K un sous-groupe
ouvert compact de G tel que VX # {0}, alors 1, est trivial sur Z N K
[dans toute la suite le terme “caractere” signifiera “caractere continu”].

Il suit de ceci que les représentations admissibles irréductibles abé-
liennes de G sont de dimension 1.

Il faut remarquer que la topologie du corps C ne joue aucun role ici,
on peut le remplacer par n’importe quel corps de caractéristique 0 et
algébriquement clos, nous le ferons en particulier par ng .

Soit donc L un corps de caractristique 0 et algébriquement clos, on
écrit encore G = GLs.

L’espace Wy (L) est une représentation admissible de G(A). La lissité
est une conséquence directe de la définition, ’admissibilité provient du
théoréme de Harder (th. 16.4).

L’espace H,(T x G(Ay), L)?) est une représentation admissible de
G(Ay). Cet espace est la limite inductive des H, (7 x G(Ay) /Ky, L)),
ou Ky décrit les sous-groupes ouverts compacts de G(Ay), et chacun
de ces termes est de dimension finie (corollaire 16.10 et avant).

L’espace Hg; (cf (22)) est une représentation admissible de G(Ay),
c’est une conséquence de 'exemple précédent.

L’espace Vi,(L) est une représentation admissible et irréductible de
G(K ) (la représentation spéciale). Rappelons que Vi, (L) = X/L ou
X est Pespace des fonctions P'(K,,) — L localement constantes; X
est linéairement engendré par les fonctions caractéristiques des disques,
donc Vi, (L) est une représentation de G(K ) admissible (le quotient
de P!(K,,) par un sous-groupe ouvert compact de G(K.,) est fini).
Sur P'(K) on a une mesure, qui & un disque de rayon @™ associe
la valeur |w.|™ = ¢™ € Q C L; soit donc V le sous-espace de X
engendré par les 1p — mes(D), ou 1p est U'indicatrice de D, ce dernier
décrivant les disques de P'(K,,) (fermés de rayons dans |KX|). On
voit facilement que V ne contient aucune fonction constante (car ses
éléments sont tous “d’intégrales nulles”), donc on a la somme directe
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de représentation X =V @ L et V est une représentation isomorphe a
Vip(L). On peut vérifier assez aisément que V' est irréductible.

Soit la représentation Indgggzgl B(Kw), induite a G(K) de la repé-
sentation triviale de B(K.); elle est ainsi définie : c’est I'ensemble
Y des fonctions f : G(K.) — L possédant la propriété suivante,
il existe un sous-groupe ouvert compact K(f) (dépendant de f) de
G(K) tel que pour tous k € K(f), pour tout b € B(K) l'on ait
f(bgk) = f(g) pour tout g € G(K); cet espace Y est muni de I'action
a droite de G(K). Les représentations X et Y sont isomorphes car
PYK) =~ B(Ku)\G(Ku). Ainsi Vi, (L) est une sous-représentation
de Indggﬁ‘:;l B(K.)s €€ qui prouve que la représentaion spéciale V(L)
de G(K,) est non cuspidale (), on donne des détails sur cette notion
dans la paragraphe suivant.

18.2. Les représentations admissibles de G(K,). Les représenta-
tions sont toutes supposées dans des espaces vectoriels sur C. , bien que
I’on puisse s’affranchir de cette hypoyhese, comme 'on a déja remarqué
et comme il sera précisé plus loin. Les résultats résumés ici se trouvent
presque tous dans [5], mais aussi dans les écrits antérieurs [29] et [17].
La lettre v désigne une place de K et K, le complété en cette place.
On écrit toujours G = GLy, aussi

KX K, 1 K,
Bv:B(Kv):<0v KX),Nv:N(KU):<O 1>et

KX 0
TUT(KU)<O qu).
Soit (m, V') un représentation lisse de G(K,), soient

V(N,)= Y C(z—n(n)z) et Vy, =V/V(N,),
CEEV,QEN'U
I'espace Vy, est muni d’une représentation lisse de T, ~ B, /N, prove-
nant de 7 et notée 7y, ; la représentation (wy,, Vy,) de T, s’appelle le
module de Jacquet de (m, V). Le foncteur

Rep(G(Kv)) — Rep(Tv) ) (71—7 V) = (TNU’VN’U>

s’appelle le foncteur de Jacquet, il est exact et additif ([5] part 3 § 9).
Les représentaions de G(K,) se séparent en deux groupes, celles dont
le module de Jacquet est nul et appelées les représentations cuspidales,

7. le mot anglais “cuspidal” semble maintenant remplacer le terme plus ancien
“parabolique”, on peut le regretter, mais il ne s’agit que de remplacer un mot
d’origine grecque par un autre d’origine latine.
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celles au contraire dont le module de jacquet est non nul qui sont donc
dites non cuspidales ou encore appelées des séries principales.

18.2.1. Les représentations induites. Commencons par examiner les sé-
ries principales. Soit (7, V') une représentation de G(K,) avec donc
Vi, # {0}, la représentation 7y, de T, peut étre vue comme une repré-
sentation de B, triviale sur N, ; nous allons considérer la représentation
induite au groupe G(K,).

Soit (o, W) une représentation lisse d’'un sous-groupe fermé H de
G(K,), soit Ind5" "o la représentaion de G(K,) ainsi définie : son
espace est celui des fonctions f: G(K,) — W telles que

— pour tous h € H et g € G(K,) on a f(hg) =a(h)f(g),

— il existe un sous-groupe ouvert compact K, dépendant de f, tel

que f(gk) = f(g) pour tous g € G(K,) et tout k € K,
et G(K,) agit a droite sur cet espace de fonctions; cette représentaion
Indg(K“)a de G(K,) est la représentation induite par o a G(K,), elle
est lisse ([5] part 1 § 2) Soient (7, V') un représentation lisse de G(K,)
et o, W) une représentation lisse de H, alors on a un isomorphisme
d’espaces vectoriels (Loi de réciprocité de Frobenius)

Homg(x, ) (T, Indg(K”)a) ~ Hompg (7, 0)

qui a ¢ € Homgk,) (T, Indfl(K“)a) associe x — o(z)(1) pour tout x €
V. Le foncteur Indfl(K“) est additif et exact.

Soient (o, W) et (7, V') deux représentations lisses de T), et G(K,) res-
pectivement, (o, W) étant vue comme une représentation de B, triviale
sur N,, alors il suit en particulier de la loi de réciprocité de Frobenius

Homg(x,) (T, IndgiK“)a) ~ Homp, (7, 0) ~ Homy, (7y,,0) .
Proposition 18.1. ([5] part 3 § 9) Soit (7, V') une représentation lisse
et irréductible de G(K,), alors les assertions suivantes sont équivalentes

(1) la représentation m n’est pas cuspidale, i.e. Vy, # {0},

(2) la représentation m est isomorphe d une sous-représentation
(Kv)

v

d’une représentation de la forme Indg
ractére de T,.

X, ou X est un ca-

On voit donc que la représentation spéciale V;,(C) (ou Vi,(L)) de
G(K ) n'est pas cuspidale. Plus généralement on définit la représen-
tation de Steinberg Sto(k,) de G(K,) par la suite exacte

0— 1@([@) — IndgiK”)lg(Kv) — Stg(KU) — 0
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le module de Jacquet de Stg(k,) est la représentation (Stgk,))n, qui

tl n

0 t

“module de B,”). En utilisant la dualité lisse (qui n’a pas été introduite
ici) on voit que la représentation de Steinberg n’est pas cuspidale.

Si ¢ est un caractere de K,° on a de méme une suite exacte de G(K,)-

modules définissant la représentation (- Stg(k,), appelée représentation
spéciale de G(K,),

€ B, associe |t;/ts], (donc (Stgk,))n, est 'inverse du

0 — Codet — Ind% " ¢® = - Stgk,) = 0,

ou det désigne le déterminant sur G(K,), ¢®* le caractere de T, qui &

< ?(5)1 tg ) associe ((t1)((tz).

On touve dans [29] § 2, [17] § 4 et [5] part 3 § 9 les résultats suivants

Proposition 18.2. Soient x et x2 deuz caractéres de K., soit £ le ca-

\ t 0 .
ractére de T, & : < 0 t, ) = [t /2]y xa (t) xa(t2). Soit p(x1, x2) =

Ind "¢
(1) la représentation p(x1,xz2) est irréductible si et seulement si
X1Xa ' nest pas l'un des caractéres x v || ;
(2) les représentations p(x1,x2) et p(xi, x5) sont isomorphes si et
seulement si {x1, x2} = {X1, Xa} ;

(3) supposons p(x1,Xx2) réductible, alors il existe une suite ezxacte
de G(K,)-modules

)

0= X —pxi,x2) =Y =0
ot
(a) soit X est de dimension 1 et Y de dimension infinie, ceci
étant réalisé si x1x5 " = x — |z|;",
(b) soitY est de dimension 1 et X de dimension infinie, ceci
étant réalisé si x1x5 " = T > |T/,.

Dans le cas (a), par définition Y est une représentation spéciale
(associée au caratere v — |x|,x1(x)), ¢’est encore une représen-
taion spéciale dans la cas (b), cela se voit par la dualité lisse.

Un résultat important qu’il faut citer est

Proposition 18.3. (op. cit. part 3 § 9.4 et 10.2) Les représentations
de G(K,) lisses et irréductibles sont admissibles.
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Beaucoup d’autres propriétés des représentations lisses de G(K,) se
trouvent dans [29], [17] et dans [5], ce dernier ouvrage leur étant consa-
cré et dans lequel se trouve détaillée la sructure des représentations
cuspidales, dont nous avons tres peu dit ici.

18.2.2. Les représentations de classe 1, unitaires. Une représentation
(7, V) admissible irréductible de G(K,) est dite de classe 1, ou shérique
(ou encore parfois non ramifiée), si V¢©) £ {0}. La dimension de
V' G(0v) est le nombre de fois que la représentation identité est contenue
dans 7.

On dit qu'un caractere x de K est non ramifié si son noyau contient
Oy. Le résultat suivant de trouve dans [17], th. 4.23 (voir aussi [5], part
3 §9.6-9.8).

Proposition 18.4. Soit (m, V) une représentation admissible irréduc-
tible de G(K,), elle est de classe 1 si et seulement si elle est de la forme
p(X1,X2), ot x1 et xo sont des caractéres non ramifiés de K. S’il en
est ainsi, la représentation identité est contenue une seule fois dans m.

Soit (7, V') une représentation admissible et irréductible de G(K,), a
valeur dans un L-espace vectoriel V', ot L est un corps algébriquement
clos de caractéristique 0. La dimension de V' est dénombrable : soient
x €V, x #0,et K un sous-groupe ouvert compact qui stabilise x, alors
V' est engendré par les 7(g)z, g € G(K,)/K et ce dernier est dénom-
brable. On déduit d’ailleurs mieux de cette remarque : la représentaion
7 est déterminée par les coefficients des 7(g), g décrivant un systeme
de représentants de G(K,)/K, donc par un nombre dénombrable d’élé-
ments de L, ainsi L peut étre remplacé par un sous-corps L’ engendré
sur Q par un ensemble dénombrable et I'on peut écrire V =L @, V'
ou V' est un L' espace vectoriel et une représentation n’ irréductible et
admissible de G(K,). Le corps L' peut étre plongé dans C et C @ V'
est une représentation irréductible et admissible de G(K,).

Une représentation (m,V’) admissible de G(K,), a valeurs dans un
espace vectoriel complexe V', est dite pré-unitaire si elle laisse inva-
riante une forme hermitienne sur V, elle est dite unitaire si cette forme
hermitienne fait de V' un espace complet (donc un espace de Hilbert).
A partir d'une représentation pré-unitaire on obtient une représenta-
tion unitaire par complétion. Le commentaire précédent montre que
les notions de représentations pré-unitaires ou unitaires s’étendent aux
représentations admissibles et irréductibles (7, V) de G(K,), a valeur
dans un L-espace vectoriel V', ou L est un corps algébriquement clos
de caractéristique 0.
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Les représentations p(x1, x2) sont unitaires si et seulement si x; et
X2 sont des caracteres unitaires de K,°, c’est a dire a valeurs dans les
nombres complexes de module 1.

18.3. Produit tensoriel restreint de représentations. Pour toute
place v de K soit (m,, V) une représentation admissible irréductible et
unitaire de G(K,), a valeurs dans un espace complexe V,. On suppose
que pour presque toute place v (®) la représentation 7, est de classe 1.
Soit Sy I'ensemble des places v telles que 7, n’est pas de classe 1. Pour
toute place v de classe 1 on note &, un élément non nul de V, stable
sous G(O,).

Soient S un ensemble fini de places de K, S D Sy, et Vg = QuesVi,
Ty = RupesTy. S0it S’ un ensemble fini de places de K, S" D S, on a
une application naturelle

Vo = Vo, &= (€ Quesr—s &)

(dans cette définition on utilise fortement la “commutativité du produit
tensoriel”), ceci permet de définir la représentation suivante de G(A)

(lim g, lim V)

la limite inductive tant prise suivant les ensembles finis de places de
K contenant Sy. Par complétion de I'espace de la représentation (par
rapport a la forme hermitienne déduites de celles des V) on obtient une
représentation unitaire (7, V') de G(A), souvent notée (&', ®,V,), qui
est donc unitaire, mais aussi irréductible et admissible (cf [17] p.76).
Une telle représentation m est dite décomposable, elle s’appelle le pro-
duit tensoriel restreint des m,.

Ce que l'on vient de faire peut étre reproduit a l'identique pour

G(Ay).
Théoreme 18.5. Les représentations admissibles irréductibles et uni-
taires m de G(A), ou de G(Ay), sont des produits tensoriels restreints,

leurs facteurs locaux m, de G(K,) sont uniques (m, = w|G(K,)), ad-
missibles irréductibles et unitaires (op. cit. th. 4.50, p. 76).

18.3.1. Décomposition de Wy(L). La décomposition de la représenta-
tion Wy(C) de G(A) est étudiée dans [17], th.5.7 et [29] prop. 11.1.1 :
la représentation Wy(C) est la somme directe

WO(C) = ®WEHVW

d’une famille de représentation admissibles, irréductibles et unitaires
de G(A). Deux résultats importants sont les suivants.

8. c’est a dire pour toutes les places sauf un nombre fini, on écrira pp, abrévation
de “presque partout”, au lieu de “pour presque tout...”
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— Propriété de la multiplicité 1 : si 7 # #’, alors Vi et Vi ne sont

pas G(A)-isomorphes.

— Propriété forte de la multiplicité 1 : si les facteurs locaux de V; et

Vo sont pp G(K,)-isomorphes, alors 7 = 7'.

Nous voulons étendre ces considérations a Wy (L), ou L est un corps
algébriquemment clos et de caractérisique 0, L D Q. Soit un plonge-
ment ¢ : Q%8 < C. On a Wp(C) = C ®gus Wo(Q™¢), donc le groupe
Autga:C agit sur Wy(C) par permutation des V; (cf la multiplicité
1); montons que les V, sont invariants sous cette action. Soient Vj
et Vi = p(x1,x2) l'un de ses facteurs locaux de classe 1, ot donc
X1 et x2 sont des caracteres non ramifiés de K, alors la relation
{x1(@), x2(@,)} ¢ Q™2 implique que lorbite de V., sous AutgasC
n’est pas dénombrable, donc aussi celui de V, ce qui est faux. Donc
{x1(@), x2(w,)} C Q8 clest & dire que x; et x» ont tous deux
leurs images dans Q¥&. Il suit qu’il existe Wy(Q¥8) = @W, avec
Vi = C ®gae Wi pour tout m € II. De plus on sait que si V., est
de clase 1, x1(w,) et x2(w,) sont tous deux de valeur absolue 1 (dans
C). Cette derniere propriété ne dépend pas du choix du plongement ¢
de Q¢ dans C, en effet, si v € Gal(Q¥%/Q), alors v(V;) = V, o et
V'yoﬂ,v = P('Y ©X1,70° XZ)

Conclusion. Pour tout corps algébriquement clos et de caractéristique
zéro L O Q¥#, on a

Wo(L) = L ®@qgeis Wo(Q¥8) = @rent (L ®gais Wi)

les W, (L) := L®gaie W; ayant leurs facteurs locaux W, (L), pp de classe
1, les caracteres xi, x2 non ramifiés de K correspondant au facteur
local Wi (L), de type 1 vérifiant : x1(w,) et x2(w,) sont des nombres
algébriques de valeur absolue 1 dans C, quel que soit le plongement de
Q& dans C.

18.3.2. Décomposition de Homes..)(Vep(Q'®), Wo(Q3)) @ U,. On fixe

1 ,
un plongement Q8 < Qj®. Nous commencons par décomposer

Home gy (Vip(Q5'®), Wo(Q'®)). Rappelons que Vi, (QF'%) est un G(K.)-
module admissible et irréductible. Ecrivons la décomposition de W( 2Ig )
en somme directe de représentations irréductibles :

Wo(Q5®) = GrenWa(Q}®)
et chaque WW(Q?Ig) est un produit tensoriel restreint
W ( ?lg) = ®;Wﬂ,v< ?lg) )
on a
al al al al
Homg (ko) (Vep(Q, ®), Wo(Q7®)) = @xHome o) (Vep(Qr®), W (Q,®))
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par suite Homg gy (Vep(QF'%), W, (Q3'®)) # {0} si et seulement si 7 €

[T, ot [T est ensemble des m € II tels que Vi, ( B18) ~ T, o (Q3)
en tant que G(K)-modules. Plus précisément, si 7 € Il

Homg (o) (Vip(Q7'®), Wa (@) 2 @50 W (QF)

donc, on a I'isomorphisme de G(Af)-modules

HomG(Km)(VSp( ng)v Wo( ?lg)) >~ Orells ®2}7éoo W a( ng)

et il suit du corollaire 17.8 (voir aussi la formule (22)) I"isomorphisme

de G(A;) x Gal(K%8/K,)-modules
Drelle Drotoo W Y8) @ Uy ~ Hy, .

Le module Hg; est construit a l'aide de groupes de cohomologie étale
d’une courbe défini sur K, donc il est muni d’un opération de Gal(K*&/K),
et 'on voit par exemple en examinant la démonstration du théoreme
17.3 que restreinte & Gal(K28/K ) elle redonne I'action sur le membre
de gauche de la formule précédente.

L’action de Gal(K™&/K) sur Hg, commute avec celle de G(A}), donc

Gal(K™#/K) opere sur chacun des @, Wi o( Y8 @ Uy, avec 7 € Tl

1 ; . o -
comme ®,_. Wr,(Q®) est une représentation admissible et irréduc-

tible de G(Ay), le lemme de Schur montre que tout endomorphisme
de @0 Wi ( 48) @ Uy, QF'8-linéaire et commutant avec P'action de
G(Ay), est en fait de la forme A ® o, oit A € Q3% et o est un endo-
morphisme QF®-linéaire de Uy. Autrement dit, le groupe Gal(K?2/K)
agit sur U, et cette action est irréductible, a cause de ce qu’il a été
précisé plus haut sur les actions galoisiennes. On note v +— o(m)e(7)
cette action de Gal(K*8/K) sur Uy, elle dépend de 7 € I, et de /.

Par conséquent, en tant que G(A;) x Gal(K*8/K-module on a la
décomposition suivante en somme directe de représentations irréduc-
tibles

(23) H 2 @retty, (9200 Wa o (@) @ 0(7)1)

On peut remarquer que les représentation o (), sont continues, pour
les topologies de Q3 et profinie de Gal(K*%/K).

18.4. La loi de réciprocité. Nous sommes maintenant a méme d’énon-
cer la Loi de réciprocité de Drinfeld et d’en comprendre les termes, mais
la démontrer dans tous ses détails demanderait encore beaucoup, les
idées sont dans l'article [10] de Drinfeld, beaucoup de détails sont don-
nés dans le survey de Deligne et Husemoller [9]. Nous ne faisons ici
qu’énoncer les résultats.
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Soit v une place de K, les représentation de Gal(K#/K,) triviales
sur le sous-groupe d’inertie sont dites non ramifiées ; on dit aussi que les
représentations de G(K,) de classe 1 sont non ramifiées. On va utiliser
certaines définitions et notation du paragraphe précédent.

Théoréme 18.6. Soient m € Il et v, v # 0o, une place de K telle
que Wy, soit non ramifiée et soit {x1,x2} les carcatéres de K qui lui
correspondent. Alors v est une place non ramifiée pour la représentation
o(m)e. Soit Fr, € Gal(K¥8/K,) un automorphisme de Frobenius, alors
les valeurs propres de o(m)o(Fr,) sont {q}/*x1(w.), ¢/*xa(w,)}.

Ce résultat est crucial, il en résulta par exemple que si o (), ~ o(7'),
alors m ~ 7', en effet pour toute place v non ramifiée pour W, et W,
les facteurs locaux W, et Wy, sont isomorphes, donc m ~ 7" d’aprés
la propriété forte de la multiplicité 1.

Pour tout nombre premier ¢ # p on choisit un plongement Q&

jlg. Soit Yo, I'ensemble des familles (p;)., telles que py est une classe
d’isomorphie de représentations Gal(K®2/K) — GLy(Q3'"), continues,
possédant les propriétés suivantes

(1) pour tout ¢ la retriction de p, & Gal((K28/K,) est isomorphe
N alg
a QZ ® UZ;

(2) il existe un ensemble fini S de places de K, 0o € S, tel que toute
place v ¢ S soit non ramifiée pour toutes les représentations py,

(3) pout tout place v ¢ S, le polynéme caarctéristique de p,(F'r,)
ne dépend pas de 4, il est & coefficients dans Q*#, on le note
T? — a,T + b, € Q¥8[T],

(4) les zéros de T?—a,T+b, € Q&[T sont des nombres algébriques
qui, quel que soit le plongement de Q& dans C, sont de valeur
absolue ¢/2.

(2

Théoréme 18.7. (Loi de réciprocité de Drinfeld) L application 11, —
Yoo, qui a4  associe (0(m))ezp, est une bijection.

C’est un cas particulier de la correspondance de Langlands pour
GLy, celui des représentations qui sont spéciales a l'infini. La preuve
de ce dernier théoreme passe par les fonction L, de mainiere a utiliser
les valeurs propres des Frobenius, la rationnalité de ces fonctions L et
leurs équations fonctionnelles([8]).
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