Siruri si serii numerice

Definitii si rezultate

Teorema Stolz-Cesaro 1. Fie (an)n>0, (bn)n>0 doud siruri de numere reale cu pro-
prietatile urmatoare:
1) (bp)n>0 este strict monoton si nemdrginit;

2) exista lim Inil” On _ =1, 1eR.
n—oo n+1 — b

Atunci lim =% =1.
n—oo by,
Teorema Stolz-Cesaro 2. Fie (an)n>0, (bn)n>0 doud siruri de numere reale cu pro-
prietatile urmatoare:
1) lim a, = hm b, =0;

n—oo —r00
2) sirul (by, )n>0 este strict monoton;
3) exista lim Intl” n =1, 1eR.
n—oo n+1 — b
Atunci lim 2% =1,
n—oo by,

Corolar. Fie (a,),>0 un sir de numere pozitive cu proprietatea cd existd
lim Ont1 =1, 1 € R. Atunci hm Yan, = 1.

n—oo Ap

An+1
Teorema. Fie (a,),>1 un sir de numere pozitive cu proprietatea cd existd lim =
n—oo  QAp

l. Atunci, dacal <1 = lim a, =0, iar dacal >1 = lim a, = co.
n—oo

n—o0
(o 0]
e Fie E a, o serie de numere reale. Sirul (s,),>1, unde s, = E ay, se numeste girul
n=1 k=1

sumelor partiale ale seriei.

e Daci exista limita sirului (s,),>1, atunci ea se numeste suma seriei.

Daca sirul sumelor partiale este convergent si lim s, = s, atunci se spune ca seria
n—oo

E an, este convergenta si se scrie E an = S.
n=1 n=1
oo oo

Daca seria E |a,,| este convergenta se spune ca seria E a, este absolut conver-

n=1 n=1



genta.

e O serie care este convergenta, dar nu este absolut convergentd se numeste serie
semiconvergenta.

(e ]
Observatii. a) Dintr-o serie data Z an, se pot obtine alte serii, prin schimbarea ordinei

n=1
00 00

termenilor (Z @g(n), 0 : N* = N* bijectiva) sau prin asocierea unor termeni (Z(a f(n)+1+
n=1 n=1

af(n)+2 + -+ afmn+1)), unde f : N* — N* este o functie strict crescatoare). In general,
aceste transformari pot schimba suma seriei gi chiar natura seriilor.

In cazul seriilor absolut convergente avem:
Teorema. Daca intr-o serie absolut convergenta schimbam ordinea termenilor sau asociem
secvente de termeni, seria obfinuta are aceeasi suma cu seria inifiala.

In cazul seriilor semiconvergente situatia este complet diferitd dupa cum arata
urmatoarea:
Teorema (Riemann). Intr-o serie semiconvergentd se poate schimba ordinea termenilor
in asa fel incdt seria sa fie divergenta sau sa fie convergentd cu suma un numar real ar-
bitrar.

oo
b) Pentru fiecare numar natural m € N* definim seria rest de ordin m prin R,, = Z an.
n=m
(e ]
Seria Z an are aceeagi natura cu orice serie rest a ei.
n=1
oo
c¢) Daca seria Z an este convergentd, atunci sirul (a,)n este convergent la zero.
n=1
Un criteriu de divergenta este urmatorul:
(e ]
CO0. Daca sirul (a,), nu converge la zero, atunci seria Z a,, este divergenta.
n=1
Seria geometrica
o
Daca ¢ este un numar real, atunci seria Z q" se numeste seria geometrica de ratie q.
n=0
- 1
Pentru ¢ € (—1,1) seria geometrica este convergenta si suma ei este Z q" = i—q
n=0

Pentru ¢ > 1 seria este divergenta si are suma oo.
Pentru ¢ < —1 seria este divergenta si nu are suma.

Seria armonica generalizata

o

Daca a este un numar real, atunci seria E — se numeste serie armonicd generalizata
n

n=1
de exponent a.
o o
Pentru a > 1 seria armonica E — este convergentd si suma ei se noteaza E — =
n n
n=1 n=1

¢(c). Functia ¢ : (1,00) — R se numeste functia ”zeta” a lui Riemann. Pentru a < 1 seria
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oo
- 1 . .
armonica E — este divergenta si are suma oo.
n

n=1

Criterii generale de convergenta

(o]
C1. (Criteriul general al lui Cauchy) Seria Z an, este convergenta daca si numai

n=1
dacd, pentru orice € > 0 existd un rang N(g) € N astfel ca pentru orice n > N(g) si orice

p > 1 sa avem:
|@n+1 + Gny2 + -+ anyp| <€

(o 0]
C2. (Criteriul lui Abel-Dirichlet) Daci seria » ay, are sirul sumelor partiale
n=1

o0
marginit, iar girul (b,), este descrescator la zero, atunci seria E anby este convergenta.

n=1

oo
C3. (Criteriul lui Abel) Daca seria Zan este convergenta iar sirul (bn). este

n=1
(o]
monoton gi marginit, atunci seria E anbn, este convergenta.
n=1

C4. (Criteriul lui Leibniz) Daca sirul (b,)n>1 este monoton si convergent la zero,
o0

atunci seria Z(—l)"bn este convergenta.

n=1

Criterii de convergenta pentru serii cu termeni pozitivi

In urmitoarele criterii (C4-C10) termenii seriilor care apar sunt strict pozitivi.

A. Criterii intrinseci

C4. Criteriul raportului (d’Alembert)

a) Daca exista ¢ € (0,1) si N € N* astfel ca Ant1

< g pentru orice n > N, atunci seria
n

oC

E a, este convergenta.

n=1

o
An+1 . . .
> 1 pentru orice n > N, atunci seria E an

n=1

b) Daca exista N € N* astfel ca

n

este divergenta.

C4’. Daca exista limita lim Gntl _ [ atunci:

n—00  Qp
00

a) pentru [ € [0,1) seria Z an este convergentd;
n=1
b) pentru ! € (1, 00) seria Z a, este divergenta;
n>1
c¢) pentru [ = 1 criteriul este ineficient.

C5. Criteriul radicalului (Cauchy)



a) Dacé exista g € (0,1) si N € N* astfel ca {/a, < g pentru orice n > N, atunci seria

oC
E a, este convergenta.

n=1
b) Daca exista o infinitate de termeni pentru care {/a, > 1 atunci seria este divergenta.

, S s _ ..
C5’. Daca exista nlgxéo {/a, =l atunci:
oC
a) pentru [ € [0,1) seria Z a, este convergenta;
n=1
b) pentru ! € (1, 00) seria Z a, este divergenta;
n>1
c¢) pentru [ = 1 criteriul este ineficient.

C6. Criteriul Raabe-Duhamel
a) Daci existd un numar real ¢ > 1 si un numaér natural N € N* astfel ca

a
n< n —1) > ¢, pentru orice n > N,
Ap+1

o0
atunci seria E a, este convergenta.

n=1
b) Dacé existd un numar natural N pentru care

a
n ( L 1) <1, pentru orice n > N,
An+1

atunci seria E an este divergenta.

n>1
i e . a .
C6°’. Daca exista limita lim n < LR 1) = [ atunci:
n—oo aﬂ-l-l

o
a) pentru [ > 1 seria Z an este convergenta;

n=1
b) pentru ! < 1 seria Z a, este divergenta,;

n>1

c) pentru [ = 1 criteriul este ineficient.
Observatie. In general criteriul Raabe-Duhamel se aplica la serii la care criteriul
raportului sau radicalului este ineficient.

C7. Criteriul condensarii (Cauchy)

o (o 0]
Daca sirul (a,), este descrescator, atunci seriile E ay, s E 2"agn au aceeasi natura

n=1 n=1
(sunt simultan convergente sau divergente).

B. Criterii de comparatie

C8. Daca exista N € N* astfel ca 0 < a,, < b, pentru orice n > N, atunci:
o o0

a) Daca seria E a, este divergenta, atunci seria E b, este divergenta.

n=1 n=1
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oo oC
b) Daca seria E b, este convergenta, atunci seria E a, este convergenta.
n=1 n=1
v e v * An+1 bn+1 . .
C9. Daca exista N € N* astfel ca < b pentru orice n > N, atunci:
a
oC " " oo
a) Daca seria E an este divergenta, atunci seria E b, este divergenta.
n=1 n=1
oo oC
b) Daca seria E b, este convergenta, atunci seria E an este convergenta.
n=1 n=1
v TR an .
C10. Daca exista lim — =1 atunci:
n—oo Op

oo oo
a) pentru [ € (0, 0c0) seriile Z ay, §i Z b, au aceeasi natura;
n=1 n=1
b) pentru ! = 0 avem implicatiile:
oC oC
Z a, divergenta = Z b,, divergenta;
n=1 n=1
oC oo
Z b, convergenta = Z a, convergenta;
n=1 n=1
¢) pentru I = co avem implicatiile:
oC oC
Z b, divergenta = Zan divergenta;
n=1 n=1

oC (e ]
E an convergenta = E b, convergenta.

n=1 n=1
oo

Observatjie. In general pentru a decide natura unei serii Z an, prin criteriul C10 se

n=1
folosesc pentru comparatie serii armonice generalizate. Se obtine criteriul 10°.
C10’. Daca exista a € R astfel ca

lim n%a, =1 € (0,00)

n—oc
atunci:
oo
a) pentru a > 1 seria E a, este convergenta;
n=1

(e ]
b) pentru a < 1 seria Z an este divergenta.

n=1
Produsul Cauchy a doua serii

oC (o] oo
Definitie. Daca E an §i E by, sunt doua serii, atunci seria E cn, cu termenul general

n=1 n=1 n=1
¢n = a1bp +agbp—1+aszbp—2+---+apby, n > 1, se numesgte produsul Cauchy al celor doua

serii.
Observatjie. In general produsul Cauchy a doud serii convergente nu este neaparat o
-1 n—1
serie convergenta (a, = b, = %)
n
o0 o0
Teorema (Mertens). Daca seriile Z apn §i an sunt convergente, iar una din ele

n=1 n=1



o

este absolut convergentd, atunci produsul lor Cauchy ch este o serie convergentd §i

00 o0 o0 n=l
daca Zan = A, an = B, atunci ch = AB.
n=1 n=1 n=1



