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81. Fonction zéta de Riemann

1.1. Définition.

1.2. Théoréme (Euler).

Preuve. Utilisez

Corollaire. Il existe un nombre infini de nombres premiers.
Voici un résultat plus précis:
1.4. Théoréme (Euler) Soit P = {p1,p2, ...} l'ensemble de nombres premiers.
La série
>,
peP p
diverge.

Preuve. On va utiliser le fait que

n

1
H, = Z; =logn+~vy+ O(1/n),

i=1
cf. 1.5 ci-dessous.

(En général, il est souvent vrai que

S s~ [ s

cf. §6 ci-dessous.)
Il s’en suit qu’il existe C' telle que

log H,, > loglogn — C'



d’ou

Or

car

d’ou

(a)

(b)

()

Preuve. (a)




4
lorsque s > 1. D’un autre coté
T n+1
-5 —5 —s5—1 —2 S
O<n?—x :/st dt<s/ ot < —
n n n

lorsque n < x < n + 1. Donc

00 n+1 00
Z/ (n™° —27%)de < sZn”,
n=1"Y" n=1

ce qui entraine (a). O

1.5. Constante d’Euler - Mascheroni.

1.5.1. Lemme.
N N
1 t
Z——1+/ up
—n 1t
Preuve.
N 1 N-1 1 1
DI T (I B
nﬁa}n n=1 n n+
Or +1
1 1 ]
- = —dt
n(n n+1) /n 12
]
Il s’en suit:

N
Zﬁzlogl\f—i-”y—l—E(N)
n=1

ou .
-t
7:1—/ 2 dt
1
et
-1t
E(N):/ Hdt
N t2
On a .
0§/ Hdtg/ —dt =1,
12 12
1 1
d’ou
0<~y<1

D’un autre coté -

1
0 < E(N) g/ Sdt = 1/N

N

Il s’en suit



1.6. Théoréme.

N
S =logN 4+ 0(1/N)
ot - m
1
7= lim <nz::1 - logm) = 0,5772156...
O

82. Fonctions arithmétiques

2.1. Fonction d’Euler ¢(n). Notation: [1,n] = {1,...,n}.
X, ={m e [1,n]] (m,n) =1}
Par définition,
¢(n) = Card X,
Exercice. Calculez ¢(p*).
2.2. Théoreme. Soit n = [[;_,p}* la décomposition en nombres premiers.
Alors
p(n - _ _
¢ln) =[[a-pH=]JC-p"

n .
i=1 pln

Preuve. Soit
E;={m e [L,n]| piim}, 1 <i<nr.

Alors
¢(n) = Card([1,n] \ U; E;)
2.2.1. Formule d’inclusion - exclusion. Soient By,..., B, des ensembles
finis. Alors

Card(U,_,B,) = Z Card B; — Z Card(B; N B;)+
i=1

1<i<j<r

> Card(BiNB;NB)— ...+ (~1)""' Card(ByN...N B,)

1<i<j<k<r

Exercice. I



Remarquons que

Il en découle:

U
2.2.2. Corollaire. Si (m,n) =1, ¢(mn) = ¢(m)p(n).
2.3. Fonction de Mdébius p: N* — {0,1, —1}. Par définition
un) = (=1

si n est un produit de r facteurs premiers distincts: n = py...p,, p; # p; sii # j.
En particulier (1) = 1.

S’il existe un premier p tel que p*|n alors on pose u(n) = 0.

> p(d) =

din

2.4. Lemme.

sin>1et=1sin=1.
Preuve: exercice.

2.5. Théoréme (formule d’inversion de Mébius). (a) Etant données deux
fonctions f,g: N* — C, alors
=> f(d) (2.5.1)

din

881

Z“ g(n/d). (2.5.2)

(b) Etant données deuz fonctions f,g : R, — C, f(z) = g(z) = 0 pour
r <1, alors

=> f(z/n) (2.5.3)

n>1

=3 uln)g(w/n). (2.5.4)

n>1

$S1



Preuve: voire plus bas, cf. 2.11.

2.6. Théoreme. (i)
> o(d) =n

din
(i)
o(n) = dpu(n/d)
dln

Preuve. (i) Pour d|n soit Yy 'ensemble de m € [1,n] tels que (n,m) = d.

Alors
[1, n] = H Yd
djn
Par ailleurs
Y, = Xnja, m— m/d.
En effet, les éléments de Yy sont dm’ ou (m’,n) = 1. Donc
n=y ¢(njd)=7 o(d)
djn dln
U

(ii) est une conséquence de (i) et de l'inversion de Mébius. O

or(n) = Z d"

din

d(n) = oo(n) = Y _1; a(n) := o1(n)

din

2.7. Fonctions oy (n).

On remarque que
orx(mn) = op(m)o(n),
p(mn) = p(m)p(n)

et
¢(mn) = ¢(m)p(n)
et si (m,n) = 1. Des telles fonctions sont appelées multiplicatives.
2.8. Théoréme. Sin = [[._, p}",

WWFJILETT_ (2.8.1)

i=1
et

am:IF%+m (2.8.2)



Preuve. Les diviseurs de n sont

d’ot (2.8.2).
Ensuite,
op(n) = Y pi".pf =
biE[O,ai}
r r k(a;+1)
OLZ pz -1
i=1 i=1 pl -
U

2.9. Fonction A(n).
A(n) =logp, sin=p™, m >1, =0 sinon

2.10. Théoréeme. (a)

logn = Z A(d)

dln
(b)
= Z,u(n/d) log d

din

2.11. Convolution. Soit ¥ = {f: N* — C}.
Pour f, g € F définissons f x g € F par

fxgn Zf g(n/d)
et f+gpar (f+g)(n) = f(n) + g(n).

Cela munit & d’une structure d’'un anneau commutatif, associatif avec I'unité
u=201: u(l) =1,u(n) =0 pour n > 1.

2.12. Exercice. (i) Montrez que l'inverse v = p~! dans F est donnée par
v(n) =1, tout n.

(ii) Pour f € F, calculez p* f et v* f et en déduisez la formule d’inversion de
Mobius.



§3. Séries de Dirichlet

3.1. Etant donnée f € F on lui associe une série de Dirichlet
— f(n)
D(f) = Z e
n=1

Ce n’est autre que la transformation de Mellin discrete.

3.1.1. Exercice. Montrez que

D(f xg) = D(f)D(g) (3.1.1)

3.2. Théoreme. (a)

(b)

()

_dlogCls) ) _ 5 Alw)

ds ¢(s)
Preuve. (a) est la conséquence de v * u = u.

(b) On remarque que
((s =1) = D(w)
ou w(n) = n. Donc (b) est la conséquence de ¢ = w * p, cf. 2.6 (ii). O

3.3. Théoreme.

C(s) = Z df;z)’ s>1
n=1
Preuve. v*xv(n) =d(n). O

3.4. Théoréme.

Cs)s—1) =Y Jfg)’ 5> 2

n=1
Preuve.
VW =0

n
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3.4.1. Exercice. Montrez que

() —k) =" () ki

ns
n=1

3.5. Théoréme. Pour f(n),g(n) comme dans 2.5, posons

f(n)
9(n)

F(s)
G(s)

>

3
—

Alors (2.5.1) est équivalente a

et (2.5.2) est équialente a

Une fonction f est dite multiplicative si f(1) =1 et
f(mn) = f(m)f(n)
des que (m,n) = 1.

3.5.1. Théoreme. Si f est multiplicative alors

D(fy= [ Q+rf@p+f0p>+..

p premier
Preuve. Si

n= Hpiai

est la décomposition en facteurs premiers alors
fn) =T f@:)

L’égalité (3.5.1.1) s’en suit. [

3.6. Théoreme.

¢(s) _ x Iu(n)l
= > 1.
¢(2s) ; ns 0
On remarque que
q(n) = |p(n)| =1
si m est libre de carrés (quadratferei), = 0 sinon.

)



Preuve.

Or,
L4+p~* =1+qpp~° +a(P)p > +...

car q(p*) = 0 pour k > 2.
La fonction ¢(n) est multiplicative, et on applique Thm 3.5.1. [

> qd)=2"

dln

Exercice. Montrez que

3.7. Théoreme. (Ramanujan)
¢'(s) _ g~ dn)’?
¢(2s) 2

Preuve.

3.7.1. Lemme.

1+
= (n +1)%"
(1—x)? ;
O
Il s’en suit: . .
C4(5) _ 1 2 ns __ s
C(QS)—HZ(n—i- )°p —Zann
p n=0 n=0
ou

pour n = [T, . O
Plus généralement,
3.7. Théoréme. (Ramanujan) Si s,s —a,s —b,s —a—b > 1,

¢(5)C(s —a)¢(s =b)¢(s —a—b) _ ~ da(n)op(n)
C((2s —a—b) - Z

11
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84. Ordre de grandeur des fonctions arithmétiques

Notations:

f(x) = O(g(x)) veut dire que |f(z)] < Ag(x)

() = of
(

) =
x) ~ g(z) veut dire que f(x)/g(x) — 1,

()

lorsque © — oc.

o(g(z)) veut dire que f(x)/g(x) — 0

f
f
4.1. Théoréme de nombres premiers. Soit

7(x) le nombre de nombres premiers < z.

Alors

T

(@) ~ log x

C’est un théoreme difficile. Vous pouvez consulter [K| pour la preuve.
Exemples. Pour x = 10, 10°,10° on a
m(x) = 168, 78498, 50847478
et
[x/log x] = 145, 72382, 48254942

4.2. Théoreme.

Z d(i) ~ nlogn
i=1

[On remarque que
Zlogi ~ / log xdx ~ nlogn
i=1 1

Preuve. Considérons le domaine sous 1’hyperbole

D, ={(z,y) €ER* 2 >0,y > 0,2y < n}
et le réseau L = Z? C R?. Alors

n

Z d(i) = Card(D, N L) =Y [n/i] =

i=1

1
= nzz + O(n) =nlogn + O(n)
i=1



ou on a utilis¢ Thm. 1.6 qui dit que

n

1
Z; =logn+~y+ O(1/n).

i=1

0

*Kokok

[Voici une version plus forte de 4.2.

Théoreme.
Z d(i) =nlogn + (27 — 1)n + O(y/n)
i=1

Ici

(N ]
v= i (3 - oen)

est la constante d’Euler - Mascheroni.)
KKk

4.3. Lemme.

oo

1
Zi—QzO(l/n).
Preuve. ‘
1 </2+1d3: 1
(t+1)2 = ), 2% =
Donc .
i+ ~

0<.1—/ R Y-
2 ), 22T (41?2 236+1)2 7 3

ou ¢ ne depend pas de i.

Il s’en suit:
o0 o
1 * dx 1
0< — — — <ec — <
= 2 /n 2= _223
=N =N
o
c 1 c
<IN <
—n Z 2 " n
=n
Or

d’ou lassertion.

13
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4.4. Théoreme.

Preuve.
o(i) = J= J=
i=1 (4,9)€DnNL i=1 j<i/n
1 < 1< )
=52 [/i([n/il +1) =5 ) (n/i+O())
=1 =1
n? e 1 -
— 7272 +0(n) 1/i)+O0(n);
=1 i=1
Or,
"1 1 =1
FRD ) D
=1 =1 i=n+1
et
=1
> =00/
i=n-+1
d’aprez Lemme 4.3.
Donc
"1 w2
il +O(1/n).

i=1
D’un autre coté

Z 1/i = O(logn),

cf. 1.6. L’assertion du théoréme 4.4 s’en suit. [

4.5. Théoreme.

n 2
> o(i) = ?;% + O(nlogn)
i=1

Preuve. Rappelons que

cf. Th. 2.6 (ii). Il s’en suit:

Yoom)=) > ulde=) eu(d) =

m=1 de=m de<n
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n [n/d] n
- e= 23" wld)(n/d? + n/d)) =
d=1 e=1 d=1
= 23 ) /d + Onfdy) == S D 03" 1/a) =
d=1 d=1 d=1
Or,
n? o~ pd) s p(d) e 2 6
T =g TOm Y A = —+0(n)
d=1 d=1 d=n+1

(ici on a encore une fois utilisé Lemme 4.3) et

O(nY 1/d) = O(nlogn),

et le théoreme en découle. O

4.6. Théoreme.

n

S Iuli)] = 5 +O(/)

i=1

On remarque que Y., |4(7)| est le nombre de nombres libres de carrés < n.

= lu(d)

i<z

Preuve. Soit

Soit S; 'ensemble de nombres naturels n < y? dont le facteur le plus grand carré
est d?. Alors
Card S; = Q(y*/d?)

et
= QW/d)
d<y
Il s’en suit
Z,u 2/d2
d<y
> ud)(y’/d® +0(1) = y* > pu(d)/d” + O(y) =
d<y d<y
y? Z p(d)/d* + O(y Z d=?
d=1 d>y
Or,
Zd_ O(1/y)

d>y
d’apres Lemme 4.3.
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Il s’en suit que
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Annexe. NOMBRES DE BERNOULLI

ET FORMULE D’EULER-MACLAURIN

85. Nombres de Bernoulli et formule d’Euler - Maclaurin

5.1. Nombres de Bernoulli sont définis par une série génératrice:
Loy
= —
et — 1 n!"
n=0

Exercice. Montrer que Bs,,1 = 0 pour n > 0.

Voici quelques premieres valeurs:

1
30:1,312—5,32: By = ——

1
67
1 1 5
a) BS = T aon YRl T aron
42 30 66 2730

5.2. Polynémes de Bernoulli. On définit les polynémes B, (t) (n > 0) par

la série génératrice:
o
xet” Z B,(t)
= -
e? — 1 n!
n=0

Bg = By = Big =

Ezxercice. Montrez que: (i)

Bu(t) = Y (Z)Bnktk

(i) BL(t) = nBo1(t)
(iii) Bu(t+ 1) — B,(t) = nt""'. En déduire que

k
B —
n+1

i=1
Considérez les cas n = 1, 2 explicitement.

(iv) E"il (")Bm = 0 pour n > 1, ce qui permet de calculer les B, par

m=0 \m

recurrence. (Utilisez (iii) avec t = 0).
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5.3. Théoreme (Euler).
22117132
9 = (=1 n+1 no_2n
G(2m) = (-1 E S e,
O

5.4. Théoréme (Euler - Maclaurin). Pour tout f € Rlz| et n € N on a

FO+f@2)+.. 4 fn) =

[e.e]

Biaw gy _ yeo-n
/f dt+ +,,Zl 2p), FE D (n) — £=1(0))

Preuve (ésquise, cf. [W], pp. 258 - 259). Cherchons un polynéme S(z) tel
que
S(z) —S(x—1) = f(x).

Si D = d/dx alors

S(z—1)=ePS(x)
donc

f@)=(1-e")S(x)
Il s’en suit

Sx)=1—eP) = (bgD™ +by +byD+..)f(x)

ou les b, sont définis par la série génératrice

t by,
1—et :z_:oﬁt ’
ie. bozl,blzl/Q, bn:Bn,nZQ

Cela donne

/f )dt + = f +Z f(m

La condition supplémentaire S(0) = 0 donne la valeur de la constante C, et on
I'en déduit
v~ B gom) () pim)
f dt+ 0))+ > —(f"(x) = £m(0))
m=1

m)!
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86. Formule d’Euler - Maclaurin. II.

6.1. Etudions maintenant le cas de fonctions pas forcement polynomielles, cf.

[AAR], Appendix D.
Soit f € C'([1,00)). On a

LG+ G+ 1) / (o= = 1/2)f(@))ds

J+
:/ f(z dx+/ (x—j—1/2)f (z)dx (6.1.1)
; .
En sommant Z?:p il s’en suit:

6.2. Théoreme.

Zf )+ Bi-(f(n) = f(1)) =

n—1

£+ 500 + 1) = [ ftade+ [ Bie o) )ds

=2

.

ot
Bi(z)=2z—-1/2
est le premier polynome de Bernoulli. [

6.3. Formule de Stirling. Faisons f(z) = logx dans 6.2:

nB _
logn!—(n+1/2)logn+n:1+/ Bilz = [2])
1 x

dx

6.3.1. Lemme. La limite
" By(x —
lim 71@ 1))

n—o0 Jq €T

dx

existe et est finie.

Preuve: exercice. Idée: calculez I'intégrale et pour la majorer utilisez qu’il
existe C' > 0 tel que pour tout n > 1

log(1+1/n) —1+1/n < C/n*

Notons cette limite par C' — 1. Donc,

lim (logn! — (n+1/2)logn+n) =C

n—o0

On peut montrer que
1
C = —-log?2
5 og 2T
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Donc

n! ~ V2mn /2 (ﬁ)n
e
6.4. Plus généralement sife C"“([l oo))
N=[ fa dx+z (I ) = 7))

_1\k—=1 pn )
( 2 / Bi(x — [a]) %) (2)da

+
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