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§1. Corps finis

1.1. Théoréeme de Bezout. Deux nombres entiers a, b sont premiers I'un a ’autre
si et seulement si il existent des nombres entiers ¢, d tels que ac + bd = 1.

1.2. Théoréme. Soit p € Z un nombre premier. Alors F,, := Z/pZ est un corps.
Preuve: exercice. Utiliser soit le théoreme de Bezout, soit le lemme suivant.

1.3. Lemme. Un anneau commutatif fini est un corps ssi il est intégre (c’est-&-
dire, ne contient pas de diviseurs de zéro).

(a) Racines primitives

1.4. Considérons le groupe multiplicatif F;. Celui-ci est un groupe abélien
d’ordre p — 1, d’ott a?~! = 1 pour chaque a € Fy.

En d’autres termes, pour chaque b € Z premier a p, on a b?~! = 1(p) (le ”petit”
théoreme de Fermat).

Exemples d’applications.
1.4.1. Ezercice. (a) Montrer que si 2 — 1 est premier alors n est premier.
(b) Si un premier p divise 237 — 1 alors p est de la forme 74k + 1.

En effet, on cherche un premier p tel que 237 = 1(p). D’abord p est impair. D’un
autre coté, 2P~ = 1(p), d’out 37|(p — 1). Comme 2|(p — 1), on a 74|(p — 1), donc p
est de la forme 74k + 1.

(c¢) Donner des exemples de nombres premiers de la forme 74k + 1.
(p = 149, 223)
(d) Montrer que 223 | 237 — 1. Donc, 237 — 1 n’est pas premier.

En effet, on calcule: 2% = 33 (mod 223); 26 = —26 (mod 223); 232 =
7 (mod 223), d’ott 237 = 7-32 = 224 = 1 (mod 223).

1.4.2. Ezercice. Nombres premiers de Fermat. (a) Montrer que si 2™ + 1 est
premier alors m = 2".

(b) Désignons p, = 22" + 1. Montrer que p,, est premier pour n = 1,2, 3, 4.
(c) (Euler) Montrer que si un premier p divise ps alors p = 64k + 1.
(d) (Euler) Montrer que 641 | p5, donc ps n’est pas premier.

1.5. Considérons le groupe Fi. On a Card(F?%), donc a priori ce groupe peut
étre isomorphe a Z/4Z ou a Z /27 x Z]2Z.

Essayons le nombre 2: les restes 2¢ modulo 5 pour a = 1,2, 3,4 sont 2,4, 3,1,
donc F% est cyclique, avec un générateur 2 = 2 mod(5).

Cela est un phénomene général.



1.6. Théoréme (Euler) Soient F' un corps, A C F™* un sous-groupe fini. Alors A
est cyclique.

1.6.1. Lemme. Soient A un groupe abélien, x,y € A des éléments d’ordres a, b,
tels que (a,b) = 1. Alors zy a l'ordre ab.

En effet, si B (resp. C) est un sous-groupe engendré par z (resp. y) alors I'ordre
de BN C divise l'ordres de B et de C', donc BN C = {1}. Si (zy)¢ = 1 alors
z¢,y¢ € BN C donc z¢ = y° = 1, donc alc et ble. 1l s’en suit que (ab)|c, d’ou
I’assertion.

1.6.2. Lemme. Soient A un groupe abélien, z,y € A des éléments d’ordres a, b.
Alors il existe un z € A d’ordre ¢ := ppcm(a, b).

En effet, on peut trouver des décompositions a = a’a”, b = b'b"” avec (a’,b') =1
et ¢ = a't/ (vérifier!). Alors 2% (resp. y*" est de l'ordre a’ (resp. ¥'), donc par le
lemme précédent z = x“”yb” est de 'ordre c.

1.6.3. Corollaire. Soit A un abélien groupe fini, d le maximal des ordres
d’éléments de A. Alors l'ordre de chaque élément de A divise d, donc z¢ = 1
pour chaque z € C.

Revenons a notre théoreme. Soit d le maximal des ordres d’éléments de A.
D’apres le corollaire précédent, ¢ = 1 pour chaque x € A. D’autre part, I’équation
t4 — 1 = 0 ne peut pas avoir plus que d racines dans F, d’ott d = Card(A), donc A
est cyclique.

(b)

1.7. Théoréeme (Fermat) Soit F' un corps de caractéristique p > 0.
Alors (z + y)P = 2P 4+ yP pour tous x,y € F.
En effet,

(w+y) =2 (;) wyP

p
1=0

()=

pour 1 < i < p (vérifier!), d’ou I'assertion.

Mais

Il s’en suit que 'application o : F' — F', o(x) = xP est un morphisme de corps,
necessairement injectif; de méme pour ses itérés o/, of (z) = xpf, f=>1

Le sous-corps fixé Fy = {x € F' | o(x) = 2} C F contient F, par le petit Fermat.
Puisque I’équation t? — ¢t = 0 ne peut avoir plus que p racines dans F', Il s’en suit
que Iy =TF,.

1.8. Soit F' un corps fini. Sa caractéristique est necessairement un nombre
premier p; on a [, C F. Sile degré [F' : F)] est égale a f, alors F' est un espace
vectoriel sur F,, de dimension f, donc Card(F) = p/.



Réciproquement, pour chaque f € Z, f > 1, on peut construire un corps F' qui
ait ¢ = pf éléments. Pour le faire, plongeons F, dans un corps 2 algébriquement
clos. Considérons le morphisme o/ : Q — Q, o/ (x) = 2%. 1l est surjectif car
est algébriquement clos, donc of est un automorphisme de €.

Considérons son sous-corps fixé F' = {x € Q | 29 = z} C Q; il coincide avec
I'ensemble de racines du polynome f(t) = t9 — ¢ dans Q.

1.8.1. Lemme. Toutes les racines de f(t) sont distincts.

En effet, si @ € Q est une racine multiple de f(t) alors f'(a) = 0 (démontrer!).
D’autre part,

flit)y=qt' " —1=-1
n’a pas de racines, donc f(t) n’a pas de racines multiples, cqfd.
Ce lemme implique que Card(F') = q.

Soit F’ C © un sous-corps a ¢ éléments. On a Card(F’*) = ¢—1, donc 2971 =1
pour chaque x € F', x # 0, donc 27 = x pour chaque = € F’. Il s’en suit que
F' C F,donc F' = F.

Enfin, soit K un corps arbitraire a q éléments. Celui-ci est une extension
algébrique de F,, (de degré f). Par la propriété générale, il existe un plongement
¢ : K — § prolongeant I'inclusion [F, C 2, puisque €2 est algébriquement clos. Son
image ¢(K) est un sous-corps & ¢ éléments, donc ¢(K) = F. Donc ¢ : K — F.

On a prouvé

1.9. Théoréeme. Pour chaque nombre premier p et f € Z, f > 1 il existe un
corps & ¢ = p/ éléments. Ce corps est unique & isomorphisme pres.

1.9.1. Ezercice. Montrer que F, C Fy ssiqg=p/, ¢ = p! et fIf (cf. 1.22 (b)).
(¢c) Fonctions p et ¢

1.10. Notation: Zy = {n € Z | n > 0}. Un nombre n € Z, n > 1, est dit libre
de carrés (square free) si il est un produit de nombres premiers distincts.

On définit la fonction de Moebius p : Zy — {—1,0,1} par: p(1) = 1, pour
n > 1 p(n) = 0 sin n’est pas libre de carrés et u(n) = (—=1)" sin =p;-...-p, avec
p; premiers et distincts.

1.11. Lemme. Pour n>1,0ona ;. u(d) =0.

En effet, si n = [[,_; p}* alors

> ud) = > p(pyt - py) =

d|n (€1,...,6,)€{0,1}7



1.12. Considérons l’ensemble ZS ={f: Zy — C}. Introduisons sur cet
ensemble une opération o (multiplication de Dirichlet) par

fog(n)=2 f(d)g(n/d)

d|n
Elle est associative et commutative, avec I'unité 1, ou 1(1) = 1, 1(n) = 0 pour
n > 1 (vérifier!).

On définit v : Z;, —s C par v(n) = 1 pour tous n. Evidemment,

fov(n)=7)_ f(d)
d|n

1.13. Lemme. pov =1
En effet, pov(1) = u(1l)v(1) = 1. D’autre part, pour n > 1

pov(n) =" u(d) =0,

d’apres 1.11.

1.14. Théoréme (formule d’inversion de Moebius) Pour f € Z%, soit F(n) =

> djn f(d). Alors
f(n) =Y u(d)F(n/d)
d|n
En effet, F = fov, d’ou, par 1.13, f = F o pu.

1.14.1. Variante. Soit f: Z, — G une application a valeurs dans un groupe
abélien G, écrit multiplicativement. Si F'(n) =], f(d) alors

f(n) =] Fln/ay@

d|n

Preuve: exercice.

1.15. Rémarque. Dans tous le précédent, on peut aussi remplacer Z, par
I’ensemble de tous diviseurs d’un nombre fixé N € Z .

1.16. Fonction d’Euler. Pour n € Z,, on définit ®(n) = {a € Z, 1 < a <
n | (a,n) =1}; ¢(n) := Card(P(n)).

Par exemple, ¢(1) =1, ¢(p) = p — 1 si p est premier.
On peut identifier ®(n) avec 'ensemble de générateurs de Z/nZ.

1.16. Lemme. n =} ,, ¢(n).

En effet, pour chaque d|n soit ®,; I’ensemble d’éléments d’ordre d dans Z/nZ =
ensemble de générateurs de Z/dZ C Z/nZ. Alors Z/nZ =[], ®a.



1.17. Corollaire. ¢(n) =3 ,,, du(n/d)

1.18. Ezercice. Montrer, en utilisant 1.17, que sin = H::1 p;* est la décomposition
en facteurs premiers (tous p; étant distincts), alors

r

o(n)/n =11 (1~

=1

Solution. On a

¢(n) = du(n/d) =
d|n

=n—> n/pi+> n/ppi—...=n [[ @-p")
i i<j i=1
1.19. Lemme. zP~1 — 1= ;;;:—11 (x —1) (p).

En effet, par le petit Fermat on connait p — 1 racines 1,... ,p — 1 du polynéme
dans FF[z].

1.19.1. Corollaire (théoreme de Wilson) (p — 1)! = —1 (p).
Poser x = 0 dans 1.19.
1.19.2. Corollaire. Si d | (p — 1) alors le polynome 2 — 1 a d racines dans F,,.

En effet, si d | (p—1) alors (z¢—1)|(zP~1 —1) dans F,, (prouver!), i.e. zP~1 -1 =
(z¢ —1)g(x). Nous savons que 2P~! — 1 a p — 1 racines; mais si 2¢ — 1 avait moins
que d racines alors 2P~! — 1 aurait moins que p — 1 racines car g(z) a au plus
deg(g(x)) = p — 1 — d racines.

1.20. Théoreme. Le groupe F7 est cyclique.

Soit 9(d) le nombre d’éléments d’ordre d dans Fj. D’apres 1.19.2, on a d =
Zc‘ 4 ¥(c). D’apres la formule d’inversion de Moebius,

Y(d) =) cul(dfe) = ¢(d)

cld

(par 1.16). En particulier, ¥)(p — 1) = ¢(p — 1) > 0 si p > 2. Pour p = 2 'assertion
est triviale.

(d)
1.21. Théoréme. On a 'identité dans [Fp[z]

" — = H Fy(z)
d|n

ou Fy(z) désigne le produit de tous polynomes irréductibles unitaires de degré d
dans [Fp[z].



La preuve suivra quelques lemmes.

1.22. Lemme. (a) Soit K un corps. Dans K|[z], le polynéme x™ — 1 divise ™ — 1
ssi n|m.

(b) Soit a € Z, a > 1. Alors a™ — 1 divise a™ — 1 ssi n|m.
Exercice.

1.23. Lemme. Dans F,[z], si un polynéme f(z) divise 2P" — z, alors f(x)? ne
le divise pas.

Car si 27" — x = f(z)?g(z), alors en prénant la dérivée,

—1=2f"(z)f(x)g(x) + f(z)?g'(2),
ce qui est impossible.

1.24. Lemme. Dans F,[z], un polynéme irréductible de degré d divise P —
ssi d|n.

Soit f(x) un polynéme irréductible de degré d. Posons K = F,[z]/(f) = Fp(a).
On a [K : F,] = d, d’ou Card(K) = p?, donc BP" — B =0 pour tous 8 € K.

Si f(z)|(xP" —z) alors o?” —a = 0 puisque f(a) = 0. Il s’en suit que B7" —3 =0
pour tous B € K (pourquoi?). Donc (27 — )|(2?" — z) dans K[z] (car le reste
aura p? racines). Donc (xpd_l —1)|(zP" 1 = 1); par 1.22 (a), (p? —1)|(p" — 1), par
1.22 (b), d|n.

Réciproquement, puisque o’ = Q, on a f(x)|(xpd —x), f(x) étant le polynome
irréductible pour a. Sid|n, alors (xpd —2)|(zP" —x) d’apres 1.22, donc f(z)|(2P" —x),
cqfd.

Notre théoreme est une conséquence immédiate de 1.24.

1.25. Corollaire. Si N4 désigne le nombre des polynomes irréductibles unitaires

de degré d dans F,[z], on a
=Y dNg

d|n
En appliquant la formule de Moebius,
niN, Z (n/d)p
d|n

Donc

IZ (n/d)p? =n~(p" — ... + u(n)p)
Cette expression est une somme des puissances différentes de p avec des coéfficients
+1, donc N,, > 0.

Nous avons prouvé en particulier encore une fois I’existence pour chaque n > 1
d’un corps fini ayant p"™ éléments.

1.26. Exercice (Galois, cf. [Ga]) (a) Montrer que le polynéome f(z) = 23 — 2 est
irréductible dans Fr[x].
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Dong, si i est une racine de f(z), on a K = Fys = Fr[x]/(f) = Fr[i]. Les éléments
de K sont: ag + a1i + asi?, aj € Fr.

(b) Trouver un générateur o de K *.

(¢) Trouver ’équation irréductible de «.

(d) Calculer le nombre de polynémes irréductibles de degré 3 sur Fy.

Solution. (b) On cherche un élément d’ordre
7?-1=2-32.19
dans K*. Un élément d’ordre 2: —1; un élément d’ordre 32: i.
Cherchons un élément d’ordre 19 sous une forme 8 = a + bi, a,b € F7. On a
(a4+b))" =a” +b"i" = a4+ 4bi,

(a + bi)'* = a® + 8abi 4 16b%i* = a® + abi + 2b%,

ensuite,
(a+ b)) = 3(a — a®b®) + 3(a®b* + a*b°)i?

(vérifier!), d’out deux équations
3a — 3a*® =1, a°b* + a?b® = 0,

satisfaites pour a = —1, b =1; donc = —1 + 1.

Il en résulte

a=—i(—1414) =i—1>

2. on obtient

(c) En excluant i des équations i* =2, a =i —i
@’ —a+2=0

Ceci est I’équation cherchée de a. On a K = Fr(a) = Fr[z]/(g) ot g(z) = 23 —x+2.
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§2. Réciprocité quadratique

2.1. Définition (Gauss) Soient m € Z~1, a € Z, (a,m) = 1. a est appelé résidu

wadratique modulo m si il existe une solution de la congruence 2 = a (m). Sinon
9

a est appelé non-résidu quadratique.
En d’autres termes, a est résidu quadratique modulo m ssi sa classe a :=
amod(m) € Z/mZ appartient & (Z/mZ)*2.

Considérons le cas m = p en nombre premier. Le cas p = 2 étant trivial, nous
supposerons que p > 2. Le groupe F7 est cyclique. Soit u € F; un générateur (une
racine primitive). Alors a € IF;Q ssi a = u" avec n pair.

I s'en suit que aP~1/2 € {—1,1} et a € F;? ssi a®~1/2 = 1.

2.2. Symbole de Legendre. Soient p un nombre premier impair, ¢ un nombre
entier qui n’est pas divisible par p (ou un élément de Fy). On définit (a/p) :=
a1/ 2mod(p) = +1.

Donc on a (—1/p) = (=1)P=1/2_ En d’autres termes, (—1/p) = 1sip =1 (4)
et (—1/p)=—-1sip=3(4).

Pour un entier n impair, définissons

n —

1
5~ (mod 2) € Z/27

e(n) =

Considérons le groupe multiplicatif (Z/47)*; il est cyclique, avec un générateur 3.
On peut considérer ¢ comme un homomorphisme € : (Z/4Z)* — Z/27.
On a (~1/p) = (—1).
2.3. Considérons le groupe (Z/8Z)* = {1,3,5,7}. On a
(Z/8Z)* 2 )27 x 7.J]27Z = {1,7} x {1,3}

Pour un nombre entier impair n, posons

—1
8 (mod 2) € Z/27

Donc w(n) =0si n==+1 (mod 8) et w(n) =1 si n = =£3 (mod 8).

win) =

On peut considérer w comme un homomorphisme (Z/8Z)* — 7Z/2Z.
2.4. Théoréme. (2/p) = (—1)«®

Démonstration. Soit o une racine primitive 8-ieme de 'unité dans une cloture
algébrique €2 D F),, c’est-a-dire, un élément o € ) satisfaisant 1’équation at = —1.
Posons y = o + a~!. Alors

y2:a2—|—2—|—a_2:2

Donc 9
(_

p) = 2(=1)/2 — yp—1
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D’un autre coté,
Y’ =af +a P
Il s’en suit que si p = 41 (mod 8), alors y? =y, donc y?~! = 1.

Par contre, si p = £3 (mod 8), alors (comme a* = —1)

Y=a"+a " =—-a—al=—y,

donc yP~! = —1, cqfd.
2.4.1. Ezercice. Déterminer le degré [F,(a) : F,].

Solution. Considérons la tour F,(a) D F,(8) D Fpy, o 3 = o On a % =
—1, p* =1, donc [F,(B) : Fp] = 1 ssi B € F, & 4|(p— 1); si p = 4k + 3, alors
[Fp(B) : Fp] = 2.

De méme, a est un élément d’ordre 8, donc a € Fy ssi F contient en élément
d’ordre 8, donc () = Fp» ot n est minimal tel que 8|(p™ — 1).

Il s’en suit que [F(a) : F,] =1si p=1 (mod 8), sinon, ce degré est égal a 2.
Corollaire. Le polynoéme z* + 1 est toujours réductible sur F,,.

Rémarque. On a x* + 1 = (22 — V22 + 1)(2? + /22 + 1), donc si V2 € F, i.e.
p = 1 (mod 8), la méme décomposition est valable dans I, [z].

2.5. Variante de la démonstration. Soit ¢ = e™/*. Alors (* = —1. On va
travailler dans 'anneau A = Z[(]. On rémarque que F, = Z/pZ C A/pA. En effet,
A2 7Z[x]/(z* + 1), dott A/pA = Fplz]/(z* +1).

2.5.1. Ezercice. Prouver que A = Z[z]/(z* + 1).

Considérons 1'élément 7 = + ("1 € A. On a
=042+ 2=2, (2.5.1)
car (2 = —(~2. Plus exactement,

¢ = cos(m/4) +isin(w/4) = g +i§7

d’ou
T=C+¢ 1 =V2 (2.5.2)
(pour le moment, on n’aura pas besoin de ce résultat plus précis).

11 découle de (2.5.1) que
p—1 _ 2(p—1)/2 _ gp—1 — (2
Pl =1 =21 = (Z) (mod pZ),
p

d’on )
TP = (};)T (mod pA) (2.5.3)
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D’un autre coté, 7P = (P + (P (mod pA) et (P + (P =7 si p= +1(mod 8) et
(P +(P=—7sip=+3(mod 8), i. e.

P = (=1)*®) 1 (mod pA)

Donc
)7‘ = (—1)w(p)7' (mod pA);

(

2
p
multipliant par 7,

2(2) = 2(-1)*) (mod pA);

Puisque 2 est inversible dans F, C A/pA, on en conclut que

() = (<1 (mod ),

ce qui entraine (2/p) = (—1)®) cqfd.

2.6. Exercice. Montrer qu’il existe un nombre infini de nombres premiers p de
la forme 8n + 7.

Solution. Soient pq,... , py, des nombres premiers de la forme 8n+7. Considérons
le nombre a = (4]}~ p;)*> —2. Si p est un nombre premier impair divisant a, alors
2 est résidu quadratique modulo p, donc p = £1(8).

Par contre, a/2 = —1(8). Donc il existe un nombre premier p de la forme 8n+7
divisant a; évidemment, p ¢ {p1,...,Pm}-

2.7. Théoréme (Gauss) Soient p, ¢ des nombres premiers impairs distincts. Alors

Py _ (_1yep)e(a) (4
(£) = -y (d)

Dans la preuve on généralisera ’argument 2.5.
Sommes de Gauss quadratiques

2.8. On pose ¢ = €2™/P. On a
0= -1=(C=DE " +...+1),

d’ou

p—1

Spi=)Y ¢“=0 (2.8.1)

a=0

Plus généralement, considérons la somme
p—1

Sa — Z Cab

b=0
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Il est clair que si a = 0(p), alors S, = p.

Par contre, si (a,p) =1 alors {ab (mod p) |0 <b<p—1}={0,...,p— 1} d'ou
Se =51 =0.

On va travailler dans 'anneau A = Z[(]. Considérons le polynéme
fol@)=1+z+2®+.. +2P!

D’apres (2.8.1) on a ’homomorphisme surjectif d’anneaux
¢: A" =Zla]/(fp(z)) — A, ¢(x) = ¢

2.9. Théoreme. ¢ est un isomorphisme.
Pour une preuve voir 3.9.

D’ailleurs, on peut considérer (avec Gauss) tous ce qui se passe ci-dessous dans
Ianneau A’.

2.10. Il est commode a poser (0/p) = 0.
2.10.1. Lemme. 3 cp (a/p) = 0.
Exercice.

On définit

On désigne g = g1.
2.11. Lemme. g, = (a/p)g
Exercice.

Par exemple, puisque ¢ = (™!, on trouve pour la conjuguée complexe
§=9-1=(-1/p)g = (-1)Pyg (2.11.1)

2.11.1. Ezercice. Montrer que

p—1
g=Y  emiai/r (2.11.2)
a=0
Solution. Soient R, N C {1,...,p—1} les sous-ensembles de résidus (resp. non-
résidus) quadratiques,
gr=Y_ (" gn=)_ (°
acER a€eN

On a gg + gy = —1 (pourquoi?). Donc

p—1
g=gr—gn=1+2r=1+Y &m*/r

a=1
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2.12. Théoréme (Gauss)
9 =95 =p (2.12.1)

D’apres (2.11.1), cela est équivalent a

g% = (=1)Pp (2.12.2)

Rémarquons que g2 = g2 pour tous a, (a,p) = 1.

L, . .12 . )
Démonstration. Considérons le nombre Zaer 9aJ—a = ZGE]F; 9ag—a- Dun
coté, on a pour a €

9a9-a = (a/p)(—a/p)g® = (=1/p)g*,

d’ou

Z 9a9—a = (p - 1)(_1/]?)92

D’un autre coté,

Gag-a =3 (1) (E)a0-0,

be pp
d’ou
DEEEDS ()2 ¢ =
(cf. 2.8)
=p% () 800 =p Y (5) =1

ce qui entraine (2.12.2).

2.13. Maintenant on peut prouver la loi de réciprocité quadratique 2.7. La
preuve est pareille a 2.5, avec 7 remplacée par g. On va utiliser des congruences
dans A (ou dans A"). On pose

= (_1)€(p)p
Rappelons que ¢ est un nombre premier impair distinct de p. On a
_ - ra-1)/2 — (P
g1t = (92)(q /2 = prla iz = (Z) (mod gA),

d’ou

D’autre part,
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avec

> (0 =g, = (D)

(g étant impair). Donc

—~
|’U
~—
K
Il

(%)g (mod gA)

En multipliant par g,
) = (D" mod o)

q
d’ou .
Py _ (4
=
Cela est 2.7, car
Py —Liew) P\ e(p)e(q) (P
vy (= Py _ (_q\ewela) (£
)= () = iy D)

2.13.1. Exercice. Calculer (13/17).
Sommes de Gauss a valeurs dans un corps fini

2.14. Soient p et ¢ deux nombres premiers distincts impairs. Dans une cloture
algébrique Q2 D [F,, choisissons une racine primitive ¢-ieme de I'unité, w. On définit

la ”somme de Gauss” a
y=) (F)u"

aclkF,

2.15. Théoréme. y* = (—1)<.

Cf. 2.12.
En effet:
F=Y (=Y Y (1
a,b celF, acF,
Or si a # 0
() (2 () - A,
d’ou

e(Z) 2 _ Z Acw

CGF[
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ou
1

A=Y (1)

a€clFj

Sic=0, Ap = £ — 1. D’un autre coté, si ¢ # 0, Papplication a + 1 — ca™! est une
bijection F; — Fy, — {1}. Donc

A= (D)=

dGFe

Il s’en suit:

Z Acwcz£—1—zwcze,

cEF, ceF;
ce qui démontre le théoreme.
2.15.1. y € Q*.
2.16. Lemme. yP~1 = (p/l).
En effet, puisque char(Q2) = p,

ce qui entraine le lemme, vu 2.15.1.

2.17. Maintenant on peut prouver 2.7, encore une fois. On a

_ _ . N —1)<¢
1 = ()12 = (—1) g1/ — ({ ;

En combinant avec 2.16, cela implique le théoreme.
Une démonstration d’Eisenstein

2.18. Soit p un nombre premier impair. Soit S C [F; un sous-ensemble tel que
Fs = STI(—=S), par exemple, S = {1,...,(p—1)/2}.

Pour a € F, s € S, posons

as = eg(a)sq, es(a) = £1, s, € S

On remarque que si s # s alors s, # s, car sinon, on aurait s’ = +s, ce qui est
impossible par hypothese sur S. Donc s — s, est une bijection de S sur lui-méme.
2.19. Lemme (Gauss) (a/p) = [[,cq es(a)
En effet,

alP~1/2 H s = H (as) = H es(a)sq, = H es(a) H s,

seS seS seS seS seS



17

d’ou
a(P_l)/2 = H es<a),

seS

ce qui entraine le lemme.
2.20. FExercice. En déduire théoreme 2.4.

Solution. Prenons a = 2, S = {1,...,(p —1)/2}. On a e4(2) = 1 5si 25 <
(p—1)/2 et e5(2) = —1si 25 > (p —1)/2. Donc (2/p) = (=1)*®) o1t n(p) est
le nombre d’entiers s tels que (p —1)/4 < s < (p —1)/2. 1l reste & montrer que
n(p) = w(p) (mod2).

En effet, si p = 4k 4+ 1, la condition est k < s < 2k, d’ou n(p) = k. De méme,
sip =4k — 1, n(p) = k (vérifier!) Donc si k = 2n, c’est-a-dire, p = 8n £ 1, alors
(2/p) = 1.

Par contre, si k =2n+1,ie. p=8n+4+1=8m=+3,ona (2/p) =—1, cqfd.
Polynomes de Tchebycheff

2.21. Lemme. Soit m un nombre entier impair, m > 1. On a sin(mx) =
fm(sin(x)), o f,(t) € Z[t] est un polynoéme de degré m, divisible par ¢, avec le
terme supérieur égale a (—4)(m—1/2,

Démonstration par récurrence sur m. Le cas m = 1 est évident. Supposons que
I’assertion est prouvée pour m. Nous avons

sin(mz) = f,(sin(z)),
d’ou, en faisant la dérivée,
mcos(mz) = f! (sin(x)) cos(x)

Donc
sin((m + 2)x) = sin(mz) cos(2zx) + cos(mz) sin(2x) =
= fm(sin(2))(1 — 2sin®z)) 4+ 2m 1 £/ (sin(x))(1 — sin® z) sin(z) = fry2(sin(z)),

Fmsa(t) = Fn(D)(1 = 262) 4+ 2m7 £, (O)t(1 - £) (2.21.1)

Il s’en suit que fo,,12(t) € tZ[t] et si fn(t) = amt™+. .., alors frio(t) = —4a,,t™ >+
..., ce qui implique le lemme.

Variante. On a
sin((m — 2)z) = sin(ma) cos(2x) — cos(mz) sin(2x),

donc
sin((m + 2)x) + sin((m — 2)x) = 2sin(ma)(1 — 2sin’(x)),

d’ou I’équation de récurrence

Frr2(t) = 2fn()(1 = 26%) = frn_a(t) (2.21.2)
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(Ona filt) =1, foa(t) = —t.)

2.22. Lemme. Soit m en entier impair > 1. Alors

sin(maz) (m=1)/2
“Sin(z) = (—4)m-D/2 ;ll;[l (sin® z — sin*(27a/m))

En effet, d’apres le lemme précédent,

(—d)~(m=1)/2 sin(ma)

ey = Gnlsin(e)),

ou g(t) est un polynéme unitaire de degré pair m —1. Or, il est tres facile d’exhiber
les m — 1 racines distinctes de g, (t): ils sont £sin(2ra/m), a=1,...,(m —1)/2
(on remarque que les nombres {+2a | a = 1,...,(m — 1)/2} décrivent tous les
résidus possibles mod m sauf 0), d’ou la formule désirée.

2.23. FEzercice (Gauss, Eisenstein) (a) Montrer que f,, () satisfait & I’équation
différentielle
dfm(t)  ma/1— f(t)?
a1

(b) Montrer que f,,(t) satisfait a I’équation différentielle

(L= )1 (8) = tf2 () +m> fon(t) = O

(¢) En déduire que

2 _ 1 2 1)(m2 — 32
Fot) = mi — m<m3| ) ;3 i m(m 5)'(m )5  (—1)meD/2gmetym
(m—1)/2 )
_ Z (—1)7 . m(m? —12)(m? — 3%)...(m? — (25 — 1)?) 241
s (27 +1)!

[En effet, soit
f(t) :a0+a1t+a2t2—|—...

une solution de (b). Alors:

0=(1-1% i i(i — 1)ait"™? — ti jait"™t +m? i a;it' =
=1 1=0

1=2
=3 (i +2)(i+ Dagyat’ = Y i(i — Dait'+
1=0 1=2

o0 oo
— g ia;tt +m? E a;t" =
i=1 i=0

= 2a5 + m?ag + (6az — a1 + m2ay) - t+



—l—z { (14+2)(i+ 1Daje —i(i — 1)a; —iai+m2ai}.ti,

d’ou:
2a5 + m2ag = 0, i.e. ay = —m3ag/2;
6as + (m? — 1)a; = 0, ie. a3 = —(m?* —1)a1/6
et
(i +2)(i + 1)ajpe + (m* —i*))a; =0,
i.e.

m? — i?
(t+2)(i+1)
Maintenant on rémarque que chez f(t) = f,(t), a0 = fm(0) =0et a; = f],(0) =m
d’ou la formule (c) est immédiate.]

Aj42 = —

(d) On note que si m € C — {0,+1,£3,...} alors on obtient comme f,,(¢t) une
série infinie:

_ i (cqy e =) =37 (= (25 =1

par (2j + 1)!

Montrer que cette série converge absolument si |t| < 1, uniformément sur chaque
disque fermé [t| <r < 1.

[Ceci est une conséquence immédiate du

Critére de d’Alembert. Si'y - by, est une série telle qu'il existent r < 1 et ng
tels que

|0
|bn+1|

<r

pour n > ng, alors cette série converge absolument. |

2.24. Ezercice. Soit toujours m un entier impair, m > 1

(a) Soit ¢ = e2™¥/™. Montrer que

(b) Soit f(t) = 2™ — =27 Montrer que

(m—1)/2
fmt)=f@t) 11 St —a/m)f(t+a/m)

(c¢) En déduire le lemme 2.22.

2.25. Lemme. Sous les hypotheses 2.18,

(9) _ H sin(2mas/p)

D s sin(27s/p)
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En effet, pour chaque s € S, as = e5(a)s,, d’ou
sin(2was/p) = es(a) sin(27ws,/p)
En faisant le produit sur s € S, on a, par le lemme de Gauss,
a sin(2mwas
(5) B 3139 es(a) = 3139 SiIl((QWS//])Z;)7
en tenant compte de ce que s — s, est une bijection, cqfd.
2.26. Une démonstration de 2.7. Soient ¢,p deux nombres premiers distincts

impairs. Prenons S ={1,...,(p—1)/2}, T={1,...,({—1)/2}. On a

ey sin(2mls/p)
(E) B H sin(27s/p)

_ H (—4)-D/2 H (sin?(27s/p) — sin?(2nt/0)) =

ses teT

= (—4)-De-1/4 H (sin®(2ms/p) — sin® (27t /1))

En permutant les roles de ¢ et p, on obtient

(g) = (—1)(E=De-D/4 (%)7

cqfd.
Un théoréme de Fermat

2.27. Ezercice. (a) Montrer que 'anneau de nombres gaussiens A = Z[i] est
euclidien par rapport a la norme N(a + bi) = a® + b?.

b) Montrer que z € A est inversible ssi N(z) = 1. En conclure que A* =
( q q
{£1, £i}.

(¢) Un nombre = € A est dit premier si x = yz implique que soit y, soit z est
inversible. Si x est premier et x fy alors (z,y) = A ("théoréme de Bezout”). Si x
est premier et x|(yz) alors z|y ou z|z.

Soit p un nombre premier dans Z de la forme 4k + 1.
(d) Tl existe a € Z tel que a® + 1 = 0(modp).
(e) p est n’est pas premier dans A.

En effet, si a est comme dans (d), alors p|(a® + 1) = (a +i)(a —i). Si p etait
premier alors il diviserait soit a + i, soit @ — i. Par exemple, si p|(a + i) alors
a+1i=p(a’ + i) ce qui est évidemment impossible.

(f) 1l existent a,b € Z tels que p = a® + b

En effet, d’apres (e), p = zy avec x,y non-inversibles. En prenant la norme,
p* = N(z)N(y) avec N(z), N(y) > 1, d'ot p = N(z) = N(y).
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§3. Critere d’Eisenstein

Lemme de Gauss

3.1. Soit A un anneau principal, K son corps de fractions. Par exemple,
A =17, K =Q. Un polynéme f(t) = ag + ...+ a,t™ € A[t] est dit primitif si
(ag,...,an) = A.

Chaque f(t) € K[t] peut s’écrire sous une forme
F) = efylt), c € K, fy(t) € At], 1, () primitif (3.1.1)
3.2. Théoréme. Soit f(t) € K[t] écrit en deux maniéres

ft) = cfy(t) = ¢ f(t)

ot c,c € K et fy(t), f,(t) sont primitifs. Alors il existe une unité de A, u € A*
telle que ¢’ = ue.

Démosntration. Ecrivons ¢ = a/b, ¢ = d//b ou a,b,a’,b/ € A et les fractions
sont irréductibles; soient

fot) =do+...+dnt", f(t)=dy+...+d,t"

Donc .
%{do—l—...—l—dnt”}: %{dg+...+d;t”} (3.2.1)

d’ou
ab'd; =a'bd'i, i =0,...,n

Soit p en diviseur premier de a; alors p fb. Si p ne divisait pas a’ alors p diviserais
tous d; ce qui est impossible puisque f,(t) est primitif par hypothese. Donc p|a’.
De méme, si p|b alors p|b'. En divisant (3.2.1) par p et en répétant, on arrive a la
conclusion.

3.3. On peut exprimer cela en disant que pour un f(t) € KJt], dans 1'écriture
(3.1.1) I’élément ¢ est défini a multiplication par une unité dans A pres.

Donc le A-module ¢(f) = (¢) := ¢A C K ne depend que de f; il est appelé le
contenu de f.

Evidemment, f(t) € A[t] ssi ¢(f) C A.

3.4. Lemme (Gauss) Si f,g € A[t] sont primitifs, il en est de méme de leurs
produit.

En effet, il suffit de prouver que si un premier p € A ne divise pas ni f ni g,
alors il ne divise pas fg. Considérons la projection canonique 7 : A[t] — A/(p)]t].
On remarque que A/(p) étant integre, A/(p)[t] est intégre. Donc si 7(f) # 0 et

m(g) # 0, alors w(fg) # 0, cqfd.
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3.5. Corollaire. Pour f,g € K[t], on a c¢(fg) = c(f)c(g).
En effet, si f = cf, et g = 'd, alors fg = cc' fpg9p. Puisque f,g, est primitif,
c(fg) = (cc) = (c)(¢) = e(f)e(g)-

3.6. Théoréme. Si f € Alt] est réductible dans K|t], alors il est réductible dans
Alt].

Démonstration. En effet, supposons que f(t) = g(t)h(t), avec g,h € KJt] de
degrés > 0. Nous avons g(t) = cg,(t), h(t) = 'hy(t), dou f(t) = cc’g,(t)hy(t). Le
produit g, (t)h,(t) est primitif par 3.4 et f(t) € A[t] donc c¢¢’ € A d’apres théoreme
d’unicité 3.2. Donc f = (¢c'gp) - hy est réductible dans A[t].

Critére d’Eisenstein

3.7. Théoréme. Soient f(t) =ag+ ...+ a,t™ € Aft], n >0, p € A un premier
tel que: p [ an, p| a; pour i < n et p* [ ag. Alors f(t) est irréductible dans K|[t].

En effet, d’apres 3.4 il suffit de prouver que f est irréductible dans A[t]. Sup-
posons au contraire que f(t) = g(t)h(t), avec

g(t) =bo+ ...+ bnt™, h(t):co—l—...—l—cktkeA[t], m, k>0

On a p? [ bopcy = ag, donc p /| by ou p / co, disons p /[ by; alors p | cg. D’autre
part p [ a, = by,cx entraine p f ¢x. Soit r I'indice minimal tel que p [ ¢,. On a
r <k < k4 m=mn. Considérons

Ap = bocr + blcr_l +...+ brcO

Onap [fboc, maisp | byc,—; pour i > 0, donc p [ a,, contrairement a ’hypothese.

3.8. Ezemple. Soit p un nombre premier. Alors f(t) = 1+t + ...+ P! est
irréductible dans QJ[t].

En effet, considérons

p

g(t) = ft+1) = % -y <;)ti—1

=1

Ce polynome satisfait au critere d’Eisenstein, donc il est irréductible, donc f(t)
’est.

3.9. Corollaire. Soit ¢ = €27%/?. Considérons ’homomorphisme

¢ Z[/(f) — Z[C], ¢(x) = ¢

Alors ¢ est un isomorphisme.

Il est clair que ¢ est surjectif. Soit g(t) € Z[t] tel que g(¢) = 0. Puisque f(t) est
irréductible dans Q[t], c’est le polynéme minimal de ¢, donc il existe h(t) € Q[t] tel
que g(t) = h(£)£(t). Donc c(g) = e(f)e(h) C 4 or, () = A, ot e(h) = c(g) C 4;
donc g € A[t]. Tl s’en suit que g € (f), i.e. ¢ est injectif.
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3.10. Ezercice. Soit p > 2 premier. Prouver que le polynéme f,(t) € Z[t] défini
par fp(sin(x)) = sin(px)/sinx (cf. 2.21, 2.23) est un polynome d’Eisenstein.

Solution. On a f,(t) = ag+ast®+...+a,_1tP~1. On sait déja que a,—1 = £2P71,
donc p fa,_1.

Ensuite,

ap = fp(0) = lim sin(pe) =p

z—0 sinx

Soit g,(t) = tfp(t). Grace a (2.21.1),

§t<t2 C1)gl(t) = gpralt) — gp()(1 — 26%) € Z]1],

et on conclut facilement par récurrence sur k que plax pour k < p — 1.

Variante: si f1(t), f2(t) € Z[t] et p [f;, i = 1,2 alors p [f1f> (pourquoi?). Donc
plg,(t), d’ott play pour k < p — 1.
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¢4. Formule de produit de Gauss

4.1. Cf. [G], (d). On pose

(a2 =™ (L=t
(m, p) = (1—2)(1—zz)-...(1— 2~

("les coéfficients z-binomiaux”). Ici p € N.
Exemples: (m,0) = 1;

—1

1—=x .
(L) = I o = (~1)pramne)/2
i=1

Si |z| < 1, on peut définir

1

— = i — =

(=oo,pw):= M (=m. ) = G S = =)
SimeN, (m,u) =0si u>m,et

(mnu) = (m7m_y’)
4.2. On a
(myp)=m-—1p) +x™ H*(m-1u—1) (4.2.1)
Il s’en suit que si m € N, m > pu + 1, alors
m—p—1
(m,p+1) = (1 + 1, p)z*

I
=

i
On en déduit par recurrence sur p que (m, i) est un polynéme en x si m € N.

4.3. On pose

flam) =1 T+ ST = = 3
n=0

Si m € N, la somme est finie:

Ona f(z,0)=1, f(z,1)=(1,0)—(1,1)=0.

4.4. 11 découle de (4.2.1):
(m,0) =1

—(m,1) = —(m —1,1) — 2!
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(m,2) = (m —1,2) + 2™ %(m — 1,1), etc.,

d’ou -
f(x,m) = Z (_1>Z(1 - xm_l_i>(m - ]-72)
i=0
Par contre, .
(1—z™ Y (m—1,i) = (1 —2™ 1) (m - 2,i),
d’ou

flz,m) =1 —2™ Y f(x,m—2) (4.4.1)

4.4. Supposons que m € N. Alors si m est pair (4.4.1) implique que

(m—2)/2

flom)=(1-z)1-2%) ... -1-2" "= ] @-2¥ (4.4.1)

§=0
Par contre, si m est impair, f(z,m) =0 car f(x,1) =0.
4.6. Sim = -2k, k € Z,k > 0, on obtient

1
(1—2 ) (1—273) ... (1 — 2kt

f(CL’, _2k> =

1

(ici on considere f(x, —2k) comme une série en ==+ convergeant si |z| > 1).

En faisant k£ — oo, on aura

= 1 1
f(x’_oo>:; z-Daz—1) ... @-1) [[ (1—z2n1)

% n=0
ou |z| > 1.
Pour tous m € 7Z, on obtient

(1—a2m (1 —am3).

flam) = f(z,—00)(1 =2 (1 —a" ) - = Sy

On posant m = —1:

fa—1) =142t ta 4ot = S:zjig:i:z;::::, 2] > 1,

ou bien

(1—zz)(1—at)-...
(1—z)(1—2a3)-..."~

S D2 Z gyt B = |z <1 (4.6.1)

n=0

On peut récrire

i xn(n—l—l)/Q:% i n(nt1)/2
n=0

n=—oo
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et
[, —2*) I, A—2*)
Hfi1 (1 —a21) Hfi1 (1—a")
— H’L_ll_([}); Q(C;)—(ii; 7 _ IT o+ -2,
donc - -
% Z xn(n+1)/2 _ H (1 +xi)2(1 o xi),

ce qui est une formule standarte de la théorie des fonctions theta, cf. Jacobi, Fund.,
no. 66, (4); [W] (d), p. I, ch. IV, §9, (28).

4.7. Maintenant soit n un entier positif impair; posons m = n — 1, et soit r une
racine primitive de ’équation 2" = 1; posons x = r. On a

(n—1,p) = (1—r A —rm=2) . (1 =)
’ (1—=r)(1—=7rr)-...-(1—rH)
Or: ,
1 — 'I“n_l . ]_ —T_Z . —T_i
L—ri  1—7t ’
d’ou
(= 1,0) = (—1)pysloet /2
Donc

Frn—1)=14+r" 473 4r 04 o702 (1) (1=r%) ... (1—1"2),
(4.7.1)
par (4.4.1).

4.8. On peut remplacer dans (4.7.1) r par n’importe quel 7* ot (\,n) = 1; par

exemple par r~2:

n—1
Z ,ri(’H—l) -1 +’I“2 +’I“6 +’I“12 + ”._i_,rn(n—l) _
i=0
=1 —r2H1—r2% .. (1 —r22) (4.8.1)
Soit n =2k + 1; on a
1+3+5+...4+(2k—1) =k,

i.e.

—1)2
14+3+4...+(n—2)= %
Multiplions les deux cotés de (4.8.1) par
1op-pd.. . pn=2 = p(0=1/4 _ Lk
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Rémarquons que

i(i +1) 4+ k* = (k — i)*(mod n),

donc a gauche on obtient

2k n—1

N2 -2
§ : ,r(k—z) _ E : P
1=0 i=0

car i2 = (n —4)? (mod n). Il s’en suit que

Tr+r2+. . 4D = (r—r )3 —r™3) (5 —r75) (P2 T2) (4.8.2)

4.9. Soit p un nombre premier impair, p = 2k + 1, ¢ = €>™/P. Considérons la

somme de Gauss
=) ¢=->

PER veEN

1

3
I

9(¢) =

a
1 p

o
I

ou R (resp. N) est I'ensemble des résidus (resp. des non-résidus) quadratiques.

Puisque
L4y ¢+ ¢ —Z ¢ =0,
pPER veEN
on a
=14+2) ("= Z ¢
PER
Donc
9(¢) = H (¢=C H sin 27s/p
seS ses
ou

S={1,3,5,...,2k—1}, Card(S)=k=(p—1)/2
Supposons que k est impair, k =25+ 1,i.e. p=45+3. On a

S={1,35....2i+ 1} [[{k+ 2.k +4,...  k+2j},

onk+2=p—k+1=—(k—1) (mod p), etc., d’on

k
H sin 2ms/p = (—1) H sin 2ma/p,
a=1

seS
donc
k (r—1)/2
g(¢) = (20)¥ T (— H sin 2ma/p = 2P~ 1)/2 H sin 2ma/p
a=1 a=1

De méme, si k = 27, i.e. p=4j+ 1,

(r—1)/2
g(¢) = 2P=1)/2 H sin 2ma/p

a=1
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4.9. Dans le produit Hép:_ll)/z sin 2ma/p,ona 0 < a < p/2,donc 0 < 2wa/p < m,
d’ou
(p—1)/2

H sin 2ma/p >0

a=1

D’autre part il est bien connu que |g(¢)|?> = p. 1l s’en suit que

g(¢) =+p sip=1 (mod 4)

et
g(¢) =iy/p sip=3(mod4)
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§5. Sommes de Gauss et de Jacobi

5.1. Caractéres. Soit p un nombre premier. Un caractere (multiplicatif) de F),
est un homomorphisme x : Fj — C*. Pour chaque z € Fp,, x(2)?~! = x(2?7!) =
x(1) =1, donc x(x) est une racine (p — 1)-ieme de 'unité. Il s’en suit que

x(2)~! = x()
On désigne par e le caractere trivial, e(x) = 1 pour chaque z € F,.
On pose x(0) =0si x #eet e(0) = 1.

Le groupe F; étant cyclique d’ordre p — 1, les caracteéres forment un groupe
cyclique X (IF;) d’ordre p — 1 (expliquer!).

Suivant 1'usage, on dit que x et d’ordre a si x* = e et x* # e pour 1 < b < a.
Onaal (p—1).

5.1.1. Exemple. Le symbole de Legendre
? *
(5) : By — {£1}

est un caractere d’ordre 2 (p > 2).

5.1.2. FEzercices. (a) Pour chaque x € Fr, = # 1 il existe x € F; tel que

x(x) # 1.
(b) ern?p x(x)=0six#ecetpsiy=e.
(c) erX(IF;) x(x)=0siz#F, —{l}etp—1siz=1
5.2. Sommes de Gauss. Soient ¢ = e2™/P a € F,, x € X (Fy). On définit
9a00) == D x(x)¢™
z€lF,

Par définition, g,(x) € Q(p, (p—1)-

5.2.1. Ezercice. g,(x) = x(a)tgi(x)six#eeta#0. Sia=0cet x # e ou
a # 0 et x = e, alors g,(x) = 0. Enfin, go(e) = p.

On désignera g(x) := g1(x)-

5.3. Théoreme. Si x # e, alors |g(x)| = /D

Considérons la somme S = Y [g.(x)|?. Il est clair que |go(X)|? = |g(x)|? si
a # 0; puisque go(x) =0, on a S = (p — 1)|g(x)[*.

Par contre,

190001 = 9a(X)ga(x) = > x(@)x(y) ¢*“Y),

T,y
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donc

S=>" x@x®)D_ ¢ =p Y x@)x(w) 6x,y) =p Y Ix(@)* =plp—1),

a

d’ou le théoreme.

5.3.1. Enoncé équivalente. On a

g(x) = x(=1)g(x)

(exercice). Donc le théoreme nous dit que

Par exemple, si x est d’ordre 2, alors ¥ = x, donc g(x)? = x(—1)p; on a déja vu
cela.

5.4. Sommes de Jacobi. Soient x,x" € X(Fy). On définit
JouxX) =Y xa)x'(1—a) € Q(¢p-1)
ackF,
11 est clair que J(x, x") = J (X', x)-
5.5. Théoréme. (a) J(e,e) =p
(b) J(e,x) = 0six £ e
(€) JOox™H) = —x(=1) si x # e
(d) St x, X', xx" # e, alors

En particulier, |J(x, X")| = v/p-

(a) est trivial; (b): exercice.

(c):
Joox ) =) x(a1-a)™)

a#1
Quand a parcourt F, — {1}, ¢ = a(1 — a)~! parcourt F,, — {—1}. Donc

Joex D= > x(0)=-x(-1)

(d): Calculons le produit
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On a

a+b=0 a a

D’autre part, si ¢ # 0,

Il s’en suit que

g()9(xX') = (xx')(e) T x) ¢° = g0 )T (X,

C

cqfd.
Fonctions I et B d’Euler.

5.6. On définit

F(s):/ e_tts_ldt:/ e—tﬁ@, R(s) >0
0 0 t

Montrer que I'(s + 1) = sI'(s) et I'(n) = (n — 1)! sin € N.
Posons

B(s,t) = /01 5711 — ) de, R(s),R(t) >0

5.7. Théoreme.
B(s,t) = =———=

FEzxercice. Démontrer cette formule pour p,q € N.

Démontrons le théoreme. Supposons que R(s), ®(t) > 1/2. On a

I'(s)I'(t) :/ e_‘rxs_ldx/ e Yy T ldy =
0 0

R—o0

=4 lim // e_mz_y2x28_1y23_1dxdy,
R—o0 QR

ot Qr = {(z,y)| 2> + y> = R?, x,y > 0}. Passons aux coordonnées polaires,
xr=rcosf,y =rsinb:

=4 lim / / e_wz_yszS_lyQS_ldxdy =
o Jo

2 2 R pm/2 2
// e Y %y 25 g dy :/ / e (rcos0)*(rsin 0)* " rdrdd,
Qr o Jo



d’out ,
F(S)F(t) = 4/ 8—7"21~2(3+t)—1dr / (COS 0)28_1(5111 0)2t—1d9
0 0
Or: N
2/ 8_T27“2(8+t)_1d7" _ F(s + t)
0
et

/2
2 / (cos 0)?*(sin0)* ~1dh =
0

(u = cos? 0)
1
= / u* (1 —u)"tdu = B(s, t),
0

cqfd.

Une autre démonstration (Jacobi, cf. [J]). On a

I'(a)l(b) = / / e T Yyt dzdy
o Jo

On fait le changement de variables x +y =7r, * = rw, donc 0 <r < oo, 0 <w <1
et drdy = rdwdr, d’ou

I'(a)(b) = /01 w1 — w)* tdw /OOO e "z 1dr = B(a,b)['(a + b)

5.8. Exercice. Rémarquons que

n—oo n
d’ou
n t n
['(s) = li 1— )"t tat 5.8.1
(s) = Jim [ (1=7) (5:81)

(pour une preuve, cf. 5.8.1 ci-dessous).

En déduire I'(s) comme une valeur limite de B.

En effet,
" t\n s—1 _
/0 (1- 5) 7 hdt =

(w=1/n) 1
= nS/ (1 —w)"u* " du
0

Pour n € Non a

n!
tt+1)-...-(t+n)

1
B(n+1,t) = / (1—v)"v' v =
0
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et cela est vrai pour tous t # 0, —1,... — n (prouver!)

Il en découle que

I'(s) = lim n*B(n+1,s) = lim n®

(formule d’Euler - Gauss).
5.8.1. Ezxercice. Preuve de (5.8.1), cf. [WW], 12.2.
(a) Pour tous 0 <y < 1,

l+y<e’<(1—-y) !

(b) Pour tous 0 < o < 1,

(1-—a)">1-n«
(¢) Déduire de (a) et (b) que

t n
0<et— (1 — —) <n 1t2e
n
pour tous 0 <t < n.

[En effet, en faisant y = ¢/n dans (a), on obtient:

1+t/n<e/™ <(1—t/n)"",

d’ou

(L+t/m) <t < (1—t/n)"
et

(L+t/m) "=t = (1—t/n)",
Il s’en suit:

0<e'—(1—t/n)"=e"- (1 —e (1 —t/n)”) <

<et. (1 —(1- t2/n2)”)
D’un autre part, d’apres (b) avec a = t2/n?, on aura
1—(1—t*/n*)" < t*/n,

d’ou le résultat. |

(d) En déduire que

[l pealo
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quand n — oo.

[En effet, d’apres (c),

n t n n o0
/ {e_t — <1 — —) } ~t5_1dt' < n_l/ e it5 Tt << n_1/ e ttstlae,
0 n 0 0

ce qui — 0, puisque la derniere intégrale converge. |
(e) En déduire (5.8.1).
5.8.2. FEzxercice. Calculer I'(1/2).

Solution. On a

I'(1/2)* = % = B(1/2,1/2)

Par définition,

B(1/2,1/2) = /01 e V21 —2) Ve =

= 2arcsin 1 =,

_2/1 du
N 0 \/1—u2

I(1/2) = /Ooo e Tr 24y = /7

On rémarque que

o oo N o0 5
/ e Tx 124y = 2/ e " du :/ e " du,
0 0 —00

/ e du = /7

— 00

donc

(I'intégrale de Poisson).

Sommes de deux carrés

5.9. On va travailler dans ’anneau de nombres gaussiens R = Z[i] qui est
I’anneau d’entiers dans L = Q(i). La norme N : L* — Q* s’ecrit

N(a+bi) = |a+ bi]* = a*® + b

Ona N(z)#0< z #0.
5.10. Lemme. R est euclidien par rapport a N, donc principal.

En effet, on doit démontrer que, étant donnés o, € R, [ # 0, il existent
v, € R tels que a = yB +r, avec N(r) < N(B).
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En divisant par y, il suffit de démontrer que, étant donné x € L, il existe o € R
tel que N(z — a) < 1. Or, il existe méme un o € R avec N(z — «) < 1/2, ce qu’'on
voit tout de suite géométriquement.

5.11. Ezercice. Montrer que les anneaux des entiers dans les corps suivants sont
euclidiens par rapport & la norme: Q(v/d) ot d = —1, -2, -3, -7, —11

5.12. Fzxercice. Les unités dans R sont +1, +4, autrement dit,

R =py:={zecC |2*=1} (5.12.1)

En effet, un o € R est inversible ssi N(«) = 1.
5.13. Théoréme (Fermat) Soit p > 2 premier.
(a) Sip | (a® +b?) avec a,b € Z, p ) a, alors p=1 (mod 4).

(b) Chaque p premier de la forme 4k + 1 est représentable de la fagon essentielle-
ment unique sous une forme p = a? + b2, a,b € Z.

”Essentiellement unique” signifie qu’on peut changer les signes de a et de b et
permuter a avec b, ce qui donne 8 solutions.

Remarquons que 2 = (£1)2 + (1)? (4 possibilités).

5.14. Démonstration de (a). Sip fa alors p | b. On a a®? = —b? (mod p), donc
(a/b)? = —1 dans F, donc (—1/p) =1, d’ott p = 1 (mod 4).

(-
5.15. Démonstration de (b). Montrons que chaque p premier de la forme 4k + 1
est égale & a® + b2, a,bc Z.

Choisissons un générateur A € F,. Alors

()\a) 27rmk/(p 1) 7'ria/2 € pu4
est un caractére de ) d’ordre 4. Il s’en suit que la somme de Jacobi J(x, x) € R =
Z[d), soit J(x, x) = a + bi.

Théoréme 5.5 (d) montre alors que
a? +0* = |7(x, x)I* =p

Unicité. Posons m = J(x, x), donc p = 7.

Si p = ¢ 4 d? est une autre représentation, 7’ = ¢ + di, alors p = w'w’. Alors 7’
est necessairement premier dans R (prouver!).

L’anneau R étant principal, Il s’en suit que soit 7’ = em, soit 7’ = €7, avec
€ € R*. Ceci donne exactement 8 possibilités mentionnées ci-dessus.

5.16. Ezercice. (a) Prouver que
(13) = (13,5 — i)(13,5 + 1)

dans R.
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(b) En faisant la division euclidienne dans R, prouver que pged(13,5—1i) = 3—21,
donc (13,5 — i) = (3 — 2i).

5.17. Theorema elegantissima (Gauss) Soit p un nombre premier, p = 4v + 1.

Alors parmis 8 représentations p = a? + b2, a,b € Z il existe une, telle que
2
2a = ( V) (mod p) (5.17.1)
v

Cf. [G] (b), p. 90.
Ceci permet de trouver aisement a et b.

5.18. Lemme clef. Soit p = w7 une décomposition dans R. Il existe une autre
décomposition p = JJ telle que

J =0 (mod ) (5.18.1)

J

(2”) (mod 7) (5.18.2)

1%

Ce lemme implique le théoréme immédiatement: si J = a+ bi, on a par (5.18.2):

a? —b*+2abi=J*= <2V)J = <2y) (a + bi) (mod J7)

v v

Or, J7 =0 (mod p) grace a (5.13.1), d’ou

2ab = <2:> b (mod p),

d’ou (5.12.1) car b est premier a p.

5.19. Eisenstein prouve le lemme a l’aide de la division de lemniscate; on peut
trouver la preuve tres jolie dans [E], §3, p. 551.

Nous prouverons 5.18 en utilisant les sommes de Jacobi, comme dans [W] (b),
pp. 317 - 315.

Soit p = 77 une décomposition arbitraire dans R. L’inclusion Z C R induit un
isomorphisme canonique F, = Z/pZ = R/(m). Autrement dit, pour chaque x € R
il existe un unique a € F, tel que

x =a (mod )

Considérons le composé
s C R — R/(m) = F,

Elle induit un isomorphisme

O M4L>IF;(4) ::{mEIF;|m4:1}



Définissons un caractére x = x. de F, d’ordre 4 par x(z) = o t(zY).

Explicitement, étant donné un z € I, choisissons un a € Z tel que x = a =
a (mod p). Alors il existe un unique ¢ € uy C R* tel que

a” = ¢ (mod )

Par définition, x(z) = ¢. Autrement dit,

x(a) = a” (mod ) (5.19.1)
Posons J = —J(x, x); on veut calculer les restes de J modulo 7 et 7. Il découle
de (5.19.1) que
p—1
J=— Z a”(1—a)”(mod )
a=1

p—1 p—1 v
—Z a’(1—a)"” Z ( ) (—1)*a"T*
k=0

a=1 a=1
5.20. Sous-lemme. Si (p —1) J k alors ZZ;} a* =0 (mod p). Si(p—1) ]|k
alors la somme est = —1 modulo p.
Exercice. Solution: supposons que (p — 1) [ k. Notre assertion est équivalente

a: er]Fp z¥ = 0. Soit y un générateur de 7. Alors y¥ #£1; 0n a

yP—Dk _ 1

> o Zy' o1

z€elF,

Ceci entraine (5.18.1).

Maintenant prenons le conjugué complexe de (5.19.1):

d’out
x(@) = a7 (mod 7) (5.20.1)

=

—1 p—1 v 3y
J=- Z a®(1—a)® =— (kz) (=1)*a3** (mod 7)

a=1 a=1 k=0

Vu le sous-lemme,

J_

Il
—~
—_
<
+
=
VRS
w
<
~
—~
=
(@)
Q.
3

Il semble qu’on est arrivé a une erreur; mais on en conclut grace a une congruence
un peu surprenante mais élémentaire:
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5.21. Sous-lemme. On a
L (3v 2u
() (2) e

5.22. Variante du calcul. La classe a (mod 7), a € Z, ne depend que de a € F,,
donc on peut reécrire (5.20.1) sous une forme

Exercice.

x(z) =2z7" (mod 7), x € F,

Il s’en suit:

J=— Z x " (1 —x) " (mod T)

z#0,1

Maintenant on fait la sommation dans [F,:

_Z 1—$ y:_z —2u _1>—y:_z yQU(y_1>—y:

x#0,1 x#0,1 y#0,1
(z=y—-1)
2
S MO G}
z#—1,0 z#0 v

la derniere égalité grace a 5.20.1.

5.23. Exemple. p=13=4-3+1,

5.4
<g) _ 0 2 =20 = —6 (mod 13),

13 = (—=3)%? + 22,
Ezercice. Faire le cas p = 29.
5.24. Nombres primaires (exercice). Cf. [G] (¢), pp. 106, 107.

Remarquer que 2 = (14i)(1—i) = i(1+i)?. Décrire le sous-réseau L = (1+i)R C
R. Disons, avec Gauss, qu'un nombre x € R est impair s’il n’est pas divisible par
1+14. a+ bi est impair < a + b est impair.

Considérons 'anneau quotient S = R/(2 + 2i). Décrire tous ses éléments. Il y
en a combien? S est un anneau local avec 'idéal maximal m = (1 +4)S. Eléments
de m: les classses modulo (2 4 2i) de 0,1+ 4,1 — 4,2, 2i. Eléments de S* =5 —m:
les classes de 1, —1,i et —1.

Donc l'inclusion 4 C R induit un isomorphisme py — S*. = € R est impair
&> sa classe modulo 2 + 2¢ appartient a S*.

Il s’en suit que pour chaque z impair il existe un unique ¢ = ¥ € u4 tel que
x = ¢ (mod 2 + 2i). z est appelé primaire si x = 1 (mod 2 + 21).
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6. Lemniscate

Fonctions trigonométriques

6.1. Définissons le sinus comme une fonction s(t) telle que s(0) = 0 et qui
satisfait a I’équation différentielle

s'(t) = /1 —s(t)? := c(t) (6.1.1)

La fonction ¢(t) sera appelée le cosinus. Ici t est une variable reélle, et on prend la
branche positive de racine, donc ¢(0) = 1.

Autrement dit, introduisons une fonction a(s) (arcsinus) par

? dz
a(s)z/o Vi (6.1.2)

On voit que a(s) est une fonction bien définie est monotone sur I'intervale 0 < s < 1,
et 0 < a(s) < m/2, ou le nombre reél 7 est défini par

1
s dz
— = — 6.1.3
A (6.1.3)
(I'integral converge en x = 1).

Donc, a : [0,1] — [0,7/2]. On définit s comme la fonction inverse s = a=! :
[0, 7/2] — [0, 1], elle est aussi monotone.

Par contre, (6.1.1) (avec la condition initiale) entraine que s(—t) = —s(t), donc
notre fonction est définie comme une fonction impair et monotone s : [—7/2,7(2)] —
[—1,1].

On rémarque que (6.1.1) implique:
s"(t) = —s(t), s (t) = —c(t), (6.1.4)
etc.
Le théoréme d’addition ci-dessous est fondamental:
6.2. Théoreme.
s(t+u) = s(t)c(u) + c(t)s(u) (6.2.1)
Démonstration. Soit f(t,u) = s(t)c(u) + c(t)s(u); alors
Of /0t = c(t)c(u) — s(t)s(u) = 0f/Ou,
donc il existe une fonction r(z) telle que f(¢,u) = r(t + u). En posant u = 0, on
obtient r(t) = s(t).

6.3. Corollaires.
s(t+7/2) =s(m/2 —1) =c(t)
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s(t) = et — m/2) = e(r)2 — t); c(t +7/2) = —s(t)
et 4+ u) = c(t)e(u) — s(t)s(u)
De I, on peut prolonger s, c en des fonctions R —» [~1,1] telles que
s(t+7) = —s(t); c(t +7) = —c(t)
s(t+2m) = s(t); c(t +21) = c(t)

6.4. Point de vue formel. On définit

12 =3" (1/ 2) i e Q]

‘ 7}
1=0

ou

1/2 B 1/2-(1/2—=1)-...-(1/2—i+1)
i) i
FEzxercices.
6.4.1. Montrer que (142) =27%, a,beN.

6.4.2. Déduire de (6.1.1) les développements de Taylor usuels pour sinus et
cosinus.

Fonctions lemniscatiques

6.5. Lemniscate est une courbe C' définie par la condition

C ={heR?|d(h,b1)d(h,bh2) =’}

Ici b1, ho sont deux points fixés d(?7,7) est la distance, ¢ est fixé.

Soient bl = (—CL,O), h2 = (CL,O), a > 0; h = (.’B,y); r= d<h70)7 0= (070)7 Ty =

d(bh,b;). Alors

2 2 2
rt=x" +y°,

r? = (z+a)® +y? =r°+a* + 2ax
ra = (z—a)® +y* =1’ +a*® - 2ax

2 ge récrit

Donc la condition r17r = ¢
r* +2a%r% + a* — 4a’2? = &4
Supposons que a = ¢ et 2a® = 1. Alors

272 = r? + ot

et

9y? = p2 — 4
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Nous considérons x,y comme des fonctions en r; donc
20z’ =71+ 2r°

2y’ =1 — 23

Soit s(r) la longeur de la lemniscate du point O jusqu’au point (z(r),y(r)), 0 <
r <1. Alors
s'(r)? =2’ (r)* +y'(r)*
Donc
(22y)*s"? = (22y)* (2" +y?) =
=2 (r+2r°)? +2%(r — 2r9)% =
P2 pd P2 4

= (r? 4 4r* + 4r%) 4

5 (r? — drt 4 4r%) = o4

D’un autre coté,
() = (7 + )7 = 1) = 41— 1),

d’on
(1-rHs? =1 ds _ !

6.6. Considérons une fonction

v at
a(x)z/o Vet (6.6.1)

Elle est bien définie et monotone sur I'interval [0, 1]. On pose

w 1 dt
— = 6.6.2
: / - (6.6.2)

(ceci est 'analogue de 7/2; donc w est 1’analogue de 27). (NB: 'integral converge.)
On peut, suivant Legendre, exprimer cette valeur en termes de la fonction I'. En

effet,
1 1
dt 1 —3/4 ~-1/2
= - U 1—u du =
/0 Vit 4 /0 ( )

B CIT(/AT(1/2)  JRD(1/4)
= B = s T T T/

En utilisant la relation

7T
I'z)['(1 —x) =
()1 - ) sin 7z’
(cf. 7.3 ci-dessous), on en déduit
7r
I'(1/4)I'(3/4) = =V2m,

sin /4
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d’ou
I'(1/4)°
w g
\ 2T
6.7. Lemme. On a -
F(a)'(1—a)=—
sin mwa

Preuve. Par la formule d’Euler

I'a)I'(1—a)=B(a,1 —a) = /0 2 N1 —2) %dx =

e o] a—1
:/ h du=1
o u-+1

Nous calculons la derniére intégrale par la formule de Cauchy, cf. [WW], 6.24,
Example 1. En effet, considérons intégrale

(2 = uf(u+1))

a—1

I(r,R) = / & dz,
C

(’I’,R) z + 1

ou C(r, R) est le contour
C(r,R)={r<z<R}U{z=Re"? 0<6<2r}U
UWR>z>r}U{z=re? 2r>60>0} =

=C1UCuC3UCy
Alors

2mi(a—1) ut”! i _ mi(a—1)
I(R,7) = + +(1—e* : du = 27mi Res,—_ 2mi-e™

A la limite

lim = lim =0,
r—0, R—oo Cs r—0, R—oo Cy

eﬂi(a—l) 271

1 _ e2mi(a—1)  g-mila—1) _ gmi(a—1)

d’ou
I =27

271 T

emie — e~ma  gin(ma)

6.8. Donc a: [0,1] — [0,w/4]. On définit le sinus lemniscatique ¢(t) comme
linverse ¢ = a~!: [0,w/4] — [0, 1].

On a a(¢(t)) = t, dott a'(B(1))¢/(t) = 1, i.e. ¢/(t) = a'($(1)) .

Donc ¢(t) est une unique fonction satisfaisant a ’équation différentielle

¢'(t) = /1— o(t)* = At) (6.8.1)
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avec la condition initiale ¢(0) = 0.

On pose
(t) = V1—0(t)% ¥(t) = V1+ (1)
donc 3
A(t) = p(t)p(t)
et ~
¢'(t) = v(t)v(t) (6.8.2)
Ensuite,
: 29(t)9'(t) 7
t) = ———————= = —o()Y(t 6.8.3
vit) = = o) P(t)h(t) (6.8.3)
Enfin, 3
V() = d(t)Y(t) (6.8.4)
6.9. Prolongement a ’argument imaginaire. Faisons dans (6.8.1) un changement
de variables t = iu, et remarquons que d/dt = —id/du:
dg(in) —
=g = 1 — ¢(iu)
Donc, ¢(u) := —id(iu) est une seule fonction qui satisfait & Péquation différentielle

¢ (u) = \/1 = d(u)*

et & condition initiale ¢(u) = 0. Il s’en suit que

i.e.
Donc 3 3
P(it) = (1), ¥(it) =¢(t), Ait) = A()
6.10. Théoréme d’addition.

P(t)A(u) + ¢(u)A(t)

) = T SR

Démonstration (Abel). On désigne le second membre par x(¢,u). On a

Ox _ 9 [o)p(u)p(u) + (w)p(t)y(t)
$(u)?

ot ot 1+ ¢(t)?
) + B(u)y ()9 (1)

¢ (£ (w)dh(u) + d(u)y’ (£)9(t
1+ o(t)?¢(u)
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d’ou
A+ B = 2(6(t)%b(u)? + ¢(u)>(t)%)

Il s’en suit que
WXty = Do)
d’ou
Ox _ 9x
ot  Ou
Comme une conséquence
x(t,u) =r(t+u)

pour quelque fonction r. En posant u = 0, on obtient r = ¢.
Ceci prouve le théoreme d’addition.
6.10.1. Corollaire.

2¢(v)A(u)

Pt ) =0l =) = S Pewy

- _ 20((a—=B)/2)A((a+B)/2)
K =) = T (= B 2P el(a+ B))27




6.11. Ezercice. En déduire que:

Y1) (u) — S(6)P(w)d () (u)

A S ORI
~ DOB() + S8 ()Y (w)
Y = T 0 w?

Démontrons par exemple la premiere formule. On a
Y(t+u) =1— ¢t +u)’ =

 B0AW) £ owAW)? S
=L T e LT

x {1+ 20(t)*¢(w)* + ¢(t)*d(u)*~
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—0(1)2(1 = ¢(w)") — ¢(u)* (1 — d(1)") — 20(t)y (w)(w)p(u)e(t)(t)}

D’un autre coté, le carré du membre droit sera

(L+ ¢(6)*¢(w)*) ™% x {(1 = ¢(t)*)(1 — p(u)*)+

+(8)20(u)*(1+ (1)) (1 + &(u)?) — 20(8) ()t (w) b ()t (£) (1)}

Il est aisé a voir que les numérateurs sont égaux, d’ou I’assertion.

6.12. Périodes. Par définition,
d(fw/4) = £1; ¢(Fiw/4) = +i

d’ou

Y(Hw/4) = Alfw/4) = 0, (tw/4) = V2
P (Fiw/4) = A(Fiw/2) = 0, ¥(Liw/4) = V2
Le théoreme d’addition nous fournit
Bt +w/4) =+ P(1)/9(t)
Bt +iw/4) = i (t) /(1)
Il s’en suit que
pw/d+t) =p(w/d—1), ¢liw/4+1t) = diw/4—1t)

En faisant u =t + w/4 (resp. u =t + iw/4) on obtient

P(u+w/2) = =¢(u), p(u+iw/2) = —¢(u),

d’ou
d(u+nw/2 + miw/2) = (=1)""¢(u) (m,n € Z)

En particulier, ¢(t) est périodique, avec deux périodes, w et iw.

(6.12.1)

(6.12.2)
(6.12.3)

(6.12.4)

(6.12.5)

(6.12.6)

(6.12.7)

(6.12.8)
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6.13. Ezercice. Prouver que (1+1i)w/2 et (1 —i)w/2 sont deux périodes de ¢(t).

6.14. Zéros et poles. Par définition, ¢(0) = 0 et ¢'(0) = A(0) = 1, donc 0 est
un zéro simple de ¢(t). Il découle que tous points du réseau

Z=7 (w/2)®ZL- (iw/2)

sont des zéros simples de ¢(t).
Par contre, d’apres (6.12.2 - 4), le point w/4 + iw/4 est un pole de ¢(t), et il est
facile a voir que c¢’est un pole simple. Donc tous points du réseau

P=w/d+iw/i+Z={(n+1/2) - w/2+ (m+1/2)iw/2| m,n € Z}

sont des poles simples de ¢(t).
Théoréme. Ce sont tous zéros et poles de ¢(t).

Preuve (Abel). Le comportement réel des fonctions ¢(t), 1(t) et ¥(t) est clair
de 6.12: pour t € R on a:

—1 < ¢(t) <1 les zéros sont nw/2, n € Z, il n’y a pas de pdles;
—1 < 4(t) <1 les zéros sont w/4 +nw/2, n € Z, il n’y a pas de poles;
1 <9(t) <+v2il 0’y a pas ni de zéros, ni de poles;

Dans le domaine complexe, on utilise le théoreme d’addition:

blatif) = LOAB) + A@IB) _ H(Q)A(B) +iA(@)9(H)
1+ ¢(a)?(if)? 1= ¢()?¢(6)?

Zéros: si z = a+if est un zéro de ¢(t) alors

P(a)A(B) =0 et Ala)p(B) =0

Si ¢(a) = 0 alors A(a) # 0 donc ¢(8) =0, donc z € Z.

Si A(B) = 0 alors ¢(8) = 0 donc f = w/4+nw/2; alors ¢(8) # 0 donc A(a) =0,
d’ou z € P; mais on sait déja que dans ce cas z est un pole.

Poles: si 2 = o+ if3 est un pole, alors 1 = ¢(a)?¢(B)?, d’ott z € P, qged.
6.15. Ezercice. (a) Trouver tous zéros et poles de 1 (t) et de 9)(t).
(b) A TI'aide de 6.10.1 (b), résoudre I'équation ¢(a) = ¢().



§7. Multiplication complexe

7.1. Exemple.

P(2t) =

1 6(0)? — gt

2(1+ 9(?) _

1+ o(t)4
12602 - o(1)*

1+ o(t)*

De méme,

()24 ()22

»(2t) =

1+ o(t)

_ 1+20(8)% — 6(t)*

1+ ¢(t)*

d’ou

A(Qt) — (1 — ¢(t)4)2 — 4¢<t)4 —

(1+ (1))
_ 1-60(t)" +o(t)°

(1+¢(t)4)?

Ensuite,

d((24+19)t) = p(2t +it) =

Posons z := ¢(t). On aura:

P20 A(t) =

P(2H)A(t) + ig(t) A(2t)
1 —¢(2t)%¢(1)*

2z(1 — z4)

14 24

1 — 62t + %)

o)A@y =i 2L

donc le numérateur:

(14242 7

B(20)A(H) + i (1) A(2¢) =

(1 + x4)?

Le dénominateur:

1= o(2t)6(t)* =1—x

2(1 — 2%) +i(1 — 62* + 2%)

2
g4

2+ i — 6ixt + (=2 + i)t

(1+ x4)?

(1—=2*) 1-—2z*+ 528

(I+a5? — (L+at)

47
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Donc . ( )8
241 —6ix* 4+ (—2+1)x
24+4)t) =
Ona 1—2¢ 14+ 2¢
1 —2a+ 5a% = 5(a + — 5_ Z)(a—i—_ ; Z)

Par contre, les racines de 1'équation 2 + i — 6ia + (=2 + i)a® = 0 sont:

it /99— (2+i)(—2+1)
1,2 = 2 -

C3ikV—4 i+2
=244 5

i(i+2) 1-2

(3i%2i), ap = ——— = ap=1-2

D’ou )
1—2

2414 —6ia+ (—2+1i)a® = (i — 2)(a — 1 + 2i)(a — 5

)

Il s’en suit que
1—2i—2*
x :
=14 (1 —24)z?

o((2+1i)t) = —i

7.2. FEzercice. Montrer que

3 — 6¢(x)* — ¢(x)®
—1—66(x)* + 36()8

¢(3r) = —¢(x)

7.3. Rappelons qu'un nombre m = a + bi € Z][i] est appelé impair s'il satisfait
aux conditions équivalentes ci-dessous:

(i) m est premier a 2;

(ii) 1 4 4 ne divise pas m;

(iii) @ + b est impair

(Exercice: montrer I’équivalence.)

Chaque nombre impair est congru & 'unique ¢, 0 < v < 3 modulo (2 + 2i). m
est appelé primaire si m =1 (mod 2 + 2i).

7.4. Exercice. Classification "fine” des nombres impairs. Soit m = a+bi impair.
Il y a 4 possibilités. Montrer que:

(1) m = a+ bi est primaire ssi a = 2a’ +1, b =2V, a,,b' € Z et o’ + b est pair;
(2) m=—1 (mod 2+2i) ssia=2a"+1, b=2V, a,/, b € Z et o'+’ est impair;
(3) m=i (mod 24 2i) ssia=2a", b=20 +1, a,/,b € Zet a +b est pair;

(4)

m
4)m = —i (mod 2+427) ssi a = 2a’, b=20+1, a,/,V € Z et a’ +1 est impair.

Le théoreme suivant généralise I’exemple 7.1.
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7.5. Théoréme (Abel). Soit m = a + bi impair, p = N(m) = a® + b* = 4k + 1.

Alors
_ Pl
omt) = o(t) gty (75.1)
ou P(2),Q(z) € Z][i][z] sont des polynomes de degré k, Q(0) = 1.
Preuve (sketch). Posons
s(t) = o({(1 +i)w/2} - 1) (7.5.2)

Cette fonction a comme réseau de périodes A :=Z[i] = Z D Z - i. Les zéros de s(t)
sont Z[i] et ses podles sont 1/2 + Z[i]. 1l suffit de démontrer I’assertion du théoreme
avec ¢(t) remplacée par s(t).

(a) Tous d’abord, on prouve par récurrence, a ’aide des formules d’addition que
s(mt) = s(t) =——~

avec U(u), V(u) € Z[i][u] et V(0) = 1.

(b) Soit W (u) le pged de U et V' dans Q(¢)[u], donc U = WU', V. = WV".
Ecrvons W = ¢(W)W', V' = ¢(V)V"”. On a 1 = ¢(U) = ¢(W)e(U'), donc V' =
W'V avec W' V" € Z[i][u],c(W') = ¢(V") = 1.

De plus, 1 =V (0) = W’(0)V"(0), donc on peut supposer que W'(0) = V"(0) =
1.

On peut supposer que P, sont premiers entre eux dans Q(i)[u]. Il s’en suit
qu’ils ne peuvent pas avoir une racine commune [ € C (utiliser Bezout).

Les racines de P sont les racines de ¢(mt)/¢(t) qui sont ¢(a/m) oul a parcourt
un systeme de representants de A/mA — {0}. On a

Card(A/mA) = N(m)

(exercice). D’un autre c6té, on montre, en utilisant (6.10.1) (b) que toutes valeurs

$(a/m) sont distincts et que toutes les racines sont simples, d’ott deg P(u*) =
N(m) — 1.

De méme, les racines de Q = poles de ¢(mt)/¢(t) =
={o(B/m)|B € (1/24+ A+ mA)/mA} =8
d’ott deg Q(u*) = Card(S) = N(m) — 1.
7.6. Exercice. Vérifier le théoreme pour p = 13 = 32+ 22, m = 3 + 2i.
Réponse:

P(z) 342+ (7—4i)z+ (=11 +10i)2% 4 2°
Q(z) 14 (=11 +10d)z + (7 — 4i)22 + (3 + 2i)23

(7.6.1)

7.7 Ezercice. Vérifier le théoreme pour m € Z.
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7.8. Posons = := ¢(t), y = ¢(mt). Alors do = ¢'(t)dt = V1 —z*dt, dy =

my/1 — y*dt, d’ou

_ %y, 9T
V1—yt V1=t

dy V1—y?
—_— =N —
dx V1—az?

7.9. Ezercice. Montrer que y(x) satisfait a I’équation différentielle

ou

(1—2)y” — 223y +2m?y> =0
(comparer avec 2.23).
On a y,—¢ = yt=0 = 0, donc (dy/dx),—o = m. Il s’en suit que

m+ Azt + ..+ Aga?® P(z%)
=z =z
4 1+ Bzt + ...+ Braxts Q(z*)

(7.9.1)

7.10. Faisons une substitution v = y=!, v = 271, Alors du/dv = —(2?/y?) -

(dy/dz), d’ou
dv

y41—x4_m 1— vt

donc

du Vv1—ut

ey A

dv 1 — 4

ou le signe (—1)" sera déterminé plus tard. Posons w = (—1)*u. Alors la fonction
w(v) satisfait a 1’équation différentielle

dw _m\/l—w4

dv V1 — vt

De plus la valeur v = 0 correspond & x = oo, i.e. par exemple a t = w/4 + iw/4.
Dans ce cas
y = op(m(w/4+iw/4)) = oo

(m étant impair), d’ott w(0) = 0. Il s’en suit que w(v) = vP(v)/Q(v).

Or, par définition,

W) = (1)),
don Qw)  P()

D5y = Q)
D’ici

Bj=(-1)FAy—j, j=0,... ,k (7.10.1)

Pour déterminer le signe, on utilise



51

7.11. Ezercice. Si a,b € Z,

é((1+ 2a + 21)2‘)%) — (—1)atb

Maintenant si m = 1 + 2a + 2bi, substituons dans (6.17.1) t = w/4, donc = =
d(w/d) =1, y = ¢(mw/4) = (—1)%°; en tenant compte de (6.18.1), on obtient

a+b __ ZAJ _

D= > B

(=1D)*
7.12. Corollaire. Soit m = a + bi primaire, donc (cf. 7.4) a = 2a’ + 1, b =
20, o',/ € Z et o’ + V' est pair. Alors dans 'expression (7.5.1)

m+ Azt + .+ A2t 4 P P(x*)
=z
1+ Ag_1x+ ...+ Ajzth—4 4+ matk Q(z?)

y=¢(mt) =x

|
—~
~
—_
o
—_
~—

ou z = ¢(t).

7.13. Théoréme (Eisenstein). Soit m = a + bi primaire; supposons que m est
premier dans Z[i] et que N(m) = p = 4k + 1 premier dans Z. Alors tous les
coefficients A; sauf Aj sont divisibles par m.

Démonstration. Introduisons la notation

Donc
Uz) = Aoz 4+ Arx® + ...+ Ap_12P7 1 + Apa?, Ag=m

V(z) =1+ Biaz* +...+ Bpa?™?

Par hypothese
V1-=U4/v4
@:V_Q(U’V—le)zm—/ ,
dx N

d’ou

JVE_[J4
Uv -uv' = m% =:mT(x) (7.13.1)

D’un part, le membre gauche de cette égalité appartient a Zl[i][z], donc T(z) €
Q()[x]-

D’autre part, V4 — U* € Z[i][x] est un polynome avec (V* — U4)(0) = 1 tel que
(VA —U*)(x) = 0siz* =1 (cf. de 7.16), donc il est divisible par 1 —x* dans Z]i][z]
(sic!). Autrement dit, 7% € Z[i][x] et T(0) = 1.

Donc on a ¢(T?) = ¢(T)? C Z[i], d’ou ¢(T) C Z[i], donc T(x) € Z][i][x]. Donc
d’apres (6.21.1) tous coefficients de U’V — UV’ sont divisibles par m. Or:

U'x) = Ag +5A12* + ...+ (p— 4)Ap_12P° + pApa?™?
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et
V/(.’,E) = Bl -+ 4BQ.’£3 + ... s
d’ou ‘
U/V — V/U = Z Cj$43 = AO + (5A1 — 314031)1’4 + ...
J
On a C; =(4j+1)A; +.... Donc par récurrence m | (45 + 1)A; pour j < k.

Or m est premier a 45 + 1 pour j < k. Car sinon, 45 + 1 = mn; en passant aux
normes (45 + 1)? = pN(n), donc p = 4k + 1|(4j + 1) - impossible.

Donc m | A;, cqfd.

7.14. Remarque. La meéme conclusion reste vraie pour le nombres premiers
réels, m = 4¢ + 3 (Eisenstein), mais la démonstration précédente ne marche pas (a
la fin); il faut une autre.

7.15. Corollaire. Sous les hypotheses 7.13, le polynéme P(z*) € Z[i][z] est
irréductible.

Grace a critere d’Eisenstein 3.5.

7.16. Théoréme (Gauss) Soit m = a + bi premier et primaire, p = mm =
(a +bi)(a —bi) =4k + 1. Alors

m = (—1)k (2:) (mod ) (7.16.1)

Démonstration (Eisenstein). Posons pour briévité

[:=(-1)" (2:) (7.16.2)

Considérons y dans (7.12.1) comme une série formelle en z:

=2 Eii = 13+ c52® + con® + ... = R(x) € Z[i][[x]

Donc on aura U = RV. D’apres 7.13, U = 2P (mod m), V =1 (mod m), d’ou
R(z) = 2P (mod m) (7.16.3)
Autrement dit, ¢, =1 (mod m) et c4;41 =0 (mod m) pour i # k.
Il s’en suit que dR/dx = 0 (mod m).
Considérons la série m~tdy/dx = m~1dR/dx € Z[i][[z]]. On a

La congruence (7.16.3) entraine:

1-R(x)* _1—a" _ (1—a')P
1—2¢ 1 —2at 1—z4
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De la, on déduit que

1 — 4

R _R;? =(1- m4)(p_1)/2 = (1 —2%)%* (mod m)
(utiliser 6.4.1). Autrement dit,

1
E% = (1 —2%)*" (mod m)

4k

Le coefficient & x4 = 2P~ & gauche est m~'pc, = mc, = m (mod m).

D’un autre coté, le coefficient & z** & droite est (—1)¥(2F) = T. 1l s’en suit que
k q

m =T (mod m)

La congruence cherchée (7.16.1) est sa conjuguée complexe.

7.17. Corollaire (Gauss) Sous les hypotheses 7.19,
2a =T (mod p)

Exercice.
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68. Réciprocité biquadratique

8.1. Exercice. Soit L un groupe abélien libre de rang 2 avec une base {ej,es}

(un réseau). Soit
a b
= ()

une matrice avec a,b,c,d € Z et A :=det A # 0. On pose
8/1 = ae1 + besy, 6/2 = ceq + des

L'=7Z ¢ ®Z ey CL

Le but de cet exercice est de montrer que le groupe L/L’ est fini et
Card(L/L") = |A| (8.1.1)

On utilisera ”la méthode de Gauss”.

(a) Montrer que les transformations suivantes de la matrice A ne changent pas
les deux membres de (8.1.1): la permutation de deux lignes; un remplacement d’une
ligne ¢; par ¢; + kl;, ou i # j et k € Z.

Par contre, si ’on multiplie une ligne par un nombre entier k, les deux membres
de (8.1.1) se multiplient par |k|.

(b) Montrer qu’on peut obtenir par une suite de trasnformations (a) de la matrice
A une matrice triangulaire
, a v
A =
(o @)

(¢) Prouver I’assertion en cas de matrices triangulaires, et conclure.
8.2. Prenons pour L l'anneau des gaussiens R = Z[i] avec la base {1,i}. Soit
m = a+ bi # 0. Alors
L':=mR=7Z (a+bi)®Z- (—b+ ai)

Donc

Card(R/mR) = det <_"b ’ ) — &+ b = N(m)

8.3. Supposons maintenant que m = a+bi est premier impair avec a, b différents
de 0; donc
Nm)=a*>+b*=p=4k+1

est une nombre entier premier. Donc F' := R/mR est un corps dont le groupe
multiplicatif F* = (R/mR)* est d’ordre N(m) — 1 = 4k.

Le composé
R* = {£1,+i} = py — F* — F*/F*!
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est un isomorphisme, et I’on identifie F*/F** avec py, d’oti le caractere

Xat (R/mR)* — pa, x(z) = 2*

Maintenant on peut définir le symbole de Legendre biquadratique. Etant donné
n € R premier a m, on pose

<£) = y4(n mod(mR)) = (n mod(mR))Nm-1/4

8.4. Théoreme (loi de réciprocité biquadratique) (Gauss). Soient p,v € R
premiers primaires. Alors

(K) ()N -1/ (H)
/4 V/)a

Variante d’une preuve de la réciprocité quadratique

8.5. FEzercice. Une formule surprénante. Montrer que

(sinz + siny)(sinz — siny) = sin(x + y) sin(z — y)

8.6. Rappelons (cf. 2.22) que l'on a:

sin(mz) (/2
Sn(2) = (—4)m-D/2 all (sin? 2 — sin?(2ma/m))

pour m € N impair. En remplacant x par 27z,

. (m—1)/2
sin(2mmx m— . .
W = (—4)(m=b/2 H (sin?(27z) — sin®(27a/m)) =
a=1
(m—1)/2
= (—4)(m=1/2 H sin(27x — 2ma/m) - sin(27x + 2wa/m) (8.6.1)
a=1
On pose:

s(z) := sin(27x)
Donc s(z) = s(x + 1). Alors on obtient:

(m—1)/2 (m—1)/2

Si@i):(—@(m—n/? [T s@-a/m)steta/m)= (42 [  f(z,a/m)

a=1

f(z,y) == s(x+y)s(z —y)



56

8.7. Soit p premier entier impair, n premier a p. Rappelons ”le lemme de Gauss”

(cf. 2.25):
(2)- 17 “ent
p) o sla/p)
on M C {1,2,...,(p — 1)/2} est un sous-ensemble arbitraire ayant la propriété

M]_I(_M) = {1727 7<p_ 1)/2}
Soit £ un deuxieéme nombre premier impair, différent de p. Alors on aura:

a=1

(p—1)/2 (p—1)/2
:(—4)(4’—1)/2-(1?—1)/2 H H f(a/p,b/0)

a=1 b=1

Maintenant la réciprocité quadratique est une conséquence immédiate de I’identité

Encore quelques propriétés des fonctions lemniscatiques

8.8. Lemme. ¢(z) est une fonction holomorphe.
Exercice (vérifier les équations de Cauchy - Riemann).
[Solution. On a:

o(x)Aliy) + Alx)pliy) _
I+ o(2)20(iy)?

_ 9(@)AY) +iA(@)d(y)
1= ¢(2)?¢(y)?

On rémarque que v(z,y) = u(y, ).

¢z +iy) =

= u(x,y) +iv(z,y)

Il nous faut vérifier les équations de Cauchy - Riemann:

ou  Ov ou ov

dr oy 9y  ox

Rappelons (cf. 6.8): ¢'(x) = A(x),

De la:

ou _ A(@)Ay)(1 = 6(@)*¢(y)*) + 20(2)A(y) A(z)p(2)P(y)*

Ox (1= o(x)?¢(y)?)?



57

1+ ¢(x)*¢(y)*
(1 —¢(z)?p(y)?)?

On note que vl (x,y) = ul.(y,x), d’ou il vient:

= A(@)A(y) -

U;(x7y> - ulw(yv CL’) - u;(ac,y),
la premiere équation de Cauchy - Riemann. De méme,

ov _ —2¢(2)°¢(y) (1 — ¢(2)°d(y)?) + 2A(2)d(y)p(2) A(2) p(y)?
Oz (1= o(2)?6(y)?))?

—0(@)% + 6(2)6(y)* + (1 — ¢(2)) o (y)
(1= ¢(x)%¢(y)?)?

o(y)* — d(x)
= 26(2)9(y) - (1 — ¢(2)20(y)?2)?

= 20(x)o(y) -

On voit que v)(z,y) = —v,(y, x), d’ol:
u;(x7y> = U;(y,l’) = —U;(x,y),

qed.]
8.9. Lemme. On a: (a)

LU, AW
o wt) = S5 6t +ie/) =iy = s
(b) 8
Y(t+w/4) = _\/ﬁfgf):f((tt)l’ Y(t+iw/4) = \/51 _wgf()t)z
(c)
Dt 4+ w/4) = flffbg el Dt +iw/4) = ﬂfg)ﬁigl
Exercice.
8.9.1. Corollaire.
()t + (1 £ i)w/4) =

Exercice.
8.10. On pose s(t) := ¢((1 —i)wz/2).

Lemme. (a) s(t) est une fonction avec le réseau des périodes L = Z[i] et dont le
diviseur est

(s) = (0) + (01 +4)/2) = (1/2) = (i/2),

c’est-a-dire les points z = 0 ou (144)/2 modulo L sont des zéros simples, les points
z=1/2 oui/2 modulo L sont des poles simples de ¢(z), la valeur de ¢(z) en autres
points et finie et différente de 0.
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(b) On a:

s(iz) = is(z); s(2)s(z—1/2) =1i; s((1+14)/4) =1

Le théoreme suivant est ’analogue de (8.6.1):

8.11. Théoréme. Soit v € Z[i] impair,

*

v=c¢€, mod(2 — 2i), €, € uy = Zli]

Alors
s(vz) =€, H s(z —a/v) (8.11.1)

a€Zli]/(v)
Démonstration. Le diviseur de la fonction s(vz) est
> {(a/y) + (/v + (1 +1)/2) — (/v —1/2) — (a/v + i/2)}
a€Zli]/(v)

(expliquer pourquoi; on utilise que (v, 14+i) = 1), tandis que le diviseur de s(z—a/v)
est
(a/v) + (a/v + (1 +19)/2) = (a/v =1/2) = (a/v +i/2)

11 s’en suit que le quotient de deux membres de (8.11.1) est une constante, par le
théoreme de Liouville:

s(vz) =46, H s(z —a/v)

a€Zlil/(v)
Il reste & montrer que 9, = €,.
Posons v = (1 4 4)/4. Alors:
s(v+a/v)s(y—ia/v) = —is(y+a/v)s(iv+a/v) = —is(y+a/v)s(y+1/24+a/v) = 1

Il existe un sous-ensemble M C Z[i]/(v) —{0} tel que Z[i]/(v) = {0} [[ M [[(—iM).
Puisque s(y) = 1, il s’en suit que

[T stv+a/v) =1,

(e

d’ou §, = s(vy). Or,
s(vy) = sy + (v —e)y)
Ona (v—e,)y€(2—2i)(1+14)/4-Z[i] = Z]i], d’ou

sy + (v —a)y) =s(ar) =as(y) =6,

qed.

Lemme de Gauss
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8.12. La discussion ci-dessous est completement analogue a 2.18 - 2.19.

Soit v € Z[i] premier impair; F, = Z[i]/(v) le corps quotient. Il esxiste un
sous-ensemble N C F tel que

Pour € I, t € N, on pose:

pt = ey(p)ty, ex(p) € {£1, +i}

Sit # t' alors t, = t),, car sinon, on aurait ¢t = i, contrairement a I’hypothese
sur N.
Donc pour p fixé, ¢ + t,, est une bijection N — N.

8.13. Lemme. Pour u € Z[i] premier a v,

() = et

teN

Démonstration. En effet,

pNODATT £ = T (ut) =

teN teN

= [T eetmtu = TT o) TT tw = [T et T %

teN teN teN teN teN

Y _  (Nw)-1)/4 _
(V)4 p [T e,

teN

cqfd.

Maintenant on peut prouver, avec Eisenstein, la réciprocité biquadratique. On
commence par un corollaire a 8.13:

8.14. Lemme. Sous les hypotheses de 8.13,

(4),-11 5%

En effet,

or, ut = e (u)t,, d’ot

s(ut/v) = se:(p)tu/v) = er(p)s(tu/v)
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Il s’en suit que

T exte = [T 22) _ stu/v)

pes LSt fv) = s(tv)
qed.

8.15. Maintenant supposons que pu, v sont les deux premiers et primaires, i.e.
=1 mod (2 — 2i), et v # p. Alors, en utilisant 8.11,

AN s(ut/v) [ocr, s@t/v—a/n) .
(V)4_H s(t/v) _H s(t/v) _H H (t/ /1t)

teN teN teN aGF*

3

Choisissons un sous-ensemble N' C F)} tel que F; = [[,_,i*N’, et posons

3
fzy) = 1] st@—i)
a=0

Alors:

I1 stt/v—a/m = T £t/ —1t/m,

acky t'"eN'
donc

(£) =TI TI strv=am =TI I /vt

teN aeFy teN t/EN'

Puisque f(x,y) = —f(y, ) (vérifier), si 'on échange dans la derniére expression v

avec jt, on gagne le signe (—1)NVW)=1)/4WN)=1)/4 " ce qui prouve le théoreme.

8.16. Enoncer et prouver le théoreme pour pu, v pas necessairement primaires.
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