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84. Fonction I'

4.1. On définit
[(s) = / e 5 ldt = / e’tts7, R(s) >0
0 0

FEzercice. Montrer que I'(s + 1) = sI'(s) et I'(n) = (n — 1)! sin € N.

A partir de 'équation fonctionelle (la premiere formule), définir le prolonge-
ment analytique de ['(s) a une fonction méromorphe sur le plan complexe avec
les seuls poles simples en s =0, —1, —2, ... Calculer les résidus en ces points.

La fonction Beta d’Euler est définie par
1
B(s,t) = / N1 —2) e, R(s),R(t) >0
0

4.2. Théoréme.
L(s)T(t)

['(s+1)

FExercice. Démontrer cette formule pour s,t € N.

B(s,t) =

Démonstration du théoréme (Jacobi, cf. [J]). On a

/ / e LY 0 1 b 1d.§L’dy

On fait le changement de variables z4+y = r, x = rw, donc 0 <r < 00,0 <w < 1
et dedy = rdwdr, d’ou

[(a)T'(b) = /01 w* (1 —w)" dw /OOO e "2 dr = B(a,b)T'(a + b)

4.3. FEzxercice. Rémarquons que

PR _ tin
o= i (=0
d’olt .
['(s) = lim (1- E)nts’ldt (4.3.1)
n— o0 0 n

(pour une preuve, cf. 4.3.1 ci-dessous).

En déduire I'(s) comme une valeur limite de B.

En effet,
" ty\n s—1 _
/0 (1- ﬁ) et =



(u=1t/n) 1
Sy

Pour n € N on a

L !
n!
B(n+1,t :/ 1 — o) dv =
( ) 0 ( ) tt+1)-...-(t+n)
et cela est vrai pour tous t # 0, —1,... —n (prouver!)
Il en découle que
n!
['(s) = lim n*B(n+1,s) = lim n°® =
<) n—00 ( ) n—00 S(S—l—l)(S—Fﬂ)
—1)!
= lim »* (n—1) (4.3.2)

(formule d’Euler - Gauss).

4.3.1. Ezercice. Preuve de (4.3.1). C’est une conséquence du Théoreme de
convergence monotone.

En effet, posons
T n
w)=0—=—=1] 2215,
() = ( n) [0.n]
On affirme que f,(z) < f,41(x) pour tous x. C’est une conséquence du

Lemme. fn(z) < foi1(z) pour tout 0 < x < n.

Preuve. Fixons un z > 0. Considérons la fonction ¢(y) = (1 — z/y)¥ définie
pour y > x. Il suffit de montrer que

Y(y) = log ¢(y) = y(log(y — =) — log(y))

est croissante. On a

¥'(y) =logly — ) ~ logly) — ——

Le théoréme des accroissements finis appliqué a la fonction log(y) sur U'intervale

[y — x,y] nous dit qu'il existe ¢, y —x < ¢ < y tel que

1
log(y — ) —log(y) = - -z,

d’ou ¥/'(y) > 0. O
4.4. Ezercice. Calculer I'(1/2).

Solution. On a

I'(1/2)? = % = B(1/2,1/2)
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Par définition,

B(1/2,1/2) :/1 V21— 2)Vdr =

1
du
=2 ——— = 2arcsin 1 =,
/0 V1—u?
d’ou

[(1/2) = /OOO e e V2dr = /7

On rémarque que

/ e T2y = 2/ e du = / e’”gdu,
0 0 —o0

/ e du = /7

o0

donc

(I'intégrale de Poisson).

4.5. Théoréme. On a
T

T(@)(1 - a) =

sin ma

Preuve. Supposons d’abord que 0 < R(a) < 1. Par la formule d’Euler

I'(@)'(1—-a)=B(a,1 —a) = /o 211 — )z =

00 a—1
:/ Y dqu=1
0o u-+1

(x =u/(u+1))

Nous calculons la derniére intégrale par la formule de Cauchy, cf. [WW], 6.24,

Example 1. En effet, considérons intégrale

I(r,R) :/ dz,
cmpr #+1

ou C(r, R) est le contour
C(r,R)={r<z<RYU{z=Re” 0<0<2r}U
UWR>z>r}U{z=re? 20 >0>0} =
= Cl U CQ(R) U Cg U 04(’/‘)
Alors

) R ua—l Za—l

I(R,7) :/ +/ +(1—62’”(“_1))~/ du = 2mi Res,—_4
Oy Ca , 1 z+1

U+

= 2mi-e

wi(a—1)



A la limite
lim = lim =0
R—o0 CQ (R) r—0 C4 (T’)
grace a I'hypothese 0 < £(a) < 1, d’ou
emle-) 27i
1 — e2mi(a—1) = p—mi(a—1) _ emi(a—1)

I =2mi-

B 21 o

emia — e~ma  gin 7q

Ceci prouve 4.5 sous I'hypothese 0 < R(a) < 1; le cas général s’en suit, puisque
les deux cotés sont des fonctions méromomorphes de a.

4.6. Soit

/1 dt
w=4
o V1—1tt
Montrer que w = ['(1/4)?//27.
4.7. FExercice: intégrale de Hankel. Considérons l'intégrale
(0+)

I(s) = / (=) te tdt

e}

Ici fo(fﬂ = [, ot C' désigne le chemin suivant:

C={oo>t>efU{t=ce” 0<0<2r}U{e<t <00} =

=Cructucs (4.7.1)
En plus,
(_t)sfl — e(sfl)log(ft)

Y

ou log(—t) désigne la branche du logarithme qui prend les valeurs réels pour t
réel négative.

(i) Montrer que

I(s) =—2i simrs/ t5 e dt
0

si R(s) > 0. (Noter que —t = te™"™ sur C.F, —t = te'™ sur C.).

I(s) = -t / " et

2isinms J o

Donc

On note que I(s) est bien définie pour tous s € C, c’est une fonction entiere;
donc on obtient (encore une fois) une définition de I'(s) comme une fonction
méromorphe sur C, avec les seules poles simples en s € Z<.



(ii) En déduire que

1 1 [OoD -
S —t) et
T(s+1)  2m /Oo (=)

Prendre dans cette formule s = n € N, remplacer le contour fo(c?ﬂ par un cercle

autour 0, et comparer avec le developpement taylorien de e,

4.8. Ezxercice: formule de rédoublement (Legendre). En employant la formule
d’Euler - Gauss (4.3.2), montrer que

m/20(2s) = 227 (s)T(s 4 1/2)

Idée. Considérons la fonction
25710 (s)I(s +1/2)

¢(5) - F(QS)
Remplacez I'(s) et I'(s + 1/2) par l'expression (4.3.2), et I'(2s) — par
2n —1)!
lim (2n)* (2n — 1) ;
n—c0 25(2s+1)...(2s+2n—1)

en déduisez que ¢(s) ne depend pas de s. Faitez s = 1/2 pour conclure.



85. Sommes de Gauss et de Jacobi

5.1. Caracteres. Soit p un nombre premier. Un caractere (multiplicatif) de
F, est un homomorphisme x : F; — C*. Pour chaque z € F,, x(z)’~' =
x(zP7') = x(1) = 1, donc x(z) est une racine (p — 1)-iéme de I'unité. Il s’en suit
que

X(@)™t = x()
On désigne par e le caractere trivial, e(z) = 1 pour chaque z € IF;.
On pose x(0) =0si x # e et e(0) = 1.

Le groupe F, étant cyclique d’ordre p — 1, les caracteres forment un groupe
cyclique X (Fy) d’ordre p — 1 (expliquer!).

Suivant 'usage, on dit que x et d'ordre a si x* = e et x* # e pour 1 < b < a.
Onaal(p—1).

5.1.1. Exemple. Le symbole de Legendre

! . +1
(E) p_){ }

est un caractere d’ordre 2 (p > 2).

5.1.2. Emercices. (a) Pour chaque » € F;, o # 1 il existe xy € F; tel que

x(x) # 1.
(b) >per, X(z) =0six#eetpsixy=e.
(0) Yrexqy x(@) =0siz#F;—{1}etp—1siz=1
5.2. Sommes de Gauss. Soient ¢ = *™/? a € F,, x € X(F3). On définit

ga(x) = > x(x)¢™

z€F,

Par définition, g,(x) € Q(¢p, (p—1)-

5.2.1. Ezercice. g,(x) = x(a)lgi(x) si x #eeta#0. Sia=0et y # e ou
a#0et x =e, alors g,(x) = 0. Enfin, go(e) = p.

On désignera g(x) := g1(x)-

5.3. Théoreme. Si x # e, alors |g(x)| = \/P-

Considérons la somme S = > [g.(x)[*. Il est clair que |g.(x)]* = |g(x)|* si
a # 0; puisque go(x) =0, on a S = (p — 1)|g(x)|*



Par contre,

190017 = 92009200 = > x(@)x(y) ¢*“Y,

:B7y

donc

S=> x@xW))_ ¢ =p > x@)x@) d@y)=p Y Ix@)]*=pp-1),

d’ou le théoreme.
5.3.1. Enoncé équivalente. On a
9(x) = x(=1)g(x)
(exercice). Donc le théoreme nous dit que

9(x)g(x) = x(=1)p

Par exemple, si x est d’ordre 2, alors Yy = x, donc g(x)? = x(—1)p; on a déja vu
cela.

5.4. Sommes de Jacobi. Soient x,x" € X(F;). On définit
TOGX) =Y x(@)X (1 —a) € Q¢y1)
a€clFy,
Il est clair que J(x,x') = J(X'5 x)-
5.5. Théoréme. (a) J(e,e) =p
(b) J(e,x) =0six #e
(€) JOox™) = —x(=1)six # e
(d) Six, X', xx" # e, alors

En particulier, |J(x, x")| = /-
(a) est trivial; (b): exercice.
(©):
Joex ™ =Y x(a1-a)™)

a#1
Quand a parcourt F, — {1}, ¢ = a(1 — a)~! parcourt F, — {—1}. Donc

Joex ™= D xle)=—x(-1)

ceFp—{—1}



(d): Calculons le produit
g()g() = O x(@)¢HO- X)) => (> x(a)x' () ¢

On a

a+b=0 a a
D’autre part, si ¢ # 0,

> x(@x(0) = (xx)(e) T x)

a+b=c
Il s’en suit que

g(009() = (X)) T xX) ¢ = g0 T (X,

[

cqfd.

Sommes de deux carrés

5.9. On va travailler dans anneau de nombres gaussiens R = Z[i] qui est
I’anneau d’entiers dans L = Q(7). La norme N : L* — Q* s’ecrit

N(a+ bi) = |a + bi|* = a® + V*
Ona N(z) #0< x #0.
5.10. Lemme. R est euclidien par rapport a /N, donc principal.

En effet, on doit démontrer que, étant donnés o, 3 € R, 3 # 0, il existent
7,7 € R tels que o = vB + 1, avec N(r) < N(f3).

En divisant par y, il suffit de démontrer que, étant donné x € L, il existe a € R
tel que N(z — ) < 1. Or, il existe méme un o € R avec N(x — «a) < 1/2, ce
qu’on voit tout de suite géométriquement.

5.11. FEzercice. Montrer que les anneaux des entiers dans les corps suivants
sont euclidiens par rapport a la norme: Q(\/&) ond=—1,-2,-3,-7,—11.

5.12. Ezercice. Les unités dans R sont +1, +¢, autrement dit,
R =py:={zecC"|2*=1} (5.12.1)
En effet, un o € R est inversible ssi N(a) = 1.
5.13. Théoréme (Fermat) Soit p > 2 premier.
(a) Sip| (a®+b?) avec a,b € Z, p [ a, alors p=1 (mod 4).



10
(b) Chaque p premier de la forme 4k + 1 est représentable de la fagon essen-
tiellement unique sous une forme p = a? + b2, a,b € Z.

" Essentiellement unique” signifie qu'on peut changer les signes de a et de b et
permuter a avec b, ce qui donne 8 solutions.

Remarquons que 2 = (£1)% + (£1)? (4 possibilités).

5.14. Démonstration de (a). Sip fa alors p | b. On a a® = —b* (mod p), donc
(a/b)* = —1 dans F,, donc (—1/p) =1, dott p =1 (mod 4).

5.15. Démonstration de (b). Montrons que chaque p premier de la forme 4k+1
est égale & a? + b?, a,b € Z.

Choisissons un générateur A € ;. Alors
Y(A9) = e2miak/(=1) — emia/2 ¢ )
est un caractére de Iy d’ordre 4. Il s’en suit que la somme de Jacobi J(x, x) €
R = ZJi], soit J(x, x) = a -+ bi.
Théoreme 5.5 (d) montre alors que

a+0=J0u ) =p

Unicité. Posons m = J(x, x), donc p = 77.

Si p = ¢ + d? est une autre représentation, 7’ = ¢ + di, alors p = 7'7’. Alors
) Y
7" est necessairement premier dans R (prouver!).
L’anneau R étant principal, 11 s’en suit que soit 7’ = em, soit #’ = 7, avec
e € R*. Ceci donne exactement 8 possibilités mentionnées ci-dessus.

5.17. Ezxercice. Soit p = 5. Ecrivez explicitement un caractere x : F; — C*
d’ordre 4. Calculez g(x), g(x?) et J(x, x) et leur valeur absolue; vérifiez la formule

J(x: x) = 9(x)*/9(x?).
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§5. Fonction ( de Riemann

Cf. [R].
5.0. On pose

— 1
C(S) = Z E7
n=1
la série converge normalement (donc uniformement et absolument) sur chaque

compact K C X = {z € C| R(z) > 1}, donc elle définit dans ce démi-plan une
fonction holomorphe.

Montrez que

p premier
(la formule de produit d’Euler).
Pour démontrer la convergence du produit, utiliser le

Lemme. Le produit [[°2, (14 a,) converge dans C* si et seulement si la série
>, ap converge.

Prouvez qu'il existe une infinité de nombres premiers (remarquez que la série

S=nt diverge).

5.1. On a:
* dx < Y
[(s) = et —= (z=ty) =n° [ ey,
0 T 0
d’ou
s 1 /°° —ny, s Y
n®= e "yt —=
I'(s) Jo
Il s’en suit:

()= ni = ﬁ Z/OOO ey Ty =

n=1 n=1

1 /oo i oy 3—1d 1 /oo ys—l p
= —Q (A = — JE—
() =" 7 YT, -1

R(s) > 1. Pour justifier la permutation de la sommation et I'intégration, il suffit
de montrer que: soit (a) [ Y07 |em™y ! dy < oo, soit (b) [ D07 |em™y T dy <
oo. En effet, on voit facilement que les deux assertions soient vraies sous I’hypothese

R(s) > 1.
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5.2. Intégral de Hankel. Considérons l'intégral

Is) = /(0+) (_x)kldx,

et —1

ott (—z)*~! = els=11e(=2) |3 branche de log(—x) étant choisie de telle facon que
pour z € Ry, log(—z) est réel.

Alors il est facile a voir que

(0+) (_ ,\s—1 ' ' 00 s—1 oo s—1
/ (=) - dr = (6”(5_1)—6_”(5_1))/ Y dr=—2isin 7T8/ A
0 0

er — ex —1

[e.e]

si R(s) > 1. Autrement dit,

R I(s) _
Cls) = ['(s) /0 er — 1d$ " 2dsin(rs)T(s)
(car I'(s)I'(1 — s) = w/sin7s)

o 0+) ¢ ,.\s—1
= —M/ =2 (5.2.1)
211 et —1

Par contre, l'intégrale I(s) est une fonction entiere sur le plan complexe s € C;
donc ((s) est bien définie comme une fonction méromorphe avec les seuls poles
possibles en s = 1,2, 3,.... La définition de ((s) par la série montre qu’elle n’a
pas de poles en s = 2,3,4,.. ..

e}

Par contre, pour s — 1, {(s) — oo, donc ((s) a un pole simple en s = 1 (car
['(1 — s) a un pole simple en s = 1).

5.3. Nombres de Bernoulli sont définis par une série génératrice:

Exercice. Montrer que Bsg,,1 = 0 pour n > 0.

Voici quelques premieres valeurs:

1

307

1 1 691
42787 300 T 667 T 2730

5.4. Polynémes de Bernoulli. On définit les polynémes B, (t) (n > 0) par la

série génératrice:
o
[L‘etm Z Bn (t) n
= -
et —1 n!
n=0

1
By=1, Bi=—, By=c, Bi=—

1
67
BGI 5
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Ezxercice. Montrez que: (i)

(ii) B! (t) = nB,_1(t)
(iii) Bu(t+ 1) — B,(t) = nt""'. En déduire que

0 Bualk 1) = Bun(0)
=1

— (5.4.1)

)

Considérez les cas n = 1, 2 explicitement.

(iv) E"m;lo (Z)Bm = 0 pour n > 1, ce qui permet de calculer les B, par
recurrence. (Utilisez (iii) avec t = 0).
5.5. Valeurs en entiers negatifs. Maintenant mettons s = —n dans (5.2.1),

n € N. Alors le contour fo(jo) se ferme, d’ou

C(—n) = (=1)"T(n + 1) /x Z; —dv =
n 1 T n B, . DBn
= (1) n!-resmzo(m~em — 1) = (=1) n'ﬁ = (1) n:i (5.5.1)

cf. (5.4.1). Voici quelques exemples:
= 1 = 1 > 1

= 1=—=, ((-1)= =——_ ((=3)= 3 -

€O =3 1= (D =Y n =g (9= 3w = g

1
(une sommation de séries divergentes...). Par contre, ((—2n) =0 si n > 0.

5.6. Equation fonctionelle. Ce qui est plus populaire (dépuis Euler...), ce
sont les expressions de ((2n) pour n positif en termes de nombres de Bernoulli.
Par exemple, tous le monde sait que ((2) = Y. n~2 = 72/6. Dans Papproche
de Riemann ils sont des conséquences de 1’équation fonctionelle pour la fonction

((s).
Fixons un petit € > 0. Pour m € Z,m > 1, considérons le contour (cf. 4.7.1)):
Con={Rn,>2>cjU{z =’ 0<0<2r}U{e <z < R, }U{z = Re” 2r >0 >0} =
=C uC!, O ={r= R, 2r >0 >0},
ou R, =7m(2m+1).
On considere U'intégrale (cf. (5.2.1)):
[(1—5s)

2mi Con e? —1

I(s;R,,) = —
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la branche de f(z,s) étant fixée comme en 5.2. D’apres (5.2.1),

N
Jim =) [t = o
D’une autre part,
_p)\s—1 1
f(z,s)dx g/ wdwﬁ(ﬂ%‘fn/ dx
cn, o et =1 cn ler =1

ou o = R(s).
5.6.1. Lemme. 1l existe une constante € > 0 telle que
le? — 1| > €
pour tous z € ) et tous m.

Preuve. L’application exponentielle e” définit un homéomorphisme p : C/2mwiZ =
C*. Choisissons 0 > 0 tel que

D5+ 2miZ 0 (UX_, C) =0,

ou Ds = {z| |z| < d}. Alors p(Ds) est un voisinage de 1, donc il existe € > 0 tel
que D, C p(Ds).

On a p~'(D.) C Ds + 2wigZ, donc p(C!) C C — D, pour tout m, i.e. pour
tout m et tout x € C, on a |e” — 1| > ¢, QED.

Corollaire. Si R(s) < 0, alors
lim —71—‘(1 —9)

m—o0 27TZ cr
m

f(z,s)dx =0

D’autre part, on peut évaluer I(s; R) par la formule des résidus de Cauchy: la
fonction f(z,s) a des poles simples en x = 2win, n € Z, n # 0, avec les résidus

_ )\s—1 ‘
resx:i%rinil — <:|:27TZ'77,)871 — (27.(_”)871€i7rz(sfl)/27 n Z 17
er —
donc
I(Sa Rm) = _F(]- - 5) : Z{resx:%rinf(x; S) + resx:—Zwinf(x; S)} -

n=1
= (2m)*7'T(1 — s)2sin(7ws/2) Z n'"
n=1

Il s’en suit que si R(s) < 0, alors
lim I(s; R,,) = 2°7°'T(1 — s) sin(7s/2)¢(1 — s)

m—0o0

On a démontré:
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5.7. Théoréme (Riemann). La fonction ((s) satisfait a I'equation fonctionelle

C(s) = 2°7°7T(1 — s) sin(ms/2)¢(1 — s)

En effet, on a montré tout-a-I’heure que cette équation est satisfaite pour
R(s) < 0 donc pour tous s car les deux cotés sont des fonctions méromorphes.

Des cas particuliers de 5.7 ont été connus déja a Euler, [E], (a).

En utilisant les propriétés standartes de la fonction I', on peut donner, avec
Riemann, une réformulation plus symétrique de 5.7. Rappelons que l'on a:

sin(ms/2) 1

T - T(s/2)(1 —5/2)

et d'un autre coté,
201 — 5) = 27°T((1 — ) /2)[(1 — 5/2),
cf. 4.8. Il s’en suit:

5.8. Théoréme. Définissons

§(s) =7 **T(s/2)¢(s)
Alors
£(s) =¢(1—s)

5.9. Si l'on met s = 1 — 2n dans 5.7, et se rappelle (5.5.1), on obtient la
formule celebre:
22n7132
2 — _1 n+1 n. 2n
Clan) = (-1 I e,

n > 0 (Euler).

Ezercice. Montrer que

t2n71

(=) 'By, = 4n/ —dt
0

e2rt _ 1
pour n > 1 (utiliser 5.1).

5.9.1. Zéros. La formule de produit d’Euler implique que ((s) n’a pas de
zéros dans le domaine R(s) > 1. Il s’en suit de I’équation fonctionelle que les
seuls zéros dans le domaine symétrique R(s) < 0 sont s = —2n, n € N* (les zéros
triviauz). L’Hypothése de Riemann prédit que tous les autres zéros se situent sur
la droite critique R(s) = 1/2.

Formule sommatoire de Poisson
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5.10. Considérons l'intégrale

€—7r22t
/ ——dz = o(z,t)dz
Cn

e27m'z -1 On

ou C'y est le rectangle avec les sommets +N + % 44 orienté positivement, N étant
un nombre entier, N > 0, ¢t une variable complexe, R(¢) > 0.

On a p »
lim o(z,t)dz = {/ — ]qﬁ(z,t)dz =
Cn —o0—

N—oo i oot

par la formule de Cauchy
=D =)

5.11. D’une autre part, sur la droite z =u — i, —00o < u < 0

2 2
—mzet —mz“t
_ ¢ _ _—omiz_ € o
(b(Z, t) = = e T omis
elmz ]_ ]_ — e 2mz
0o 00
) 9. .24 9.
— T2 t E e 2minz — § e~ t—2minz —
n=1 n=1
0o
_ § e—7rt[(z+in/t)2—n2/t2}
- )
n=1

la série convergeant uniformement. Il s’en suit

/ ¢(Z’ t)dZ _ Z 67rn2/t/ efwt(erin/t)QdZ _

co—1 n=1 co—1
> co—1 0 0
_ Z 6—7rn2/t/ e—ﬂtZQdZ — Z 6—7rn2/t/ e—wt(u—i)Qdu —
n=1 —oo—i n=1 —o°
> o
_ Z 6—7rn2/t / 6—7rtu2 du
n=1 %

Supposons que t et réel, ¢ > 0. Alors (en posant v = (7t)"/%u)

/ e dy = (7rt)1/2/ e dv = 12

(e 9] —00

donc ceci est vrai pout tous ¢, Rt > 0. Donc

/ Bz, t)dz =712y " e

—00—1 n=1
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De meéme,
co+1 0 )
/ o(z,t)dz = — 12 Z e T/t
—oo+i n=0

on en déduit
o0

@Z)(t) — 412 Z e—an/t _ t_l/Qw(t_l)

n=—oo

5.12. Plus généralement, soit f(z) une fonction entiere qui satisfait a I’hypothese
suivante:

quelque soient N € Z-( et un sous-ensemble compact K C R, en posant
z=x+iy, on a: lim, 4o |2 f(2)| = 0 uniformement par rapport a y € K.

Posons
6() = 5
Alors
[ o [ e 5,

n=—oo

par la formule de Cauchy.

D’un autre coté,

f(Z) _ 6727rzz Z f 727rinz

627rzz —1 —27rzz

sur la droite C_— = {u —i, —oco < u < 0o}, d’on

/_ Z_ o(2)dz = i:: /_ Z fu)e™ " du = i:: f(=n),
= /C: f(w)e*™ du

0o+ x©
| ei==3 jw)

—oo+i n=0

ou l'on pose

De meéme,

Il s’en suit,

Z f(n Z f(n) (P)

n=—oo n=—oo

(" formule sommatoire de Poisson”).
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FEzercice. Définissons une fonction périodique g(x) := > 7 f(z +n). De-

n=—oo

velopper cette fonction en série de Fourier et obtenir une autre démonstration de

(P).
Deuzxiéme preuve de Riemann de l’équation fonctionelle

5.13. On part de 'intégrale

['(s/2) :/ ¥/ ey =
0

(x = m™n?y) N
= W_S/ZnS/ ys/z_le_”"dey,

d’ou: i

£(s) = 1%’ (s/2) i n=® = /000 2o/t i ey = /000 25271 ap(z)de,

\ "~ "~ (5.13.1)
ol .

da)=) e,
donc . "
Yla)= Y e =1+ 2)()

5.14. Maintenant on découpe l'intégrale (5.13.1) en deux:

/000 227 ) (x)de = /01 227 (x)dx + /100 2*/271 ap(z)d,

ou la premiere, apres le changement de variable z = 1/y, deviendra:

1 5 1 5
/ 221 ap(z)da = —/ y 21 (1/y)dy
0

[e.e]

Or, I’équation fonctionelle
2?1+ 2¢(2)) = 1+ 2¢(1/2)

fournit:
/2 —1

§(1/2) = 22 (@) + T,

d’ou:

1 B - [e’s) B B _ 1 [e%s} B B B B
—/ y o 1w(l/y)dyz/ y o 1/2w(y)dy+§/ (S T

0o 1 1
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Ici:
1 > -s/2—1/2 _ —s/2—1 - l( y_3/2+1/2 B y—s/Q) 00 B ;
2/1 (y y )dy_Q —(s—=1)/2 -s/2)|, s(s—1)
si R(s) > 1
Il s’en suit:
£(s) = 720 (s/2)C(s) = _5(11_5) . /100 (%27 4 20-9271) L (2)da
(5.14.1)

si £(s) > 1. Par contre, l'intégrale a droite est une fonction entiere sur tout le
plan complexe, donc (5.14.1) est vrai pour tous s.

Or, 'expression a droite ne change pas si l’on remplace s par 1 — s, d’ou

§(s) = &(1—s)

Fonction =(t)

5.15. Fonction g(s) et deux intégrations par parties. On pose

Es) = () = (s - D1 (/2 + 12 (0)

L’expression intégrale (5.14.1) entraine:

§~<8):%+3(82—1)/100(3/2 Ly p(1=s)/2— 1) 1;()

Faisons l'intégration par parties:
o

I /100 (2271 4 2079270 () da = (x) - (i;/; + (f(l_:)//QQ)

xn
5/2 1 s)/2
d pr—
( 1—s /2) !

(puisque (oc) = 0)
B 2,(2}(1) B OON/:L_ . ZL‘S/2 ‘,L,(lfs)/2 )
“ oD | e (s/zﬂl—s)/z)d’

£(s) = 1 + s(s = 1).7 = % + (1) + /100 (@) - (1= s)2*/? + sz =9/2)dx
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Faisons encore une fois une intégration par parties:

r ::/ lﬁ'(:c)~((1—s)xs/2+sx(1S)/z)d:c:/ 232 (1) (1—8)2** 3 245z ) da =
1 1

+
1

—1’3/2121(:6) . (2373/21/2 + 2xs/2)

00 3/2,7,
+/ d(x3/%)! (1)) ) <2x5/2_1/2 +2x_8/2)dx _
1 dx
_ 4@%1) Lo /oo d(x3/;w/(x))x1/4 . (xs/21/4 + xs/2+1/4) dr
1 x

Il s’en suit:
_ 1 B B o) 3/2 T
§(s) = 5 + (1) +49'(1) + 2 / dle”v{z)) df @) v, (:1:3/21/4 + xs/2+1/4) dx

1

5.16. FExercice. Montrer que % + (1) + 44/ (1) = 0.

Il s’en suit que

g(s) _ 2/00 fol/él . (x3/21/4 + ZL‘S/2+1/4) dx
dz
1

5.17. Droite critique. Posons maintenant s = 1/2 +4t. Alors on aura:
I’S/2_1/4 + l’_8/2+1/4 — xit/? + :L,—it/Z _ 2COS(t IOgIL'/Q),

d’ou 327
~ 1 *“d !
E(t) :=&(z +it) = 4/ Mw’l/‘l - cos(tlogx/2)dx
2 1 dx
5.18. Euzercice. Considérons la fonction h(z) = (*%¢/(x)))’. Montrer que

h(z~Y) = 2?h(z).
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§777 Le théoreme de la progression arithmétique

Le but de ce Chapitre est de démontrer le théoreme suivant:

Théoréme, (P.G. Lejuene-Dirichlet, [D]). Soient a, m deux entiers > 1, premiers
entre eux. Il existe une infinité de nombres premiers p tels que p = a mod m.

pa.l. Caractéres. Soit G un groupe abélien fini. Un caractére de G est un
homomorphisme x : G — C*; ces valeurs sont des racines de l'unité. Les
caracteres forment un groupe abélien G.

FEzercices. (i) Soit H C G un sous-groupe. Montrer que chaque caractere
X € H se prolonge en un caractere de G. En déduire la suite exacte

1— (G/H" —G—H—1

Idée. Pour x € G\ H prolonger x en un caractere de H' =< H,x > en
définissant x(z) a partir de nombre n minimal tel que 2™ =y € H et x(y) connu.

(ii) Montrer que G est fini, |G| = |G| (utilisez (i)).

(iii) Montrer que pour z € G, x # 1 il existe x € G tel que x(z) # 1.
(iv) Un homomorphisme naturel G — G est un isomorphisme.
(

v) Pourz € G,z #1,ona ) x(z)=0.
Séries de Dirichlet

pa.2. Soit {\,} une suite strictement croissante, A, > 0, lim,, .., A, = co. On
va considérer les séries de la forme

f(s) = Z ane” " a,, s € C (pa.2.1)
n=1

Ezxemple A, = logn, f(s) =>_ a,n"".

pa.2.1. Théoreme. Si la série (pa.2.1) converge pour s = sq, elle converge
uniformement dans tout domaine de la forme Rs > Rsy, |arg s| < a, avec
a <7/

pa.2.2. Lemme (Abel). Soient {a,}, {b,} deux suites. Posons

n n
Apn, = E Apy Sman = E a,by,
p=m p=m
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On a alors:

Smn = Z Amp<bp - bp+1) + Amnbn

Preuve: exercice.
pa.2.3. Lemme. Soient § > a >0, z =z + iy, x > 0. Alors
e — e | < |z/a|(e7 — )

B
e — e P = z/ e " dt,
(0%

d’ou, en passant au valeurs absolues,

B
o0 — =% — | / et = |2 /3] (=0 — e=0%)
(e}

Preuve.

Preuve de pa.2.1. Quitte a effectuer une translation sur z, on peut supposer
que zg = 0.

Il faut démontrer qu’il y a convergence uniforme dans tout domaine de la forme
x =Rz >0, |z/z| < k. Puisque la série ) a,, converge, pour tout € > 0 il existe

un N tel que |A,,| < € pour tous m,n > N. D’apres le lemme d’Abel avec

_ A
b, = e "%,
n—1

— E Amp(e_APZ — e M) L A e AR

p=m
d’ot1, en appliquant le lemme pa.2.3,

n—1

|Smn| < e 1 + Z|/ZL‘ Z *AP-H:):)

p=m
= e(1+ (|zl/z)(e " — e ") < e(1+ k),
d’ou le resultat. O

pa.3. Corollaire. (a) Si f(s) converge pour s = sy, elle converge dans le
domaine fs > Rs( et définit dans ce domaine la fonction holomorphe.

(b) f(s) ne peut étre identiquement nulle que si tous les coefficients a,, sont
nuls.

Démonstration. (b) Supposons que f(s) = 0. Multiplions f(s) par e et
faisons tendre s — oo en restant dans R. Alors on aura

0= lim eM*f(s) = a;

grace a convergence uniforme. En continuant, on obtient as = 0, etc.
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pa.4. Théoréme (E. Landau). Soit f(s) = Y. a,e ** comme dans pa.l, avec
les coefficients a, € Rsg. Supposons que f(s) converge pour s > p € R et
puisse étre prolongée en une fonction holomorphe au voisinage de s = p. Alors il
existe € > 0 tel que f(s) converge pour s > p — €.

Autrement dit, le demi-plan de convergence de f(s) et borné par la droite
verticale qui coupe la droite réelle en singularité de f(s).

Démonstration. Quitte a remplacer s par s—p, on peut supposer que p = 0. Par
hypothese, il existe € > 0 tel que f(s) est holomorphe dans le disque |s—1| < 1+e.

Grace a convergence uniforme (Thm. pa.2.1), on a
f(”)(s) _ Z an(_)\n)pe—)\ns
pour R(s) > 0, donc

JOM) = (=17 Y andie™

n

La série de Taylor de f(s) autour s = 1 s’écrit

f@zzﬁﬁQWm (+)

p=0
On va utiliser le

pa.4.1. Lemme. Si f(s) est une fonction holomorphe dans un disque |s— sq| <
R alors la série de Taylor Y _o° fP)(s0)(s — s)?/p! converge dans ce disque vers
f(s).

(Autrement dit, le disque de convergence de la série de Taylor d’une fonction
holomorphe est borné par une singularité de cette fonction.) O

Il s’en suit qu’on on peut poser s = —e dans (*):
o (4ep(=1p »)
fl==>" Tfp (1)
p=0
Or,

(~1PfP(1) = aXe ™

n

est une série convergente a termes positifs. Il s’en suit que la série double a
termes positifs

fl= =D+ e

p7n
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converge, donc on peut regrouper ses termes:

Zan 7}\712 1+€p>\1’7 Zan

p

En d’autres termes, la série de Dirichlet converge pour s = —e, donc pour R(s) >
e. L

Dorénavant, on va considérer que les séries de la forme

pa.5. Proposition. (a) Si les a, sont bornés, f(s) converge absolument pour

R(s) > 1.

(b) Si les sommes partielles A,,, = >
nécessairement absolument) pour Rs > 0.

a; sont bornées, f(s) converge (pas

Preuve. (a) est clair. Pour démontrer (b), appliquons le lemme d’Abel: si
|Apmn| < C, on aura:

|Smm\<c(2 = — (n+ 1) \+\m’3|)

D’apres 2.1, on peut supposer que s est réel; il s’en suit que
|Smm/‘ S Cmisy
d’ou la convergence pour R(s) > 0. O

pa.6. Produits Fuleriens. On note P I’ensemble des nombres premiers, N =
Z>1.

pa.6.1. Lemme. Soit f : N — C une fonction bornée et multiplicative, c’est
a dire, f(mn) = f(m)f(n) pour tout m,n. Alors

Y fan =T[0 =),

peP

deux termes convergent absolument pour fs > 1.
Fonctions L(s, x)

pa.7. Caractéres de Dirichlet. Notations: G(m) - le groupe des éléments in-
versibles de Z/mZ. Un caractére modulo m est un homomorphisme x : G(m) —
C*. On va considérer x comme une fonction Z — C en posant x(n) = 0 si n
n’est pas premier a m. G(m)*: le groupe de tous caracteres.
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pa.8. Pour x € G(m)* on pose

e}

x(n)

L(s,x) =

n=1

I

la série converge absolument pour R(s) > 1.
pa.8.1. Proposition. (a) Pour y =1,
L(s,1) = ¢(s) [ (1 =p7)
plm
Par conséquence, L(s, 1) est prolongeable analytiquement pour $s > 0, et admet
s = 1 pour pole simple.

(b) Si x # 1, la série L(s,x) converge (resp. converge absolument) dans le
demi-plan Rs > 0 (resp. Rs > 1), et

L(s,x) =[] @ =x(pp~) ", R(s) > 1

peP

Démonstration. (a) est clair. (b). D’apres pa.5 (b), il suffit de remarquer que
les sommes A,y = Enm;m x(n) sont bornés pour x # 1. O
pa.9. Fixons un entier m > 1. Pour un nombre premier p 1 m notons p son
image dans G(m), f(p) son ordre dans G(m) et posons g(p) = ¢(m)/f(p).
On définit
Gnls) = ] s

X€G(m)*
Ici G(m)* désigne le groupe de tous les caracteres de G(m).
pa.10. Proposition. On a:
Cn(s) =[] (1 = p~T@*)o®
pfm

C’est une série de Dirichlet a coefficients entiers > 0, convergeant dans le demi-
plan Rs > 1.

Cette Proposition est une conséquence d’un
FEzercice. Soit x une indeterminée. Alors pour p { m,

I[I a—xwe) =@1—a/®)®

XEG(m)*

(Utilisez I'identité [ | (1 —wzr)=1-—27®)

WELL (p)

pa.11l. Théoréme. (a) (,(s) a un pole simple pour s = 1.
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(b) L(1, x) # 0 pour tout y # 1.

Preuve. (b) = (a) puisque L(s,1) ait un pole simple pour s = 1. Si 'on
avait L(1,x) = 0 pour un x # 1, (,(s) serait holomorphe pour Rs > 0, donc,
d’apres le théoreme de Landau pa.4, la série de Dirichlet qui définit (,,(s) serait
convergeant pour Js > 0.

Voyons que s’est absurde. En effet,
(1 —p I ®s)—9) = (Zp*if(p)S)g(p) > pritﬁ(ms
i=0 i=0

Il s’en suit que la série de Dirichlet de (,,(s) domine la série

S gt

(n,m)=1

laquelle diverge pour s = 1/¢(m) (expliquez pourquoi). [

pa.12. Lemme. Lorsque s — 1+, on a

S p~logl/(s—1)

(On écrit A(s) ~ B(s) si A(s)/B(s) — 1.)

Preuve. On a

log¢(s) = > (kp*) ' =D p+ > (k™)™

Or, si s > 1, . -
Do) p =) 1/ -1) < Y 1/ (plp=1)) <D 1/ (n(n=1)) = 1

Done » p~ ~log((s) ~log1/(s — 1) lorsque s — 1+. [

pa. 13. Définition. Un sous-ensemble A C P a pour densité un nombre reél
kE,0<k<1,si

Zp’s ~klogl/(s—1)
peEA
lorsque s — 1+.

pa.14. Théoréme (Dirichlet). Soient m,a € Z, m > 1, (a,m) = 1. L’ensemble
P, de nombres premiers p = a mod m a pour densité 1/¢(m).

pa.15. Soit y un caractere de G(m). Définissons

Fels) =Y xp)p~*
ptm
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pa.15.1. Lemme. (a) Si x =1, on a f,(s) ~log(1l/(s —1)) pour s — 1+.
(b) Si x # 1, f,(s) reste borné lorsque s — 1+.

Preuve. (a) fi(s) ne differe de Y p~* que par un nombre fini de termes.

(b) On a pour s > 1:

log L(s,x) = Y log((1=x(p)p™*) ") = D x(0)*/(kp"**) = f(s) + Fy(s),

Fo(s) =Y x(p)*/(kp")
p,k>2
On a
[F(s)l < ) 1/(kp™) <1

cf. la preuve de pa.12. Puisque log L(s, x) reste borné lorsque s — 1, il en est de
meéme de f,(s). O

pa.16. Considérons la fonction
1
ga(s) = > —
pEPq p
pa.16.1. Lemme (transformation de Fourier).
ga(s) = — > x@)7fils)
¢(m)
x€Char(G(m))
Exercice.

pa.17. Fin de la preuve de pa.14. Faisons tendre s — 1+ dans pa.16.1; on
obtient g,(s) — (1/¢(m)) -log1/(s — 1), d’ou I'assertion. [J
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§7?7?7 Théoréme de nombres premiers

tnp.1. Pour un réel x strictement positif, soit 7(z) := le nombre de nombres
premiers p < x. Le théoreme de nombres premiers, ou la loi asymptotique de la
distribution de nombres premiers est ’assertion suivante.

tnp.1.1. Théoréme (J. Hadamard, Ch. de la Vallée-Poussin).
lim 7(z)/(z/log(z)) =1

Cette assertion a été conjecturé par Gauss et démontrée par Jacques Hadamard

et Charles de la Vallée-Poussin en 1896, simultanément et independemment, cf.
[H], [VP].

Fonctions de Tchebychev i (x) et ¥(z) et fonction de von Mangoldt A(z)

tnp.2. Pour x € R, x > 0 on pose

Iw)= >  logp

p premier, p<z

Y(x) = Z logp
p premier, m€Zsg, pm<x

Autrement dit, si a,(z) = [logx/logp] est la puissance maximale m telle que
p™ < x alors

P(x) = Z a,(x)logp (tnp.2.1)
p premier
On a .
Yla) =) D), (tnp.2.2)
n=1
la somme étant finie puisque J(z) = 0si x < 2.

On introduit aussi une fonction de von Mangoldt
A(n) =logpsin=p™, m >0, 0 sinon

Alors il est clair que

Y(x) =) An)

n<x
tnp.3. Théoréme (Tchebychev). Sil'une de trois limites
lim J(x)/z, lim ¥(x)/x, lim 7(z)/(z/log(zx))

existe, alors deux autres existent aussi, et les trois limites coincident.
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Preuve. Le théoreme est une conséquence immédiate du

tnp.3.1. Lemme. Posons
(1 = lim 7(z)/(z/logx), Ly = lim 7(z)/(z/log )

T—00 T—00

lo = lim 9(x)/z, Ly = lim J(z)/x

s = lim v(x)/z, Ly = Tim (z)/a

Alors L1 = L2 = Lg et El = EQ = Eg.

Démonstration. On a 9(x) < ¢(x). D'un autre coté,

log x
NOESY og p 1087 = (@) log,

p<z

1.e.
Hzx) < Y(x) < w(x)logz
En divisant par x et en passant aux limites, on obtient Lo < L3 < Ly, f5 < {3 <
4.
Soita e R,0<a<1letz>1. Alors
dxz)> Y logp>
¥ <p<z
puisque log p > log 2
> alogz(n(z) —m(z?)) > alogx(m(x) — x%),

d’ou p | |
d(z) > am(x) 8T & olgx
x T
Or, logx/z'=* — 0 lorsque  — oo, d’olt Ly > aL; et fy > af;. Puisque a < 1

est arbitraire, Ly > Ly et {5 > ¢1, d’ou l'assertion du Lemme. [1.

tnp.4. En prenant la dérivée logarithmique du produit d’Euler
)= JI @=p" Rs>1

p premier

on obtient

A(n)

n

~C'(8)/¢(s) =)

tnp.5. Théoréme. Pour s € R, s > 1,

('(s) Y Y (y)dy
CC(s) /1 ys+1
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En faisant y = ¢® on obtient comme corollaire:

C/(S) _ > e:v efzvs T s n
C(s)_/o b(e®)e ™ dr, R(s) > 1 (tnp.5.1)

S

Pour la preuve du théoreme on utilise

tnp.5.1. Théoréme (Abel). Soient 0 < A} < Ay < ..., lim, o A, = 00,
a, €C, n=1,2,...

Posons

Ax) = Z ay,

An<z
Soit ¢(x) € C une fonction, x > 0. Alors

(a)

N

-1

Z an‘b()‘n) = A<)‘k)¢<)‘k) - A<)‘n)<¢<)‘n+1) - (b(An))

1

n

(b) Si ¢ € C'(0,00) et > Ay,

3 andlhn) = AW)ol) - [ AW 0at

An <z A1

(c) Si de plus lim, o, A(x)é(z) =0,

o0

el == [ Ao

n=1 A1

Preuve: exercice.

Démonstration du Th. tnp.5. Prenons dans tnp.5.1 A\, = n, a, = A(n) et
¢(x) = 7% alors A(z) = ¢(x) Puisque (z) < w(x)logzr < xlogz, A(x)d(z) <
x'=*logz — 0 si x — oo. On conclut que

(s ZOO A(n o0 e
_CC:(<S>) - =1 7(713) - 8/1 w(l‘)x o
cqfd. [

tnp. 6. Théoréme (J. Hadamard, Ch. de la Vallée Poussin). ((1 4+ it) # 0 si
teR, t#0.

Preuve. Posons s = o +it. Si o > 1,

o =T[a-p™"

p
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donc
osCls)= 3 =Y
& N mp? N ns
m>1,p n=1
oll ¢, = m~!sin=pm™ 0sinon. De la,
_s - Cn
log [¢(s)] = R(log(¢(s) = RO _ean™) = — cos(tlogn),
n n=2
sio > 1.

Onac,>0et
3+4cosf +cos20 =2(1 +cosf)* >0

pour tout # € R. Il s’en suit,

log |¢3(0) ¢ (o +it)( (o + 2it)| = Z cn(3 4 4cos(tlogn) + cos(2tlogn)) > 0

pour ¢ > 0, d’ou
(o) (o +it)¢ (o + 2it)] > 1

donc
4

C(o +1it) , 1
—1 o L 2t)| > ——

o~ ¢ T o 1 2in) > (+
Supposons que ((1 + ity) = 0, ty # 0. Posons dans (*) ¢t = ¢, et faisons tendre
o — 1+. Alors on aura oo a droite, tandis que a gauche viendra

IC'(1 + ito)|*¢ (0 + 2ity)| < oo puisque ((s) est analytique si 0 > 0,s # 1.
Contradiction. [J

Théoreme de Wiener - Ikehara

tnp 7. Théoréme (N. Wiener, [W]; S. Ikehara, [I]). Soit A: Rsy — Rsq une
fonction croissante (i.e. x <y implique A(z) < A(y)). Supposons que l'intégrale

F(s) = /0 T A()eda

converge pour R(s) > 1 et définit une fonction holomorphe en s qui se prolonge
en une fonction holomorphe dans le demi-plan fermé {R(s) > 1} sauf un pole
simple en s = 1 avec le résidu 1.

Alors lim, o, A(z)e™ = 1.

Preuve (cf. [Ch]). On pose B(x) = e " A(x).
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tnp.8. Lemme. Pour tous A > 0

Ay c 02
lim B(y —v/\) 31112 Ydv=rn (tnp.8.1)
y—oo | v
Preuve. On a . -
= / e~ DTy,
si R(s) > 1, d’ou
1 [e.e]
o5)i= () = 1 = [ (Bla) — eV,
S 0

si R(s) > 1. Posons
ge(t) =g(1+e+it) (e>0,t e R)
Pour chaque A > 0 considérons l'intégrale

2)
19 =5 [ ot |t/20emd -

2 ) an
1 2 ) [e%S) )
-; / eM(1 — [t]/22) ( / (B(z) — 1)e<6+“>wdx)dt (tnp.8.2)
—2) 0
tnp.8.1. Sous-lemme. Dans I(€) on peut interchanger I'ordre d’intégration.

Preuve. A(zx) est croissante et positive, donc

f(s) = /0 T A du > Ax) / T e = A(z)e s

pour s > 1,z > 0, i.e. A(x) < sf(s)e™. Il s’en suit que A(z) = O(e*) quand
x — oo pour chaque s > 1, donc A(x) = o(e®®) pour chaque s > 1. Il vient que
B(x)e™ = A(z)e~ (192 = (1) pour chaque § > 0. Il s’en suit que I'intégrale

/ (B(x) — 1)e~ 7y

0

converge uniformement pour —2\ < t < 2\, donc on peut interchanger deux
intégrales dans (tnp.8.2). O

11 vient:
I(e) = %/Ooo (B(z) — 1)e~ (/2A ot (1 — \t|/2>\)dt) dx

—2X

tnp.8.2. Sous-lemme.

IR sin?(al)
— L — [t /20)dt =
5 [ el = T
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Preuve: exercice.

Il s’en suit:
I(e) = /O (B(z) — ””W

Maintenant passons a la limite ¢ — 0: d’un coté par hypothese g.(t) — g(1 + it)
uniformément sur [—2\, 2], donc

dx

1 4
lim I, — _/ g(1+it)(1 — [t]/2\) e dt
€0 2 J 9

De l'autre coté,
[e%} <2 oo -2
— )\ — )\
tim [ e DN / Sy = DN 45
0 Jo (y — )X o (y—x)A
par convergence monotone. Il s’en suit de (tnp.8.2) que la limite
00 202 _ by
e—0 0 (’y — ZL‘)2>\
existe, et encore par convergence monotone elle est égale a
00 202 _ by
/ Blx)Sh ((y Zf) )
0 (y — z)?A
Donc on obtient apres passage a la limite € — 0:

%/_m g1+ it)(1 — [t]/27)edr —
> sin®((y — x)\) U sin((y — x)\) N "
/o B(az)—<y — d /o o d (tnp.8.3)

Finalement, passons a la limite y — oo.

tnp.8.3. Lemme de Riemann - Lebesgue.

lim p(t)edt =0
y—oo |,

Donc le premier terme de (tnp.8.3) tend vers 0. Ensuite,

> sin?((y — x)\) M sin? vy /°° sin? Y

Z}EEO [ — 272\ da::lim —dx = 5
0 Y Y=o ) o U —o0 U

< sin?wv
5 der =1
_ v

[e.9]

tnp.8.4. Sous-lemme.
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Preuve: exercice. Idée: par l'intégration par parties réduire 'intégrale a

o -
sin v
/ de =7
e U

Cette intégrale se calcule en appliquant la formule de résidus au contour
Crr={r<z<R}U{z= Re®|0 <0 < mYU{R > 2> r}U{z = re?|n <0 < 21}

et en faisant tendre r — 0, R — oo. [

Le terme restant de (tnp.8.3) sera

e sin?((y — )\) &4 sin? v

li B dr = li B(y —v/A d
Jm | (z) —omy = m (y —v/A)—5—dz
Donc \ )
y :
lim/ B(y—v/)\)sm2vdx:7r,
y—oo | v

ce qui acheve la démonstration du Lemme tnp.8. [

tnp.9. Ici on va déduire du Lemme 8 que lim, ., B(xz) = 1, ce qui achevera
la démonstration du Théoreme de Wiener - Ikehara.
(i) -
lim B(y) <1 (tnp.9.1)
y—o0
Preuve. Pour a, A > 0 fixés et y > a/\ variable on a d’apres tnp.8:

a

im [ Bly—o/)

Yy—oo

sin v

5 dv <
v

car B(z) est positive. La fonction A(u) = B(u)e" est croissante, donc
V" Bly —a/\) < !By —v/\)
si —a <wv <aqa. Il s’en suit:
B(y —v/A) = B(y — a/\)e™* = B(y — a/X)e ™/

d’ou
a . 9 a .y
™= m B(y_,U/>\)SlIl2'Ud,UZ m B(y_a/)\)e—Qa/)\Sln Udv:
y=oo S a (% y—oo J_, v
a c 2 a . 9
lim B(y — a/A)e >/ / MYy = e~/ T B(y) / T
Y—00 —a U Yy—00 . U

pour tout a, A > 0. Maintenant faisons tendre a, A — oo de telle facon que
a/\ — 0; on obtient:

o0 1.2
lim B(y) -« = Im B(y)/ =l <,
y—00 y—00 o U
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d’ou (tnp.9.1) O
(ii)
lim B(y) > 1 (tnp.9.2)

Yy—oo

Preuve. (tnp.9.1) implique qu’il existe ¢ > 0 tel que B(z) < ¢ pour tout x > 0.
Il s’en suit que, étant donnés a, A > 0, on a pour tout y > a/A:

Ay 2
/ By _v/)\)sm vdvg

e[ L) [ o

Comme tout-a I’heure,

B(y —v/A) < B(y + a/\)e*?

pour tout —a < v < a, d’ou

a .9 o
| Bu— o e < By o [

—a —a

11 vient:
Ay

m=lim [ Bly—u/N=

Y—00

a Li.2
<c(/ / )sm vdv—i— lim B(y + a/Me 2a/)\/ SmZUdv:
y—00 —a U
a 1.2
(/ / )sm Ydv + lim B(y) 2a/’\/ SmQUdv
Yy—00 —a U

Maintenant en faisant tendre a, A — oo de telle fagon que a/\ — 0, on obtient

m <7 lim B(y),

Y—00

Sll’l (%

dv <

d’ont (tnp.9.2). (tnp.9.1) et (tnp.9.2) impliquent que lim, ., B(y) = 1, ce qui
acheve la preuve du Théoreme de Wiener - Ikehara. [

tnp.10. Preuve du Théoréme de nombres premiers. Considérons la fonction
A(z) = 9(e”), z > 0; c’est une fonction croissante. Sa transformation de Laplace

> T\ _ —xS8 _ <,<S)
/o Y(e®)e Pdr = C(3)

(cf. tnp.5) converge si f&s > 1 et se prolonge en une fonction analytique au

voisinage de la droite Jts = 1 sauf un pole en s = 1 avec le résidu 1, en vertu
du Théoreme de Hadamard - de la Vallée-Poussin tnp.6. Donc les hypotheses du
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théoreme de Wiener - Ikehara sont remplies, d’ou ¢(e*) ~ e*, donc ¥ (z) ~ =.
D’apres Tchebychev, tnp.3, cela entraine que 7(z) ~ x/log(z). O
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8777 Formule explicite

fe.1. Pour x € R, x > 0, posons

7(x) = le nombre de nombres premiers p < z si x n’est pas un nombre premier
et

m(x) = (le nombre de nombres premiers p < z) + 1/2 si x est un nombre
premier.

Autrement dit,

wa) =3 (1430

p<z p<z
Donc partout m(x) = (7(z — 0) + 7(z + 0))/2.

Ensuite on définit

J(z) =7m(x) + %71’(1‘1/2) + %7‘(‘(1‘1/3) +...

Autrement dit,
1 1 1
J(x) == — —
w=3(Za )
pr<z pn<z
Rappelons que la fonction de Moebius est définie par u(n) = (—1)% si n est le
produit de k facteurs premiers distincts, p(n) = 0 si n contient un facteur carré.
fe.2. Exercice. Montrez que
pn) oo m
mz) =) TJ(:CI/ )
n>1
(" formule d’inversion de Moebius”).
fe.3. Lemme. Si R(s) > 1,
1 o
08¢(3) = / J(z)z™* da (fe.1)
0

S

Preuve: exercice. Utilisez 1'identité

0o
p—ns =g IL'_S_leL'
p?’L

Comparez avec les fonctions du chapitre precedente:

Y(x)= Y logp

p,m>0,p"<x
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C’(S) . * 25 tde
() ‘/1 vz

s
Notez la différence dans les limites d’intégration: dans la derniere formule on
integre sur ”"la moitié” [1,00) de l'intérvale [0, 0o).

fe.4. On veut maintenant inverser la formule (fe.1). Pour cela, on utilise
I'inversion de Fourier:

(F) On a
o(y) = / f(@)evde = Ff(y)

sl et seulement si

f(x) 1/00 g(y)e "™dy .= F~'g(x)

— % N
(sous les hypotheses convenables...).

Corollaire. Sia > 1,

s =5 | " g ()

2T J 4o 5

Preuve. Faisons dans (fe.1) un chagement de variables z = e¥:

log ((s) :/OOO J(x)x—squ:/oo J(e¥)e Vdy

S —00

Posons s =a+ bi, a > 1:

IOgC<CL+bZ) _ /OO Y\ ,—ay —iby
T J(e)e e M dy

Le deuxieme terme est F~'¢(b) ol
Py) = 2mJ(e")e
Donc

2nJ(e¥)e” " = /OO —log Cla+ bi) e db

oo G+ In

J(ey) _ i /oo log C(a’ _'_ b’l) e(aJrib)ydb’
2 a+ bi

ou bien en revenant a r = &Y

00 . a+1i00
o=k [ gy L[Nl g

T o) a+bi " omi s

—00

—100
a>1.

fe.5. Les formules precedentes est un cas particulier de transformation de
Mellin et son inverse:
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(M) On a
o(s) = / F(e)e e = M ()

si et seulement si

a+1i00
fla) = = / p(s)a*ds == M~ (x)

T omi ),
FEzercice. Obtenir (M) a partir des formules de la transformation de Fourier.

fe.6. Rappelons la fonction

s = 2D

cf. 5.15. Cette fonction est entiere, satisfait & 'équation fonctionelle £(s) =

£(1 —s) et n’a de zéros qu’a l'interieur de la bande critique [Rs — 1/2| < 1/2.

£(s) = (s = DI(s/2 + 1)m*2((s)

Euler et Riemann utilise la notation Il(s) := I'(s + 1), donc II(n) = n!; alors
la définition precedente se récrit

£(s) = (s — DI(s/2)m/%¢(s)

Il s’en suit:
log ((s) =log&(s) —logIl(s/2) + (slogm)/2 —log(s — 1)

fe.7. Théoréme (la formule de produit d'Hadamard).

fo =0T (1-2)

p
le produit est pris sur toute les racines de & (s), dans le produit on met ensemble
les couples p avec 1 — p ("produit d’Eisenstein”).

Il s’en suit:

log ((s) = 10g§(0)+210g(1—3/,0)—10g [(s/2)+ (slogm)/2—log(s—1) (fe.3)

p

8. L’intégration par parties fournit
1 1 a+ioco d
M= T A “ds, > 1
(@) 2mt logw /a—ioo ds( OgC(S)/S)x s, a

Ici il faut plonger I'expression (fe.3) pour log ((s) et on obtient une expression de
J(x) en fonction de 4 intégrales:

J(z) N /a N %(log(s —1)/s)z*ds—

T omi logx J,_iso
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a+100

%(log(l —s/p)/s)a’ds—

-yt /
. 2m logx J,

St / mi(log(g(O))/s)ms+

—1300

omi logx J, ;oo ds
1 1 a+io0 d .
3mi Togs /aioo %(log(H(S/Q))/s)x ds (fed)

Pour enoncer les valeurs de ces intégrales, on introduit une fonction importante
du logarithme intégrale:

T 1—e T
Li(x) = v.p. . = lim(/ at +/ dt )

" veut dire ” la valeur principale au sens de Cauchy”).

(ici "v.p.
FEzxercice. Montrer que la limite dans la formule precedente existe.

fe.9. Théoréeme. Soit a € R, a > 1. Alors:

Im . 2 /a+md(1 (£(0))/s)x*ds = log 2
“ 2w logx J, ;. ds ©8 5 =108

a+1i00 00
I, = L ! / %(log(ﬂ(s/Z))/s)des = / i dt

omi logz ), .o t2—1)logt

a+1i00
Lim g [ 2 (0s(1 = /) + (log(1 = 5/(1 = p))/s)a’ds =

a—100

= Li(2”) + Li(z'™")

1 1 a-+i00
Iy = — —(log(s — 1)/s)x*ds = Li(x
T o logx/G_ioo ds( 8 )/ ) (z)

Pour faire le calcul, on va utiliser une transformation de Mellin inverse suivante
(mais faitez attention, Riemann avait fait cela 40 ans avant Mellin).

fe.10. Lemme. Sia > R 3,

1 a—100 s

2mi a—ico S T ﬁ

siy>1,0s1ty <1.
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Preuve. On a

= ® dz
5 / r %
(R(s—pB) >0), z =e S 1

1 <
: — / e*lb)\e)\(ﬁfa) d\
a+1ib—p 0

(a > RG), d’ou, par l'inversion de Fourier
0 eiba:
———db = 27

/OO a+1b—pj3 e

siz >0, 0sixz>0,cequiimplique le lemme. []
fe.11. Calcul de (a). On a £(0) = —¢(0) = 1/2. D’un autre coté
1 1 a+ioco d 1 a+ioco ,.s
/a g(l/s)xsds: —— T ds=—1

omi log x 211 S

—100 a—100

d’apres le lemme avec =0, d’ou (a).

fe.12. Toutes autres intégrales utilisent la fonction du logarithme intégrale
Li(x). Etudions-la plus attentivement. Définissons deux fonctions

i1
G:I:(/Bax):/ ——dt
Ci@) logt
oux €R, z>1, RG>0,
C(r)={0<z<1l—cjU{z=1+e" —7<0<0}U{l+e<2z<2a},
Ci(z)={0<2<1—efU{z=1+e” 7>0>0U{l+e<z<ua},

fe.12.1. Lemme. 0GL(B,7)/08 = 2° /3.
Preuve: exercice.

fe.12.2. Lemme. Si € Ry,
G.(B,x) = Li(a") Fim

fe.13. Ensuite, on introduit deux autres fonctions. Ici z > 1:
11 [ d (log(s/B—1)
F - Bl - N
+(8,2) 27i log © /azoo ds{ s v
B € C\Rcy, a>RG, log(s/F — 1) =log(s — ) —log # et on prend la branche

principale du logarithme;

P (o) 1 /«aJrz'ooi{log(—s/ﬁ‘Fl)}deS’

" omi log x ds s

—1300



42
B € C\Rsg, a > RG, log(s/B—1) =log(s — ) —log(—0) et on prend la branche
principale du logarithme.

Exercice. Montrez que les intégrales converge absolument.

fe.13.1. Lemme. OFy(B3,2)/03 = 2° /3.

Preuve. Considérons par exemple la fonction F, (3, z). On a

d {log(s/ﬁ— 1)} 1

B s - B(s—p)
d’ou A
oF.(B,x) 1 1 /a+’°° d 1 s
e sVt A — ———— 3 7%ds =
op 2rilogz J,_ino ds | B(s — )
par parties
1 a-+1i00 s SL’ﬁ

= T _ds="—

2mi a—1i00 ﬁ(s_ﬁ) ﬁ
d’aprez fe.10, puisque x > 1. [J

fe.13.2. Lemme. (a) Si 3G > 0,
Fy(w,8) - F_(z,8) = ir
Si RG>0, Fy(x,0) = Gi(z,B) +ir.
Donc si 6 > 0, RG > 0 alors F_(z,3) = G, (z, ).
(b) Si 6 <0, RB > 0 alors F_(z, ) = G_(z, ).
Preuve de (a). S5 > 0,

F_(,8) = Fy(z,f) = o /Hmi{k’gﬁ ‘bg(‘ﬁ)}fds:

2mi logx J,_iso ds s
1 1 a+ioco d . 1 a+ico
— / 4] 2°ds = ——— Z—Wxsds = —im,
2milogx J, oo ds | s 210 Jying S

d’aprez fe.10 avec 8 = 0.
Corollaire. Si 3 > 1, F, (x,3) = Li(2”).
Pour 8 =1, ceci donne la valeur de 'intégrale I; du théoreme fe.9.
L’assertion (c¢) du théreme s’en suit immédiatement aussi.

fe.14. 1l reste a traiter I'intégrale (b). Rappelons la formule d’Euler - Gauss
pour la fonction I':

N!
I(s) = T(s + 1) = lim (N+1)8<3+1)~...~(S+N)
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qu’on peut reécrire sous une forme
oo —1 s
S 1
II(s) = | | 1+ — 1+—-,

$(s) > —1. En prenant le logarithme,
logTI(s/2) = ) {— log(1 — s/2n) + glog(l + l/n)}
n=1
d’otu, si 'on accepte qu’on peut interchanger I'intégration et la sommation,

(e 9]

11 [ d (log(1+ s/2n) =
I, =— — — ————2’ds = — F (-
’ ; 2m logx/a ds{ S s ; (

—100

Pour calculer F_(—2n) ou, plus généralement, F'_(3) pour £3 < 0, considérons

la fonction
E /3 = — E——idt
(x’ ) L log t

Iintégrale converge si G < 0. Alors
OE(x, B) /°° 51 OFy(z, B)
=\ E) P 1dt = P _ T\
93 x T
On peut montrer que limg_, o, E(z, 8) = limg_._o F_(z,5) =0, d’ou F_(z,3) =
E(z,B) st RG < 0.

Il s’en suit,

> 00t72n1 t—2n o] dt
e [ [T R [
— /. ogt tlogt . t{t?—=1)logt

ce qui est la valeur cherchée.

En rassemblant les intégrales, on arrive au théoreme ci-dessous, qui presente
le résultat principal de I'article de Riemann.

fe.15. Théoréme (la formule explicite de Riemann).

J(x) =Li(x) = Y {Li(z*) + Li(z' )} + / h m —log?2

Sp>0
La sommation est prie sur les zéros p nontriviaux de ((s), dans 'ordre de crois-
sance de p.

Inversion de Mdbius

(d) Fonctions et ¢
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1.14. Notation: Z; ={n € Z | n > 0}. Un nombre n € Z, n > 1, est dit libre
de carrés (square free) si il est un produit de nombres premiers distincts.

On définit la fonction de Moebius p: Zy — {—1,0,1} par: u(1) = 1, pour
n > 1 u(n) = 0 si n n’est pas libre de carrés et pu(n) = (=1)" sin=p;-... - p,
avec p; premiers et distincts.

1.15. Exercice. Montrer que

1 = u(n)
Loy

n—=

—_

1.16. Lemme. Pour n>1,ona  , pu(d)=0.

En effet, si n = [[}_, p;* alors

1.17. Considérons l'ensemble Z§ = {f : Z, — C}. Introduisons sur cet
ensemble une opération o (multz’plz’catz’on de Dim’chlet) par

-5 st
din
Elle est associative et commutative, avec I'unité 1, ou 1(1) = 1, 1(n) = 0 pour
n > 1 (vérifier!).
On définit v : Z, — C par v(n) = 1 pour tous n. Evidemment,

fov(n)=3  f(d)

din
1.18. Lemme. pov =1
En effet, powv(1) = u(1)v(1) = 1. D’autre part, pour n > 1
wovn) =3 uld) =0,
dln
d’apres 1.16.
1.19. Théoréme (formule d’inversion de Moebius) Pour f € ZS, soit F(n) =

> f(d). Alors
f(n) = w(d)F(n/d)

din
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Il s’agit de l'inversion d’une matrice triangulaire:

F(1) = f(1),
F2) = f(1)+ f(2),
F3) = 1)+ f3),
F(4) = f(1) + f(2) + f(4),
etc., d’ou
f(1) =F(1),
f(2) =F(2)-F(1)
fB3)=F@3)-F(Q),
f(4) = F(4) = F(2),
etc.

Démonstration du théoréme: on a F' = fowv, dou, par 1.18, f = F o pu.

1.20. Variante. Soit f: Z, — G une application a valeurs dans un groupe
abélien G, écrit multiplicativement. Si F'(n) =[], f(d) alors

fn)=1] Flnjay@

din

Preuve: exercice.

1.21. Rémarque. Dans tout le précédent, on peut aussi remplacer Z, par
I’ensemble de tous diviseurs d’'un nombre fixé N € Z,.

Fonction d’Euler.

1.22. Pour n € Z;, on définit &(n) = {a € Z, 1 < a <n | (a,n) = 1}
¢(n) := Card(®(n)).

Par exemple, ¢(1) = 1, ¢(p) = p — 1 si p est premier.
On peut identifier ®(n) avec ’ensemble de générateurs de Z/nZ.

1.23. Lemme. n =3 _,, ¢(n).

En effet, pour chaque d|n soit ®, ’ensemble d’éléments d’ordre d dans Z/nZ =
ensemble de générateurs de Z/dZ C Z/nZ. Alors Z/nZ =[], ®Pa.

1.24. Corollaire. ¢(n) =3 ,,, du(n/d)
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1.25. Ezercice. Montrer, en employant 1.25, que si n = [[[_; pj est la
décomposition en facteurs premiers (tous p; étant distincts), alors

T

om)n=1]1-p"

i=1

Solution. On a

o) = dpu(nfd) =
dln

<

:n—z n/pz—i-z n/pipj—...=n (1_27;1)

i 1<J i=1
1.26. FEzercice. Combien y a-t-il de racines primitives modulo 377
1.27. Lemme. 27~ — 1 =[['Z} (z —1) (p).

En effet, par le petit Fermat on connait p—1 racines: 1,...,p—1 du polynome
dans F,[z].

1.28. Corollaire (théoreme de Wilson) (p — 1)! = —1 (p).
Poser z = 0 dans 1.27.
1.29. Corollaire. Si d | (p — 1) alors le polynome z¢ — 1 a d racines dans F,.

En effet, si d | (p—1) alors (2% —1)|(zP~! —1) dans F, (prouver!), i.e. 2771 -1 =
(x?—1)g(x). Nous savons que "1 —1 a p— 1 racines; mais si ¢ — 1 avait moins
que d racines alors #P~! — 1 aurait moins que p — 1 racines car g(x) a au plus
deg(g(z)) = p — 1 — d racines.

1.30. Théoreme. Le groupe F7 est cyclique.

Soit 1 (d) le nombre d’éléments d’ordre d dans F;. D’apres 1.29, on a d =
D _ea ¥(c). D’apres la formule d’inversion de Moebius,

W(d) =) euld/e) = ¢(d)

cld

(par 1.23). En particulier, ¢)(p—1) = ¢(p—1) > 0si p > 2. Pour p = 2 I'assertion
est triviale.

(d) Identité cyclotomique de Gauss

Cf. [G], (e), no. 343 - 347, pp. 220 - 222.
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1.39. Polynomes des colliers. On définit, avec Gauss

M) = = 37 ()

din

Un collier ¢ est un anneau de n perles; supposons que chaque perle peut avoir m
couleurs. Un collier de la forme ¢ = d¢’ pour d|n est appelé décomposable. Un
collier qui n’est pas décomposable est appelé primaitif.

1.40. Ezercice. Prouver le théoréme de Moreau (1872, cf. [M]; C.Moreau était
un capitaine d’artillerie frangais): le nombre de colliers primitifs & n perles et a
m couleurs est égal a M, (m).

Faire d’abord le cas n = p un nombre premier.

1.41. FEzxercice. Montrer que chaque série f(t) € Z[[t]] avec f(0) = 1 se
décompose uniquement en produit

=T a-t)", e, ez
n=1
Trouver les premiers a,, pour f(t) =1+ 2t.

Réponse:

14+2t=(1—-)2(1 )1 — )2 (1 -t (1 — 7). ..

1.42. Théoréme. Pour tous b € C

1—bt =[] @ —emM®,
n=1
Preuve. On pose
L—bt =[] @—tm™
n=1

et I'on prend tdlog /dt de deux coOtés:
—i bitt = —iani nt" = —i(Znan) -t
i=1 n=1  j=1 i=1 N pli

d’ou

b= Z Nay,,

et 'on finit par application de I'inversion de Moebius.
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1.43. Ezercice. Soit f(q) € Clg,q™']. On définit:
1
M (frq) =~ n(d)f(g")"
din
Par exemple, si f(q) est une constante ¢, alors M, (c;q) = M,(c).
(i) Montrez que

s~ T 0=y

n=1i=—o0

ou les exposants a;, sont définis par:
> g = M,(f;q)

(la somme est finie).

Solution. Prenons — log de deux cotés:

0 f<qyntm
—log(1 — t) = S
og(1 - f(q)t) mzl o
et
zktnk
—log(H(l q't™)%n) Z Z Ujp——— =
i,n i n,k=1
0 Mn/n
= " in
> (E T
d’ou A
-3 S
nlm 1
pour chaque m = 1,2,.... On fait un changement de variable: p = ¢™,
FoVmy =3 > iy
nlm 1t

Maintenant on peut utiliser 'inversion de Moebius:
3 = Yo
et en faisant le retour: ¢ = p'/™, on obtient

Znamq = Zu n/d)f(g"")!

ce qui est la formule cherchée.
(i) Faitez les cas: f(q) = q"; f(q) = —
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(e) Fonction zeta de l'anneau Fp[z]

1.43. On pose A := F,[z]; cet anneau est tout a fait pareil a Z.

Les idéaux non-nuls I C A sont en bijection avec les polynémes unitares f(x),
I = (f), et les idéaux premiers correspondent aux polynomes irréductibles. On
pose
N(I) = §(A/T) = p™&/,

((As)= > N(I)== Y poied

0#ICA f unitaire

et 'on définit

Il y a p" polynomes unitaires de degré n, d’ou

B 1 B 1
S l—p-p 1—pT”’

C(Ais)=> pt-p™" (1.43.1)
n=1
ou l'on pose T := p~*.

Le produit d’Euler pour ((A;s) s’ecrit sous une forme

1
C(A;s) = 11 T_p deals

f unitaire, irréductible
- H H 1_ps - H (1 — T9)Na®)’
d=1 f un.,irr.deg f=d d=1
ou N4(p) désigne le nombre de polynomes unitaires irréductibles de degré d dans
A.
De l'autre coté, en appliquant 'identité cyclotomique a (1.33.1),
1 1
A‘ = =
C( 7S> 1—pT 1—[2021 (1—Td)Md(p)’

et 'on a démontré

1.44. Théoréme (Gauss). Le nombre de polynomes irréductibles unitaires de
degré d dans FF,[z] est égale a

Nufp) = Ma(p) = 5 3 u(D)p""
I|d

1.45. Corollaire. Pour d > 1, N4(p) > 0, i.e. pour chaque d > 1 il existe un
polynome irréductible de degré d.

En effet, 'ordre de croissance de Ny(p) est exponentiel: Ny(p)d—t ~ p? quand
d — 0.



50

On a donc démontré en particulier encore une fois l'existence pour chaque
n > 1 d’un corps fini a p™ éléments.
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82. Réciprocité quadratique

2.1. Définition (Gauss) Soient m € Z~1, a € Z, (a,m) = 1. a est appelé résidu

quadratique modulo m si il existe une solution de la congruence z> = a (m).

Sinon, a est appelé non-résidu quadratique.
En d’autres termes, a est résidu quadratique modulo m ssi sa classe a :=
amod(m) € Z/mZ appartient a (Z/mZ)*?.

Considérons le cas m = p en nombre premier. Le cas p = 2 étant trivial, nous
supposerons que p > 2. Le groupe F est cyclique. Soit u € F; un générateur
(une racine primitive). Alors a € IF;Q ssl a = u" avec n pair.

Il s’en suit que a® /2 € {—1,1} et a € F3? ssi alP~1/2 = 1.

2.2. Symbole de Legendre. Soient p un nombre premier impair, ¢ un nombre
entier qui n’est pas divisible par p (ou un élément de Fy). On définit (a/p) :=
aP=V2mod(p) = £1.

Donc on a (—1/p) = (—=1)P~Y/2_ En d’autres termes, (—1/p) = 1sip =1 (4)
et (—1/p) =—1sip=3(4).

Pour un entier n impair, définissons
-1
e(n) = ”T (mod 2) € Z/2Z

Considérons le groupe multiplicatif (Z/47)*%; il est cyclique, avec un générateur
3. On peut considérer € comme un homomorphisme € : (Z/4Z)* — Z/27.

Ona (~1/p) = (~1)0.

2.3. Considérons le groupe (Z/8Z)* = {1,3,5,7}. On a

(Z)8Z)* =727 x 7.]27Z = {1,7} x {1, 3}

Pour un nombre entier impair n, posons

TL2

w(n) = 8_ ! (mod 2) € Z/27Z

Donc w(n) =0 si n = +1 (mod 8) et w(n) =1si n = £3 (mod 8).
On peut considérer w comme un homomorphisme (Z/8Z)* — 7Z/2Z.
2.4. Théoréme. (2/p) = (—1)*®

Démonstration. Soit o une racine primitive 8-ieme de I'unité dans une cloture
algébrique 2 D T, c’est-a-dire, un élément a € (2 satisfaisant '’équation a* = —1.
Posons y = o + a~!. Alors

Y=o’ +2+a =2
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Donc

D’un autre coté,
Y=o +a?
Il s’en suit que si p = 41 (mod 8), alors y? =y, donc y?~! = 1.

Par contre, si p = 43 (mod 8), alors (comme a? = —1)

5 -5 -1
Y=o’+a’=—-a—a = -y,

donc yP~t = —1, cqfd.

2.6. Exercice. Montrer qu’il existe un nombre infini de nombres premiers p de
la forme 8n + 7.

Solution. Soient p1,...,p, des nombres premiers de la forme 8n + 7. Con-
sidérons le nombre a = (4], p:)®> — 2. Si p est un nombre premier impair
divisant a, alors 2 est résidu quadratique modulo p, donc p = £1(8).

Par contre, a/2 = —1(8). Donc il existe un nombre premier p de la forme
8n + 7 divisant a; évidemment, p & {p1,...,Pm}-

2.7. Théoreme (Gauss) Soient p,q des nombres premiers impairs distincts.
Alors

Py _ (_yeela) (4
&) =y )

Une démonstration d’Eisenstein

2.18. Soit p un nombre premier impair. Soit S C [} un sous-ensemble tel que
s = STI(—S), par exemple, S ={1,...,(p—1)/2}.
Pour a € F}, s € S, posons
as = eg(a)s,, es(a) ==+1, s, €5

On remarque que si s # s alors s, # s, car sinon, on aurait s’ = +s, ce qui

est impossible par hypothese sur S. Donc s +— s, est une bijection de S sur
lui-méme.

2.19. Lemme (Gauss) (a/p) = [[,cq es(a)
En effet,

a2 H s = H (as) = H es(a)s, = H es(a) H S,

SES seS SES SES SES

a® 2 =T es(a),

SES

d’ou
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ce qui entraine le lemme.
2.20. Ezxercice. En déduire théoreme 2.4.

Solution. Prenons a = 2, S = {1,...,(p —1)/2}. On a e4(2) = 1si 25 <
(p—1)/2 et es(2) = —1si 25 > (p — 1)/2. Donc (2/p) = (—=1)"®) ol n(p) est
le nombre d’entiers s tels que (p — 1)/4 < s < (p — 1)/2. 1l reste & montrer que
n(p) = w(p) (mod2).

En effet, si p = 4k + 1, la condition est k < s < 2k, d’ou n(p) = k. De méme,
si p =4k — 1, n(p) = k (vérifier!) Donc si k = 2n, c’est-a-dire, p = 8n £ 1, alors
(2/p) = 1.

Par contre, si k =2n+1,i.e. p=8n+4+1=8m=+3,ona (2/p) = —1, cqfd.

Polynomes de Tchebycheff

2.21. Lemme. Soit m un nombre entier impair, m > 1. On a sin(mz) =
fm(sin(z)), ou f,,(t) € Z[t] est un polyndéme de degré m, divisible par ¢, avec le
terme supérieur égale a (—4)m=1/2,

Démonstration par récurrence sur m. Le cas m = 1 est évident. Supposons
que l'assertion est prouvée pour m. Nous avons

sin(mz) = f(sin(z)),
d’on, en faisant la dérivée,
mcos(mz) = f} (sin(x)) cos(z)
Donc
sin((m + 2)x) = sin(mz) cos(2z) + cos(mz) sin(2z) =
= frn(sin(z))(1 — 2sin?2)) + 2m = f/ (sin(z))(1 — sin® z) sin(x) = frn42(sin(z)),

Fasat) = Fu(D)(1 = 262) + 2m7 £, (D)1(1 — £2) (2.21.1)
Il s’en suit que fi2(t) € tZ[t] et si fi(t) = amt™ + ..., alors foia(t) =
—4a,,t™*? + .., ce qui implique le lemme.

Variante. On a
sin((m — 2)z) = sin(mx) cos(2x) — cos(mx) sin(2z),
donc
sin((m + 2)z) + sin((m — 2)z) = 2sin(mz)(1 — 2sin®(z)),
d’ou ’équation de récurrence
Fnra(t) = 2fm(t)(1 = 2t%) = frna(t) (2.21.2)
(Ona fi(t) =t, fa(t) = —t.)
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2.22. Lemme. Soit m en entier impair > 1. Alors

' (m=1)/2
Ty =0 T e - s eram)

En effet, d’apres le lemme précédent,

() ) g (i),

ot g(t) est un polynome unitaire de degré pair m—1. Or, il est tres facile d’exhiber
les m — 1 racines distinctes de g,,(t): ils sont £sin(2ra/m), a=1,...,(m—1)/2
(on remarque que les nombres {£2a | a = 1,...,(m — 1)/2} décrivent tous les
résidus possibles mod m sauf 0), d’ou la formule désirée.

2.23. Ezercice (Gauss, Eisenstein) (a) Montrer que f,,(t) satisfait a I’équation

différentielle
dfm(t) _ ma/1 — fn(t)?
dt V1—1t2

(b) Montrer que f,,(t) satisfait a I’équation différentielle
(1= fn(t) = tfru(t) +m* fim(t) = O

(c¢) En déduire que

m(m? — 1)t3—|— m(m? — 1)(m? — 3%)

_ _ 5 _1\(m—=1)/29m—1ym __
fm(t) = mt 3 | = +(-1) gm—lgm —
(m—1)/2 )
B Z <_1)j.m(m2—12)(m2—32)...(m2—(2]—1)2) g2
= (25 +1)!

[En effet, soit
f(t) :a0+a1t+a2t2+...
une solution de (b). Alors:

0=(1—)> ili—Dat> =ty dat™ +m*  ait' =
=2 =1 =0
=D ((+2)(i+ Dagot’' = Y i — Dast'+
=0 =2

o0 o
— E ia;t’ + m? E a;t' =
i=1 i=0

= 2ay + m?ag + (6as — a; + may) - t+
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+Z { (1+2)(i+ Dago —i(t — 1)ai—iai+m2ai} At

d’ou:
2ay + m?ag = 0, ie. ay = —m?ag/2;
6az + (m? —1)a; =0, i.e. a3 = —(m? — 1)a, /6
et
(’l —+ 2)(2 —+ 1)ai+2 -+ (m2 - ’i2))ai = 0,
ie.

m? — ¢?
i+2)(i+1)
Maintenant on rémarque que chez f(t) = fi.(t), ap = fn(0) =0 et a; = f],(0) =
m, d’ott la formule (c) est immédiate. ]

Aj19 = — ai,’i22

(d) On note que si m € C—{0,+£1,43,...} alors on obtient comme f,,(t) une
série infinie:
_ i (—1) - m(m? — 1%)(m? — 32) ... (m? — (25 — 1)?) Lt
(25 +1)!

J=0
Montrer que cette série converge absolument si |¢| < 1, uniformément sur chaque
disque fermé [t| <r < 1.

[Ceci est une conséquence immédiate du

Critére de d’Alembert. Si )"~ b, est une série telle qu'il existent r < 1 et ng
tels que
12

<r
|bn+1|

pour n > ng, alors cette série converge absolument. |
2.24. FEzercice. Soit toujours m un entier impair, m > 1.

(a) Soit ¢ = *™/™_ Montrer que

3

N
|
&
| |

" (CU—C v)

b
(b) Soit f(t) = e*™ — e~?™ Montrer que

(m—1)/2

fmt)=f(t) I ft—a/m)f(t+a/m)

a=1

I
o

(¢) En déduire le lemme 2.22.
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2.25. Lemme. Sous les hypotheses 2.18,

a, sin(2mas/p)
(p) _g sin(27s/p)

En effet, pour chaque s € S, as = e4(a)s,, d’ou
sin(2mas/p) = es(a) sin(2ws,/p)

En faisant le produit sur s € S, on a, par le lemme de Gauss
sin(2mas/p)

a
G =11 el =T 2,
(p) slgq Slgq sin(27s/p)

en tenant compte de ce que s — s, est une bijection, cqfd
2.26. Une démonstration de 2.7. Soient ¢, p deux nombres premiers distincts

S p=1)/2h T= {1 (= 1)/2}. Ona

impairs. Prenons S = {1, ..

g 27r€s/p

]_9 Hs* sin(2ms/p)
T 02 T (i@ /p) — sin(2mt/0)) =
= (—4)EDe-1)/4 H (sin®(2ms/p) — sin®(2t/{))

En permutant les roles de £ et p, on obtient
¢ t—1)(p—1)/4 (P
(E) _ (_1)( )(p—1)/ (Z)’

cqfd.



§6. Développements eulériens de sin et de cot

6.1. On suit Bourbaki, [B], Chapitre VI, §2.

Lemme. On a pour n € Z, n > 0:

n—1
sinnz = 21 H sin(z + km/n)
k=0
En effet,
1 ] ] e—inz o
: _  (pinz _ —inz\ _ inz 1) —
sinnz 2Z,(e e %) 5 (e )
e_inz n—1 1 n—1
. 2iz __ —2mip/n\ _ iz —iz—2mip/ny __
= 1@ —e )= g e —e )=
p=0 p=0
n—1 n—l izymip/n _ _—iz—mip/n
; (& (&
— (2 n—1 —7ip/n
@t [Lem]] 2i
p=0 p=0
Or,
n—1
(Qi)n_l H e~ TiP/n (2@)” 1,—mi/n: > oD _ (22)71 1,—mi(n—=1)/2 _
p=0

d’ou I’assertion.

6.2. En divisant par sin z et en faisant tendre z vers 0, on obtient:
H sin(pr/n) = n2'™"

6.3. Supposons que n = 2m + 1 est impair. Alors 6.1 peut s’écrire

sinnz = (—1)m2"! H sin(z — pm/n) =
p=—m
= (=1)™2""'sin 2 H sin(z — pr/n)sin(z + pr/n)
p=1

Or, on vérifie aisément la formule suivante:
sin®(a + b) — sin*(a — b) = sin 2a sin 2b,
d’ou
sinasinb = sin®((a + b)/2) — sin*((a — b)/2)

n—1
=9 ,

57
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Il s’en suit,
sin(z — pr/n) sin(z + pr/n) = sin? z — sin?(pr/n),
d’on N
sinnz = 2" 'sinz H (sin?(pr/n) — sin® 2)
p=1

Or, d’apres 6.2,

m

n
H sin?(pr/n) = T
p=1

d’ou
m

sinnz = nsin z H (1 — (sin? z/ sin*(pw/n)))
p=1
En remplagant z par z/n, on arrive au

6.4 Théoréeme. Sin = 2m + 1 est impair alors

sinz = nsin(z/m [T (1- 25 E00)

Pl sin® (k7 /n)
Maintenant si I’on fait m tendre vers l'infini, on obtient

6.5. Théoreme.
00 2
sinz = z - H(l — k;;r?)

k=1

(Convergence uniforme dans des sous-ensembles compacts.)

Preuve (cf. op. cit.). On réecrit 6.4 sous une forme

o0

sin z = nsin(z/n) H (1 —wg(n, 2))

k=1

(6.5.1)

ott wy(n, z) = sin®(z/n)/sin®(kr/n) si 1 <k <m et wp(n,z) =0si k> m.

Lemme. Pour tout z contenu dans une partie compacte K C C et pour tous n
impaire, la série >~ wi(n, z) est normalement convergente (uniformément par

rapport a n et z).

Démonstration. On a
lim nsin(z/n) = 2

n—0o0

uniformement dans K, donc il existe M > 0 tel que |nsin(z/n)| < M pour tout

n et tout z € K.
Sous-lemme. Pour 1 <k <m on a nsin(kr/n) > kr/2.
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En effet, pour 4 > 2 > 0 on a (sinz)/xz > 1 —22/6, donc pour 0 < z < 7/2 on
a (sinz)/x > 1/2, d’ou l'assertion de sous-lemme.

Il s’en suit de sous-lemme que |wg(n, 2)| < 4M?/k*n? pour tous k et 2 € K,
d’out le lemme en découle.

Le lemme implique qu’on peut faire tendre n — oo dans (6.5.1); comme pour
k fixé, wy(n, z) tend (uniformément dans K) vers z2/k*m?, on obtient I'assertion
du théoreme.

6.6. Prenons la dérivée logarithmique:

1
tr=- ==

p=1 p=1

I’égalité est vraie pour tout z € C dinstinct d'un multiple entier de m, la série
étant normalement convergente dans tout ensemble compact K C C — Z~.

Application aux nombres de Bernoulli

6.7. Exercice. Montrer que

ezz_ 1= —% + %COt(iZ/Q)

On rappelle que le nombres de Bernoulli sont définis par:
e 2n
z z z
=1-= By,——
e — 1 2t nzl > (2n)!

6.8. Le développement de cot nous dit:

[e.9]

; r 2z
D Dl
Maintenant:
2z B 2z 1 B 2z > 2%k B
22— n2p2 p2p2 ] — 22 /n2m2 " n2q2 .2 n2kg2k
0 2%k-1
=20
(|2 < m).

Lemme. La série double
52k—1

ZZ o (6:51)
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est absolument convergente dans le disque ouvert D = {|z| < 7} normalement
convergente dans tout compact K C D, et a pour somme cot z — 1/z.

En effet, pour |z] < a < 7, on a

_ 2z2k—1
n2k 2k

2a2k— 1
— n2kg2k

et la somme d’un nombre fini quelconque de termes a droite est < > | 2a/(n*m?—
a?) < oo, d’olt la convergeance normale. Pour trouver la somme, on fait d’abord
la sommation par rapport a k, puis par rapport a n, et I'on trouve

n=1

En échangeant 'ordre de sommations, il s’en suit:

cot z = l — 22 —C<2k)22k_1,

> 2k
k=1
ou
1
C(k) = Z —%
n=1 n
Donc
2 z iz (2 N ((2k) 221
R ~1 -
er—1 2 2 <22+ ; T2k ( )12%*1
> 2k
—1— E-i- (_1)]4:71 C( ) 22]4:

_ (_1\n—1 n QC(QTL)
By = (1) 2n) G5
(27T)2n
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