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PROLOGUE

JARDIN DES FONCTIONS SPECIALES

0.1. Toutes les fonctions spéciales qu’on va discuter, peuvent être écrites sous
une forme de certains intégrales définies (ou périodes) ou les intégrales curvilignes
(le long d’un contour).

On peut les diviser en deux classes:

la première classe, deux facteurs sous intégrale:

∫ z2

z1

(t− z1)
a(t− z2)

bdt −→ la fonction B(a, b) (beta) d’Euler

Cas dégénéré, ou cas limite:

∫

(t− z)ae−btdt −→ la fonction Γ(a) (gamma)

0.2. La deuxième classe, trois facteurs sous intégrale:

∫ zj

zi

(t−z1)a(t−z2)b(t−z3)cdt −→ fonction hypergéométrique de Gauss F (a, b, c; z)

Cas particuliers:

polynômes de Jacobi;

fonctions (polynômes) de Legendre

Cas limite:

∫

(t− z1)
a(t− z2)

bectdt −→ fonctions de Whittaker Wa,b(z),

ou fonctions hypergéométriques confluentes.

Cas particuliers:

polynômes de Laguerre et polynômes d’Hermite.

Ces fonctions satisfont à une équation différentielle d’ordre 2 par rapport à z.

Ils sont liées étroitement aux representations des groupes GL2(R) et GL2(C).
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CHAPITRE I. FONCTIONS GAMMA ET BETA

§1. Fonctions Γ et B

1.0. À la place d’une introduction. La méthode d’une fonction génératrice.

Considérons, avec Euler, le problème suivant:

définir une fonction Π(s), s ∈ C, telle que Π(n) = n! pour n naturel.

Pour le résoudre, on écrit une fonction génératrice

f(t) =
∞
∑

n=0

tn

Π(n)
=

∞
∑

n=0

tn

n!
= et

Par la formule de Cauchy,

1

Π(n)
=

1

2πi

∫

(0+)

f(t)

tn+1
dt =

1

Π(n)
=

1

2πi

∫

(0+)

t−n−1etdt

Ici (0+) désigne un circle

(0+) = {ǫeiθ, 0 ≤ θ ≤ 2π}

Donc on peut essayer de définir

1

Π(s)
=

1

2πi

∫

(0+)

t−s−1etdt, s ∈ C

Il faut faire attention quand même, puisque la fonction t−s−1 est multiforme. Ce
sujet sera répris plus tard, cf. 1.15 ci-dessous.

1.1. On définit:

Γ(s) =

∫ ∞

0

e−tts−1dt, (1.1.1)

ℜ(s) > 0. Plus précisement, (1.1.1) définit Γ(s) comme une fonctioon holomorphe
dans le demi-plan {ℜ(s) > 0.

Exercice. Montrer que Γ(s+ 1) = sΓ(s) et Γ(n) = (n− 1)! si n ∈ N.

Ceci permet de prolonger Γ(s) en une fonction meromorphe sur C, avec des poles
simples en s = 0,−1,−2, . . . , cf. 1.7 ci-dessous.

En effet, on a:

Γ(s+ n+ 1) = (s+ n)(s+ n− 1) . . . sΓ(s),

ou

Γ(s) =
Γ(s+ n+ 1)

(s+ n)(s+ n− 1) . . . s
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et
Γ(s+ n+ 1) = 1 +O(s+ n),

d’où

Γ(s) =
(−1)n

n!(s+ n)
+O(1),

i.e. Γ(s) a en s = −n un pôle simple avec le résidu

Ress=−nΓ(s) =
(−1)n

n!
(1.1.2)

1.2. La fonction Beta d’Euler est définie par

B(s, t) =

∫ 1

0

xs−1(1 − x)t−1dx, ℜ(s),ℜ(t) > 0

1.3. Théorème.

B(s, t) =
Γ(s)Γ(t)

Γ(s+ t)

Démonstration, cf. [Jacobi]. On a

Γ(a)Γ(b) =

∫ ∞

0

∫ ∞

0

e−x−yxa−1yb−1dxdy

On fait le changement de variables x+ y = r, x = rw, donc 0 ≤ r <∞, 0 ≤ w ≤ 1
et

dr = dx+ dy, dx = wdr + rdw, dy = (1 − w)dr − rdw,

donc dxdy = rdwdr (oriéntations: (x, y) et (w, r)). Il s’en suit:

Γ(a)Γ(b) =

∫ 1

0

wa−1(1 − w)b−1dw

∫ ∞

0

e−rra+b−1dr = B(a, b)Γ(a+ b)

1.3.1. Exercice. Montrer que

∫

ti≥0;
P

ti≤1

n
∏

r=1

tαr−1
r dt1 . . . dtn =

Γ(α1) . . .Γ(αn)

Γ(α1 + . . .+ αn + 1)

(Dirichlet). Ici tous αi > 0. Cf. [WW], 12.5.

1.4. Exercice. Calculer Γ(1/2).

Solution. On a

Γ(1/2)2 =
Γ(1/2)Γ(1/2)

Γ(1)
= B(1/2, 1/2)

Par définition,

B(1/2, 1/2) =

∫ 1

0

x−1/2(1 − x)−1/2dx =
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(x = u2)

= 2

∫ 1

0

du√
1 − u2

= 2 arcsin 1 = π,

d’où

Γ(1/2) =

∫ ∞

0

e−xx−1/2dx =
√
π

On remarque que

∫ ∞

0

e−xx−1/2dx = 2

∫ ∞

0

e−u2

du =

∫ ∞

−∞

e−u2

du,

donc
∫ ∞

−∞

e−u2

du =
√
π

(l’intégrale de Poisson).

1.5. Théorème (Euler, Gauss).

Γ(s) = lim
n→∞

nsB(n+ 1, s) = lim
n→∞

ns n!

s(s+ 1) · . . . · (s+ n)
=

= lim
n→∞

ns (n− 1)!

s(s+ 1) · . . . · (s+ n− 1)
(1.5.1)

Cf. [Gauss], Section 20.

En effet, on remarque que

e−t = lim
n→∞

(

1 − t

n

)n
,

d’où

Γ(s) = lim
n→∞

∫ n

0

(

1 − t

n

)n
ts−1dt (1.5.2)

(pour une preuve, cf. 1.6 ci-dessous). On a:

∫ n

0

(

1 − t

n

)n
ts−1dt =

(u = t/n)

= ns

∫ 1

0

(

1 − u)nus−1du

Pour n ∈ N on a

B(n+ 1, t) =

∫ 1

0

(1 − v)nvt−1dv =
n!

t(t+ 1) · . . . · (t+ n)

et cela est vrai pour tous t 6= 0,−1, . . .− n (prouver!), d’où (1.5.1).

1.6. Exercice. Preuve de (1.5.2), cf. [WW], 12.2.
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(a) Pour tous 0 ≤ y < 1,

1 + y ≤ ey ≤ (1 − y)−1

(b) Pour tous 0 ≤ α ≤ 1,

(1 − α)n ≥ 1 − nα

(c) Déduire de (a) et (b) que

0 ≤ e−t −
(

1 − t

n

)n

≤ n−1t2e−t

pour tous 0 ≤ t < n.

[En effet, en faisant y = t/n dans (a), on obtient:

1 + t/n ≤ et/n ≤ (1 − t/n)−1,

d’où
(1 + t/n)n ≤ et ≤ (1 − t/n)−n,

et
(1 + t/n)−n ≥ e−t ≥ (1 − t/n)n,

Il s’en suit:

0 ≤ e−t − (1 − t/n)n = e−t ·
(

1 − et · (1 − t/n)n

)

≤

≤ e−t ·
(

1 − (1 − t2/n2)n

)

D’un autre part, d’après (b) avec α = t2/n2, on aura

1 − (1 − t2/n2)n ≤ t2/n,

d’où le résultat. ]

(d) En déduire que

∣

∣

∣

∣

∫ n

0

{

e−t −
(

1 − t

n

)n}

· ts−1dt

∣

∣

∣

∣

→ 0

quand n→ ∞.

[En effet, d’après (c),

∣

∣

∣

∣

∫ n

0

{

e−t −
(

1 − t

n

)n}

· ts−1dt

∣

∣

∣

∣

≤ n−1

∫ n

0

e−tts+1dt <≤ n−1

∫ ∞

0

e−tts+1dt,

ce qui → 0, puisque la dernière intégrale converge. ]
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(e) En déduire (1.5.2).

1.7. Définition de Weierstrass.

(a) Prouver que la limite

γ = lim
m→∞

{
m

∑

r=1

r−1 − logm} (1.7.1)

existe. Elle s’appelle la constante d’Euler - Mascheroni. On a γ = 0, 5772157....

(b) Théorème.

1

Γ(z)
= zeγz

∞
∏

n=1

{(

1 +
z

n

)

e−z/n

}

(1.7.2)

Démonstration. Cf. [WW], 12.11. La formule de Euler 1.5 et l’identité zΓ(z) =
Γ(z + 1) impliquent:

1

Γ(z)
= z lim

m→∞

[

m−z
m
∏

n=1

(

1 +
z

n

)]

D’un autre côté,

lim
m→∞

[

m−z
m
∏

n=1

(

1 +
z

n

)]

=

= lim
m→∞

[

e(
Pm

n=1
1/n−log m)z

m
∏

n=1

{(

1 +
z

n

)

e−z/n

}]

=

= eγz
∞
∏

n=1

{(

1 +
z

n

)

e−z/n

}

,

cqfd.

(c) En déduire:

d log Γ(z)

dz
= −γ − 1

z
+

∞
∑

n=1

z

n(z + n)
=

= −γ − 1

z
+

∞
∑

n=1

(

1

n
− 1

z + n

)

(1.7.3)

d2 log Γ(z)

dz2
=

∞
∑

n=0

1

(z + n)2
(1.7.4)

1.8. Théorème. On a
Γ(a)Γ(1 − a) =

π

sin πa

Preuve. Par la formule d’Euler

Γ(a)Γ(1 − a) = B(a, 1− a) =

∫ 1

0

xa−1(1 − x)−adx =
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(x = u/(u+ 1))

=

∫ ∞

0

ua−1

u+ 1
du = I

Nous calculons la dernière intégrale par la formule de Cauchy, cf. [WW], 6.24,
Example 1. En effet, considérons intégrale

I(r, R) =

∫

C(r,R)

za−1

z + 1
dz,

où C(r, R) est le contour

C(r, R) = {r ≤ z ≤ R} ∪ {z = Reiθ, 0 ≤ θ ≤ 2π}∪

∪{R ≥ z ≥ r} ∪ {z = reiθ, 2π ≥ θ ≥ 0} =

= C1 ∪ C2 ∪ C3 ∪ C4

Alors

I(R, r) =

∫

C2

+

∫

C4

+(1−e2πi(a−1))·
∫ R

r

ua−1

u+ 1
du = 2πiResz=−1

za−1

z + 1
= 2πi·eπi(a−1)

À la limite

lim
R→∞

∫

C2

= lim
r→0

∫

C4

= 0,

d’où

I = 2πi · eπi(a−1)

1 − e2πi(a−1)
=

2πi

e−πi(a−1) − eπi(a−1)
=

=
2πi

eπia − e−πia
=

π

sinπa

1.8.1. Exercice. Déduire (1.1.2) de (1.8).

1.9. Il découle de 1.7 et 1.8 que

sin z = z

∞
∏

n=1

(

1 − z2

n2π2

)

(1.9.1)

(Euler). En prenant la dérivée logarithmique, on obtient la fameuse décomposition

de cot z en fractions simples:

cot z =
1

z
+

∞
∑

n=1

2z

z2 − n2π2
=

1

z
+

∞
∑

n=1

(

1

z − nπ
+

1

z + nπ

)

(1.9.2)

1.10. L’équation Γ(s)Γ(1 − s) = π/ sinπs avant la limite. On peut réecrire la
formule d’Euler sous une forme

Γ(s) = lim
m→∞

Γ(m, s) (1.10.1)
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où

Γ(m, s) = msB(m+ 1, s) =
ms

s
∏m

n=1(1 + s/n)
(1.10.2)

La fonction Γ(m, s) a des poles simples en s = 0,−1, . . . ,−n. La formule (10.1.1)
est vraie pour tous s ∈ C − {−1,−2, . . .}.

Il s’en suit:

Γ(m, s)Γ(m,−s) = − 1

s2
∏m

n=1(1 − s2/n2)

D’un autre côté:

sinπs = πs

∞
∏

n=1

(

1 − s2

n2

)

= lim
m→∞

sin(m, πs) (1.10.3)

où

sin(m, πs) = πs
m
∏

n=1

(

1 − s2

n2

)

On obtient:
Γ(m, s)Γ(m,−s) = − π

s sin(m, πs)
(1.10.4)

En passant à la limite m→ ∞,

Γ(s)Γ(−s) = − π

s sin(πs)
(1.10.5)

En multipliant par −s et en utilisant (−s)Γ(−s) = Γ(1 − s), on obtient Γ(s)Γ(1 −
s) = π/ sinπs.

Donc nous avons déduit (1.10.5) de la formule limite d’Euler et de (1.10.3).

Exercice. Trouver une preuve de (1.10.3) à partir de la formule des résidus de
Cauchy.

1.11. Exercice. Quelques cas particuliers de la formule de Chowla - Selberg, cf.
[CS]. (a) (Legendre). Montrer que

∫ 1

0

dt√
1 − t4

=
Γ(1/4)2

4
√

2π

1.12. La formule de multiplication (Legendre, Gauss).

Théorème.
n−1
∏

r=0

Γ(z + r/n) = (2π)(n−1)/2n1/2−nzΓ(nz)

Démonstration. On pose

φ(z) =
nnz

∏n−1
r=0 Γ(z + r/n)

nΓ(nz)
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Alors, par la formule d’Euler,

φ(z) =
nnz

∏n−1
r=0 limm→∞{(m− 1)!mz+r/n/

∏m−1
i=0 (z + r/n+ i)}

n limm→∞{(nm− 1)!(nm)nz/
∏nm−1

i=0 (nz + i)}
=

= nnz−1 lim
m→∞

nmn((m− 1)!)nmnz+(n−1)/2

(nm− 1)!(nm)nz
=

= lim
m→∞

nmn−1((m− 1)!)nm(n−1)/2

(nm− 1)!

ne depends pas de z. En prenant z = 1/n,

φ = φ(z) =
n−1
∏

r=1

Γ(r/n),

d’où

φ2 =
n−1
∏

r=1

Γ(r/n)Γ(1 − r/n) =
πn−1

∏n−1
r=1 sin(rπ/n)

1.12.1. Exercice. Montrer que

n−1
∏

r=1

sin(rπ/n) =
n

2n−1

Le vérifier directement pour n = 2, 3, 4.

Puisque φ > 0 (expliquer!), on en déduit

φ = (2π)(n−1)/2n−1/2,

d’où la formule cherchée.

L’intégrale de Hankel

1.13. Considérons l’intégrale

∫ 0+

ρ

(−t)s−1e−tdt

Ici ρ ∈ R>0. On peut prendre pour (ρ, 0+) un contour

D = {ρ ≥ t ≥ δ} ∪ {t = −δeiθ, −π ≤ θ ≤ π} ∪ {δ ≤ t ≤ ρ} = D− ∪Dδ ∪D+

Ici δ, 0 < δ < ρ est un nombre arbitraire, l’intégrale ne depend pas de δ (pourquoi?).

On prend sur D− la branche de (−t)s−1 correspondante à arg(−t) = −π, i.e.

(−t)s−1 = e−iπ(s−1)ts−1 sur D−;
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de là, par l’extension analytique le long de Dδ , arg(−t) = π sur D+, i.e.

(−t)s−1 = eiπ(s−1)ts−1 sur D+

Il s’en suit:
∫ 0+

ρ

(−t)s−1e−tdt =

∫ δ

ρ

e−iπ(s−1)ts−1e−tdt+

+

∫

Dδ

(−t)s−1e−tdt+

∫ ρ

δ

eiπ(s−1)ts−1e−tdt =

= −2i sin(πs)

∫ ρ

δ

ts−1e−tdt+

∫

Dδ

(−t)s−1e−tdt

Maintentant

∫

Dδ

(−t)s−1e−tdt = −
∫ π

−π

(δeiθ)s−1eδ(cos θ+i sin θ)δieiθdθ =

= −iδs

∫ π

−π

eisθ+δ(cos θ+i sin θ)dθ −→ 0 quand δ −→ 0

si ℜ(s) > 0. De là:

1.14. Théorème. (a)

∫ 0+

ρ

(−t)s−1e−tdt = −2i sin(πs)

∫ ρ

0

ts−1e−tdt

si ℜ(s) > 0.

En faisant ρ −→ ∞,

(b)

Γ(s) = − 1

2i sin(πs)

∫ 0+

∞

(−t)s−1e−tdt

si ℜ(s) > 0. On peut prendre le membre droit pour une définition de Γ(s) pour s
arbitraire.

Exercice. En déduire un

1.15. Corollaire.

1

Γ(s)
= − 1

2πi

∫ 0+

∞

(−t)−se−tdt =
1

2πi

∫ 0+

−∞

t−setdt,

cf. 1.0.

1.16. Lacet double de Pochhammer. Exercice. Montrer que

∫ (1+,0+,1−,0−)

P

ta−1(1 − t)b−1dt = (1 − e2πia)(1 − e2πib)B(a, b)
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En déduire que

e−πi(a+b)

∫ (1+,0+,1−,0−)

P

ta−1(1 − t)b−1dt = − 4π2

Γ(1 − a)Γ(1 − b)Γ(a+ b)

Cf. [WW], 12.43.

Transformation de Mellin.

1.17. Cf. [T]. Si

F(s) =

∫ ∞

0

f(x)xs−1dx (1.17.1)

alors

f(x) =
1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞

F(s)x−sds (1.17.2)

et réciproquement.

Ces formules sont des conséquences de la formule d’inversion de Fourier. En
effet, si l’on pose x = eξ et s = c+ it, alors (1.17.1) devient

F(c+ it) =

∫ ∞

−∞

f(eξ)eξ(c+it)dξ

est (1.17.2) devient

f(eξ) =
1

2π

∫ ∞

−∞

F(c+ it)e−ξ(c+it)dt

1.18. Exemple: Séries de Dirichlet et séries de Fourier. On a

Γ(s) =

∫ ∞

0

e−xxs−1dx

e−x =
1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞

Γ(s)x−sds (c > 0)

En changeant x = ny (n ∈ Z≥1) on obtient:

Γ(s) =

∫ ∞

0

e−nyns−1ys−1ndy = ns

∫ ∞

0

e−nyys−1dy

d’où
1

ns
=

1

Γ(s)

∫ ∞

0

e−nyys−1dy

Soit maintenant

φ(s) =

∞
∑

n=1

an

ns
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Alors on aura:

φ(s) =

∞
∑

n=1

an

Γ(s)

∫ ∞

0

e−nxxs−1dx =
1

Γ(s)

∫ ∞

0

f(x)xs−1dx

où

f(x) =
∞
∑

n=1

ane
−nx

Réciproquement,

1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞

φ(s)Γ(s)x−sds =
∞
∑

n=1

an

2πi

∫ c+i∞

c−i∞

Γ(s)(nx)−sds = f(x)

1.19. Exemple. Deux intégrales pour la fonction ζ de Riemann, cf. [Riemann].

(a) On définit

ζ(s) =
∞
∑

n=1

1

ns

En faisant an = 1 dans 1.22, on obtient:

Γ(s)ζ(s) =

∫ ∞

0

f(x)xs−1dx

où

f(x) =
∞
∑

n=1

e−nx =
1

1 − e−x
− 1 =

e−x

1 − e−x
=

1

ex − 1
,

i.e.

ζ(s) =

∫ ∞

0

xs−1

ex − 1
dx

(b) Fonction ζ et fonction θ. Montrer que

π−s/2Γ(s/2)ζ(s) =

∫ ∞

0

θ(x)xs/2−1dx

où

θ(x) =
∞
∑

n=1

e−πn2x
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§2. Série de Stirling

Nombres de Bernoulli

2.1. Nous en donnerons deux définitions, ”Poincaré duales”.

Première définition:

z

2
cot

z

2
= 1 −B1

z2

2!
−B2

z4

4!
−B3

z6

6!
− . . .

Donc

B1 =
1

6
, B2 =

1

30
, B3 =

1

42
, B4 =

1

30
, B5 =

5

66
, etc.

2.2. Exercice. Montrer que

t

et − 1
=

t

2i
cot

t

2i
− t

2
= 1 − t

2
+

∞
∑

n=1

(−1)n−1Bnt
2n

(2n)!

On peut donc poser B1/2 = 1/2.

2.3. Théorème (Legendre).

∫ ∞

0

sin ax

e2πx − 1
dx =

1

4

ea + 1

ea − 1
− 1

2a

Démonstration. On a:

1

e2πx − 1
= e−2πx

∞
∑

n=0

e−2πnx =

∞
∑

n=1

e−2πnx

(x > 0), d’où

I :=

∫ ∞

0

sin ax

e2πx − 1
dx =

∞
∑

n=1

∫ ∞

0

sin ax e−2πnxdx

Or,
∫ ∞

0

sin ax e−2πnxdx =
1

2i

∫ ∞

0

(eiax − e−iax)e−2πnxdx

où

∫ ∞

0

eiax−2πnxdx =
1

ia− 2πn
eiax−2πnx

∣

∣

∣

∣

∞

0

=
1

2πn− ia
=

2πn+ ia

a2 + 4π2n2

Donc
∫ ∞

0

sin ax e−2πnxdx =
a

a2 + 4π2n2
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d’où

I =
∞
∑

n=1

a

a2 + 4π2n2

Rappelons que (cf. (1.9.2))

∞
∑

n=1

2a

a2 − π2n2
= cot a− 1

a

De là:

∞
∑

n=1

a

a2 + 4π2n2
=

∞
∑

n=1

a/4

a2/4 + π2n2
=

1

4i

∞
∑

n=1

ia

−(ia/2)2 + π2n2
=

= − 1

4i

(

cot(ia/2) − 2

ia

)

= − 1

4i
cot(ia/2) − 1

2a

Or,

cot(ia/2) =
cos(ia/2)

sin(ia/2)
=
i(e−a/2 + ea/2)

e−a/2 − ea/2
=
i(1 + ea)

1 − ea

donc

− 1

4i
cot(ia/2) =

1

4

ea + 1

ea − 1
,

quod erat demonstrandum.

2.4. De là:

∫ ∞

0

sin ax

eπx − 1
dx = − 1

2a
+
i

2
cot ia =

1

2a

∞
∑

n=1

(−1)n−1Bn
(2a)2n

(2n)!

En dérivant 2n fois et en posant a = 0, on en déduit:

Bn = 4n

∫ ∞

0

t2n−1

e2πt − 1
dt

cf. [WW], 7.2. On peut régarder cela comme une deuxième définition des nombres
de Bernoulli (Jacob Bernoulli, Ars conjectandi, 1713, p. 97).

Formules de Gauss et de Binet

2.5. Théorème.

γ =

∫ ∞

0

{

1

1 − e−t
− 1

t

}

e−tdt

Cf. [WW], 2.3.

2.6. Théorème (Gauss).

ψ(z) =
d log Γ(z)

dz
=

∫ ∞

0

(

e−t

t
− e−zt

1 − e−t

)

dt
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Cf. [WW], 2.3.

2.7. Lemme. Si ℜz > 0,

∫ ∞

0

(e−t − e−zt)
dt

t
= log z

Cf. [WW], 6.222, Exemple 6 (un bon exercice).

2.8. Lemme.

∫ ∞

0

(

1

2
− 1

t
+

1

et − 1

)

e−t

t
dt = 1 − log 2π

2

Cf. [WW], 12.31.

2.9. La première formule de Binet. Théorème.

log Γ(z) =

(

z − 1

2

)

log z − z +
1

2
log 2π +

∫ ∞

0

(

1

2
− 1

t
+

1

et − 1

)

e−zt

t
dt

Soit

K = sup
t≥0

∣

∣

∣

∣

(

1

2
− 1

t
+

1

et − 1

)

1

t

∣

∣

∣

∣

Alors si z = x+ iy, la dernière intégrale

∣

∣

∣

∣

∫ ∞

0

(

1

2
− 1

t
+

1

et − 1

)

e−zt

t
dt

∣

∣

∣

∣

≤ K

∫ ∞

0

e−xtdt = K/x

Il s’en suit:

log Γ(z) =

(

z − 1

2

)

log z − z +
1

2
log 2π +O(1/x)

Cf. [WW], 12.31.

2.10. La deuxième formule de Binet. Théorème.

log Γ(z) = (z − 1/2) log z − z +
1

2
log 2π + 2

∫ ∞

0

arctan(t/z)

e2πt − 1
dt

cf. [WW], 12.32.

La série de Stirling

2.11. On a

arctan(t/z) =
t

z
− 1

3

t3

z3
+

1

5

t5

z5
− . . .+

(−1)n−1

2n− 1

t2n−1

z2n−1
+

(−1)n

zn−1

∫ t

0

u2ndu

u2 + z2

Il s’en suit que

φ(z) := 2

∫ ∞

0

arctan(t/z)

e2πt − 1
dt =

B1

1 · 2 · z − B2

3 · 4 · z3
+

B3

5 · 6 · z5
− . . .
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est un développement asymptotique de φ(z).

2.12. Développements asymptotiques. D’après Poincaré, on dit qu’une série
S(z) =

∑∞
n=0 an/z

n est un dévoleppement asymptotique d’une fonction f(z) (dans
un secteur D = {α < arg z < β}) à l’infini, qui s’écrit

f(z) ∼ a0 +
a1

z
+
a2

z2
+ . . .

si pour chaque N

lim
z→∞, z∈D

|zN (f(z) −
N

∑

n=0

an/z
n)| = 0

On peut exprimer cela autrement:

f(z) =

N
∑

n=0

an/z
n + o(z−N )

La série S(z) peut même diverger pour tous z.

2.13. Ceci fournit un développement asymptotique de log Γ(z):

log Γ(z) ∼ (z − 1/2) log z − z +
1

2
log 2π +

∞
∑

r=1

(−1)r−1Br

2r(2r − 1)z2r−1
(z → ∞),

La série à droite ne converge pas dans aucun voisinage de ∞. En effet, si elle
convergait pour |z| > ρ, il existerais K tel que Br < K(2r − 1)2rρ2r, d’où la série
∑∞

r=1 (−1)r−1Brt
2r/(2r)! serais une fonction entière, ce qui n’est pas le cas d’après

2.2, cf. [WW], 12.33.

2.14. Puisque 0 < φ(x) < B1/2x (x > 0), on a φ(x) = θ/12x avec 0 < θ < 1,
d’où

Γ(x) = (2π)1/2xx−1/2e−xeθ/12x

La série asymptotique de Γ(x):

Γ(x) = (2π)1/2xx−1/2e−x

{

1 +
1

12x
+

1

288x2
− 139

51840x
− 571

2488320x4
+O(1/x5)

}

,

x→ ∞.
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CHAPITRE II. FONCTION HYPERGÉOMÉTRIQUE DE GAUSS

§1. Série hypergéométrique

1.1. On pose

F (a, b, c; z) = 1+
a · b
1 · cz+

a(a+ 1)b(b+ 1)

1 · 2 · c(c+ 1)
z2+

a(a+ 1)(a+ 2)b(b+ 1)(b+ 2)

1 · 2 · 3 · c(c+ 1)(c+ 2)
z3+. . . =

=
∞
∑

n=0

a(a+ 1) . . . (a+ n− 1)b(b+ 1) . . . (b+ n− 1)

n! · c(c+ 1) . . . (c+ n− 1)
zn =

∞
∑

n=0

αnz
n (1.1.1)

On peut reécrire cela sous une forme

F (a, b, c; z) =
Γ(c)

Γ(a)Γ(b)

∞
∑

n=0

Γ(a+ n)Γ(b+ n)

Γ(c+ n)Γ(n+ 1)
zn

Convergence: cf. [WW], 2.38. En utilisant le théorème de D’Alembert:

une serie
∑∞

n=0 un converge absolument s’il existe ρ < 1 tel que |un+1/un| ≤ ρ
pour n assez grand,

on en déduit que la série (1.1.1) converge absolument pout |z| < 1. En effet,

lim
n→∞

αn+1z
n+1

αnzn
= z

La série diverge si |z| > 1.

Par contre, on a le théorème:

étant donnée une série
∑∞

n=0 un avec limn→∞ |un+1/un| = 1, elle converge
absolument s’il existe c > 0 tel que

lim.sup.n→∞ n{|un+1/un| − 1} = −1 − c

En effet, considérons la série convergeante

∑

vn =
∑

An−1−c/2

On a
vn+1

vn
=

(

1 +
1

n

)−1−c/2
= 1 − 1 + c/2

n
+O(1/n2),

d’où

lim
n→∞

n

(

vn+1

vn
− 1

)

= −1 − c

2

Il s’en suit que n(|un+1/un| − 1) ≤ n(vn+1/vn − 1) pour n assez grand, donc qu’il
existe A > 0 tel que |un| < vn pour tous n, d’où l’assertion.
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Maintenant considérons la série (1.1.1) avec |z| = 1. Posons un = αnz
n. On a

∣

∣

∣

∣

un+1

un

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

1 +
a− 1

n

∣

∣

∣

∣

·
∣

∣

∣

∣

1 +
b− 1

n

∣

∣

∣

∣

·
∣

∣

∣

∣

1 +
c− 1

n
+O(1/n2)

∣

∣

∣

∣

=

=

∣

∣

∣

∣

1 +
a+ b− c− 1

n
+O(1/n2)

∣

∣

∣

∣

=

= 1 +
ℜ(a+ b− c) − 1

n
+O(1/n2)

Il s’en suit que (1.1.1) converge absolument pour |z| = 1 et ℜ(a+ b− c) < 0.

1.2. On a

F ′(z) =

∞
∑

n=1

nαnz
n−1 =

∞
∑

n=0

(n+ 1)αn+1z
n

Or:

(n+1)αn+1(a, b, c) =
a(a+ 1) . . . (a+ n)b(b+ 1) . . . (b+ n)

n!c(c+ 1) . . . (c+ n)
=
ab

c
αn(a+1, b+1, c+1),

d’où

F ′(a, b, c; z) =
ab

c
F (a+ 1, b+ 1, c+ 1; z)

1.3. Théorème. F (z) satisfait à l’équation différentielle

z(1 − z)
d2F

dz2
+ {c− (a+ b+ 1)z}dF

dz
− abF = 0

Démonstration. On a

(n+ 1)αn+1 =
(a+ n)(b+ n)

c+ n
αn

zF ′(z) =

∞
∑

n=0

nαnz
n

zF ′′(z) =
∞
∑

n=0

(n+ 1)nαn+1z
n =

∞
∑

n=0

n
(a+ n)(b+ n)

c+ n
αnz

n

z2F ′′(z) =

∞
∑

n=0

n(n− 1)αnz
n

Posons

D = z(1 − z)
d2

dz2
+ {c− (a+ b+ 1)z} d

dz
− ab (1.3.1)

Il s’en suit que

DF (z) =

∞
∑

n=0

βnz
n
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où

βn =

[

n
(a+ n)(b+ n)

c+ n
− n(n− 1) + c · (a+ n)(b+ n)

c+ n
− (a+ b+ 1)n− ab

]

αn = 0,

i.e. DF (z) = 0, cqfd.

1.4. Théorème. On a

c{c− 1 − (2c− a− b− 1)z}F (a, b, c; z)+

+(c− a)(c− b)zF (a, b, c+ 1; z) − c(c− 1)(1 − z)F (a, b, c− 1; z) = 0

Démonstration.

c(c− 1)F (a, b, c; z) =
∑

c(c− 1)αnz
n

où

c(c− 1)αn = c(c− 1)
(a+ n− 1)(b+ n− 1)

n(c+ n− 1)
αn−1; (A)

−c(2c− a− b− 1)zF (a, b, c; z) = −
∑

c(2c− a− b− 1)αn zn+1 =

−
∑

c(2c− a− b− 1)αn−1 z
n (B)

Ensuite,

(c− a)(c− b)zF (a, b, c+ 1) =
∑

(c− a)(c− b)αn−1(a, b, c+ 1)zn =

=
∑

(c− a)(c− b)
c

c+ n− 1
αn−1z

n (C)

Enfin,

−c(c− 1)F (a, b, c; z) = −
∑

c(c− 1)αn(a, b, c− 1)zn

où

−c(c− 1)αn(a, b, c− 1) = −c(c− 1)
(a+ n− 1)(b+ n− 1)

n(c+ n− 2)
αn−1(a, b, c− 1) =

= −c (a+ n− 1)(b+ n− 1)

n
αn−1 (D)

et
c(c− 1)zF (a, b, c− 1; z) =

∑

c(c− 1)αn−1(a, b, c− 1)zn =

=
∑

c(c+ n− 2)αn−1z
n (E)

En ajoutant:

(A) + (D) : (a+ n− 1)(b+ n− 1)

[

c− 1

n(c+ n− 1)
− 1

n

]

= −(a+ n− 1)(b+ n− 1)

c+ n− 1
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D’un autre côté, (B) + (C) + (E) :

[(−2c+ a+ b+ 1)(c+ n− 1) + (c− a)(c− b) + (c+ n− 2)(c+ n− 1)]
1

c+ n− 1
=

=
(a+ n− 1)(b+ n− 1)

c+ n− 1

d’où ce qu’on veut.

Valeur en 1

1.5. Théorème (Gauss).

F (a, b, c; 1) =
Γ(c)Γ(c− a− b)

Γ(c− a)Γ(c− b)

Dans la preuve, on va utiliser

1.6. Théorème d’Abel. Si
∑∞

n=0 anz
n est une série dont radius de convergeance

est 1 et telle que
∑

an converge. Alors la série
∑∞

n=0 anx
n converge uniformement

sur le segment 0 ≤ x ≤ 1, donc

lim
x→1

∞
∑

n=0

anx
n =

∞
∑

n=0

an

1.7. On a pour 0 ≤ x < 1:

c{c− 1 − (2c− a− b− 1)x}F (a, b, c; x) + (c− a)(c− b)xF (a, b, c+ 1; x) =

= c(c− 1)(1 − x)F (a, b, c− 1; x) = c(c− 1){1 +

∞
∑

n=1

(αn − αn−1)x
n}

Si ℜ(c − a − b) > 0 alors αn → 0, donc 1 +
∑∞

n=1 (αn − αn−1) = 0; d’après le
théorème d’Abel,

lim
x→1

c(c− 1){1 +
∞
∑

n=1

(αn − αn−1)x
n} = 0

Par la même raison, limx→1 du membre de gauche sera

c(a+ b− c)F (a, b, c; 1) + (c− a)(c− b)F (a, b, c+ 1; 1),

d’où

F (a, b, c; 1) =
(c− a)(c− b)

c(c− a− b)
F (a, b, c+ 1; 1)

si ℜ(c− a− b) > 0.
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1.8. En répétant,

F (a, b, c; 1) =

{m−1
∏

n=0

(c− a+ n)(c− b+ n)

(c+ n)(c− a− b+ n)

}

F (a, b, c+m; 1) =

= lim
m→∞

m−1
∏

n=0

(c− a+ n)(c− b+ n)

(c+ n)(c− a− b+ n)
lim

m→∞
F (a, b, c+m; 1)

si les limites existent. Or,

lim
m→∞

m−1
∏

n=0

(c− a+ n)(c− b+ n)

(c+ n)(c− a− b+ n)
=

Γ(c)Γ(c− a− b)

Γ(c− a)Γ(c− b)

si c /∈ {−1,−2, . . .}.
1.9. D’autre part,

|F (a, b, c+m; 1) − 1| ≤
∞
∑

n=1

|αn(a, b, c+m)| ≤

(si m > |c|)

≤
∞
∑

n=1

αn(|a|, |b|, m− |c|) ≤ |ab|
m− |c|

∞
∑

n=0

αn(|a| + 1, |b| + 1, m+ 1 − |c|)

Or la série
∑∞

n=0 αn(|a|+ 1, |b|+ 1, m+ 1 − |c|) converge si m > |a| + |b| + |c| − 1
et est une fonction positive décroissant de m, d’où

lim
m→∞

F (a, b, c+m; 1) = 1

Il s’en suit que

F (a, b, c; 1) =
Γ(c)Γ(c− a− b)

Γ(c− a)Γ(c− b)

Une répresentation intégrale

1.9. Théorème.

∫ 1

0

ub−1(1 − u)c−b−1(1 − uz)−adu =
Γ(b)Γ(c− b)

Γ(c)
F (a, b, c; z)

Démonstration. Considérons l’intégrale

I =

∫ 1

0

ub−1(1 − u)c−b−1(1 − uz)−adu,
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où |z| < 1. On a par la formule binômielle:

(1−uz)−a =

∞
∑

n=0

(−a)(−a− 1) . . . (−a− n+ 1)

n!
(−uz)n =

∞
∑

n=0

a(a+ 1) . . . (a+ n− 1)

n!
(uz)n =

=
∞
∑

n=0

Γ(a+ n)

Γ(a)Γ(n+ 1)
unzn,

d’où

I =
∞
∑

n=0

Γ(a+ n)

Γ(a)Γ(n+ 1)
zn ·

∫ 1

0

ub+n−1(1 − u)c−b−1(1 − uz)−adu =

=

∞
∑

n=0

Γ(a+ n)

Γ(a)Γ(n+ 1)
zn · Γ(b+ n)Γ(c− b)

Γ(c+ n)
=

=
Γ(c− b)

Γ(a)

∞
∑

n=0

Γ(a+ n)Γ(b+ n)

Γ(c+ n)Γ(n+ 1)
zn,

ce qui implique 1.9.

1.10. En posant z = 1 dans 1.9,

Γ(b)Γ(c− b)

Γ(c)
F (a, b, c; 1) =

∫ 1

0

ub−1(1 − u)c−a−b−1du =

=
Γ(b)Γ(c− a− b)

Γ(c− a)
,

i.e.

F (a, b, c; 1) =
Γ(c)Γ(c− a− b)

Γ(c− a)Γ(c− b)

Donc on a redémontré la formule de Gauss 1.5.

1.11. Exercice. Représenter F (a, b, c; z) comme une intégrale le long d’un double
lacet

C(a, b, c)

∫

L

ub−1(1 − u)c−b−1(1 − uz)−adu

1.12. Exercice. En déduire l’équation différentielle 1.3.

Idée: montrer que

D{ub−1(1 − u)c−b−1(1 − uz)−a} =
d

dt
(quelque chose)

où D est l’opérateur différentiel (1.3.1).
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§2. Intégrale de Barnes

2.1. Formule asymptotique:

log Γ(z + a) = (z + a− 1

2
) log z − z +

1

2
log(2π) + o(1)

où o(1) → 0 quand |z| → ∞. Il en suit que

Γ(a+ z) =
√

2πe−zzz+a−1/2R(z)

si
| arg(z)| ≤ π − δ et | arg(z)| ≤ π − δ,

δ > 0, avec R(z) → 1 quand |z| → ∞.

2.2. Considérons l’intégrale

I(z) =
1

2πi

∫ ∞i

−∞i

Γ(a+ s)Γ(b+ s)Γ(−s)
Γ(c+ s)

(−z)sds,

avec | arg(−z)| < π.

On a
(−s)−s = e−s(log |s|+i arg(−s));

s−s = e−s(log |s|+i arg(s))

donc sur la droite

D = [−∞i,∞i] = {reπi/2, r ≥ 0} ∪ {re−πi/2, r ≥ 0}

on a
(−s)−s = s−se−π|ℑ(s)|

Ensuite,
(−z)s = es log |z|+i arg(−z) = O(e− arg(−z)ℑ(s))

quand |s| → ∞ sur D. Il en résulte que

Γ(a+ s)Γ(b+ s)Γ(−s)
Γ(c+ s)

(−z)s = O(|s|a+b−c−1e− arg(−z)ℑ(s)−π|ℑ(s)|)

quand |s| → ∞ sur D. Donc I(z) est une fonction analytique de z dans un domaine
| arg(z)| = | arg(−z)| ≤ π − δ, δ > 0.

2.3. On a
Γ(−s)Γ(1 + s) =

π

sin(πs)

Considérons l’intégrale

I(N) =
1

2πi

∫

C(N)

Γ(a+ s)Γ(b+ s)

Γ(c+ s)Γ(1 + s)

π(−z)s

sin(πs)
ds
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où C(N) = {s = (N + 1/2)eiθ, −π/2 ≤ θ ≤ π/2}. On a sur C(N):

Γ(a+ s)Γ(b+ s)

Γ(c+ s)Γ(1 + s)
= O(Na+b−c−1), N → ∞

(−z)s = exp[(N + 1/2)(cos θ + i sin θ)(log |z| + i arg(−z))] =

= O(exp{(N + 1/2)(cos θ log |z| − sin θ arg(−z))})
Enfin,

sin(πs) =
eiπs − e−iπs

2

Puisque
2

ea − e−a
= O(e−|a|), a→ ∞,

nous avons

π

sin(πs)
=

2π

exp{(N + 1/2)(cos θ + i sin θ)iπ} − exp{−(N + 1/2)(cos θ + i sin θ)iπ} =

= O(exp{−(N + 1/2)π| sin θ|}), N → ∞
Donc,

π(−z)s

sin(πs)
=

= O(exp{(N + 1/2)(cos θ log |z| − sin θ arg(−z) − π| sin θ|)}) =

si | arg(z)| ≤ π − δ,

= O(exp{(N + 1/2)(cos θ log |z| − δ| sin θ|)}

La dernière expression est

O(exp{(N + 1/2)2−1/2 log |z|}) si |θ| ≤ π/4

et
O(exp{−(N + 1/2)2−1/2δ}) si |π/4 ≤ θ| ≤ π/2|

Donc en tous cas pour |z| < 1, i.e. pour log |z| < 0, lintégrale I(N) tends à 0 quand
N → ∞.

2.4. On a

Ress=n
π(−z)s

sin(πs)
= zn, n = 0, 1, 2, . . .

d’où par la formule de Cauchy

I(z) =
∞
∑

n=0

Γ(a+ n)Γ(b+ n)

Γ(c+ n)Γ(1 + n)
zn =

Γ(a)Γ(b)

Γ(c)
F (a, b, c; z)

d’où finalement

F (a, b, c) =
Γ(c)

Γ(a)Γ(b)

1

2πi

∫ ∞i

−∞i

Γ(a+ s)Γ(b+ s)Γ(−s)
Γ(c+ s)

(−z)sds,
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| arg(z)| = | arg(−z)| < π.

§3. Équation P de Riemann

3.1. Celle-ci est l’équation

d2u

dz2
+

{

1 − α− α′

z − a
+

1 − β − β′

z − b
+

1 − γ − γ′

z − c

}

du

dz
+

+

{

αα′(a− b)(a− c)

z − a
+
ββ′(b− c)(b− a)

z − b
+
γγ′(c− a)(c− b)

z − c

}

u

(z − a)(z − b)(z − c)
= 0,

où
α+ α′ + β + β′ + γ + γ′ = 1

notée
P (a, b, c;α, β, γ;α′, β′, γ′; z)

3.2. Exemple.

P (0,∞, c;α, β, γ;α′, β′, γ′; z) :

d2u

dz2
+

{

1 − α− α′

z
+

1 − γ − γ′

z − c

}

du

dz
+

{

−cαα
′

z
+ββ′+

cγγ′

z − c

}

u

z(z − c)
= 0 (3.2.1)

Donc
P (0,∞, c; 1/2 +m,−c, c− k; 1/2 −m, 0, k; z) :

d2u

dz2
+

1 − c

z − c
· du
dz

+

{

−c(1/4 −m2)

z
+
c(c− k)k

z − c

}

u

z(z − c)
= 0

En faisant c→ ∞, on obtient l’équation de Whittaker:

d2u

dz2
+
du

dz
+

{

k

z
+

1/4 −m2

z2

}

u = 0

3.3. Exemple.

P (0,∞, 1; 0, a, 0; 1− c, b, c− a− b; z) :

z(1 − z)
d2u

dz2
+ {c− (a+ b+ 1)z}du

dz
− abu = 0
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§4. Polynômes d’Euler et fonction hypergéométrique

4.1. Suivant Euler, [Euler], (c), on définit les polynômes

En(x) =
1

2
{(1 + ix/2n)2n + (1 − ix/2n)2n} (4.1.1)

Donc, En(x) est un polynôme de degré 2n, avec le terme constant 1, ne contenant
que des puissances pairs de x. Plus précisement,

En(x) =
n

∑

k=0

(−1)k

(

2n

2k

)

x2k

(2n)2k
(4.1.2)

Par exemple:

E1(x) = 1 − 1

4
x2

E2(x) = 1 − 3

8
x2 +

1

256
x4

E3(x) = 1 − 5

12
x2 +

5

432
x4 − 1

46656
x4

E4(x) = 1 − 7

16
x2 +

35

2048
x4 − 7

65536
x6 +

1

16777216
x8

4.2. Rappelons que la fonction hypergéométrique de Gauss soit définie par

F (α, β, γ, x) = 1+
αβ

1 · γ x+
α(α+ 1)β(β + 1)

1 · 2 · γ(γ + 1)
x2+

α(α+ 1)(α+ 2)β(β + 1)(β + 2)

1 · 2 · 3 · γ(γ + 1)(γ + 2)
x3+. . . =

=

∞
∑

i=0

ci(α, β, γ)xi,

où

ci(α, β, γ) =
α(α+ 1) . . . (α+ i− 1) · β(β + 1) . . . (β + i− 1)

i! · γ(γ + 1) . . . (γ + i− 1)
,

cf. [Gauss]. Il s’en suit:

ci(−n/2,−n/2 + 1/2, 1/2) =

=
(−n/2)(−n/2 + 1) . . . (−n/2 + i− 1) · (−n/2 + 1/2)(−n/2 + 3/2) . . . (−n/2 + i− 1/2)

i! · (1/2)(1/2 + 1) . . . (1/2 + i− 1)
=

=
(−1)i2−in(n− 2) . . . (n− 2i+ 2) · (−1)i2−i(n− 1)(n− 3) . . . (n− 2i+ 1)

i! · 2−i · 1 · 3 · 5 . . . (2i− 1)
=

=
2−i · n(n− 1)(n− 2) . . . (n− 2i+ 1)

2−i · 2 · 4 . . .2i · 1 · 3 · 5 . . . (2i− 1)
=

(

n

2i

)
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Donc

F (−n/2,−n/2 + 1/2, 1/2, x2) =

[n/2]
∑

i=0

(

n

2i

)

x2i =
1

2
{(1 + x)n + (1 − x)n} (4.2.1)

Il en découle:

tnF (−n/2,−n/2 + 1/2, 1/2, u2/t2) =
1

2
{(t+ u)n + (t− u)n}, (4.2.2)

cf. [Gauss], no. 5, formula II.

4.3. La formule (2.2.1) implique:

En(x) = F (−n,−n+ 1/2, 1/2,−x2/4n2) (4.3.1)

4.4. Si l’on ecrit

En(x) =

n
∑

k=0

enkt
2k, enk := (−1)k

(

2n

2k

)

1

(2n)2k

alors

enk = (−1)k 2n(2n− 1) . . . (2n− 2k + 1)

(2k)!(2n)2k
=

(−1)k

(2k)!
·1·

(

1− 1

2n

)(

1− 2

2n

)

. . .

(

1−2k − 1

2n

)

,

d’où

lim
n→∞

enk =
(−1)k

(2k)!
,

i.e.

lim
n→∞

En(x) =

∞
∑

k=0

(−1)k

(2k)!
x2k = cosx,

comme il faut. En d’autres termes,

lim
n→∞

F (−n,−n+ 1/2, 1/2,−x2/4n2) = cosx,

ou, comme dirait Gauss,

F (−k, k + 1/2, 1/2,−x2/4k2) = cosx,

k étant ”un nombre infinémant grand” (denotante k numerum infinite magnum).
En effet, Gauss dit que

F (k, k′, 1/2,−x2/4kk′) = cosx,

denotante k, k′ numeros infinite magnos, cf. [Gauss], no. 5, formula XII.



31

CHAPITRE III. FONCTIONS DE WHITTAKER

§1. Fonctions de Kummer Mk,m(z)

1.1. Considérons l’équation

d2u

dz2
+
du

dz
+

{

k

z
+

1/4 −m2

z2

}

u = 0 (1.1.1)

1.2. On va chercher une solution sous une forme

u(z) = zm+1/2
∞
∑

i=0

aiz
i

On aura
u′(z) = (m+ 1/2)zm−1/2

∑

aiz
i + zm+1/2

∑

i≥0

iaiz
i−1,

où

(m+ 1/2)zm−1/2
∑

aiz
i = (m+ 1/2)

u(z)

z

et
zm+1/2

∑

i≥0

iaiz
i−1 = zm−1/2

∑

i≥0

iaiz
i = zm+1/2

∑

i≥0

(i+ 1)ai+1z
i

De là,

u′′(z) = −(m+ 1/2)
u(z)

z2
+
m+ 1/2

z

[

m+ 1/2

z
u(z) + zm+1/2

∑

(i+ 1)ai+1z
i

]

+

+(m+ 1/2)zm−1/2
∑

(i+ 1)ai+1z
i + zm−1/2

∑

(i+ 1)iai+1z
i =

=
m2 − 1/4

z2
u(z) + (2m+ 1)zm−1/2

∑

(i+ 1)ai+1z
i + zm−1/2

∑

(i+ 1)iai+1z
i =

=
m2 − 1/4

z2
u(z) + zm−1/2

∑

(i+ 1)[2m+ 1 + i]ai+1z
i

Donc (1.1.1) fournit la relation de récurrence

(m+ k + i+ 1/2)ai + (i+ 1)(2m+ i+ 1)ai+1 = 0,

ou

ai+1 = − m+ k + i+ 1/2

(i+ 1)(2m+ i+ 1)
ai

En posant ai, on obtient pour ai la valeur

ai = (−1)i (m+ k + 1/2)(m+ k + 3/2) . . . (m+ k + 1/2 + i− 1)

i!(2m+ 1)(2m+ 2) . . . (2m+ i)
=
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= (−1)i Γ(2m+ 1)Γ(m+ k + 1/2 + i)

i!Γ(m+ k + 1/2)Γ(2m+ i+ 1)

En d’autres termes,

u(z) = zm+1/2

{

1 − m+ k + 1/2

1!(2m+ 1)
z +

(m+ k + 1/2)(m+ k + 3/2)

2!(2m+ 1)(2m+ 2)
z2 − . . .

}

=

= zm+1/2
∞
∑

i=0

(−1)i Γ(2m+ 1)Γ(m+ k + 1/2 + i)

i!Γ(m+ k + 1/2)Γ(2m+ i+ 1)
zi

1.3. Posons u(z) = e−zv(z). Alors

u′(z) = e−z{−v(z) + v′(z)}

et
u′′(z) = e−z{v(z) − 2v′(z) + v′′(z)}

Il s’en suit que v(z) satisfait à l’équation différentielle

d2v

dz2
− dv

dz
+

{

k

z
+

1/4 −m2

z2

}

v = 0 (1.3.1)

Cherchons une solution sous une forme v(z) = zm+1/2
∑

i≥0 biz
i. Les formules 1.2

impliquent la relation de récurrence

(−m− 1/2 − i+ k)bi + (i+ 1)(2m+ i+ 1)bi+1 = 0,

i.e.

bi+1 =
m− k + i+ 1/2

(i+ 1)(2m+ i+ 1)
bi,

d’où, en posant b0 = 0,

v(z) = zm+1/2

{

1 +
m− k + 1/2

1!(2m+ 1)
z +

(m− k + 1/2)(m− k + 3/2)

2!(2m+ 1)(2m+ 2)
z2 + . . .

}

1.4. Corollaire.

e−z

{

1 +
m− k + 1/2

1!(2m+ 1)
z +

(m− k + 1/2)(m− k + 3/2)

2!(2m+ 1)(2m+ 2)
z2 + . . .

}

=

=

{

1 − m+ k + 1/2

1!(2m+ 1)
z +

(m+ k + 1/2)(m+ k + 3/2)

2!(2m+ 1)(2m+ 2)
z2 − . . .

}

1.5. En faisant la substitution u(z) = e−z/2W (z), on obtient pour la fonction
W (z) l’équation différentielle

d2W

dz2
+

{

−1

4
+
k

z
+

1/4 −m2

z2

}

W = 0 (1.5.1)
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Il découle de 1.3 que la fonction

Mk,m(z) = zm+1/2e−z/2

{

1+
m− k + 1/2

1!(2m+ 1)
z+

(m− k + 1/2)(m− k + 3/2)

2!(2m+ 1)(2m+ 2)
z2+. . .

}

est une solution de (1.5.1). L’autre solution est Mk,−m(z).

1.6. La première formule de Kummer.

z−1/2−mMk,m(z) = (−z)−1/2−mM−k,m(−z)

Cela est équivalent à 1.4.

§2. Fonctions de Whittaker Wk,m(z)

Forme intégrale

2.1. Considérons une intégrale (une forme limite de l’intégrale hypergéométrique)

v(z) = vk,m(z) =

∫ (0+)

∞

(−t)−k−1/2+m(1 + t/z)k−1/2+me−tdt

Théorème. v(z) satisfait à l’équation différentielle

d2v

dz2
+

(

2k

z
− 1

)

dv

dz
+

1/4 −m2 + k(k − 1)

z2
v = 0

Démonstration. Si l’on pose

fk,m(t, z) = (−t)−k−1/2+m(1 + t/z)k−1/2+me−t

et

Dz = (d/dz)2 +

(

2k

z
− 1

)

d/dz +
1/4 −m2 + k(k − 1)

z2

alors

Dzfk,m(z, t) =
−k + 1/2 −m

z2

dfk−1,m(t, z)

dt

Le théorème s’en suit.

2.2. On définit la fonction de Whittaker Wk,m(z) par

Wk,m(z) = −Γ(k + 1/2 −m)zke−z/2

2πi
vk,m(z) (2.2.1)

Cette expression est bien définie si k + 1/2 −m /∈ Z≤0. Elle satisfait á l’équation
différentielle de Whittaker (1.5.1):

d2W

dz2
+

{

−1

4
+
k

z
+

1/4 −m2

z2

}

W = 0 (2.2.2)
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2.3. Exercice. Montrer que si ℜ(k − 1/2 −m) ≤ 0, alors

Wk,m(z) =
zke−z/2

Γ(1/2 − k +m)

∫ ∞

0

t−k−1/2−m(1 + t/z)k−1/2+me−tdt

Ceci définit Wk,m(z) pour tous k,m.

2.4. Exemples. Montrer que les fonctions ci-dessous fournissent des exemples de
fonctions de Whittaker, cf. [WW], 16.2.

(a) Fonction de distribution des erreurs

Erfc(x) :=

∫ ∞

x

e−t2dt = 2x1/2ex2/2W−1/4,1/4(x
2)

(b) Fonction Γ incomplète

γ(s, x) :=

∫ x

0

ts−1e−tdt = Γ(s) − x(s−1)/2e−x/2W(s−1)/2,s/2(x)

(c) Logarithme intégral

li(x) =

∫ x

0

dt

log t
= −(− log x)−1/2x1/2W−1/2,0(− log x)

Rapport avec Mk,m

2.5. Théorème.

Wk,m(z) =
Γ(−2m)

Γ(1/2 −m− k)
Mk,m(z) +

Γ(2m)

Γ(1/2 +m− k)
Mk,−m(z)

Cf. [WW], 16.41.

Développement asymptotique

2.6. En utlisant la formule binomielle

(1 + t/z)λ = 1 +
λt

z
+
λ(λ− 1)t2

2z2
+ . . .+

λ(λ− 1) . . . (λ− n+ 1)

n!
· t

n

zn
+ . . . ,

on en déduit un développement asymptotique:

Théorème.

Wk,m(z) ∼ zke−z/2

{

1 +

∞
∑

n=1

∏n−1
i=0 {m2 − (k − i− 1/2)2}

n!zn

}
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pour |z| grand.

Cf. [WW], 16.3.

Intégrale de Mellin-Barnes

2.7. Théorème.

Wk,m(z) =
e−z/2zk

2πi

∫ ∞i

−∞i

Γ(s)Γ(−s− k −m+ 1/2)Γ(−s− k +m+ 1/2)

Γ(−k −m+ 1/2)Γ(−k +m+ 1/2)
zsds

Cf. [WW], 16.4.

§3. Fonctions d’Hermite

3.1. La fonction
w(z) = z−1/2Wk,−1/4(z

2/2)

satisfait à l’équation différentielle

d2w

dz2
+

{

2k − z2

4

}

w = 0

(vérifier!) On définit:

Ds(z) = 2s/2+1/4z−1/2Ws/2+1/4,−1/4(z
2/2)

Cette fonction vérifie l’équation différentielle

d2Ds

dz2
+

{

s+
1

2
− z2

4

}

Ds = 0 (3.1.1)

On l’appelle l’équation de Weber. On a:

Ds(z) = 2s/2+1/4z−1/2

{

Γ(1/2)

Γ(1/2 − s/2)
Ms/2+1/4,−1/4(z

2/2)+
Γ(−1/2)

Γ(−s/2)
Ms/2+1/4,1/4(z

2/2)

}

3.2. Forme intégrale. Théorème. On a:

Ds(z) = −Γ(s+ 1)

2πi
e−z2/4

∫ (0+)

∞

e−zt−t2/2(−t)−s−1dt

Cf. [WW], 16.6. Comme conséquence, Ds(z) est une fonction uniforme de z.

3.3. Rélations de récurrence. Théorème. (a)

Ds+1(z) − zDs(z) + sDs−1(z) = 0
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(b)

D′
s(z) +

z

2
Ds(z) − sDs−1(z) = 0

Démonstration. (a) Désignons

fs(t, z) = e−zt−t2/2(−t)−s−1

Alors
∂fs

∂t
= −zfs + fs−1 + (s+ 1)fs+1,

d’où l’assertion (on n’oublie pas le facteur Γ(s+ 1) dans la formule 3.2).

(b) Exercice (utiliser toujours 3.2).

Polynômes d’Hermite.

3.4. Maintenant supposons que s = n ∈ N. Alors on aura:

Dn(z) = −n!e−z2/4

2πi

∫

(0+)

e−zt−t2/2

(−t)n+1
dt =

(t = v − z)

= (−1)nn!ez2/4

2πi

∫

(z+)

e−v2/2

(v − z)n+1
dv = (−1)n e

z2/4

2πi

dn

dzn

∫

(z+)

e−v2/2

v − z
dv

Or, par la formule de Cauchy,

1

2πi

∫

(z+)

e−v2/2

v − z
dv = Resv=z

e−v2/2

v − z
= e−z2/2,

d’où

Dn(z) = (−1)nez2/4 d
n

dzn
e−z2/2

3.5. On définit

hn(z) = ez2/4Dn(z) = (−1)nez2/2 d
n

dzn
e−z2/2

Il est clair que hn(z) est un polynôme et

Dn(z) = hn(z)e−z2/4

3.6. Théorème. (a)

hn+1(z) − zhn(z) + nhn−1(z) = 0
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(b)

h′′n(z) − zh′n(z) + nhn(z) = 0

(c)

h′n(z) = nhn−1(z)

Exercice.

3.7. Théorème.

∫ ∞

−∞

Dn(z)Dm(z)dz = (2π)1/2n!δn,m

(Les intégrales convergent en vertu de 3.5).

Démonstration. En utilisant (3.1.1),

(n−m)Dn(z)Dm(z) = Dn(z)D′′
m(z)−D′′

n(z)Dm(z) = (Dn(z)D′
m(z)−D′

n(z)Dm(z))′,

d’où
∫ ∞

−∞

Dn(z)Dm(z)dz = 0

si n 6= m. Par contre,

(n+ 1)

∫ ∞

−∞

Dn(z)2dz =

(par 3.3 (b))

=

∫ ∞

−∞

Dn(z)(D′
n+1(z)+zDn+1(z)/2)dz =

∫ ∞

−∞

−D′
n(z)Dn+1(z)+zDn(z)Dn+1(z)/2dz =

(par 3.3 (b))

=

∫ ∞

−∞

Dn+1(z)(zDn(z) − nDn−1(z))dz =

(par 3.3 (a))

=

∫ ∞

−∞

Dn+1(z)
2dz

Par récurrence,
∫ ∞

−∞

Dn(z)2dz = n!

∫ ∞

−∞

D0(z)
2dz =

= n!

∫ ∞

−∞

e−z2/2dz = n!(2π)1/2,

cqfd.

3.8. Corollaire.

∫ ∞

−∞

hn(z)hm(z)e−z2/2dz = (2π)1/2n!δn,m
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3.9. Exercice. Les polynômes d’Hermite Hn(z) sont définies par

Hn(z) = (−1)nez2 dn

dzn
e−z2

Les exprimer en termes de hn(z). Prouver la formule explicite

Hn(z) = n!

[n/2]
∑

i=0

(−1)i(2z)n−2i

i!(n− 2i)!

3.10. Exercice. Prouver les proprétés suivantes de polynômes d’Hermite:

Hn+1(z) − 2zHn(z) + 2nHn−1(z) = 0 (a)

H ′
n(z) = 2nHn−1(z) (b)

H ′′
n(z) − 2zH ′

n(z) + 2nHn(z) = 0 (c)

3.11. Exercice. Formule limite. Montrer que:

lim
n→∞

{

(−1)n
√
n

22nn!
H2n(z/(2

√
n))

}

=
cos z√
π

(C)

lim
n→∞

{

(−1)n
√
n

22n+1n!
H2n+1(z/(2

√
n))

}

=
sin z√
π

(S)
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CHAPITRE IV. FONCTIONS DE BESSEL

§1. Fonctions Js(x)

1.1. L’équation de Bessel:

d2J

dx2
+

1

x

dJ

dx
+

(

1 − s2

x2

)

J = 0 (1.1.1)

1.2. Cherchons une solution sous une forme

J(x) = xs
∞
∑

i=0

aix
i

On aura:
J ′(x) = sxs−1

∑

i≥0

aix
i + xs

∑

i≥1

iaix
i−1 =

=
s

x
J(x) + xs

∑

i≥0

(i+ 1)ai+1x
i

Ensuite,

J ′′(x) = − s

x2
J(x) +

s

x

{

s

x
J(x) + xs

∑

i≥0

(i+ 1)ai+1x
i

}

+

+sxs−1
∑

i≥0

(i+ 1)ai+1x
i + xs

∑

i≥0

i(i+ 1)ai+1x
i−1 =

= − s

x2
J(x) +

s2

x2
J(x) + xs−1

∑

i≥0

(i+ 1)(2s+ i)ai+1x
i,

d’où

J ′′(x) +
1

x
J(x) =

s2

x2
J(x) + xs−1

∑

i≥0

(i+ 1)(2s+ i+ 1)ai+1x
i

On a
J(x) = xs

∑

i≥0

aix
i = xs−1

∑

i≥0

aix
i+1 = xs−1

∑

i≥1

ai−1x
i,

donc

J ′′(x)+
1

x
J(x)+

(

1− s2

x2

)

J(x) = xs−1
∑

i≥1

ai−1x
i+xs−1

∑

i≥0

(i+1)(2s+i+1)ai+1x
i

Il s’en suit que (1.1.1) est équivalente à

ai−1 + (i+ 1)(2s+ i+ 1)ai+1 = 0,
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ou
ai + (i+ 2)(2s+ i+ 2)ai+2 = 0 (i ≥ 0);

a1 = 0

Donc a2k+1 = 0 est

a2k + (2k + 2)(2s+ 2k + 2)a2k+2 = 0 (k ≥ 0),

ou
a2k+2 = − a2k

4(k + 1)(s+ k + 1)

Si l’on pose par exemple a0 = 1, on obtient une solution

J(x) = xs

{

1 − x2

22 · 1(s+ 1)
+

x4

24 · 1 · 2(s+ 1)(s+ 2)
− . . .

}

Par définition,

Js(x) =
J(x)

2sΓ(s+ 1)
=

xs

2sΓ(s+ 1)

{

1− x2

22 · 1(s+ 1)
+

x4

24 · 1 · 2(s+ 1)(s+ 2)
−. . .

}

=

=
xs

2s

∑

k≥0

(−1)k x2k

22kk!Γ(s+ k + 1)
(1.2.1)

1.3. Une série génératrice. Posons

ez(t−t−1)/2 =

∞
∑

n=−∞

Jn(z)tn,

donc

Jn(z) =
1

2πi

∫ (0+)

u−n−1ez(u−u−1)/2du =

(où (0+) est un contour {reiθ, 0 ≤ θ ≤ 2π}), u = 2t/z:

=
1

2πi

zn

2n

∫ (0+)

t−n−1et−z2/4tdt =
1

2πi

zn

2n

∫ (0+)

t−n−1et
∞
∑

r=0

(−1)r z2r

r!4rtr
dt =

=
∞
∑

r=0

(−1)r

r!

(

z

2

)n+2r
1

2πi

∫ (0+)

t−n−r−1etdt

On a biensûr

1

2πi

∫ (0+)

t−n−r−1etdt = rest=0 t
−n−ret =

1

(n+ r)!
si n+ r ≥ 0,

et 0 sinon. Donc si n ≥ 0,

Jn(z) =

∞
∑

r=0

(−1)r

r!(n+ r)!

(

z

2

)n+2r

,
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ce qui cöıncide avec (1.2.1). Par contre, si n < 0, n = −m,

Jn(z) =

∞
∑

r=m

(−1)r

r!(r −m)!

(

z

2

)2r−m

=

=
∞
∑

s=0

(−1)s+m

(s+m)!s!

(

z

2

)2s+m

= (−1)mJm(z) (1.3.1)

1.4. L’intégrale de Bessel. Pour n ∈ Z on a

Jn(z) =
1

2πi

∫ (0+)

u−n−1ez(u−u−1)/2du =

(u = eiθ)

=
1

2π

∫ π

−π

e−inθ+iz sin θdθ =

=
1

2π

∫ π

0

einθ−iz sin θdθ +
1

2π

∫ π

0

e−inθ+iz sin θdθ =

=
1

π

∫ π

0

cos(nθ − z sin θ)dθ

1.5. Nous avons

Jn(z) =
1

2πi

zn

2n

∫ (0+)

t−n−1et−z2/4tdt

Considérons l’opérateur différentiel

D = ∂2
z +

∂z

z
+ 1 − n2

z2

On a

DJn(z) =
1

2πi

zn

2n

∫ (0+)

t−n−1

{

1 − n+ 1

t
+
z2

4t2

}

et−z2/4tdt =

=
1

2πi

zn

2n

∫ (0+) d

dt

{

t−n−1et−z2/4t

}

dt = 0

Donc nous avons prouvé encore une fois que Jn(z) satisfait à l’équation (1.1.1). Le
même argument marche pour Js si l’on remplace (0+) par le contour de Hankel
∫ (0+)

−∞
, cf. ci-dessous.

1.6. Soit s un nombre complexe quelconque. D’après le précédent, une fonction

J(z) =
1

2πi

(

z

2

)s ∫

C

t−s−1et−z2/4tdt

satisfait à (1.1.1), si C est un contour arbitraire entourant 0 une fois dans le sens

positif, sur lequel la fonction t−s−1et−z2/4t est uniforme.
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Prenons pour C un contour

∫ (0+)

−∞

=

∫

C

, C = {−∞ < z ≤ −ǫ} ∪ {z = ǫeiθ| − π ≤ θ ≤ π} ∪ {−ǫ ≥ z ≥ −∞}

On définit

Js(z) =
1

2πi

(

z

2

)s ∫ (0+)

−∞

t−s−1et−z2/4tdt, s ∈ C

1.7. Rappelons l’intégrale de Hankel:

Γ(s) = − 1

2i sin(πs)

∫ (0+)

∞

(−t)s−1e−tdt

où
∫ (0+)

∞

=

∫

C

,

C = {∞ > t > ǫ} ∪ {t = ǫeiθ| 0 ≤ θ ≤ 2π} ∪ {ǫ ≤ t <∞}

Il s’en suit:
1

Γ(s)
=

sin(πs)Γ(1 − s)

π
=

= −sin(πs)

π

1

2i sin(π(1 − s))

∫ (0+)

∞

(−t)−se−tdt = − 1

2πi

∫ (0+)

∞

(−t)−se−tdt

ou bien
1

Γ(s)
=

1

2πi

∫ (0+)

−∞

t−setdt (1.6.1)

(formule de Hankel).

1.8. On en déduit:

Js(z) =
1

2πi

(

z

2

)s ∫ (0+)

−∞

t−s−1ete−z2/4tdt =

=
1

2πi

(

z

2

)s ∫ (0+)

−∞

t−s−1et
∞
∑

r=0

(−1)r z2r

r!4rtr
dt =

=
∞
∑

r=0

(−1)r

(

z

2

)s+2r
1

r!

1

2πi

∫ (0+)

−∞

t−s−r−1etdt =

=

∞
∑

r=0

(−1)r

r!Γ(s+ r + 1)

(

z

2

)s+2r

,

on a donc rétrouvé la définition (1.2.1).

Rélations de récurrence
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1.9. Nous avons:

0 =
1

2πi

∫ (0+)

−∞

d

dt

{

t−sete−z2/4t

}

dt =

=
1

2πi

∫ (0+)

−∞

{

t−s +
z2

4
t−s−2 − st−s−1

}

e−z2/4tdt =

=

(

z

2

)−s+1

Js−1(z) +

(

z

2

)−s+1

Js+1(z) − s

(

z

2

)−s

Js(z),

ou

Js−1(z) + Js+1(z) −
2s

z
Js(z) = 0

D’un autre côté,

d

dz
{z−sJs(z)} =

1

2s+1πi

∫ (0+)

−∞

d

dz

{

t−s−1ete−z2/4t

}

dt =

= − z

2s+2πi

∫ (0+)

−∞

t−s−2ete−z2/4tdt = −z−sJs+1(z),

ou bien
J ′

s(z) −
s

z
Js(z) + Js+1(z) = 0

1.10. Donc on aura:

Js−1(z) + Js+1(z) =
2s

z
Js(z) (1.10.1)

J ′
s(z) =

2s

z
Js(z) − Js+1(z) (1.10.2)

d’où

J ′
s(z) =

1

2
{Js−1(z) − Js+1(z)} (1.10.3)

et
J ′

s(z) = Js−1(s) −
s

z
Js(z) (1.10.4)

1.11. En multipliant (1.10.4) par zs, on obtient:

zsJs−1(z) =
d

dz
{zsJs(z)} (1.11.1)

et en multipliant (1.10.2) par z−s−1, on obtient:

z−s−1Js+1(z) = − d

zdz
{z−sJs(z)}, (1.11.2)

d’où

z−s−nJs+n(z) = (−1)n

(

d

zdz

)n

{z−sJs(z)}, (1.11.3)
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n ∈ N.

1.12. Il découle de (1.10.1) (ou de (1.3.1)) que

J−1(z) = −J1(z),

donc (1.10.3) entrâıne
J ′

0(z) = −J1(z)

1.13. Rapport avec les fonctions de Kummer. Si l’on fait y = z−1/2v et z = x/2i
dans l’équation de Kummer, on obtient l’équation de Whittaker

d2v

dx2
+

(

−1

4
+

1/4 − s2

x2

)

v = 0

qui est satisfaite par les fonctions M0,±s(x). En effet, on a le

Théorème.

Js(x) =
M0,s(2iz)

22s+1/2is+1/2Γ(s+ 1)z1/2

Cette rélation est équivalente à la deuxième formule de Kummer, cf. [WW],
16.11, II.
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§2. L’ordre demi-entier

2.1. Par 1.8,

J1/2(z) =

(

z

2

)1/2 ∞
∑

r=0

(−1)r

r!Γ(r + 3/2)

(

z

2

)2r

Nous avons

Γ(r + 3/2) = (r + 1/2)Γ(r + 1/2) = (r + 1/2)(r− 1/2)Γ(r − 1/2) = . . .

= (r + 1/2)(r− 1/2) . . . · (1/2)Γ(1/2) =

= 2−r−1(2r + 1)(2r − 1) . . . · 1
√
π

D’un autre côté,

(2r + 1)! = (2r + 1)(2r − 1) . . . · 1 · (2r)(2r − 2) . . .2 = 2rr!(2r + 1)(2r− 1) . . . · 1,

d’où
r!Γ(r + 3/2) = 2−r−1r!(2r + 1)(2r − 1) . . . · 1

√
π =

= 2−r−12−r(2r + 1)!
√
π = 2−2r−1(2r + 1)!

√
π

Donc

J1/2(z) =

(

z

2π

)1/2 ∞
∑

r=0

2(−1)r

(2r + 1)!
z2r =

=

(

2

πz

)1/2 ∞
∑

r=0

(−1)rz2r+1

(2r + 1)!
=

(

2

πz

)1/2

sin z

2.2. Donc (1.11.3) entrâıne:

Jn+1/2 = zn+1/2(−1)n

(

d

zdz

)n

{z−1/2

(

2

πz

)1/2

sin z} =

=
(−1)n

√
2zn+1/2

√
π

(

d

zdz

)n(

sin z

z

)

=

=

(

2z

π

)1/2

(−z)n

(

d

zdz

)n(

sin z

z

)
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§3. Fonctions de Macdonald Ks(z)

Sur ces fonctions importantes (par exemple dans la Théorie de Nombres, dans les
questions liées à la Kroneckersche Grenzformel), le lecteur pourra consulter [WW],
17.7 et [W], 3.7, 6.15, 6.16, 6.22 et 6.23.

Fonctions Is(z)

3.1. On définit

In(z) = i−nJn(iz) =

∞
∑

r=0

(z/2)n+2r

r!(n+ r)!

si n ∈ Z; si s ∈ C, on définit

Is(z) = i−sJs(iz) =

∞
∑

r=0

(z/2)s+2r

r!Γ(s+ r + 1)

Ces fonctions satisfont à l’équation différentielle

d2Is(z)

dz2
+

1

z

dIs(z)

dz
−

(

1 +
s2

z2

)

Is(z) = 0

(vérifier!)

3.2. Des rélations de récurrence.

Is−1(z) − Is+1(z) =
2s

z
Is(z)

d

dz
{zsIs(z)} = zsIs−1(z);

d

dz
{z−sIs(z)} = z−sIs+1(z)

3.3. Une forme intégrale.

Is(z) =
(z/2)s

Γ(1/2)Γ(s+ 1/2)

∫ π

0

cosh(z cosφ) sin2s φdφ,

si ℜ(s+ 1/2) > 0.

3.4. Une intégrale de Hankel (cf. [W], 6.22):

Is(z) =
(z/2)s

2πi

∫ (0+)

−∞

t−s−1et+z2/4tdt =

=
1

2πi

∫ (0+)

−∞

u−s−1ez(u+u−1)/2du

3.5. Un développement asymptotique:

Is(z) ∼
ez

(2πz)1/2

{

1 +

∞
∑

r=1

(−1)r

∏r−1
i=0 (4s2 − (2i+ 1)2)

r!23rzr

}
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si | arg z| < π/2.

Fonctions Ks(s)

3.6. On définit la fonction de Macdonald

Ks(z) =

(

π

2z

)1/2

W0,s(2z) =
π

2 sinπs
(I−s(z) − Is(z))

3.7. Des formes intégrales. (a)

Ks(z) =
Γ(1/2)(z/2)s

Γ(s+ 1/2)

∫ ∞

1

e−zt(t2 − 1)s−1/2dt =

=
Γ(1/2)(z/2)s

Γ(s+ 1/2)

∫ ∞

0

e−z cosh θ sinh2s θdθ,

si ℜ(s+ 1/2) > 0 et | arg z| < π/2, cf. [W], 6.15.

(b)

Ks(xz) =
Γ(s+ 1/2)(2z)s

xsΓ(1/2)

∫ ∞

0

cosxu

(u2 + z2)s+1/2
du

si ℜ(s+ 1/2) ≥ 0, x > 0 et | arg z| < π/2, cf. [W], 6.16.

(c)

Ks(z) =
1

2

∫ ∞

−∞

e−z cosh t−stdt =

(τ = zet/2)

=
1

2
(z/2)s

∫ ∞

0

e−τ−z2/4τ dτ

τ s+1

si ℜz2 > 0, cf. [W], 6.22.

3.8. Un développement asymptotique:

Ks(z) ∼
(

π

2z

)1/2

e−z

{

1 +
4s2 − 12

1!8z
+

(4s2 − 12)(4s2 − 32)

2!(8z)2
+ . . .

}

si | arg z| < 3π/2, cf. [W], 7.23.
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CHAPITRE V. FONCTIONS DE LEGENDRE

§1. Polynômes de Legendre

1.1. Les polynômes de Legendre sont définis par la fonction génératrice

(1 − 2zh+ h2)−1/2 =

∞
∑

n=0

Pn(z)hn

De là:

P0(z) = 1, P1(z) = z,

P2(z) =
1

2
(3z2 − 1), P3(z) =

1

2
(5z3 − 3z),

P4(z) =
1

8
(35z4 − 30z2 + 3), P5(z) =

1

8
(63z5 − 70z3 + 15z)

En général:

Pn(z) =

[n/2]
∑

r=0

(−1)r (2n− 2r)!

2nr!(n− r)!(n− 2r)!
zn−2r (1.1.1)

Exercice. Le démontrer.

1.2. Formule de Rodrigues. La formule (1.1.1) entraine:

Pn(z) =
1

2nn!

dn

dzn
(z2 − 1)

1.3. Intégrale de Schläfli.

Pn(z) =
1

2πi

∫

t: |t−z|=ǫ

(t2 − 1)n

2n(t− z)n+1
dt

Exercice. Démonrer cela (utiliser 1.2).

1.4. L’équation différentielle de Legendre. Considérons l’opérateur différentiel
linéaire

Dn = (1 − z2)
d2

dz2
− 2z

d

dz
+ n(n+ 1)

Alors

Dn
(t2 − 1)n

2n(t− z)n+1
= (n+ 1)

d

dt

(t2 − 1)n+1

2n(t− z)n+1

Il s’en suit que

DnPn(z) = (1 − z2)
d2Pn(z)

dz2
− 2z

dPn(z)

dz
+ n(n+ 1)Pn(z) = 0
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Autrement dit,
d

dz

{

(1 − z2)
dPn(z)

dz

}

+ n(n+ 1)Pn(z) = 0

Le scheme de Riemann de cette équation:

P

{−1 ∞ 1
0 n+ 1 0
0 −n 0

; z

}

1.5. Relations d’orthogonalité. Théorème (Legendre).

∫ 1

−1

Pn(z)Pm(z)dz = δn,m · 2

2n+ 1

Introduisons une notation: {u}r = dru/dzr. Alors

{(z2 − 1)n}r(1) = {(z2 − 1)n}r(−1) = 0 si r < n

L’intégration par parties nous fournit donc:

∫ 1

−1

{(z2 − 1)m}m{(z2 − 1)n}ndz = −
∫ 1

−1

{(z2 − 1)m}m−1{(z2 − 1)n}n+1dz = . . .

= (−1)m

∫ 1

−1

(z2 − 1)m{(z2 − 1)n}n+mdz

Sim > n, on a {(z2−1)n}n+m = 0, d’où, par la formule de Rodrigues
∫ 1

−1
Pn(z)Pm(z)dz =

0.

Si par contre n = m, on obtient

∫ 1

−1

{(z2 − 1)n}n{(z2 − 1)n}ndz = (−1)n

∫ 1

−1

(z2 − 1)n{(z2 − 1)n}2ndz =

= (2n)!

∫ 1

−1

(1 − z2)ndz

Exercice. Calculer la dernière intégrale par la formule d’Euler sur la fonction B

(faire z = 2t− 1). En déduire que
∫ 1

−1
Pn(z)2dz = 2/(2n+ 1).
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§2. Fonctions de Legendre

2.1. Soit maintenant s un nombre complexe quelconque. L’équation différentielle
de Legendre

(1 − z2)u′′(z) − 2zu′(z) + s(s+ 1)u(z) = 0

est satisfaite par un intégrale

u(z) =
1

2πi

∫

C

(t2 − 1)s

2s(t− z)s+1
dt (2.1.1)

pourvu que C est un contour fermé tel que la fonction sous intégrale

f(t) =
(t2 − 1)s

2s(t− z)s+1

est uniforme le long de C.

Soit z un nombre réel positif dont la distance de 1 est inférieur à 2; prenons pour
C un cercle qui entoure les points 1 et z et ne contient pas −1:

C = {t = 1 + reiθ, 0 ≤ θ ≤ 2π}

avec 2 > r > |1 − z|. On pose en point A = 1 + r: arg(t − 1) = arg(t + 1) =
arg(t− z) = 0.

La formule (2.1.1) définit alors une fonction Ps(z); par l’extension analytique
elle est bien définie sur le plan coupé {z ∈ C − (−∞, 0]}.

Pour s ∈ N on revient aux polynômes de Legendre.

Notation commode (cf. [WW], 15.2):

Ps(z) =
1

2πi

∫ (1+,z+)

A

(t2 − 1)s

2s(t− z)s+1
dt (2.1.2)

2.2. Relations de récurrence. Soit C le contour comme ci-dessus:

C = (A; 1+, z+)

On a:

Ps(z) =
1

2s+1πi

∫

C

(t2 − 1)s

(t− z)s+1
dt

P ′
s(z) =

s+ 1

2s+1πi

∫

C

(t2 − 1)s

(t− z)s+2
dt

Par contre,

d

dt

(t2 − 1)s+1

(t− z)s+1
=

2(s+ 1)t(t2 − 1)s

(t− z)s+1
− (s+ 1)(t2 − 1)s+1

(t− z)s+2
,
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d’où:

0 =

∫

C

2t(t2 − 1)s

(t− z)s+1
dt−

∫

C

(t2 − 1)s+1

(t− z)s+2
dt

Maintenant on rémarque que t = (t− z) + z, i.e.

t(t2 − 1)s

(t− z)s+1
=

(t2 − 1)s

(t− z)s
+
z(t2 − 1)s

(t− z)s+1
(2.2.1)

(une formule importante!) Il s’en suit:

1

2s+1πi

∫

C

(t2 − 1)s

(t− z)s
dt = Ps+1(z) − zPs(z) (2.2.2)

En dérivant par z:
P ′

s+1(z) − zP ′
s(z) − Ps(z) = sPs(z)

ou
P ′

s+1(z) − zP ′
s(z) = (s+ 1)Ps(z) (I)

Ensuite,

0 =

∫

C

d

dt

{

t(t2 − 1)s

(t− z)s

}

dt =

=

∫

C

{

(t2 − 1)s

(t− z)s
+

2st2(t2 − 1)s−1

(t− z)s
− s(t2 − 1)s

(t− z)s+1

}

dt

En écrivant t2 = t2 − 1 + 1 et t = t− z + z,

0 =

∫

C

{

(s+ 1)
(t2 − 1)s

(t− z)s
+ 2s

(t2 − 1)s−1

(t− z)s
− sz

(t2 − 1)s

(t− z)s+1

}

dt

Enfin, en utilisant (2.2.2), on en déduit:

(s+ 1)Ps+1(z) − (2s+ 1)zPs(z) + sPs−1(z) = 0 (II)

2.2.1. Exercice. Prouver les récurrences (III) - (V) ci-dessous:

zP ′
s(z) − P ′

s−1(z) = sPs(z) (III)

P ′
s+1(z) − P ′

s−1(z) = (2s+ 1)Ps(z) (IV )

(z2 − 1)P ′
s(z) = szPs(z) − sPs−1(z) (V )
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§3. Fonctions adjointes

3.1. Les fonctions adjointes de Legendre sont définis par

Pm
n (z) = (1 − z2)m/2 d

mPn(z)

dzm

3.2. Exercice. (a) Montrer que Pm
n (z) satisfont à l’equation différentielle

(1 − z2)u′′(z) − 2zu′(z) +

{

n(n+ 1) − m2

1 − z2

}

u(z) = 0

(b) Montrer que (a) est une équation hypergéométrique de schéma de Riemann

P

{ 0 ∞ 1
m/2 n+ 1 m/2
−m/2 −n −m/2

; (1 − z)/2

}

(cf. 1.4; noter la différence entre le deux schémas).

3.3. Orthogonalité. Montrez que

∫ 1

−1

Pm
n (z)Pm

r (z)dz =
2

2n+ 1

(n+m)!

(n−m)!
· δr,n,

cf. [WW], 15.51.
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CHAPITRE VI. ÉQUATIONS DE MAXWELL ET L’ÉQUATION D’ONDES

§1. Des équations de Maxwell à l’équation d’ondes

Le but de ce chapitre et donner un exemple typique d’une application de fonctions
speciales: pour la solution des équations de Maxwell, cf. [BW], 14.5.

1.1. On considère un champ électro-magnétique (eωtE, eωtH) où t est le temps,
ω est la fréquence, E = (Ex, Ey, Ez) est le champ électrique; H = (Hx, Hy, Hz) est
le champs magnétique. Les vecteurs (E,H) ne dependent pas de t; E = E(z), H =
H(z), z ∈ R3 et satisfont aux équations de Maxwell:

curl H = −k1E (M1)

curl E = k2H (M2)

où k1, k2 sont des constantes complexes. On pose

k2 = −k1k2

1.2. On introduit les coordonnées sphériques:

x = r sin θ cosφ

y = r sin θ sinφ

z = r cos θ

Si A = (Ax, Ay, Az) est un vecteur alors

Ar = Ax sin θ cosφ+Ay sin θ sinφ+ Az cos θ

Aθ = Ax cos θ cosφ+ Ay cos θ sinφ−Az cos θ

Aφ = −Ax sinφ+ Ay cosφ

Exercice. Le vérifier. Pour s’entrainer, énoncez et prouvez les formules analogues,
plus simples, pour les coordonnées polaires dans R2.

1.3. Si A est un champ vectoriel sur R3 alors par définition

curl A = det





ex ey ez

∂x ∂y ∂z

Ax Ay Az





En coordonnées sphériques

(curl A)r =
1

r2 sin θ
·
{

∂(rAφ sin θ)

∂θ
− ∂(rAθ)

∂φ

}
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(curl A)θ =
1

r sin θ
·
{

−∂(rAφ sin θ)

∂r
+
∂Ar

∂φ

}

(curl A)φ =
1

r
·
{

∂(rAθ)

∂r
− ∂Ar

∂θ

}

(vérifier!).

1.4. Il s’en suit que les équations de Maxwell en coordonnées sphériques s’ecrivent

1

r2 sin θ
·
{

∂(rHφ sin θ)

∂θ
− ∂(rHθ)

∂φ

}

= −k1Er (M1a)

1

r sin θ
·
{

−∂(rHφ sin θ)

∂r
+
∂Hr

∂φ

}

= −k1Eθ (M1b)

1

r
·
{

∂(rHθ)

∂r
− ∂Hr

∂θ

}

= −k1Eφ (M1c)

et
1

r2 sin θ
·
{

∂(rEφ sin θ)

∂θ
− ∂(rEθ)

∂φ

}

= k2Hr (M2a)

1

r sin θ
·
{

−∂(rEφ sin θ)

∂r
+
∂Er

∂φ

}

= k2Hθ (M2b)

1

r
·
{

∂(rEθ)

∂r
− ∂Er

∂θ

}

= k2Hφ (M2c)

On va chercher une solution sous une forme d’une somme de deux ondes

(E,H) = (e
E, e

H) + (m
E, m

H)

avec
eEr = Er,

eHr = 0

et
mEr = 0, mHr = Hr

L’onde (eE, eH) est appelée l’onde électrique, et (mE, mH) est appelée l’onde

magnétique.

Procédons à chercher une solution (eE, eH). Les équations (M1b) et (M1c)
deviennent:

k1
eEθ =

1

r

∂(r eHφ)

∂r
(M1b)′

k1
eEφ = −1

r

∂(r eHθ)

∂r
(M1c)′

En substituant dans (M2b) et (M2c), on obtient:

(

∂2

∂r2
+ k2

)

(r eHθ) = − k1

sin θ

∂ eEr

∂φ
(M2b)′

(

∂2

∂r2
+ k2

)

(r eHφ) = k1
∂ eEr

∂θ
(M2c)′
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On voit l’arrivée graduelle de l’équation des ondes...

Par contre, après la substitution de (M1b)′ et (M1c)′, l’équation (M2a) devient:

1

k2
1r

2 sin θ

∂

∂r

{

∂

∂θ
(r sin θ eHθ) +

∂

∂φ
(r eHφ)

}

= 0 (M2a)′

qui est satisfaite si
∂

∂θ
(r sin θ eHθ) +

∂

∂φ
(r eHφ) = 0 (M2a)′′

ce qui signifie que
div e

H = 0 (M2a)′′′

(vérifier!).

1.5. Potentiel. Il nous faut s’occuper de l’équation (M1a). L’équation (M2a)
sera satisfaite si

eEφ =
1

r sin θ

∂U

∂φ
, eEθ =

1

r

∂U

∂θ

Posons

U =
∂(r eΠ)

∂r
,

donc on aura
eEφ =

1

r sin θ

∂2 eΠ

∂r∂φ
, eEθ =

1

r

∂2 eΠ

∂r∂θ

Alors (M1b)′ et (M1c)′ seront satisfaites par

eHφ = k1
∂ eΠ

∂θ
=
k1

r

∂(r eΠ)

∂θ
(M1b)′′

eHθ = − k1

sin θ

∂ eΠ

∂φ
= − k1

r sin θ

∂(r eΠ)

∂φ
(M1c)′′

En substituant cela dans (M1a), on obtient

eEr = −− 1

r sin θ
·
{

∂

∂θ

(

sin θ
∂ eΠ

∂θ

)

+
1

sin θ

∂2 eΠ

∂φ2

}

(M1a)′

1.6. Laplacien. En coordonnées sphériques

∆Π =
1

r

∂2(rΠ)

∂r2
+

1

r2 sin θ

∂

∂θ

(

sin θ
∂ Π

∂θ

)

+
1

r2 sin2 θ

∂2Π

∂φ2

Exercice. Le vérifier.

1.7. Si l’on substitue (M1a)′, (M1b)′′ et (M1c)′′ dans (M2b)′ et (M2c)′, on
obtient deux équations

∂

∂φ
{∆ eΠ + k2 eΠ} = 0 (M2b)′′

∂

∂θ
{∆ eΠ + k2 eΠ} = 0 (M2c)′′
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en tenant compte de 1.6.

Il s’en suit que si le potentiel scalaire eΠ satisfait à l’équation d’ondes

∆ eΠ + k2 eΠ = 0

et les composantes eEr,
eEθ,

eEφ,
eHθ,

eHφ sont définies par les formules 1.5, alors
les champs eE = (eEr,

eEθ,
eEφ), eH = (0, eHθ,

eHφ) satisfont aux équations de
Maxwell.

Les considérations pareilles s’appliquent au champs magnétique ( mE, mH), et
on arrive au théorème suivant.

1.8. Théorème. Soient eΠ, mΠ deux solutions de l’équation d’ondes

∇2Π + k2Π = 0 (Ondes)

et k2 = −k1k2. Alors le champ (E,H) = (Er, Eθ, Eφ;Hr, Hθ, Hφ) défini par les
formules

Er = eEr =
∂2(r eΠ)

∂r2
+ k2r eΠ

Eθ = eEθ + mEθ =
1

r

∂2(r eΠ)

∂r∂θ
+

k2

r sin θ

∂(r mΠ)

∂φ

Eφ = eEφ + mEφ =
1

r sinφ

∂2(r eΠ)

∂r∂φ
− k2

r

∂(r mΠ)

∂θ

et

Hr = mHr =
∂2(r mΠ)

∂r2
+ k2r mΠ

Hθ = mHθ + eHθ =
1

r

∂2(r mΠ)

∂r∂θ
− k1

r sin θ

∂(r eΠ)

∂φ

Hφ = mHφ + eHφ =
1

r sinφ

∂2(r mΠ)

∂r∂φ
+
k1

r

∂(r eΠ)

∂θ

(ici le deuxième triple s’obtient du premier en échangeant eΠ avec mΠ et k1 avec
−k2) satisfait aux équations de Maxwell:

curl H = −k1E (M1)

curl E = k2H (M2)
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§2. Une solution de l’équation d’ondes

2.1. On cherche une solution de l’équation

∇2Π + k2Π = 0

en coordonnées sphériques

1

r

∂2(rΠ)

∂r2
+

1

r2 sin θ

∂

∂θ

(

sin θ
∂Π

∂θ

)

+
1

r2 sin2 θ

∂2Π

∂φ2
+ k2Π = 0 (O)

sous une forme
Π(r, θ, φ) = R(r)Θ(θ)Φ(φ)

Alors (O) se separe en trois équations différentielles ordinaires:

d2(rR)

dr2
+

(

k2 − α

r2

)

rR = 0 (J)

d

sin θdθ

(

sin θ
dΘ

dθ

)

+

(

α− β

sin2 θ

)

Θ = 0 (P )

et
d2Φ

dφ2
+ βΦ = 0, (S)

α et β étant des constantes arbitraires (vérifier!).

2.2. Une solution générale de (S) est de la forme

a cos(
√

βφ) + b sin(
√

βφ)

Par contre, si l’on veut une fonction uniforme, il faut que β = m2, m ∈ Z. Donc
une solution sera

Φ(φ) = am cos(mφ) + b sin(mφ)

2.3. Dans l’équation (P ), faisons une substitution ξ = cos θ. On obtient une
équation:

d

dξ

{

(1 − ξ2)
dΘ

dξ

}

+

{

α− m2

1 − ξ2

}

Θ = 0

(vérifier!) Les solutions sont les fonctions adjointnes de Legendre. Afin qu’il soient
uniforment, il faut que α soit de la forme α = l(l + 1), l étant un entier positif:

d

dξ

{

(1 − ξ2)
dΘ

dξ

}

+

{

l(l + 1) − m2

1 − ξ2

}

Θ = 0 (P )′

Les solutions seront:

P
(m)
l , m = −l,−l + 1, . . . ,−1, 0, 1, . . . , l− 1, l
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2.4. Enfin, l’équation (J) après un changement

kr = ρ, R(r) =
Z(ρ)√
ρ

se transforme en:
d2Z

dρ2
+
dZ

ρdρ
+

(

1 − (l + 1/2)2

ρ

)

Z = 0 (J)′

Celui-là est l’équation de Bessel, dont deux solutions independantes sont:

ψℓ(ρ) =

√

πρ

2
Jℓ+1/2(ρ)

et

χℓ(ρ) = −
√

πρ

2
Nℓ+1/2(ρ)

Ici:

Jℓ+1/2(z) = (−1)ℓ

(

2

πz

)1/2

zℓ+1

(

d

zdz

)ℓ
sin z

z

et

Nℓ+1/2(z) = (−1)ℓ

(

2

πz

)1/2

zℓ+1

(

d

zdz

)ℓ
cos z

z

(la fonction de Neumann; une autre notation pour Np est Yp); donc

ψℓ(z) = (−1)ℓzℓ+1

(

d

zdz

)ℓ
sin z

z

et

χℓ(z) = (−1)ℓzℓ+1

(

d

zdz

)ℓ
cos z

z

En d’autres termes, une solution générale de (J) est de la forme

clψl(kr) + dlχl(kr)

où cl, dl ∈ C.

2.5. Une solution générale de l’équation d’ondes (O) aura une forme

rΠ(r, θ, φ) =
∞
∑

l=0

l
∑

m=−l

{clψl(kr)+dlχl(kr)}P (m)
l (cos θ){alm cos(mφ)+blm sin(mφ)}

Les valeurs des coefficients cl, dl, alm, blm de cette série sont déterminés par les
conditions au bord.

On peut trouver un exemple intéressant dans [BW], 14.5: une description,
d’après G.Mie et P.Debye (cf. [M], [D]) de la diffraction de la lumière sur une
petite sphère métallique.
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