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PROLOGUE

JARDIN DES FONCTIONS SPECIALES

0.1. Toutes les fonctions spéciales qu’on va discuter, peuvent étre écrites sous
une forme de certains intégrales définies (ou périodes) ou les intégrales curvilignes
(le long d’un contour).

On peut les diviser en deux classes:
la premiere classe, deux facteurs sous intégrale:

29
/ (t — 21)%(t — 22)°dt — la fonction B(a,b) (beta) d’Euler

Z1

Cas dégénéré, ou cas limite:

/ (t —2)%%dt — la fonction I'(a) (gamma)

0.2. La deuxieme classe, trois facteurs sous intégrale:

zj
/ (t—21)%(t—22)%(t—23)°dt — fonction hypergéométrique de Gauss F(a, b, c; )

Cas particuliers:
polynomes de Jacobi;
fonctions (polynomes) de Legendre

Cas limite:

/ (t — 21)%(t — 20)%e“*dt — fonctions de Whittaker W, (2),

ou fonctions hypergéométriques confluentes.
Cas particuliers:
polynémes de Laguerre et polynomes d’ Hermite.
Ces fonctions satisfont a une équation différentielle d’ordre 2 par rapport a z.

Ils sont liées étroitement aux representations des groupes GL2(R) et GLy(C).



CHAPITRE I. FONCTIONS GAMMA ET BETA

§1. Fonctions I' et B

1.0. A la place d’une introduction. La méthode d’une fonction génératrice.
Considérons, avec Euler, le probleme suivant:

définir une fonction Il(s), s € C, telle que II(n) = n! pour n naturel.

Pour le résoudre, on écrit une fonction génératrice

0 m oo m .

Par la formule de Cauchy,

1 1 f(t) 1 1 / et
= o dt=—— =-— tnletdt
T(n)  2mi /(O+) e 1 T T (n) T 2mi Sy °

Ici (0+) désigne un circle

(04) = {ee’?, 0 < 0 < 271}
Donc on peut essayer de définir
1 1
= —/ t=7leldt, s e C
(s) 2w Joq)

11 faut faire attention quand méme, puisque la fonction t=*~! est multiforme. Ce
sujet sera répris plus tard, cf. 1.15 ci-dessous.

1.1. On définit:

['(s) = / e 5 dt, (1.1.1)
0
$R(s) > 0. Plus précisement, (1.1.1) définit I'(s) comme une fonctioon holomorphe
dans le demi-plan {R(s) > 0.
Ezercice. Montrer que I'(s + 1) = sI'(s) et I'(n) = (n — 1)! si n € N.

Ceci permet de prolonger I'(s) en une fonction meromorphe sur C, avec des poles
simples en s =0, —1,—2,..., cf. 1.7 ci-dessous.

En effet, on a:
Cis+n+1)=(s+n)(s+n—1)...sI(s),
ou

I(s+n+1)
(s+n)(s+n—1)...s

[(s) =



et
I(s+n+1)=1+0(s+n),
d’on (1)
(5) = m i + 0.
i.e. I'(s) a en s = —n un pole simple avec le résidu
—1)"
Ress—_nI'(s) = (=1 (1.1.2)

1.2. La fonction Beta d’Euler est définie par

B(s,t) = /0 2571 — ) de, R(s),R(t) >0

1.3. Théoréeme.
L(s)I'()

B(s,t) = m

Démonstration, cf. [Jacobi]. On a

I'(a)l(b) = / / e T Yoyt~ ldzdy
o Jo

On fait le changement de variables z+y =17, z =rw, donc 0 <r < oo, 0 <w <1
et
dr = dx + dy, dx = wdr + rdw, dy = (1 —w)dr — rdw,

donc dzdy = rdwdr (oriéntations: (z,y) et (w,r)). Il s’en suit:

I'(a)l'(b) = /01 w* (1 —w)"dw /000 e "r* = 1dr = B(a,b)T(a + b)

1.3.1. Ezercice. Montrer que

- r Doy,
/ []te"dty...dt, = (1) ... T(an)
£>0; <1 g Dl + ...+ an +1)

(Dirichlet). Ici tous o; > 0. Cf. [WW], 12.5.
1.4. Ezercice. Calculer I'(1/2).

Solution. On a

I'(1/2)* = % = B(1/2,1/2)

Par définition,



= 2arcsin 1 =,

B 2/1 du

N 0 vV 1-— u2

r(1/2) = / e Cr 1 2de = /7
0

On remarque que

o oo N o 5
/ e Tx 124y = 2/ e " du :/ e " du,
0 0 —00

/ e~ dy = NZs

— 00

donc

(I'intégrale de Poisson).

1.5. Théoréme (Euler, Gauss).

n!
I'(s) = lim n°B(n+1,s) = lim n°®
() n—oo ( ) n—o0 S(S+1)'...'<S+n)
—1)!
= lim n® (n=1)
n—oo s(s—l—l)(s—l—n—l)
Cf. [Gauss], Section 20.
En effet, on remarque que
t
—t _ 1; 1L n
et = lim (1-—)",
d’ou . .
I'(s) = lim (1- —)nts_ldt
n—oo Jq n
(pour une preuve, cf. 1.6 ci-dessous). On a:
n ton
/ (1— =)'t tdt =
0 n
(u=t/n)
1
= nS/ (1 —w)"u*du
0
Pour n € Non a
B(n+1,t) /1 (1 —v)t~ld !
n+1,t) = — )" dv =
et cela est vrai pour tous t # 0, —1,... —n (prouver!), d’out (1.5.1).

1.6. Exercice. Preuve de (1.5.2), cf. [WW], 12.2.

(1.5.1)

(1.5.2)



(a) Pour tous 0 <y < 1,

l+y<e!<(1-y)!

(b) Pour tous 0 < o < 1,

(1-a)">1-n«

(c) Déduire de (a) et (b) que

n
0<et— (1 — 3) < n~12et
n

pour tous 0 <t < n.

[En effet, en faisant y = ¢/n dans (a), on obtient:

1+t/n<e/™ <(1—t/n)",

d’ou

(L+t/n)" < e < (1—t/n)",
et

(I+t/n)™ >e™" > (1 —t/n)",
Il s’en suit:

0<e'—(1—t/n)"=ec". (1—et~(1—t/n)”) <

<et. (1 —(1— t2/n2)”)
D’un autre part, d’apres (b) avec a = t2/n?, on aura
1—(1—t*/n?)" < t?/n,

d’ou le résultat. |

(d) En déduire que

quand n — oo.

[En effet, d’apres (c),

n t n n [ )
/ {e_t - <1 — —) } -ts_ldt' < n_l/ e st ldt << n! / e_tt8+1dt,
0 n 0 0

ce qui — 0, puisque la derniére intégrale converge. |




(e) En déduire (1.5.2).
1.7. Définition de Weierstrass.

(a) Prouver que la limite

v= lim {Z r~t —logm} (1.7.1)
r=1

existe. Elle s’appelle la constante d’Euler - Mascheroni. On a v = 0,5772157....

(b) Théoreme.

oo

F(l,z) =2 [ {(1 + %)e—z/”} (1.7.2)

n=1

Démonstration. Cf. [WW], 12.11. La formule de Euler 1.5 et 'identité zI'(z) =
['(z 4+ 1) impliquent:

D’un autre coté,

= lim |:e(znm1 1/n—logm)z H { <1 + i)e—z/n}] _
n

m—00 ne1
- z
— V% 1 d —z/n
I 5) )
cqfd.
(¢) En déduire:

1 /1 1
_ 1 <_ _ ) (1.7.3)
z —1 n

d?logT(z)
Ploglle) nz — (1.7.4)

1.8. Théoréme. On a -
Fa)l'(1—a)=

sin ma

Preuve. Par la formule d’Euler

I'a)I'1—a)=B(a,1 —a) = /0 2 N1 —2) %dx =
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(= u/(u+ 1))

o0 a—1
:/ Y du=T
o u-+1

Nous calculons la derniére intégrale par la formule de Cauchy, cf. [WW], 6.24,
Example 1. En effet, considérons intégrale

Za—l
I(r,R) :/ dz,
C(r,R) z4+1

ou C(r, R) est le contour
C(r,R)={r<z<R}U{z=Re"?, 0<60<2r}U

U{RZZZT}U{z:rew, 2r >0 >0} =
=ChUCUC3UCYy
Alors

2mi(a—1) ut! 2! _ i(a—1)
I(R,r)= —I—/ +(1—e“™e™ / du = 2mi Res,—_ = 2mi-e™"\T
( ) /Cz Cy ( ) routl 1 z2+1

A la limite

lim = lim =0,
R—o0 Co r—0 Cy

d’ou
eﬂi(a—l) 2

271 T

emia _ e—mia  ginq

1.8.1. Ezercice. Déduire (1.1.2) de (1.8).
1.9. Il découle de 1.7 et 1.8 que

. - i
smz:zH (1— n27r2) (1.9.1)

n=1

(Euler). En prenant la dérivée logarithmique, on obtient la fameuse décomposition
de cot z en fractions simples:

oo

1 2z 1 |« 1 1
L _1 1.9.2
corE z+ — 2% —n’r? z+nz: (z—nw+z+n7r) ( )

n= =1

1.10. L’équation T'(s)I'(1 — s) = w/sin7s avant la limite. On peut réecrire la
formule d’Euler sous une forme

I'(s) = lim I'(m,s) (1.10.1)

m—00
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ou
mS
I'(m,s)=m°B(m+1,s) = = 1.10.2
s =B 4 L8 = S (/) (1402
La fonction I'(m, s) a des poles simples en s = 0, —1,..., —n. La formule (10.1.1)
est vraie pour tous s € C — {—1,-2,...}.
Il s’en suit: .
L'(m,s)I'(m, —s) = — o
§? [ [y (1 = s%/n?)
D’un autre coté:
sins = Ts 11(1 — ﬁ) = mlgnoo sin(m, s) (1.10.3)
ol
. . 52
sin(m, ms) = ms 11 <1 — ﬁ)
On obtient: -
r r —§) = ——F""F7"— 1.10.4
(s, =) =~ (110.4)
En passant a la limite m — oo,
T(s)['(—s) il (1.10.5)
s)I'(=s) = ——— .10.
ssin(7s)

En multipliant par —s et en utilisant (—s)I'(—s) = I'(1 — s), on obtient I'(s)['(1 —
s) =m/sinTs.

Donc nous avons déduit (1.10.5) de la formule limite d’Euler et de (1.10.3).

Ezxercice. Trouver une preuve de (1.10.3) a partir de la formule des résidus de
Cauchy.

1.11. FEzxercice. Quelques cas particuliers de la formule de Chowla - Selberg, cf.
[CS]. (a) (Legendre). Montrer que

/1 dt  T(1/4)2
0 \/1—t4_ 4\/%

1.12. La formule de multiplication (Legendre, Gauss).

Théoréme.
n—1

H D(z+r/n) = (2m) "~ D/2p1/ 2772 (n2)
r=0

Démonstration. On pose

_ n"? H:L:_é ['(z+41r/n)
nl'(nz)

¢(2)
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Alors, par la formule d’Euler,

b(2) = n"? H?:_ol limyy, oo {(m — 1)lm>*7/7/ HZ_OI(Z +7r/n+1i)} _
nlim,, oo {(nm — 1)(nm)»= ) [ (nz 4 4)}

nmn((m _ 1)!)nmnz+(n—1)/2

nz—1 7:
p— 1 p—
" oo (nm — 1)!(nm)"=
mn—1 _ 1\N\yy, (n—1)/2
— i " ((m—=1)H"m
m—00 (nm —1)!

ne depends pas de z. En prenant z = 1/n,

o=o(=) = [ T(r/n),
d’ou )
2 = I'(r/n)I'N(1 —r/n) = w7
’ U (r/mE=r/n) [17=; sin(rm/n)

1.12.1. Exercice. Montrer que

n

n—1
H sin(rm/n) = S
r=1

Le vérifier directement pour n = 2,3, 4.

Puisque ¢ > 0 (expliquer!), on en déduit
¢ — (271_)(71—1)/271—1/2,

d’ou la formule cherchée.

L’intégrale de Hankel

1.13. Considérons l'intégrale

0+
/ (—t)* tetat
p

Ici p € Rsg. On peut prendre pour (p,0+4) un contour
D={p>t>6u{t=—-6e? —m<O<n}U{d<t<pl=D_UDsUD,

Ici g, 0 < § < pest un nombre arbitraire, I'intégrale ne depend pas de § (pourquoi?).

On prend sur D_ la branche de (—t)*~! correspondante & arg(—t) = —, i.e.

(_t>s—1 — e—iw(s—l)ts—l sur D_;



de 1a, par I’extension analytique le long de Ds, arg(—t) = 7 sur Dy, i.e.

(_t)s—l — eiﬂ(s—l)ts—l sur D_|_

Il s’en suit:
0+ 1
p p
p .
_|_/ (—t)s_le_tdt + / 61#(3—1)ts—18—tdt _
Ds 1)
P
= —2isin(7s) / t5 e~ dt + / (—t)ste tdt
1 Ds
Maintentant

/ (_t)s—le—tdt — / (5ei0)s—le5(cos 0+1 sine)éieiede —
Ds

—Tr

— 8% / eisO—l—J(cos 9+isin9)d9 —50 quand 5 —0

si R(s) > 0. De la:
1.14. Théoreme. (a)

0+ P
/ (=) te tdt = —2i sin(ws)/ ts e tat
P 0

si R(s) > 0.
En faisant p — o0,
(b) 0+
I(s) = ;/ (=) tetat

 2isin(ws) Jo
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si R(s) > 0. On peut prendre le membre droit pour une définition de I'(s) pour s

arbitraire.
FEzercice. En déduire un
1.15. Corollaire.

1 1 o+ 1 [0+
= ——,/ (—t) fe tdt = — t—%eldt,
['(s) 278 J oo 27

— 0

cf. 1.0.

1.16. Lacet double de Pochhammer. Ezercice. Montrer que

P

(14,04,1—,0-) . .
/ ta_l(l . t)b_ldt _ (1 . 62ma)(1 . eQT”b)B(a, b)



14

En déduire que

(1+70+31_70_) 4 2
8—7‘ri(ct—|—b) / ta_l(l o t)b_ldt _ 7T
B T(1 —a)T(1 — b (a+b)
Cf. [WW], 12.43,

Transformation de Mellin.

1.17. Cf. [T]. Si
F(s) :/0 f(z)z* tdx (1.17.1)

alors

f(z) = % /i—wo F(s)x™°ds (1.17.2)

et réciproquement.

Ces formules sont des conséquences de la formule d’inversion de Fourier. En
effet, si 'on pose & = e° et s = ¢ + it, alors (1.17.1) devient

Flewit) = [ peeseriag
est (1.17.2) devient

1 [ ‘
f(e8) = oy / Fle+it)e et gy
T J_oo

1.18. Ezxemple: Séries de Dirichlet et séries de Fourier. On a

[(s) = / e s ldx
0

1 c+100
e " ['(s)x™%ds (¢ >0)

2mi c—100

En changeant z = ny (n € Z>;) on obtient:

oo o0
[(s) = / e~ "ns T lyS T indy = ns/ e "Wyt Ldy
0 0

d’ou . | -
= —ny s—ld
ns F(s)/o €Y y
Soit maintenant
= a
P(s) = s
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Alors on aura:

= an > —nx, . s—1 _ L > T CL’S_l T
o= iy ), e e g [ s

ou .
f(x) e Z ane—nx
n=1
Réciproquement,
1 ctioo 0 a c+100
ot e o(s)I'(s)x™%ds :n:1 2—77:2,/0_”0 [(s)(nx) *ds = f(x)

1.19. Ezemple. Deux intégrales pour la fonction ¢ de Riemann, cf. [Riemann].

(a) On définit

En faisant a,, = 1 dans 1.22, on obtient:

D(s)C(s) = / 7 fa)e e

ou

Cl—e" l—e= er—1’

= [ iy

et —1

i.e.

(b) Fonction C et fonction 6. Montrer que

7=5/2D(5/2)¢(s) = /0 T () s

ou
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§2. Série de Stirling

Nombres de Bernoulli

2.1. Nous en donnerons deux définitions, ” Poincaré duales”.
Premiére définition:

22 24 28

ya z
gty =1=Bigr =B = By

Donc

t t t ~— Bt
= — t - = 1 - _1 n—1 n
et—1 22 2 3 T2 () (2n)!
n=1
On peut donc poser By, = 1/2.
2.3. Théoréme (Legendre).
/OO sin ax le*+1 1
— dxr = — J—
g e¥rT—1 4er—1 2a

Démonstration. On a:

1 o) o)
— e—27rm E e—27rnw — E e—27rnw
2 __ 1
e
n=0 n=1

(x > O), d’ou
%) . S %)
sin ax ) _
I := 27dx = E sinazx e 2™ dx
e — 1 0
0 n=1
Or,
sin ax e—27rnwdx = — (ezaw o e—zaw)e—QTrnxdx
0 2 Jo
ou
[ee) [ ) .
eiax—QTrnxdx — 1 eiam—QTrnx — 1 — 2mn +1a
0 ia — 2mn o 2mn—ia  a?4 4n2n?
Donc
& a
sinazr e 2™ dx = 5 5
0 a® +4mén
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d’ou

Rappelons que (cf. (1.9.2))

2a
Z a2 — 2n2 cota — a
n=1
De la:
= a?® +4min? B = a?/4+7Pn? 4 = —(ia/2)* + m°n? B
1 2 1 1
=% (cot(ia/Q) - E) =~ cot(ia/2) — %
Or,
cot(ia/2) = cos(ia/2) _ i(e= %% + e4/?) _ i(1+e?)
sin(ia/2) e—a/2 — ea/2 1—e®
donc . Lo 41
_ e
4 cot(ia/2) = 1o 1’

quod erat demonstrandum.

2.4. De la:

* sinar 1 1 «— (2a)?™
do = —— + ~cotia = — 3 (~1)""'B
/0 oo 1T Tgg T ot 2a;( BTG

En dérivant 2n fois et en posant a = 0, on en déduit:

0 t2n—1
B, = 4n / L
0

6271'75 -1

cf. [WW], 7.2. On peut régarder cela comme une deuziéme définition des nombres
de Bernoulli (Jacob Bernoulli, Ars conjectandi, 1713, p. 97).

Formules de Gauss et de Binet

o0 1 1,
= - = dt
7 /0 { l—et ¢t }8
Cf. [WW], 2.3.
2.6. Théoréme (Gauss).

dlogT o et =t
‘Z’(z)zogT(Z):/O (87_16—6—75)dt

2.5. Théoréme.
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Cf. [WW], 2.3.
2.7. Lemme. Si Rz > 0,

> dt
/ (et — e‘”); =logz
0

Cf. [WW], 6.222, Exemple 6 (un bon exercice).

/1 1 1 —t log 2
/ oI Codr—1- 8"
0 2t et—-1) t 2
2.9. La premiére formule de Binet. Théoréme.

1 1 /1 1 1 et
logf(z):(z—g)logz—z-i—ilog%r—i—/o (5—;—1—&_1) " dt

1 1+ 1 1
2 t et—1)¢t

Alors si z = x + 1y, la derniere intégrale
/1 1 1 —=t >
/ ———+ ° SK/ e dt = K/z
0 2 t et-—1 t 0

1 1
logl'(z) = (z - 5) logz —z+ 3 log2m + O(1/x)

2.8. Lemme.

Cf. [WW], 12.31.

Soit

K =sup
t>0

Il s’en suit:

Cf. [WW], 12.31.

2.10. La deuxieme formule de Binet. Théoréme.

logT'(z) = (2 —1/2)logz — z + % log 2m + 2/000 %@dt
of. [WW], 12.32.
La série de Stirling
2.11. On a
=L s G O

Il s’en suit que

6(2) = 2/000 arctan(t/z) gt By By B3

e2mt _ 1 1.2 3.4 565
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est un développement asymptotique de ¢(z).

2.12. Développements asymptotiques. D’apres Poincaré, on dit qu’'une série

S(z) =377, an/z" est un dévoleppement asymptotique d'une fonction f(z) (dans

un secteur D = {a < argz < #}) a linfini, qui s’écrit
a as
zZ)~a —+ = +...
f( ) 0o+ e 52 +

si pour chaque N
N

i () = 3 e =0

On peut exprimer cela autrement:

N

f(z) =) an/z"+o(z"")

n=0

La série S(z) peut méme diverger pour tous z.

2.13. Ceci fournit un développement asymptotique de log I'(z):

(_1)7"—1BT
(2r — 1)z2r 1

. (= o0),

1 (oo}
logT(z) ~ (2 —1/2)1 - —log2
0gT(2) ~ (2 —1/2)logz — z + 5 log 7r+; "
La série a droite ne converge pas dans aucun voisinage de co. En effet, si elle
convergait pour |z| > p, il existerais K tel que B, < K(2r — 1)2rp?", d’ot la série
S (—=1)""1B,t27/(2r)! serais une fonction entiere, ce qui n’est pas le cas d’apres

r=1

2.2, cf. [WW], 12.33.

2.14. Puisque 0 < ¢(z) < B1/2x (x > 0), on a ¢(z) = 0/12x avec 0 < 0 < 1,
d’on
F(CIJ) — (271')1/25(336_1/26_3669/1236

La série asymptotique de I'(x):

1 1 139 571
T — (9 1/2 x—1/2 —=x 1 _ —
(@) = @m) e I o+ e ~ Fis40s 248332027

+O(1/x5)},

xr — OQ.
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CHAPITRE II. FONCTION HYPERGEOMETRIQUE DE GAUSS

§1. Série hypergéométrique

1.1. On pose

a

b alat Db +1) 5 alatD(a+2bb+1)(b+2)
1

F(a,b,c;2) =1
(a,b,c;2) + 2 clct 1) z 1-2-3-¢c(c+1)(c+2)

w ala+1)...(a+n—1bb+1)...b+n—1
_HZO nl-clc+1)...(c+n—1)

) o
2" = Z 2" (1.1.1)
n=0
On peut reécrire cela sous une forme

. T < T@+n)(b+n) ,
Fla,b,e2) = 5rm) ;} T(c+n)(n+1)

Convergence: cf. [WW], 2.38. En utilisant le théoréme de D’Alembert:

une serie Y~ u, converge absolument sil existe p < 1 tel que |uy41/un| < p
pour n assez grand,

on en déduit que la série (1.1.1) converge absolument pout |z| < 1. En effet,

+1
. Opy12”
lim —H2 =
n—oo 2"
La série diverge si |z| > 1.
Par contre, on a le théoreme:
étant donnée une série Y~ o wuy avec limy, oo |Upy1/un| = 1, elle converge
absolument s’il existe ¢ > 0 tel que
lim.sup.,—oco n{|tnt1/un| —1} = -1 —c

En effet, considérons la série convergeante
g Uy = E An~1¢/?

Un+1 _ (1+ 1)—1—6/2 —1_ 1+nC/2

On a
+0(1/n?),

Un n

lim n<””+1 _ 1): 1<
o o 2

11 s’en suit que n(|up41/un| —1) < n(vy41/v, — 1) pour n assez grand, donc qu’il
existe A > 0 tel que |u,| < v, pour tous n, d’ou I'assertion.
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Maintenant considérons la série (1.1.1) avec |z| = 1. Posons u,, = a,2". On a

—1 -1 -1
Un+1 :‘1+a ‘.‘14_17_.‘1_'_6 —|—O(1/n2):
Uy, n
:'1+a+b_c_1 O(1/n2)| =
n

Il s’en suit que (1.1.1) converge absolument pour |z| =1 et R(a+b—c) < 0.
1.2. On a - -
F'(2) = Z noy, 2"t = Z (n+ 1)ap12"
n=1

n=0

Or:

(n+ D)y (a, b, c) = LT 1)7;;;((::17;).("(.[’(?3@' (b+n) _ %ban(a—l—l, b1, c+1),

d’ou )
F'(a,b,c;2) = a—F(cH— Lb+1,c+1;2)
c
1.3. Théoréeme. F(z) satisfait a I’équation différentielle

2F

z(1—2) 57 +{c—(a+b+1)z}cji—1;—abF:O

Démonstration. On a

(a4+n)(b+n)
1 n - n
(n+ 1)ant1 ctn
2F'(2) = Z nag,z"
n=0

o o b
ZFH(Z> _ Z (n+ 1)nan+1zn _ Z n<a +:_)|—<n+ n) OénZn
n=0 n=0

Posons

DZZ(l_Z)dZQ +{c—(a+b+1)z}diz—ab (1.3.1)

Il s’en suit que
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ou

(a4+n)(b+n) Cnn—1)+c- (a4+n)(b+n)

571: " c+n c+n

—(a+b+1)n—abla, =0,

i.e. DF(z) =0, cqfd.
1.4. Théoréme. On a

cfec—1—(2c—a—b—1)z}F(a,b,c;2)+
+(c—a)(c—b)zF(a,b,c+1;2) —c(c—1)(1 — 2)F(a,b,c—1;2) =0
Démonstration.
clc—=1)F(a,b,c;z) = Z clc—1Dayz"
ou

(a+n—-1)b+n-1)

clc = 1Dan = c(c—1) n(c+mn—1)

Un—1; (A)
—c(2c—a—b—1)zF(a,b,c;z) = —Z c(2c—a—b—1ay, " =

—Z c(2c—a—b—1)ay_1 2" (B)

Ensuite,

(c—a)(c—b)zF(a,b,c+ 1) = Z (c—a)(c—b)ay—1(a,b,c+1)z" =

:Z (c—a)(c—b)c+n_1an_1z” (C)
Enfin,
—c(c—1)F(a,b,c;z) = — Z clc—1)ap(a,b,c—1)2"

(a+n—-1)b+n—-1)

—C(C - 1)an(a7b7c - 1) = _C(C - 1) n(c+ n — 2)

an—1(a,bje—1) =

et
clc—1)zF(a,b,c—1;2) = Z clc—1Dap_1(a,b,c—1)2" =

= Z clc+n—2)a,_12" (E)
En ajoutant:
(A)+(D): (a+n—-1)(b+n—1) {n(ci;nl_l) _ H _ _(a+nc—+131(l7_4-1n— 1)
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D’un autre c6té, (B) + (C) + (F) :

1

[(F2e+a+btlectn—D+(c—a)c—b)+(ctn=2(ctn-1)]———=

(a+n—-1)b+n—-1)
c+n—1

d’ou ce qu’on veut.
Valeur en 1

1.5. Théoréme (Gauss).

()l (¢c—a—0)

F(a,b,c;1) = T(c—a)l(c—b)

Dans la preuve, on va utiliser

1.6. Théoréme d’Abel. Si Y >, a,z™ est une série dont radius de convergeance
est 1 et telle que Y a,, converge. Alors la série Y, a,z™ converge uniformement
sur le segment 0 < x < 1, donc

o0 o0
lim g apr" = g an
rx—1

n=0 n=0

1.7. Onapour 0 <z < 1:

cfc—1—-(2c—a—-b—1)z}F(a,b,c;x)+ (c—a)(c—b)xF(a,b,c+ 1;2) =

=c(c—1)(1—x)F(a,b,c—1;2) =c(c—1){1 + Z (o, —ap_1)x"}

Si R(c —a —b) > 0 alors a,, — 0, donc 1+ Y o7, (an — ap—1) = 0; d’apres le
théoreme d’Abel,

lim (e = 1){1 + 2—31 (v — 1)z} =0

Par la méme raison, lim,_,; du membre de gauche sera
cla+b—c)F(a,b,c;1)+ (¢ —a)(c—b)F(a,b,c+ 1;1),

d’ou

F(a,b,c;1) = %F(a,b,c-ﬁ- 1;1)

si R(c—a—b) > 0.



24

1.8. En répétant,

m—1

H (c—a+n)(c—b+n)
(c+n)(c—a—b+n)

F(a,b,c;1) { }F(a,b,c—l—m;l):

n=0

m—1
) (c—a+n)(c—b+n)
=1 lim F 1
ml—IgoJ:[O (c—i—n)(c—a—b%—n)mﬂo (a,b, ¢+ m; 1)

si les limites existent. Or,

c—a—i—n (c=b+n) T(c)l'(c—a—0)
nmlgnooH n)(c—a—b+n) T(c—a)l(c—Db)

sicg {—1,-2,...}.

1.9. D’autre part,

|F(a,b,c+m;1) = 1] <> Jan(a,b,c+m)| <

n=1
(si m > |c|)
0o |am 0o
Z n(lal, [b],m —|c I)Sm_|c|z ap(lal +1,[b] +1,m + 1 —[c])
n=1 n=0

Or la série Y7 an(la] +1,]b|+1,m +1 — |¢|) converge si m > |a| + |b] + |¢| — 1
et est une fonction positive décroissant de m, d’ou

lim F(a,b,c+m;1)=1

m—00

Il s’en suit que
L'(e)'(c—a—1b)

F(a,b,c;1) = T(c — a)l(c—b)

Une répresentation intégrale
1.9. Théoreme.

1
b—1 c—b—1 —a
1-— 1-— du = ————=F(a,b,c;
[t =t = O P
Démonstration. Considérons l'intégrale

1
I= / w1 —w) N1 — uz) T,
0
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ou |z| < 1. On a par la formule binomielle:

(1—uz) Z a—l);z.!.(—a—n—l—l)(_uz)n: a(a+1)..7.l§a+n—1)
n=0 n=0
B a—l—n non
"% o
d’ou
_OO F(a+n) n ! n—1 'LLC 1 —uz au
! ;0 T(a)D(n + 1) /0 WL = )T~ ) du =
R L(a+n) , TO+n)l(c—-0b)
T;} ['(a)l(n+1) I'(c+n) B

ce qui implique 1.9.

1.10. En posant z = 1 dans 1.9,

L®)I'(c—b) 1Y) ' W1 — ) gy =
(o) F(a,b,c,l)—/O (1—u) du =

F'o)'(c—a—0b)
I'(c—a) ’

i.e.

I'(e)'(c—a—D)
I'(c —a)'(c —b)

Donc on a redémontré la formule de Gauss 1.5.

F(a,b,c;1) =

1.11. Exercice. Représenter F'(a, b, c; z) comme une intégrale le long d’un double
lacet

C(a,b, c)/ w7 1 — w) 71 — uz) "%du
L

1.12. FEzxercice. En déduire 1’équation différentielle 1.3.

Idée: montrer que

D{ub_l(l _ u)c—b—l(l —uz)"%) = %(quelque chose)

ou D est 'opérateur différentiel (1.3.1).
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§2. Intégrale de Barnes

2.1. Formule asymptotique:
1 1
logl'(z+a)=(z+a— 5) logz — 2z + 3 log(27) + o(1)
ot o(1) — 0 quand |z| — oo. Il en suit que

T(a+ 2) = V2me ?2# V2 R(2)
s
larg(z)| <7 —d et |arg(z)| <7 — 9,
d >0, avec R(z) — 1 quand |z| — oo.
2.2. Considérons 'intégrale

1 = T(a+s)L(b+ s)(—s) ds
1) =g [ S s

avec |arg(—z)| < .

On a
(_8)—5 — e—s(log|s|—|—iarg(—s));
§75 = e—s(log|s|—|—iarg(s))

donc sur la droite
D = [—o0i, 00i] = {re™/2, r >0} U {re ™2 r >0}

on a
(_8)—5 — S—se—ﬂ|%(s)|

Ensuite,
(—Z)S — ¢ log |z|+iarg(—2) _ 0(8_ arg(—z)%(s))

quand |s| — oo sur D. Il en résulte que

I(a+ s)I'(b+ s)I'(—s)

—2)¥ =0 at+b—c—1_—arg(—z)S(s)—7|S(s)|
LI (e = offsste )

quand |s| — oo sur D. Donc I(z) est une fonction analytique de z dans un domaine
|arg(z)| = |arg(—2)| <7 —4d, § > 0.

2.3. On a
T

P=s)TL+9) = sin(7s)

Considérons l'intégrale

_ L [ Tlatsfts)n(=2)"
I(N) = /C(N) T(c+s)T'(1+s) sin(WS)d
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ot C(N) ={s=(N+1/2)e¥, —n/2 <60 <7/2}. On asur C(N):

I(a+ s)T'(b+ s)

_ a+b—c—1 N
Tersrats W ) N= oo

(—2)° = exp[(N + 1/2)(cosd + isin6)(log |z| + i arg(—2))] =
= O(exp{(N + 1/2)(cosflog |z| —sinfarg(—=z))})
Enfin,

Puisque

nous avons

T 2m

sin(rs)  exp{(N +1/2)(cosf + isinf)ir} — exp{—(N + 1/2)(cosf + isin )it} -

= O(exp{—(N + 1/2)7|sinf|}), N — o0

Donc,
m(=2)°

sin(7s)
= O(exp{(N + 1/2)(cosflog|z| — sin@ arg(—z) — 7|sinb|)}) =
si |arg(z)| < -4,
= O(exp{(N 4 1/2)(cosOlog |z| — §|sin b))}
La derniere expression est
O(exp{(N +1/2)27 /% 1og|z|}) si |0] < 7/4

et
O(exp{—(N +1/2)27Y26}) si |r/4 < 0| < 7/2|

Donc en tous cas pour |z| < 1, i.e. pour log|z| < 0, lintégrale I(IN) tends a 0 quand
N — oo.

2.4. On a

Ress—, — =z""n=0,1,2,...
si

d’ou par la formule de Cauchy

= D(a+n)I(b+n) , T(a)(b) _
Iz) = HZO Texmiitn)” — T( [@bhaz)

d’ou finalement

I'(e) 1 /OOi I'(a+ s)I'(b+ s)I'(—s)

Flabe) = o 2m ) T(c+t s)
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|arg(2)| = [arg(=2)| < 7.

63. Equation P de Riemann

3.1. Celle-ci est I’équation

d? l—-a—ao 1-p-p 1—y—-74")d
u{aa+ﬂﬁ+’y'y}u

dz? z—a z—b z—c dz

+{ao/<a_b><a_c>+ﬁﬂ’<b—c>(b—”MW(C_W_b)}<z—a>< :

z—a z—b z—c z—0b)(z—c¢)
ou
at+d ++3 +v+9 =1
notée
P(a,b,c;a, B,7;0', 3,75 2)
3.2. Exemple.

P(0,00,¢; 0, B,v; ¢, 8,75 2)

2 I’ oy ! !
d u+{1 a—a 1-7y-79 }d_“+{_00‘0‘ 185+ } T =0 (321)
z z(z —c)

dz? z z—c dz z—c

Donc
P(0,00,¢;1/24+m,—c,c— k;1/2—m,0,k; 2) :

du g_d_u+{_c(1/4—m2)+c(c—k)k} ( u

- -0
z z—c z—2c)

dz?  z—c dz

En faisant ¢ — oo, on obtient l’équation de Whittaker:

d2u+du+ k;_'_l/él—m2 0
RN R — _ u =
dz? = dz z 22
3.3. Ezemple.
P(0,00,1;0,a,0;1 —¢,b,c—a—b;2) :
d?u

d
z(l—z)@+{c—(a+b+1)z}d—z—abu:O
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4. Polynémes d’Euler et fonction hypergéométrique
Yy

4.1. Suivant Euler, [Euler], (c), on définit les polynomes
1
E,(z) = 5{(1 +ix/2n)*" + (1 — iz /2n)*"} (4.1.1)

Donc, E,(x) est un polynome de degré 2n, avec le terme constant 1, ne contenant
que des puissances pairs de x. Plus précisement,

Euz) =Y (—1)‘6@:) (2‘2)% (4.1.2)

Par exemple:

5 5 1
E -1 = 2 v .4 -4
3(2) 127 T 1327 T 16656°

Ea(r) =1 — a4 oyt

1 8
16 2048° ~ 65536"

16777216

4
4.2. Rappelons que la fonction hypergéométrique de Gauss soit définie par

af ala+1)B(B+1) o, alat+(a+2)B(B+1)(B+2) 3

F(a,B,7v,x) =1+ T+ x4 4. .. =

1 1-2-7(y+1) 1-2:3-y(y+1)(y+2)

= Z Ci(a7 ﬁa 7)'7727

1=0

o ala+1).. (a+i—1)-BB+1)...(3+i—1)

il y(y+1)...(yv+i—1)

Ci(avﬁuf}/) =

cf. [Gauss]. 1l s’en suit:
ci(—n/2,—n/2+1/2,1/2) =

(—n/2)(—n/2+1)...(—n/2+i—1) - (—n/2+1/2)(—n/2+3/2)...(—n/2 +i—1/2)

it (1/2)(1/241)...(1/2+i—1)
(-D)27"n(n—-2)...(n—=2i+2)- (=127 (n—-1)(n—3)...(n —2i + 1)
il 270135, (20— 1)

_ 27 . nn—1)n—-2)...(n—2i+1) _ (n)
2=.2.4..2i-1-3.5...(2i—1)  \2
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Donc
/2, N
F(-n/2,-n/2+1/2,1/2,2%) = ) (22) — 5{(1 + )"+ (1 —2)"} (4.2.1)
=0
Il en découle:
(P (=n/2 /24 1/2,1/2,0 /%) = S{(t+u) + (- w)"), (4.2.2)

cf. [Gauss], no. 5, formula II.

4.3. La formule (2.2.1) implique:

E,(x) = F(—n,—n+1/2,1/2, —2*/4n?) (4.3.1)

4.4. Si l’on ecrit

= 2n\ 1
En(.T) = Z enthk, Enk — (—1>k (2]{;) W
k=0

alors
2n(2n—1)...2n -2k +1) (=1)¥ 1 2 2k — 1
nk = (—1)F = A (1—— | (1—=)...(1—
enk = (1) (2K)!(2n)2* (2k)! o o om )’
d’ou )k
_ ~1
’I’L11—>H010 67’L.l€ - (Qk)' 9
i.e.

comme il faut. En d’autres termes,

lim F(—n,—n+1/2,1/2, —2*/4n?) = cosz,

ou, comme dirait Gauss,
F(—k,k+1/2,1/2, —2?/4k*) = cosz,

k étant ”un nombre infinémant grand” (denotante k numerum infinite magnum).
En effet, Gauss dit que

F(k, k', 1/2, —2*/4kk') = cosz,

denotante k, k' numeros infinite magnos, cf. [Gauss|, no. 5, formula XII.
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CHAPITRE III. FONCTIONS DE WHITTAKER

§1. Fonctions de Kummer M ,,(2)

1.1. Considérons I’équation

d*>u  du ko 1/4—m?
27 7 b= 1.1.1
d22+dz+{z+ 22 }u 0 ( )

1.2. On va chercher une solution sous une forme

o0
u(z) = 2mTL/2 Z a;z'
i=0

On aura _ .
w(2) = (m+1/2)2" VY a4 2R e,
i>0
ou ( )
(m+1/2)z Z a;iz" = (m+1/2) .
et ) ) ;
Lmt1/2 Z ja; 2l = Zm1/2 Z izt = ZzmHL/2 Z (i +1a12*
i>0 i>0 i>0
De la,

u//(z) _ _(m+1/2)uij> 4 m+1/2 {m+1/2u

z

(2) JrZm+1/22 (i + 1)ai+1zz}+

z

+(m +1/2)2m1/2 Z (i 4 Daj2° + 2m Y2 Z (i + Diaj 12" =

2
—1

m /4u
52

(z) + (2m +1)zm"1/2 Z (i 4 1Dajq 2" + 2" 1?2 Z (i + 1)ia 412" =

2_1/4
m°—1/4

= (z) 4 zm1/2 Z (i + 1)[2m 4+ 1 4 i]az 1 2°

Donc (1.1.1) fournit la relation de récurrence
m+k+i+1/2)a; + (i +1)2m+i+1)a;41 =0,
ou

m+k+i+1/2
i+1)@2m+i+1) "

Ai+1 = —
(
En posant a;, on obtient pour a; la valeur

a,_(_1)i(m+k+1/2)(m+kz+3/2)...(m+kz+1/2-1—@'—1) B
b il2m+1)(2m+2)...(2m +1) -
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_ (1) rem+10)I'(m+k+1/2+1)
== iT(m+k+1/2)D(2m +i+1)

En d’autres termes,

u(z) = 212 1_m—|—k+1/22 (m+k+1/2)(m—|—k¢—|—3/2)22_“. _
1'2m+1) 21(2m +1)(2m + 2)
_ mH/QZ F'Cm+1)I'(m+Ek+1/2414) i
2'F (m+k+1/2)I'2m+i+1)

1.3. Posons u(z) = e *v(z). Alors

u'(z) = e *{—v(z) +0'(2)}
et
u'(z2) = e H{u(z) — 20'(2) + 0" (2)}
I s’en suit que v(z) satisfait a I’équation différentielle

2 koo 1/4—m?
d—v—@+{;+/7m}v:0 (1.3.1)

dz? dz 22

Cherchons une solution sous une forme v(z) = z™*TY/2 5" _ = b;2". Les formules 1.2
impliquent la relation de récurrence

(—m—=1/2—i+k)b;+ (i+1)2m+i+1)bjy1 =0,
i.e.

m—k+i+1/2
(i+1)(@2m+i+1)

bi—l—l = bi7

d’ou, en posant by = 0,

 mi1/2 m—k+1/2 (m—k+1/2)(m—k+3/2) ,
v(z) = 2" {H 1@2m+1) A2m+ 1)2m+2) +}

1.4. Corollaire.

e_z{l m—k+1/2 (m—k+1/2)(m—k+3/2)22+‘”}:

N2m+1) 21(2m + 1)(2m + 2)
_{1_m+k+1/2 (m+k+1/2)(m+k+3/2) 5, }
- N2m+1) A2m + H2m+2)

1.5. En faisant la substitution u(z) = e7*/2WW(z), on obtient pour la fonction
W (z) I'équation différentielle

2w 1 1/4
+{ + = +/7m}W:0 (1.5.1)

dz? 4 22
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Il découle de 1.3 que la fonction

— 1/2 — 1/2 — 2
M, n(2) = mt1/2,—2/2 1+m k+1/ . (m—k+1/2)(m—Fk+3/ )z2+...
’ 1(2m +1) 212m+1)(2m + 2)

est une solution de (1.5.1). L’autre solution est My, _,,(z).

1.6. La premieére formule de Kummer.
VBT My (2) = (=2) TP Mg (—2)

Cela est équivalent a 1.4.

§2. Fonctions de Whittaker W ,,,(2)

Forme intégrale

2.1. Considérons une intégrale (une forme limite de I'intégrale hypergéométrique)

(0+)
o) = vm(2) = [ (L g2 et

oo

Théoreme. v(z) satisfait a I’équation différentielle

v=20

2 2 1/4 —m? -1
d*v <_k_1)dv+/ m” + k(k—1)

dz? z dz 22

Démonstration. Si’on pose

from(t, z) = (=) TR V21 4t/ )k 12t

1/4—m?+k(k—1)
22

2
D, = (d/dz)* + <7k - 1) d/dz +
alors k12 of (t.2)
T + — M afr—1,m\l, 2
D fiom(z,1) = 22 dt

Le théoréme s’en suit.

2.2. On définit la fonction de Whittaker Wy, ., (z) par

T(k+1/2 —m)zke /2
Wim(z) = — ( / 5 ) Vg (2) (2.2.1)

Cette expression est bien définie si k + 1/2 — m ¢ Z<(. Elle satisfait a 1’équation
différentielle de Whittaker (1.5.1):

d>W 1k 1/4-m?
SR et A O 7, 7 2.2.2
dz? * { 1 tI T2 } ( )
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2.3. Ezercice. Montrer que si ®(k —1/2 —m) <0, alors

Zke—z/Q

Wi 2) = 57— f v m

)/ tRT2mm (g g )R 2 met gy
0

Ceci définit W, (z) pour tous k, m.

2.4. Exemples. Montrer que les fonctions ci-dessous fournissent des exemples de
fonctions de Whittaker, cf. [WW], 16.2.

(a) Fonction de distribution des erreurs

Erfe(z) := / e dt = 2.1)1/26$2/2w_1/4,1/4(x2)

(b) Fonction I' incomplete

(s, ) ::/O t*le tdt = T(s) — " D2 " 2W 1) 1o o a()

(c) Logarithme intégral

Todt
li — = (=] —-1/2,.1/2 B -1
ita) = [ o = ~(loga) AW (- loga)

Rapport avec My, m,

2.5. Théoréme.

I'(—2m) I'(2m)
12 =m—5) e+ 5 m g

Wim(2) = T k,—m(2)
Cf. [WW], 16.41.

Développement asymptotique

2.6. En utlisant la formule binomielle

_ 2 _ . n
(1+t/z)>‘:1+&+>\()\ 1)t +”.+)\()\ 1)...(A n+1)‘t_+
z 222 n! Zn

on en déduit un développement asymptotique:
Théoreme.

Wt Zke_m{l P ol § s Uil Ui 1/2)2}}

nlzn

n=1
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pour |z| grand.

Cf. [WW], 16.3.
Intégrale de Mellin-Barnes

2.7. Théoreme.

—z/2 k oot P A —g —
ka(z>:e z/ L) I'(—s—k—m+1/2)I'(—s k;—l—m-l—l/Q)ZSdS
’ 210 ) _oi D(—k—m+1/2)I'(-k+m+1/2)
Cf. [WW], 16.4.

§3. Fonctions d’Hermite

3.1. La fonction
w(z) = 2 PWy _1/4(2%/2)

satisfait a ’équation différentielle

d2 2
=+ {% - Zz}w —0
(vérifier!) On définit:
Dy(2) = 2°/2FV 7 2W g s 174 (22 /2)

Cette fonction vérifie ’équation différentielle

d*D, 1 2?2
——— 1 Ds = 1.1
T2 T {s—l— 5~ 1 } s=0 (3.1.1)

On 'appelle I’équation de Weber. On a:

I'(1/2) 1/2)

(-
s/241/4 _—1/2 2 2
Ds(z) =220/ {WMS/Q+1/4’—1/4(2 vy 2)}

3.2. Forme intégrale. Théoréme. On a:

Pls+1) a, OV
DS(Z) = —(87+')6_Z /4/ 6—zt—t /2(_t>_s_1dt

27 00

Cf. [WW], 16.6. Comme conséquence, Dg(z) est une fonction uniforme de z.

3.3. Rélations de récurrence. Théoréme. (a)

Dsi1(2) — 2Dg(2) + sDs_1(2) =0
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(b)

D'(2) + gDS(z) — sDy_1(2) =0

Démonstration. (a) Désignons
fs(t7 Z) — e—zt—t2/2(_t)—s—1

Alors
Ofs

ot

d’ou I'assertion (on n’oublie pas le facteur I'(s + 1) dans la formule 3.2).

= _Zfs + fs—l + (8 + 1)f5+1’

(b) Exercice (utiliser toujours 3.2).
Polynomes d’Hermate.

3.4. Maintenant supposons que s =n € N. Alors on aura:

1,—22/4 —zt—1t2/2
Da(2) = —”7/( =
+

271 (=t)ntt
(t=v—2)
2mi Jiayy (0 —2)"t 2mi d2" Jiopy v—2
Or, par la formule de Cauchy,
2 2
1 —v/2 —v/2
— ¢ dv = Resvzzei = 6_22/2,
2m Jiopy v— 2 v— 2z

d’ou e
2 2
D,, — (—1)"e? /4 —2z%/2
() = (el

3.5. On définit
_ Z°/4 _ n, z2/2 d" —2%/2
hn(z) =€* /"D, (z) = (—1)"e o€

11 est clair que h,(z) est un polynéme et

3.6. Théoréme. (a)

hnt1(2) — zhn(2) + nhp—1(2) =

dv
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hi(z) — zh!,(2) + nhp(2) =0
()
W, (2) = nho 1 (2)

Exercice.

3.7. Théoréme.
/ Do (2) Don(2)dz = (27) /2015, 10

(Les intégrales convergent en vertu de 3.5).

Démonstration. En utilisant (3.1.1),
(n=m)Dn(2)Dm(2) = Dn(2) Dy, (2) =Dy (2) Din(2) = (Dn(2) D, (2) =Dy, (2) D (2)),

d’out -
/ Dy, (2) Dy (2)dz =0

si n # m. Par contre,

(n+1) /_o; Dy (2)*dz =

(par 3.3 (b))

oo

[ DDl (2 Dus (/D = [ D) D (242D () D ()2 =

(par 3.3 (b)) .
_ /_ D1 (2)(2Dp(2) — 0Dy (2))dz =

(par 3.3 (a)) N
= /_ Dpi1(2)%dz

Par récurrence,

/ Dy (2)%dz = n!/ Dy(2)%dz =

= n! / e 2dz = nl(2m)"/?,

cqfd.
3.8. Corollaire.
/ ()b (2)e= 22z = (27)/215,0 1,

— 00
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3.9. Ezercice. Les polynémes d’Hermite H, (z) sont définies par

2dn 2
Hn — (—1\e? L%
() = (-1’ e

Les exprimer en termes de h,(z). Prouver la formule explicite

Hn(Z) —n! Z (_1>1(2Z>n_ '

il(n — 2i)!

3.10. Ezercice. Prouver les proprétés suivantes de polynémes d’Hermite:

Hyy1(2) —22zH,(2) +2nH,_1(2) =0

H! (2) =2nH, _1(2)
H)/(2) — 2zH) (2) + 2nH,(z) =0

3.11. Ezxercice. Formule limite. Montrer que:

i { G o/ 20 | =

22np)

i { Coresy Hansa (2 2v) b = 2
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CHAPITRE IV. FONCTIONS DE BESSEL

§1. Fonctions Js(x)

1.1. L’équation de Bessel:

d*J  1dJ 52
— + —— 1-— = 1.1.1
d:1;2+xd:1;+< xQ)J 0 ( )

1.2. Cherchons une solution sous une forme

J(x) =a° i a;z’
i=0

On aura: ' '
J () = sz Zaix’ + z° Z ia;xt ! =
i>0 i>1
s , .
= ;J(m) + z° Z (i+ a2
i>0
Ensuite,
s s (s ;
J// - _ = e e S . . (3
() = ——J(2) + I{IJ(@ +x Z (i 4+ Dz }+
1>0
szt Z (i + a2 + 28 Z i(i + Va2t =
i>0 i>0
s 57 s—1 . : i
:—PJ(x)-i—ﬁJ(x)—I—x Z (i+1)(2s+i)aj+12",
i>0
d’ou )
1 S - i
J"(x) + EJ(x) = Ej(x) + 57t Z (i+1)(2s+i+ 1Dajx
i>0
On a ‘ ' ‘
J(x) = 2° Z a;x’ =51 Z aiz' Tt =571 Z a;_1x',
i>0 i>0 i>1
donc

J”(x)—i—lJ(xH— <1— i) J(x) =271 Z a;_1xt sl Z (i+1)(2s+i+1)a; 12"

2
v t i>1 i>0
Il s’en suit que (1.1.1) est équivalente a

a;—1 -|— (Z + 1)(28 + Z + 1)&1'4_1 = 0,
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ou
a; + (i +2)(2s+ i+ 2)ajr2 =0 (1 > 0);
a1 =0

Donc asgg4+1 = 0 est
ask + (2k 4+ 2)(2s + 2k + 2)agk42 = 0 (k > 0),

ou
asg

T Tk (st k+ 1)

Si 'on pose par exemple ag = 1, on obtient une solution

J(x):x8{1_22-1(s+1)+24.1~2(s+1)(s+2)_'"}

Par définition,

G x® x? r? B
To@) = 25T(s+1) 28r(5+1){1_22 : 1(s+1)+24 : 1.2(s+1)(s+2)_“'} -

s Z . ka
= — (=1)" 552 ; (1.2.1)
25 = 22FEIT (s + k+ 1)
1.3. Une série génératrice. Posons
I S A
n=-—oo
donc
1 (0+) .
Jn(Z) _ _/ u—n—lez(u—u )/Qdu _
271
(o1 (0+4) est un contour {re?®, 0 <0 < 2rn}), u=2t/z
0 0 %)
_ Lﬁ (0+) T Li (0+) t—”_letz 1) 527 e
2mg 2" 2mi 2™ — rl4rer
0 r n+2r (0+)
-1 1
= Z ( ) <z) — t—n—’r’—letdt
= 7! 2 21

On a biensir

— tT T etdt = resy—g 7"l =
27i (n+7)!

sin4+r >0,

et 0 sinon. Donc si n > 0,
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ce qui coincide avec (1.2.1). Par contre, sin < 0, n = —m,
o] 2r—m
()" (=
J g — g
n(2) ;ﬂ rl(r—m)!\ 2

© S+m P 2s+m
Z s-l—m (s +m)ls! (5) = (=1)"Jm(2) (1.3.1)

1.4. L’intégrale de Bessel. Pour n € Z on a

1 0h) B
I = g [ e g

2mt
(u =€)
_ QL e—in9+iz sin Gde —
s
— i " 2n9 iz smede 4+ i " e—ine—l—iz sinede —
2w Jo 2T
1 ™
= — / cos(nf — zsin0)db
T Jo

1.5. Nous avons
1 2" (0+)

Ui

In(z) =

Considérons 'opérateur différentiel

2
D:<92+%+1—n—2
z

On a oD
1 2" n+1 22 2
D - - -z t—n—l 1 — < t—z= /4t —
In(2) = 5 om { ;T 4t2}e dt
2w 2™ dt

Donc nous avons prouvé encore une fois que J,,(z) satisfait a I’équation (1.1.1). Le
méme argument marche pour Jys si 'on remplace (0+) par le contour de Hankel
f_(?;), cf. ci-dessous.

1.6. Soit s un nombre complexe quelconque. D’apres le précédent, une fonction

1 S
J(z) = — <f) / s let=2" /4t gy
2mi \ 2 c

satisfait & (1.1.1), si C est un contour arbitraire entourant 0 une fois dans le sens

positif, sur lequel la fonction t=s=1et=="/4t oyt uniforme.



42

Prenons pour C' un contour
(0+) _

/ :/,C:{—oo<z§—e}u{z:ee’9|—WSQSW}U{—GZZZ—OO}
—o0 C

On définit 0
Js(2) = L <g) / g let= /4 g g e C

211 oo

1.7. Rappelons l'intégrale de Hankel:

1 (0+) L
I(s) = ———— —t)5 e tdt
() 2isin(7s) /Oo (=) e
ol
(0+)
=)
C={co>t>clU{t=e|0<0 <2} U{e <t < o0}
Il s’en suit:
1 sin(ms)'(1—s)
I(s) T B
i 1 (0+) 1 (0+)
_ _Sln(ﬂ'S) _ (_t)—se—tdt _ __‘/ (_t)—se—tdt
m  2isin(n(1—3)) Jo 271 J oo
ou bien
- = — t—%e"dt 1.6.1
I(s) 2mi /_OO c (16.1)

(formule de Hankel).
1.8. On en déduit:

1 S (0+)
Js(z) = o <%) / s~ lete= /Atgy —

— 00

_ L (= /(0+) 51 t} : dt —
273 \ 2 _ r'47"t’"
o) s+2r (0+)
z 1 1
— _1 T - - t—S—T—l tdt —
Z (=1) <2> r! 273 €

r=0 -0

- io r!F(i]—lzf—i— 1) (%)H

on a donc rétrouvé la définition (1.2.1).

Rélations de récurrence
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1.9. Nous avons:

1 0 g >
0 - el t—s t —z /4t dt —
omi J_ dt{ cc

o0

0
= 2L o {t_s + Zzzt—s—Q — st_s_l}e_z2/4tdt =
™y )

oo

_ (5) A (g)_SHJsH(z) - s(g)_stz),

Js—1(2) + Jsy1(2) — ?JS(Z) =0

ou

D’un autre coté,

d 1 O+ ¢ Ly
Yy —s § = Dl lgt e /4t t —
3z IR = e /_OO dz{ cc }d

zZ (0+) 2
= —m / t_8_26t6_z /4tdt == —Z_SJS+1(Z>,
—00

ou bien

1.10. Donc on aura:

Js_l(z) + JS_H(Z) = ;JS(Z) (1.10.1)
T(2) = %Js(z) T (2) (1.10.2)
dott )
Ji(2) = S 1s=1(2) = Jopa(2)} (1.10.3)
et
J(2) = Js_1(s) — SJS(@ (1.10.4)

1.11. En multipliant (1.10.4) par z°, on obtient:

d
25 Js-1(2) = —{2°Js(2)} (1.11.1)
dz
et en multipliant (1.10.2) par z~*~1, on obtient:
25 e (2) = —i{z_sJS(z)} (1.11.2)
zdz ’

275 " Jsqn(2) = (—1)”<i) {z7%Js(2)}, (1.11.3)

zdz
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n € N.
1.12. 11 découle de (1.10.1) (ou de (1.3.1)) que

J_l(Z) = —Jl (Z),

donc (1.10.3) entraine
Jo(2) = =N1(2)

1.13. Rapport avec les fonctions de Kummer. Sil'on fait y = 2= ?v et 2 = 2/2i
dans I’équation de Kummer, on obtient 1’équation de Whittaker

qui est satisfaite par les fonctions My +s(x). En effet, on a le

Théoréme.
MO,s (222)

- 925+1/2js+1/2[ (5 + 1)21/2

Js(z)

Cette rélation est équivalente a la deuxiéme formule de Kummer, cf. [WW],
16.11, II.



§2. L’ordre demi-entier

2.1. Par 1.8,

Nous avons

T(r+3/2) = (r + 1/2)T(r +1/2) = (r + 1/2)(r — 1/2)T(r — 1/2) = . ..

=(r+1/2)(r—1/2)...- (1/2)(1/2) =
=27 Y 2r 4+ 1)2r—1)...- 17

D’un autre coté,

@+l =@2r+1)(2r—1)...-1-(2r)(2r—2)...2=2"712r + 1)(2r — 1) ...-

d’ou
ri0(r4+3/2)=2"""112r +1)(2r —1)...- 17 =

=27 T r L )W =27 2r + D)IVT

Donc

3

r=0
9 1/2 oo (_1)7‘22T+1 9 1/2 .
:<w_) 2 Gri) :<w_> o

2.2. Donc (1.11.3) entraine:

d n 9 1/2
Jn+1/2 = Zn+1/2(—1)n <—) {Z_1/2 <—) sin z} =

zdz TZ

R (2)-

45
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§3. Fonctions de Macdonald K(z)

Sur ces fonctions importantes (par exemple dans la Théorie de Nombres, dans les
questions liées a la Kroneckersche Grenzformel), le lecteur pourra consulter [WW],
17.7 et [W], 3.7, 6.15, 6.16, 6.22 et 6.23.

Fonctions Is(2)

3.1. On définit
n o — (z/2)mF
In(Z> =1 Jn(ZZ) = Z W

r=0 ’ ’

sin € Z;sis e C, on définit

SO

Is(2) = i7°Js(iz) = ZO rD(s+r+1)

Ces fonctions satisfont a 1’équation différentielle

d?I(z) N 1dl(z) (1 i 52)[8(;;) =0

dz? z dz 22

(vérifier!)
3.2. Des rélations de récurrence.

L)~ Lon() = 2 L(2)

d s .8 . d —5 — =5
@{Z I(2)} = 2°I,_1(2); @{z I(2)} = 27 I541(2)

3.3. Une forme intégrale.

(2/2)°
(1/2)T(s + 1/2

Ii(z) = T ) /O7T cosh(z cos ¢) sin®* pdep,

si R(s+1/2) > 0.
3.4. Une intégrale de Hankel (cf. [W], 6.22):

s (0+)
Is(2) = (Z2/2-> / ts et gy —
i

— 00

(0+)
- QL ums e utuT /2,
i ) oo

3.5. Un développement asymptotique:

Is(z) ~ ﬁ{u_; (_1>7"H1:_0 (45> = (20 + 1) )}

712377
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si|argz| < /2.
Fonctions Kg(s)

3.6. On définit la fonction de Macdonald

™

Ky(2) = (—)UQWO,S@z) -

2z

3.7. Des formes intégrales. (a)

K, (2) = —F&ﬁ(fg; S /100 e (P — 1)t =

_ F(l/Q)(Z/Q)S /OO —zcosh@ _: 2s
= m ; e sinh 9d9,
si R(s+1/2) >0 et |argz| < 7/2, cf. [W], 6.15.

(b)

Ks(xz)zr(5+1/2)(22)s /OOO ( COS TU .,

2T (1/2) u? 4 22)st+1/2
siR(s+1/2) >0,z >0et |argz| < 7/2, cf. [W], 6.16.

(©) N
KS(Z) — _/ e ? cosht—stdt _

(1 = ze'/2)
1 & 2 dr
_ = 2)8 —T—2%/4T1
sy [ e

si Rz2 > 0, cf. [W], 6.22.
3.8. Un développement asymptotique:

1/2 2 _ 12 2 _ 2 2 _ 92
T _ 45 — 1 (4s® — 17)(4s* — 37)
K ~ [ — el
(2) (22) ‘ {+ ns: 21(82)2 *

si |arg z| < 3m/2, cf. [W], 7.23.
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CHAPITRE V. FONCTIONS DE LEGENDRE

§1. Polynomes de Legendre

1.1. Les polynomes de Legendre sont définis par la fonction génératrice
0. @]
(1—2zh+ 8?72 =" P,(2)h"
=0

De la:
Py(z) =1, Pi(2) =z,

Py(z) = %(322 _ 1), Py(z) = %(52«3 _32),

1 1
Py(z) = g(3524 — 3022 4 3), Ps(2) = §(6325 — 702° 4+ 152)

En général:

(n/2] o
Fal(2) = Z (_1)r2nr!(7(1211 r)‘Q(n>'— 2r)!2n_2T (1.1.1)

r=0

FEzercice. Le démontrer.

1.2. Formule de Rodrigues. La formule (1.1.1) entraine:

1 dr
ol dzn

P,(z) (22 -1)

1.3. Intégrale de Schlifli.

1 2 —1)"
L RSN
2m t: [t—z|=€ 2n(t - Z>n+

Ezercice. Démonrer cela (utiliser 1.2).

1.4. L’équation différentielle de Legendre. Considérons 'opérateur différentiel
linéaire

D —(l—zg)d—Q—in—i—n(n—l—l)
" dz? dz
Alors ) ) .
t-—1)" d (t=—=1)"
@) d @)

"on(t — z)ntl dt 27 (t — )+l

Il s’en suit que

D,P,(z)=(1- 22)d2§;(2) — QZdP;(Z) +n(n+1)P,(2) =0




49

Autrement dit,
d o\ AP (2) B
E{(l —z )7 +nn+1)P,(2) =0
Le scheme de Riemann de cette équation:

—1 00 1

P{ 0 n+1 O0; z}
0 -n 0

1.5. Relations d’orthogonalité. Théoréme (Legendre).

1
2
/ P, (2)Pp(2)dz = 6y -
1 o 2n+1

Introduisons une notation: {u}, = d"u/dz". Alors

(2= 1" (1) = {(z> = D"} (1) = 0sir < n

L’intégration par parties nous fournit donc:

/_ =1 = 1)z = / = D™ - D hade =

— (-1)m / (22— 1)™{(2% — )"}z

—1

Sim >n,ona{(2>~1)"},1,m = 0, d’ol, par la formule de Rodrigues f_ll P, (2) P, (2)dz =
0.

Si par contre n = m, on obtient

1

[ A =10l = 0 = (1) [ =D - ) e =

—1

= (:zn)!/1 (1-2%)"dz

—1

Ezercice. Calculer la derniere intégrale par la formule d’Euler sur la fonction B
(faire z = 2t — 1). En déduire que f_ll P, (2)%dz =2/(2n +1).
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§2. Fonctions de Legendre

2.1. Soit maintenant s un nombre complexe quelconque. L’équation différentielle
de Legendre
(1 —22)"(2) — 220/ (2) + s(s + Du(z) =0

est satisfaite par un intégrale

1 (t2 —1)¢
= — —— —dt 2.1.1
u2) =55 /C 25(t — )5+ (2.1.1)
pourvu que C' est un contour fermé tel que la fonction sous intégrale

(2= 1)°
e -
f() 25<t—2)5+1
est uniforme le long de C.

Soit z un nombre réel positif dont la distance de 1 est inférieur a 2; prenons pour
C un cercle qui entoure les points 1 et z et ne contient pas —1:

C={t=1+4re" 0<6<2r}
avec 2 > r > |1 — z|. On pose en point A = 1+ arg(t —1) = arg(t + 1) =
arg(t — z) = 0.

La formule (2.1.1) définit alors une fonction Ps(z); par Iextension analytique
elle est bien définie sur le plan coupé {z € C — (—o0, 0]}.

Pour s € N on revient aux polynoémes de Legendre.

Notation commode (cf. [WW], 15.2):

(14,2+) 2 1)\s
Py(z) = i/ =D (2.1.2)
270 J 4 25(t — z)s5+1

2.2. Relations de récurrence. Soit C' le contour comme ci-dessus:

C = (A;14, 24)
On a (2 )
1 t*—1)°
P,(z) = dt
(2) = Serins /C (t—2)s11
s+1 (t? —1)®
Pl(z) = dt
+(2) 25+l /C (t—z)st2
Par contre,

(> =1t s+ Dt(t* —1)°  (s+1)(t* —1)°H!

d
dt (t—z)s+1 (t — z)s+1 (t — 2)5+2 ’




d’ou: ) ) "
2t(te —1)° t* —1)°
0= / 27 —1)° / [Gallt) M
c (t—z)*H c (t—z)+?
Maintenant on rémarque que t = (t — z) + z, i.e.

t* -1 (2 -1)°  2(*-1)*
(t—2)t1 — (t—2)*  (t—2)5t!

(une formule importante!) Il s’en suit:

1 (-1
951, /C i) dt = Psy1(z) — 2Ps(2)

En dérivant par z:
Pi1(2) — 2P{(2) — Ps(2) = sPy(2)

Pl (2) = 2P{(z) = (s + 1) Ps(2)

S

:/ {(t2 —1)® N 2st?(t* —1)°~1  s(t? —1)* }dt
C

(t— 2)® (t —2)3 (t — z)st1

Ensuite,

En écrivant t? =t>2 —1+lett=t— 2+ z,

0:/0 {(s+1)<t2_71)s+23(t2_1)s_1 — sz (t* - 1)° }dt

(t— 2)® (t—2)® (t — z)st1

Enfin, en utilisant (2.2.2), on en déduit:

(s+1)Psi1(2) — (2s+1)zPs(2) + sPs—1(2) =0

2.2.1. Ezxercice. Prouver les récurrences (III) - (V) ci-dessous:
2P((z) = P{_,(2) = sPs(2)

Piy(2) = Piy(2) = (25 + 1) Ps(2)
(22 = 1)P.(2) = 52P,(2) — sP,_1(2)
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(2.2.1)

(2.2.2)

(I1)
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§3. Fonctions adjointes

3.1. Les fonctions adjointes de Legendre sont définis par

m/Qden(Z>

Pr() = (1 - 222

3.2. Exercice. (a) Montrer que P!"(z) satisfont a I’equation différentielle

(1 — 22" (2) — 220/ (2) + {n(n +1)— < T; }u(z) =0

(b) Montrer que (a) est une équation hypergéométrique de schéma de Riemann
0 00 1
P{ m/2 n+1 m/2; (1—z)/2}
-m/2 -n  —m/2

(cf. 1.4; noter la différence entre le deux schémas).

3.3. Orthogonalité. Montrez que

! 2 (n+m)!
P (z)P™ = .
/_1 n ()P (2)dz 2n+1 (n —m)! Orn;

of. [WW], 15.51.
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CHAPITRE VI. EQUATIONS DE MAXWELL ET L’EQUATION D’ONDES

§1. Des équations de Maxwell a ’équation d’ondes

Le but de ce chapitre et donner un exemple typique d’une application de fonctions
speciales: pour la solution des équations de Mazwell, cf. [BW], 14.5.

1.1. On consideére un champ électro-magnétique (e“'E, e“*H) ou ¢ est le temps,
w est la fréquence, E = (E,, By, E.) est le champ électrique; H = (H,, H,, H,) est
le champs magnétique. Les vecteurs (E, H) ne dependent pas de ¢; E = E(z), H =
H(z), z € R3 et satisfont aux équations de Maxwell:

curl H = -k, E (M1)
curl E = koH (M2)
ou ki, ko sont des constantes complexes. On pose

k* = —kiks

1.2. On introduit les coordonnées sphériques:
x =rsinfcos ¢

y = rsinfsin ¢
z=rcosf

Si A= (A;, Ay, A,) est un vecteur alors
A, = Aysinfcos¢p + Aysinfsing 4+ A, cos 0

Ag = Ay cosbcosp+ Aycosbfsing — A, cost
Ay = —Aysing + Aycoso

Ezercice. Le vérifier. Pour s’entrainer, énoncez et prouvez les formules analogues,
plus simples, pour les coordonnées polaires dans R2.

1.3. Si A est un champ vectoriel sur R? alors par définition
ex €y €
curl A=det | 0, 0O, O.
A, A, A,

En coordonnées sphériques

(curl A), = —— {3(7“A¢Sin9) 8(7"Ae>}

r2sinf

96 9o
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1 O(rAgssind)  O0A,
(curl A)g = rsin 6 { or * 0 }
1 [0(rdy) O0A,
(curl &) = 7 { o 09 }

(vérifier!).

1.4. Il s’en suit que les équations de Maxwell en coordonnées sphériques s’ecrivent

1 O(rHgsin®)  O(rHa)|
r2sing { 00 Y = ~hE (Mla)
1 O(rHysin®) OH,\|
rsing {_ or * 0 } =~k (M15)
1 8(7“H9> GHT .
- { or a0 } = k1B (M1c)
“ 1 (0(rE,sing) 9(rEp)
) g s _ riLig _
r2sin 0 { 00 0 } koHy (M2a)
1 O(rEgsin®) 0B,
rsin 6 {_ or * () } = koHy (M25)
1 (9(7‘E9) GET i
r { or a0 } = kaHy (M2c)

On va chercher une solution sous une forme d’une somme de deux ondes
(E,H) = (°E, “H) + ("E, ™H)
avec
‘E.=F,., °“H.=0

et

mE =0, "H, = H,
L’onde (°E, °H) est appelée l'onde électrique, et (™E, ™H) est appelée l’onde
magnétique.

Procédons a chercher une solution (°E, °H). Les équations (M1b) et (M1lc)
deviennent:

1 8(7“ 6H¢>
ki “Eyg = ————— M1b)
ey = 10 (M)

1 6(1“ EHQ)
ey =—-2L 20 Mic)
k1 "By r Or (Mle)

En substituant dans (M2b) et (M2c), on obtient:
0? ki 0°FE

—— + k%) (r “Hg) = — . M2b)’
(87"2 + >(T ) sinf  O¢ ( )

0? 0 °E,
<ﬁ + kQ) (T 6H¢) = kl 80 (MQC)I
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On voit l'arrivée graduelle de I’équation des ondes...

Par contre, apres la substitution de (M 1b)" et (M1c¢)’, 'équation (M2a) devient:

1 o[ o0 0
S5y aa(rsing “H —(r“H =0 M2a)
k3r2sin6 8r{89 (rsin o)+ (9(;5(T ¢)} (M2a)
qui est satisfaite si
%(r sinf “Hp) + %(r ‘Hy) =0 (M2a)”
ce qui signifie que
div “H =0 (M2a)"

(vérifier!).

1.5. Potentiel. 1l nous faut s’occuper de I’équation (M1la). L’équation (M2a)
sera satisfaite si

1 oU 10U
¢R, — = ep, — 22
7 rsinf9¢’ % v o0

Posons o(r 1)

,r. e
U= or ’
donc on aura
. SO L | 16% I

¢ rsing orog’ r Orof

Alors (M1b)" et (M1c)" seront satisfaites par

0l ki 9(r °II)

e _ 12
Hy =k %~ a0 (M1b)
err _ .kzl 0 “Il _ k'zl O(r °II) (M1c)”
sinf 0¢ rsinf  0¢
En substituant cela dans (M1a), on obtient
1 0 0 °II 1 9% Il
°E. = — — - — | si M1a)
" rsin {ae(sme 00 )+sin9 042 } (Mla)
1.6. Laplacien. En coordonnées sphériques
1 92(rID) 1 0 01l 1 0%l
All = — — | sin@
r or? T sin 6 06 <Sm 00 ) * r2 sin § D¢?

FEzxercice. Le vérifier.

1.7. Si lon substitue (M1a)’, (M1b)" et (M1c)” dans (M2b)" et (M2c)', on
obtient deux équations

(%{A ‘T4 k% °II} =0 (M2b)"

%{A ‘T4 k% °II} =0 (M2c)"
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en tenant compte de 1.6.

Il s’en suit que si le potentiel scalaire €Il satisfait a I’équation d’ondes
ATl +k*“II=0

et les composantes °E,., “Fy, “Fy, “Hy, ©Hy sont définies par les formules 1.5, alors
les champs °E = (°E,, °Ey, °E,), ‘H = (0, *Hyp, “H,) satisfont aux équations de
Maxwell.

Les considérations pareilles s’appliquent au champs magnétique ( ™E, ™H), et
on arrive au théoreme suivant.

1.8. Théoréeme. Soient €II, ™II deux solutions de I’équation d’ondes
VI + K*II = 0 (Ondes)

et k* = —kiky. Alors le champ (E,H) = (E,, Ey, Ey; H,, Hg, Hy) défini par les
formules

_0%(r °I0)
- Or?

1 92 (r °II) ko O(r ™II)

— ¢F mp, — -
Eo ot O 0ron +rsin0 toler

. me 1 0%(reIl)  kp O(r ™II)
By = "Eo+ E¢_rsin¢ Ordgo Y

E,.= °E, + k2 eIl

et
2 mIT
= ma, = 2 ey
or?

Com | O%(r ™II) ki O(r °II)
Ho= "Ho+ "Ho = 5 50~ = 5nd 99

1 9%(r ™) k1 0(r °II)
rsing O0rdeo r 00

(ici le deuxiéme triple s’obtient du premier en échangeant °II avec ™II et k; avec
—ko) satisfait aux équations de Maxwell:

Hy= "™Hy+ “Hy =

curl H = -k, E (M1)

curl E = koH (M2)
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§2. Une solution de I’équation d’ondes

2.1. On cherche une solution de I’équation

V2 + kT = 0
en coordonnées sphériques
1 02(rll) 1 0 oIl 1 9’1
- — | sinf— SE———— (S | -
r o or? * r2sin6 06 <Sm 00 ) r2 sin” § O¢? * 0 (©)

sous une forme

I(r,0,¢) = R(r)©(0)®(¢)

Alors (O) se separe en trois équations différentielles ordinaires:

d*(rR) 5 «
d (. do 3 -
sin 0d0 (S”w@) + (O‘ N sm29>@ =0 (P)
et 26
02 + 3% =0, (S)

« et [ étant des constantes arbitraires (vérifier!).

2.2. Une solution générale de (5) est de la forme

a cos(y/B) + bsin(v/Be)

Par contre, si 'on veut une fonction uniforme, il faut que 8 = m2?, m € Z. Donc
une solution sera

®(¢p) = ay, cos(me) + bsin(mao)

2.3. Dans ’équation (P), faisons une substitution { = cosf. On obtient une

équation: ,
d 5, dO m B
£fo-es2) oo

(vérifier!) Les solutions sont les fonctions adjointnes de Legendre. Afin qu’il soient
uniforment, il faut que « soit de la forme a = I(l 4 1), [ étant un entier positif:

%{(1—52)§}+{Z(z+1)—%}@:0 (P)

Les solutions seront:

PO m=—1,—4+1,...,-1,0,1,... .1 —1,1
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2.4. Enfin, I’équation (J) apres un changement

Z(p)
kr =p, R(r) = ——
) VP
Se transforme €1 dQZ dZ (l / )2
+1/2
—+ —+ 1—7)220 J)
dp* ~ pdp ( p )

Celui-la est I’équation de Bessel, dont deux solutions independantes sont:

Ye(p) = \/?JZ—H/Q(p)

et
[P
xe(p) = — 7Ne+1/2(ﬂ)
Ici: 12 ,
2 d sin z
_ el 2 1 @
JHI/Q(Z)_( b <7TZ) § (zdz) z
et

1/2 )
2 d CoS 2
Nit1/2(2) = <_1)E<m) Zéﬂ(zdz) 2

(la fonction de Neumann; une autre notation pour N, est Y}, ); donc

Polz) = (—1)%2"H (iym

zdz 2

et

zdz z

xe(z) = (1) (i)zcosz

En d’autres termes, une solution générale de (J) est de la forme

Cﬂﬂl (lﬂ‘) + lel (k’?‘)

ou ¢, d; € C.

2.5. Une solution générale de ’équation d’ondes (O) aura une forme

oo l
rIl(r, 0, ¢) = Z Z {clwl(kr)—i—lel(kr)}Pl(m)(cos 0){aim cos(me)+by, sin(mo)}

=0 m=—1

Les valeurs des coefficients c¢;, d;, ajm, by de cette série sont déterminés par les
conditions au bord.

On peut trouver un exemple intéressant dans [BW], 14.5: une description,
d’apres G.Mie et P.Debye (cf. [M], [D]) de la diffraction de la lumiére sur une
petite sphere métallique.
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