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Introduction

0.1. Systéms intégrables. Un modele (systeme) de la mécanique quantique

de n particules sur la ligne R.
Coordonnées: 1,...,x,.

Fonction d’onde (1, ..., x,), ¥ € L*(R™;C).

|t(xq, ..., x,)| est la probabilité que les particules ont les coordonnées z, . . .

E’quation de Schrodinger:

op(t,z)
WD) _ pwit,a),

ol
A= — + V(zy,...,x
A
Equation stationaire:

Ap = Enp,

E - energie.

Intégrabilité: existence de n opérateurs differentiels Ay, ..., A, d’ordres 1,...

tels que Ay = A et
[Ai, A]] - 0
Si V' ne depend que de différences x; — x;, on prend pour

"0
A =
1 = Oz

Prouvez que [Ay, A] = 0.
Ensuite, on cherche des vecteurs propres communs de tous A;:

0.2. Fonctions sphériques sont certaines fonctions (aux valeurs complexes)
sur les groupes de Lie réels G ou sur leurs espaces homogenes X = G/ K, espaces

symétriques.

Exemples: G = SL,(R), K = SO,(R).

Pour X = S? = SO(3)/SO(2) les fonctions sphériques sont les polynomes de

Legendre, d’ou leur nom.

Plus intéressantes sont les fonctions sphériques sur les espaces symétriques
noncompacts, un exemple typique: le demi-plan de Poincaré H = SLy(R)/SO(2).



Fonctions sphériques satisfont aux équations differentielles du type Laplace.
Ces équations peuvent étre interpretées comme les équations de Schrodinger des
certains systemes quantiques des particules sur la ligne.

Ces sytemes sont intégrables, ce qui veut dire que pour un systeme de r = rk(G)
particules il y a r équations independantes

D;f =X\f, [Di;yD;]=0, \; € C
1< <r.

Par exemple, pour G = SL,,.; 1k(G) = r et les degrés des équations sont
2,...,7r+ 1.

Les éléments D; sont appelés Casimirs par les physiciens. Ils sont les générateurs
indépendants du centre de Ialgebre de Lie g = Lie(G).

En tous cas, dans la Physique toujours il s’agit de trouver des vecteurs propres
communs d’une grande algebre commutative.



§1. Exemples de base: S%, H, R2.

Dans les examples ci-dessous, le modele est: X = G/K; A — un opérateur
différentiel (d’ordre 2) G-invariant, Laplacien, sur X; on cherche les fonctions
sphériques: fonctions propres de A K-invariantes.

(a) R? et fonctions de Bessel

1.1. Considérons 'espace affine X = R%. Deux groupes agissent sur X:

le groupe de rotations K = SO(2) et le groupe de translations 7' — R?; on
désigne par G = M (2) le sous-groupe de Aut(X) engendré par K et T, c’est le
groupe d’automorphismes de X qui respectent la longueur. On a

G=TxK
(produit semi-direct).

Le sous-groupe K est le sous-groupe stabilisateur de zo = (0,0), et le quotient
G/K s’identifie a X:
G/K — X, g g-x9
On a

K:{(_“b 2) @+ =1, a,beR}

1.2. Laplacien. Considérons 'algebre A des opérateurs différentiels
0= Z a;;(z, y)@i@i
G-invariants. Puisqu’ils sont T-invariants, les fonctions a;; sont constants. Donc
A = C[0,,0,)"
L’exemple de base d’un opérateur G-invatiant est [’opérateur de Laplace
A=0+0;
(vérifiez qu'il est G-invariant).

1.2.1. Exercice. Considérons 'anneau de polynémes B = Clu,v]. K opere
sur B par

(fE)(u,v) = flau +bv, —bu + av), k = <_ab 2) :
Remarquez que cette action préserve les composantes homogenes.

Montrez que si f € BX, alors si n est impaire, f = 0 et si n = 2m alors

n

f=cL™ ce€C,ou L =u?+°



En concluez que A = C[A]. O

En coordonnées polaires x = rcosf, y = rsin6
1 1 1
— 92 2 _
A=0; +;&,+T289 _AT+T2A9 (1.2.1)

Ezxercice. Prouvez (1.2.1).
1.3. Fonctions propres. On cherche des solutions de
Af = -\f (1.3.1)
On suppose que A # 0.
Question. Comment s’appellent les solutions de (1.3.1) pour A = 07

Cherchons des solutions de la forme f(re®) = ¢™¢(r). Alors
1 2
o+ =l + ()\2 - ”—2)¢ —0 (1.3.2)
T r

C’est l’equation de Bessel. Cherchons des solutions sous une forme ¢(r) =
ZZ-OZO a;r*. On obtient:
n*ag =0, (1 —n)a; =0,

(’LQ — nQ)ai = —)\Q(Ii_g

1.4. Définition.

B o (—l)j P 2j+n
J"(Z)_Zjlf(n+j+1) <§) ’

5=0
n,z € C.

Posons

Gan(r) = Jn(Ar)
C’est une solution de (1.3.2).

1.4.1. Ezercice. Montrez que

L (% rsing—ing
n — IAT SINU—1N de
Pan(T) Dy /0 e

(b) S? et polynomes de Legendre

1.5. La sphere
S? = {(xy, 19, 23) €ER®| 2] + 23 + 22 =1} = O(3)/O(2) = SO(3)/S0O(2)



Notons que
u v ~
su@={( " 2) I+ lP =1y = 5°

U(2)/£1 = SO(3) = RP?
et
S? = SU(2)/50(2)
En coordonnées polaires
x1 = Rcosysinr, xo9 = Rsintysinr, x3 = Rcosr,

le Laplacien
Ags = Z 2 =Ap+ —ASQ
ou
5 2
Ap = 0 + —81%,

Ag2 = 0% 4 cot 10, + 8@ = A, + - 6¢A51
SlIl T

L’opérateur Agz est O(3)-invariant.

1.6. Ezercice. Montrez que

ARn 62 8 + Asn 1
r
1.7. Coordonnées polaires sur S*: (r,1). r est la distance géodésique du pole
nord (0,0, 1).
Les K = SO(2)-orbites sont les paralléles.

On cherche les fonctions ¢, (r) les solutions de

Arpa(r) = ¢x(r) + cot Ty (1) = Aga(r)

Les solutions existent que si A = —n(n+ 1), n € N, i.e.
N(r) + cot rg)\(r) = —n(n + 1)px(r) (1.7.1)
Formule explicite:
1 2T
ox(r) = Py(cosr) = 2—/ (cosr + isinr cos ) dy
T Jo

Ici P,(z) sont les polynémes de Legendre, cf. [WW], 15.1.

Po(2) = 1, Po(2) = 2, Po(2) = %(3% S,



Formule de Rodrigues:
1 an
© 2npldzn

Pu(2) (z*=1)"

Orthogonalité:

1
2
/1 P.(2)P,(z)dz = mémn

Equation différentielle:

(1= 2*)P(2) = 22P,(2) + n(n + 1)P,(2) =0 (1.7.2)
C’est I’équation (1.7.1) avec z = cosr.

En effet,
(0% + cotr0,) f(cosT) = (1 — cos® ) f"(cosT) + 2 cosrf'(cosT)

Relation de récurrence:
n+1)P1(2) — (2n+1)zP,(2) + nP,_1(2) =0

(c) H et fonctions de Legendre

1.8. Le demi-plan de Poincaré:
H={reC| 37 >0} =5L(R)/SO(2)
Un autre modele: le disque
D=A{z] |z| <1} =SU(1,1)/S0(2) = G/K

Ici
b

SR
Ql

SU(1,1) = {(

(

k={(5 2)11eP=1

Les K-orbites K - z sont les circles {z| |z| = const}.

) [ Jal? = bf? = 1)
G agit sur D par

2 = =
bz+a

b) az +b

SN
Ql

K est le stabilisateur de o

Les sous-groupes

cosht sinht
A={a = (sinht cosh t) |t € R}



1+4+1s

—18
N:{nsz< 18 1—i5)|S€R}

On a un isomorphisme de groupes
e:a:=R-— A e(r)=a,

On a
a,+-0=tanhr € D

Soient
a; =Roo, Ay =efay).
Alors pour 0 < x < 1
Ay -z =]0,1]
Il s’en suit que

Ay x K — D\ {0}, (a,k) — ak-x

En coordonnées z = x + 1y la métrique
1

ds® = ————
s (1_:L,2_y2)2<

dz® + dy?)

La distance géodésique:
d(o,tanht) =t

Le Laplacien G-invariant:
A= (1—a—y*)*(0; + )

1.9. Coordonnées géodésiques polaires. Pour z € D on pose r = d(o, z).
Alors

z = |z|e” = tanh re

En coordonnées (r,6) A prend la forme

4
A=0F +2c0th2rd, + —0) = A+ =iy

sinh” 2r sinh? 2r
1.10. Définition. (a) Une fonction ¢(z) = ¢(re) est dite radielle si elle ne
depend pas de 6. Autrement dit, ¢ est constante le long des K-orbites.

(b) Une fonction sphérique sur D est une fonction ¢(z) radielle un vecteur
propre de A.

Donc ¢(r) satisfait a
o+ 2coth2r¢). = pg (1.10.1)

Toutes solutions de (1.10.1) sont analytiques (c’est une équation elliptique).
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Une solution:
s

1 _
oA(r) = éa(a, - 0) = 2—/ (cosh 2r — sinh 2r cos )~ D/2qg (1.10.2)
7r

satisfait a
Ardy = —(A* + 1)y (1.10.3)
On a
oa(ar - 0) = ¢_x(a_, - 0)

En faisant le changement

2d
w=tanh0/2, df = -~
1+ u?
on obtient
1 o 1 — 2\ (iA-1)/2 d
oa(a, - 0) = ;/m(cosh2r+sinh2r- 1—}—52) 1+uu2 =
e(i)\—l)r 00 ) )
— / (14 e 2ry?)A=D/2(1 4 g2) = (AT D2 gy, (1.10.4)
™ —0o0

Cf. 1.15 ci-dessous.
Fonction ¢(\) de Harish-Chandra

1.11. Définition.
['(iA/2)

‘N = AT D 2)
1.12. Théoréme. Si R(i\) > 0,

lim e~ (a, - 0) = ¢(N)
T—00

Preuve. On peut appliquer a U'intégrale (1.10.4) le théoreme de convergence
dominée pour obtenir

. 1 > .
lim 6(7z)\+1)r¢)\(ar . 0) _ _/ (1 + u2)7(1+z)\)/2du _
™ J_

r—00

(t=(1+u2)™)

[e.9]

1t

1T(iA/2)[(1/2)
7 T((iA+1)/2)

= %B(M/Q, 1/2) =
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1.12.1. Rappels sur la fonction Beta d’Euler.
1
B(a,b) = / 2711 —2)" e, Ra,Rb > 0.
0

Théoréme (Euler
e I'(a)L'(b)
['(a+0b)

Ezercice. Prouvez cela par recurrence pur b € N* en montrant que:

B(a,b) = (1.12.1.1)

Bla,b+1) = 2Bla+1,b)
a
B(a,b) = B(a+1,b) + B(a,b+ 1)

B(a,b+1) = GLMB(CL, b)

Démonstration de la formule d’Euler (Jacobi). On a

/ / —x— a 1 b 1d.§L’dy

On fait le changement de variables z4+y = r, * = rw, donc 0 <r < 00,0 <w <1
et dedy = rdwdr, d’ou

[(a)T'(b) = /01 w* (1 —w)" dw /OOO e "z dr = B(a,b)T'(a + b)

Ondes entrants et sortants

1.13. Cherchons une solution de (1.10.3) sous une forme

Pa(r) = iA-br Zan 2nr (1.13.1)
On obtient la rélation de récurrence
[n/2]
an(N) =) (20 — 4k —iX+ D)an_or(N)
k=1

On pose ap(A) = 1.
Supposons que A ¢ 1+ 27, donc la rélation est uniquement résoluble.

1.14. Théoréme. Sii\ ¢ 1+ 2Z,
OA(r) = c(A)halr) + c(=A)a(=7)
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Preuve. Les fonctions 11, (£r) sont deux solutions de (1.10.3) linéairement
indépendantes, d’ou

OA(r) = LN a(r) + f-(A) (=)
Puisque ¢5(r) = ¢_(—7),
f-N)(r) = fr(=X)(=r)
Enfin, f(\) = ¢()) grace a 1.12. [

1.15. Equation différentielle pour les fonctions hypergémétriques.
Cf. [L], Ch. XIV, §2.

1.15.1. Lemme - exercice. Soient
Us(u, t) = (L= 1) (t +u) ™
Ly = (u* +u)0? + (1 + 2u)d,
Alors

(L + 5(1 = 8))s = 80sths 11
R

Définissons )
¢s(u) = / ¥s(u, t)dt, Rs > 0,u >0
0
C’est plus au moins la fonction de Legendre (1.10.4).

Alors
(Ly +s(1—8))s =0

C’est plus au moins I’équation de Laplace (1.10.3).

1.16. Exercice: de Dopérateur CM au laplacien. Considérons un
opérateur de Calogero - Moser

c_pr_Me—l
" sinh? r
Montrez que
C(sinh* 7 f(r)) = sinh” r(f”(r) + 2ucothr f'(r) + p?),
i.e.
sinh ™7 o C osinh* r = 92 + 2 cothrd, + u?



82. Une particule sur la ligne

2.1. Mécanique quantique.
Equation de Schrodinger
H1p = hoyot
ou ¢ est la fonction d’onde, h la constante de Planck

V=10(q1, .. i t)

H le Hamiltonien

H=H(pi, - Pniq15---»Gn)
q les coordonnées; p les "momenta”

p; = —i0/q;

Ici H sera de la forme
le— ,
H:§j§1 p]+U(q177Q7L)

U le potentiel.

Equation de Schrodinger stationnaire

Hy = EY
Ici ¢ = 1(q) ne depend pas de t.

E [’energie.

Dans ce chapitre on va considérer des exemples avec n = 1.

2.2. Exemple A. Potentiel ¢?¢ 2.
1 plp—1) _
H — ——62 =\ =7 2
g% Ty 1
On s’interesse aux solutions de
k32
Hiy, = ?@Z)ka ¥r(0) =0

Le spectre:

13
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L’état de base (”ground state”)

Yo(p) = ¢"
Faisons le changement de variables
Uk = oo
Alors ¢y, satisfont a
Bugr = —k>¢x (2.2.1)

ou 5
B, =8+ 2Ly,
q
Proposition. Si = (n—1)/2, B, est la partie radielle du laplacien A, dans
R™.
Exercice: vérifiez-le.
Les fonctions propres de A,, sont les ondes planes
Oru(2) =* "z v eR™ v = 1.
Donc on peut obtenir les solutions de (2.2.1) par moyennisation
o) = [ ), 0= o
v|=1
ou u(v) est la mesure invariante sur la sphere
S"={veR"| |v] =1}
C’est la fonction de Bessel
Or(q) = 287120 (e + 1/2) (kq) ™2 0,y (kq) =
= T(u+1/2) .
(~1)"— (ka/2)?
m!I(p+1/2+m)

m=0

Asymptotique:
or(q) = 28 Y20 (i + 1/2) (kq) ™" cos(kq — pm/2)
si |q| — oo.

2.3. Exemple B. Potentiel ¢?/sin?q. Cf. [SSAFR].

2
-1
2 2sin“ q
Le spectre est discret
Y/ 2
Hyp = CE ren (2.3.1)

2
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Yo(q) = sin* ¢
Apres le changement de variables

Ve = datho
I'équation (2.3.1) vient en
Bye = —(L + 24)6 (23.2)
ol
B, = 87 4 2 cot 9.
Si
n—1
M= 5

B, est la partie radielle du laplacien Agn sur
S" ={z € R"| 2 = (cosq,singn),n* = 1}
Les ondes planes (fonctions propres de Agn):
gbé,ﬂ(qv ’ﬁ) = (COS q— 18in Q(I;, ﬁ))g
sont des états quantiques stationaires d’une particule libre sur la sphere.

Les solutions de (2.3.2) (fonctions zonales sphériques):

be(q) 2/21 ben(q,n)dv =

T+ 1) (2p)
I'(0+2u)
(ou GY sont les polynomes de Gegenbauer)

= F (=0, 0+ p; p+ 1/2;5in” q)

2.4. Exemple C. Potentiel g?/ sinh? q.

2
—1
AUl
2 2sinh“q
On cherche les solutions de
Hvy = Evy (2.4.1)

Le spectre est continu.

Posons
o(q) = sinh” ¢
C’est une solution avec Ey = —u?/2.
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Apres le changement de variables

U = drtho
I'équation (2.4.1) vient en
B = —(p2 + k%) oy, (2.4.2)
ol
B, = 82 + 2y coth g0,.
Si
n—1
M= 5

B, est la partie radielle du laplacien Ag» sur le hyperboloide
H" = {z € R"*!| 2 = (cosh ¢,sinh ¢gn), n* = 1}
Les ondes planes (fonctions propres de Agn):
gbk,ﬂ(qa ’ﬁ) = (COSh q— i sinh Q(I;, ﬁ))_u—’—ik
sont des états quantiques stationaires d’une particule libre sur le hyperboloide.

Les solutions de (2.4.2) (fonctions zonales sphériques):
or(q) = /2 Prp(q, n)dv =
72=1

= F((p + k) /2, (n — ik) /2, p+ 1/2; = sinh? g)
Ce sont des fonctions de Legendre.

Asymptotique
Or(q) ~ (c(k)e™ + c(—k)e ™)™, q — oo
o T(ik)T(20)
_ T@mrep
B = Tt ()

Matrice de diffusion
_clk)  T@ER)(u—ik)
S(k) = c(—k)  T(—ik)T(u + ik)

Les exemples B et C sont des cas particluliers des systemes de Calogero - Moser.

2.5. Exemple D. Potentiel g’¢c 9. Systéme de Toda et fonctions de
Whittaker (cas GL(2)).

Equation de Schrodinger
(=02 + e Da(q) = Eva(q) (2.5.1)
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Hyperboloide a deux nappes

H?: 25 —23 —2i=1
La nappe supérieure:
H? :=={x € H*| 2o > 0}

Coordonnées horisphériques sur H?:

22 22
xo = coshq/2 + 56‘1/2, x1 =sinhq/2 — 56(1/2,

Ty = ze?/?
Le laplacien sur H2:
A= —to+ o
q 9 q 4 7

Considérons l'espace de fonctions sur H?

F={f(x,2)] f(q,2) = ey (q)}
Alors I'équation
Afy= Exfa
est équivalente a (2.5.1).
Le spectre: Ey > 0; on pose Ey = A\?/2.
Asymptotique:
Ualq) ~ e(N)e™ + c(=A)e™™, ¢ — oo
wA(Q) - 07 q—> —00
Cherchons v, sous une forme
UA(q) = e(N)e™Mr(q) + c(=N)e Mo 1 (q),
¢A(Q) - 17 q— 0
La fonction ¢, satisfait a I’équation
(82 + 2iA0y)px = e 1Py
Faisons un Ansatz
ox(@) =3 an(N)e ™

n=0

Alors on obtient
Apn—1
Ay = —F————+
n(n — 2i\)
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En posant ag(A\) = 1, il en découle
(1 — 2i)\)
I(n+1)I'(n+1—2iN)’

an(A) =

d’ou

falg) =T(1 = 2iA) z_:o T(n+ D0(n+1—2iA)

= T(1 — 20\ 1_g;5(e79?)

Il s’en suit
= c(AN)K_ain(e %) =

z)\q/ t—l 2t et eq/tdt
0

D(1+ 2i\)
(1= 2i\)

La matrice de duffusion

S(\) =

2.6. Représentation de moment (transformée de Fourier). La fonction

- [ w@emi

satisfait a ’équation aux différences

(A2 = pH)dha(p) = da(p + 1)

La solution qui s’annule lorsque p — £o00 est

Ua(p) = e (=i(p — M)T(=i(p+ X))
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83. Plusieurs particules

3.1. Systémes de Calogero - Moser. On pose ¢ = (q1,...,¢,) € H =R",
p=(p1,---,pn), pj = —i0/9q;,

h={¢e9nl D ¢=0}
i=1

Hamiltonien
Y Vig-q) (3.1.1)
1<i<j<n

ol
V(z)=a"" (CM)o

ou
V(z) = a*(sinh az) > (CM)_

ou
V(z) = a*(sin ax) > (CM)y

L’espace de configuration: le cone (chambre de Weyl)
A={qeb| ¢ <gpour tousi < j}

dans les cas (CM)y ou (CM)_. Donc dans ces cas on étudie le deplacement de
n particules sur la ligne.

Dans le cas (C'M), 'espace de configuration est un simplex (alcove de Weyl)

Ao={q€A ¢—q <27/a}

3.2. Systemes de Toda. Hamiltonien

H——+g Z V(g 1)

1<i<n—1
ou
V(z)=e" (T)

L’espace de confuguration est b.
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84. Espaces symétriques

4.0. Deux théoréemes fondamentaux.

4.0.1. Théoreme Pour chaque matrice hermitienne h il existe u unitaire et

a diagonale, a = diag(ay,. .., a,), a; € R, telles que
h = uau~!
la collection (aq,. .., a,) est unique a une permutation pres. h est définie positive

sst tous a; > 0.

4.0.2. Théoreme (Décomposition polaire) Chaque matrice g € GL,,(C) est
uniquement le produit
g=hu
ou h est hermitienne définie positive et u unitaire.

Preuve: exercice. Uitilisez le fait que si ¢ = hu alors gg* = h? et que gg* est
semi-définie positive. Ici g* = gt. .

4.1. Exemples principaux des espaces symétriques. G — un groupe de
Lieréel, 0: G — G,0?2=1d, K =G’, X = G/K.

(A) Cas euclidien: G = K x X2, o(k,a) = (k, —a), K = SO(n),
X9 = T'espace de matrices réelles symétriques de trace 0.
L’action de G sur X: (k,a) -z = kzk™! + a.

K\X) =R /W

ou

W =23,

(B) Cas compact: G = SU(n), o(g) = (¢")~!, K = SO(n)

X7 = G/K = espace de matrices symétriques complexes unitaires, de deter-
minant 1.

L’action de G sur X: g -z = gxg'.
K\X, = (s")"/w

(C) Cas non-compact: G = SL(n,R), o(g) = (¢")7!, K = SO(n)

X, = G/K = espace de matrices symétriques réelles définies positive, de
determinant 1.

K\X, =RZY/W
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L’action de G sur X: g -z = gxg'.

Versions complezes sont plus facile a comprendre:

Y,F = (SU(n) x SU(n))/SU(n) = SU(n)
L’action de K = SU(n) sur Y, par conjugaison. Pour chaque u unitaire il existe
uy unitaire telle que

uluul_1 = Diag(zla SRR ZN)7 |ZZ| =1
Donc
RK\Y,! /K = ()" /W,
Y, = SL,(C)/SU(n) = n x n matrices hermitiennes définies positives a de-

terminant 1.

K\Y; /K 2R /W

4.2. Systémes de racines. G = SL,(R) D K = SO(n), A C G — le
sous-groupe des matrices diagonales avec les éléments > 0.
g = Lie(G) = sl,(R),
a="Hh= Lie(A)
a={) =0} CH=R"={(q1,..-.0.)}

On munit $) du produit scalaire standard, (e;, €;) = d;;, ce qui permet d’identifier

K
a — a* = Homg(a,R)
Racines:
Qij=q —qE€a’, i F]
R=A{ay,i#j}Ca’
Racines positives:
R+:{al’j, Z<j}CR
Racines simples: o; := 41, 1 <i<n—1}.
Groupe de Weyl: W = S, : @ — a, 'action induite par la permutation des
coordonnées dans $).
Chambre de Weyl positive:

at ={q <...< @} Ca; a" = cloture de a*

Murs:
{as=q¢;} Ca
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4.3. Décomposition de Cartan. K = SO(n) C G, t = Lie(K) = so(n) C
g.
Involution de Cartan: 6 : g — g, 0(z) = —a'.
On a 6% = 1d, donc les valeurs propres de 6 sont +1. Alors
t={zecgl0(z)=—a}
Soit
p=A{regll(z) =2}
(les matrices symétriques de trace 0). Alors
g=top
4.3.1.
exp: p— X,
(les matrices symétriques definies positive de determinant 1).

4.3.2. Décomposition polaire:

KxX, =G
Cf. [C].
4.3.3. Décomposition de Cartan.
G=KAK
Si kyaky = Kd'k) alors il existe w € W tel que a' = w(a).
K\G/K = a*

Systeme de Calogero - Moser est lié a cette décomposition.

4.4. Décomposition d’Iwasawa.
G =NAK

Systeme de Toda est lié a cette décomposition.
Coordonnées horosphériques sur X = G/K:
X =NAZ=Nbh=Na
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85. Opérateurs différentiels invariants.

5.1. Centre de I’algebre enveloppante.

5.1.1. Exemple. Soit g une algebre de Lie de dimension finie sur n et (,) un
produit scalaire invariant. Par exemple g = sl(n), (z,y) = tr(zy).

Soit @1, ..., zx une base de g, {z'} la base duale, (z;,27) = §;;. Alors

N
c= Z vt € Z(Ug)
i=1

C’est l’élément de Casimir de g; il ne depend pas du choix d’une base (prouvez!).

5.1.2. Exemple. Cf. [G], 2.3. Considérons la matrice E € Mat,(Ugl(n))
avec Ly = e;.

Les éléments
Cm =tr E™, 1 <m <n,
appartiennent a Z(Ugl(n)).
Exercice. Prouvez cela en utilisant les rélations de commutation
[eijv epq] = 0jp€iqg — Oig€jp
On remarque que ¢; = > e; = I, € g.
Théoréme (A.Capelli, 1890).
Z(Ugl(n)) = Cleq, ..., ¢

Groupes et algebres de Lie simple classiques.
A, SL(r+1)
B, : SO(2r+1)
C., : Sp(2r)
D, : SO(2r)
5.2. Cas quasi-classique.
Soit (g, h) semisimple,
g=n_0Ohdn,
5.2.1. Théoréme. Soit
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la restriction. Elle induit un isomorphisme
S(g")* — S(H)"
OJ
Cf. [D], 7.3.5.
5.2.2. Assertion duale. Soit J C S(g) l'idéal engendré par n_ @ ny. Alors
S(g) =S(h) @ J,
d’ou la projection

j: S(g) — S(b)

Elle induit un isomorphisme
S(g)* — S(h)"
O
Une autre notation: C[g] = S(g*).

Cas quantique: isomorphisme de Harish-Chandra

5.3. Cf. [K] (a), V.5.
1
=13
Ry
Les éléments de la forme
u((@), (ma), (pi)) = X8, ... X" H™ .. HPXP . XEr

forment une base de g. Ici aq, ..., — les éléments différents de R, .

Ug = ®rcor)Ugn

On a
UgO = Ugha
c’est une sous-algebre de Ug, et
Z(Ug) C Ugo
Soit
T7: Ug— Ub

la projection.
T|z(wg) est un homomorphisme d’algebres.

Notons

P Sh-—5Sh
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I’automorphisme qui envoie
G(h) = h— {p.h) -1, h €,
Considérons le composé

Ugo - Sh -2+ Sh

5.4. Théoréme (Harish - Chandra). La restriction 1 o T|zwgq) induit un
1somorphisme d’algebres commutatives
w: Z(Ug) = sp%
qui ne depend pas du choir de Ry C R.
Exemple. g = sl(2),

h? h?
z:?+ef+fe:7+h+2fe,
2
=—+h
r(z) =+
On a (p,h) =1, donc ¢y(h) = h —1,
h? 1

It W = {e,w}, w(h) = —h.

5.5. Homomorphisme de Harish-Chandra. Cf. [E], 4.3. Soit D[g]
I’algebre des opérateurs différentiels polynomiels sur g.

Elle contient C[g] en tant que la sous-algebre des opérateurs d’ordre 0 et Clg*] =
S(g) en tant que la sous-algebre des operateurs aux coefficients constants.

Pour D € D|g]? larestriction de D & C[g]® = C[h]" est donnée par un opérateur
différentiel W-invariant avec des poles aux hyperplans

ho ={z €b| (z,0) =0} Ch, a € R,
cf. un exemple ci-dessous.
Il s’en suit un homomorphisme
HC': Digl® — D[H)"V
ou
b= \ Uaerba
HC' sera appelé la partie radielle.
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Considérons 1'élément § € C[h]

5(z) =[] (z.0)

a>0
et définissons

HC: Dig|® — D[K°"V
par
HC(D)=6HC' (D)5 *
5.5.1. Théoréme (Harish-Chandra)
HC(D[gl*) ¢ D[] c D[p]™
(les poles disparaissent apres conjugaison).
La restriction de HC a C[g*]® C D|g|?) coincide avec (5.2.2)
Clg")® — C[p']"
5.6. Exemple: 'opérateur de Laplace. Soient {z;,1 < i < n — 1} une
base orthonormée de b, et (eq, f3) = dup, o, B € Ry. Alors

A92282 +2) 01,00, = Ay +2> 0y, 0,

a>0 a>0
(i) Pour f € C[g]?, x € b,
HC'(Ag) f(z) = Mg f(z) +2) (@) O, £ (5.6.1)

a>0
ou
ha ::[eaaj;]
Ceci est une conséquence de
(01, 0e. f)(2) = a(2) ™ (On. f) (@) (%)

ol hg = [ea, fo] (ici viennent les poles).

(*). On a

(3fa86af) (.T) = &ﬁtf(x + tfa —+ Sea)‘szt:()

Prouvons

Conjuguons:
(e adeay (4 i f 4 sep) = 2 4 tfa + sta(z) Tha + ...
(on utilise [e,, x] = —a(x)e,). Puisque f est g-invariante, cela entraine (*).
(i)
0T NG =Ny +2) a(z) 'O, (5.6.2)

a>0
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Ceci est une conséquence de
(iii)
Ap(6) =0
puisque ¢ est un polynome sur h de degré minimal alterné par rapport a l'action
de W.

(5.6.1) et (5.6.2) entrainent
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§6. Parties radiellles et Hamiltoniens

6.1. Parties K-radielles des opérateurs différentiels. Soient X une
variété sur laquelle agit un groupe de Lie K, A C X une sous-variété telle que

X=KA
et transverse aux orbites de K, i.e. pour tout z = ka € X

T,X =T,(Ka) & T,A

Exemple. X =C*, K =S A=R}.

Alors en chaque point z on peut choisir des coordonnées locales divisées en
deux parties: les coordonnées ”le long de K7 et les coordonnées "le long de A”.

6.2. Parties radielles du Laplacien et Hamiltoniens de Calogero -
Moser.

On considere les espaces symetriques de 4.1:
X! =G/K, B=0,+,—
ou K =80(n), Gt = SU(n),G~ = SL,(R) et
G’ =K x X2,
XY = {matrices n x n symétriques réelles de trace 0}

Définissons les fonctions suivantes sur b.

o= 11 @ qeh

ouff=0,+,—, et -
fale) = (¢,0),
fa(q) = sin((g, @),
fo (q) = sinh((¢, @))

Fixons des coordonnées orthonormées ¢y, . . ., g,—1 sur a = h. Soient 9; = 9/0,,,
o = (¢, ),

n—1

A=)

i=1
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6.2.1. Théoréme. La partie radielle L du laplacien sur XP est égale a

—_

n—

LP = f6<Q) 8%’ ’ (fB<Q>> ’ 8%’

1

(2
Explicitement,

LO=A+ ) ¢.'0,

acER4

LT =A+ Z cot(aqq)0n

acR4

L™ =A+ Z coth(agy)0a

a€ERL

Soit

pz%Z «

a€ERL

6.3. Théoréme (Olshanetsky - Perelomov). Considérons les Hamiltoniens de
Calogero - Moser (3.1.1):

P 1
Hy ="+ > Valai— ), (6.3.1)
1<i<j<n
B =0,+,—, ot
Vo(z) = 272, (CM)
V_(x) = (sinhz) 2, (CM)_
Vi(x) = (sinz) 2 (CM)4
Alors
Hy = S F@)(~Lf + 82) (7 ()
ou 0 =0,+=1-"=-1.

6.4. Systéeme de Toda. Rappelons les coordonnée horosphériques sur X =
G/K:
X=NAZ=na

L’espace de configuration du systeme de Toda est a = h C g = Lie(G): la
sous-algebre de Cartan.

Pour x € X on désigne

r=yz, ye N, z€ A
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Fixons un caractere non-degeneré de n:

P n= DPackr, RX, — @aen RX, i) R, ¢(Xa) =1,

d’ou un caractere de N
v: N— S'cCC,

P(exp(y')) = exp(¥(y'))

Considéronds 'espace de ”fonctions de Whittaker”

Wy(X) ={f € C=(X;C)| f(yx) =¢(y)f(x), y € N,x € X}

Une telle fonction est determinée uniquement par ses valeurs sur A = exp a.

6.5. Théoreme. Soient Ay la restriction du Laplacien sur X sur Wy (X) et

H= —% iy/aq,% + ) et
k=1

a€ell

Alors |
H = —ée_qPAw% + p?
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§7. Intégrabilité

7.1. Rappels. Soit G un groupe de Lie qui opere sur une variété X. Alors
les éléments de g = Lie(G) agissent sur C*°(G) par des champs vectoriels.

Autrement dit, on a un morphisme canonique des algebres de Lie
v: g — Vect(G) := Der(C*(X))
défini comme suit. Pour f € C>°(X),z € g, soit y;, = exp(tz) € G,t € R. Alors

v(2)(f)() = 0.f () := lim f(ye - xi — f(x)

Les éléments de Ug agissent par des opérateurs différentiels:

v: Ug —s Dif f(G) := Dif f(C®(X))

7.2. Proposition. Soit K C G un sous-groupe de Lie connexe, ¢ = Lie(K).
Pour tout z € Ugt et f € C(X)K = C*(X/K), v(2)f € C=(X)~K.

7.3. Exemple-exercice. Cf. [G], 1.2, 2.3.4. Réalisons le demi-plan de
Poincaré H comme un espace homogene

H=GLy(R)/O2)- Z

7z - {(8 2)} C GLy(R)

Chaque matrice g € GLy(R) est un produit

g=b-k-d= (g f)-k-d

oukeO(2),de Z,z,y € R,y >0 (décomposition d'Iwasawa).

Donc on peut identifier
m2{(} ) 1overy>0)

Montrez que dans ces coordonnées 1'opérateur de Casimir
€ = ej1€11 + €12€21 + €21€12 + €22€22
agit sur H comme
252 2
2y*(0; + 95

7.4. Le centre Z(Ug) = Ug® agit sur C*°(K\X) = C*(G//K), ce qui donne
lieu aux r = rank g opérateurs différentiels independants.
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Leur parties radielles sont essentiellement les Hamiltoniens de Calogero - Moser.

7.5. Opérateurs de Sekiguchi. Cf. [S], [M] (a). Soit a = R". Introduisons
les fonctions suivantes sur a. Pour = (z1,...,x,) € a,

Oéij(l‘) =T — l‘j,

1
pP=73 Qi
2
i<j
0=1](e" —e )
i<j

On désigne
W = Aut({1,...,n})

(le groupe de Weyl de A,_1); e(w) va désigner le signe. On pose
WE = (Top(1)s - - - > To(n))

On désigne 0; = 0/0x;.

Soient v un nombre complexe, ¢ une indéterminée. On définit 'opérateur
différentiel

D(t,v)(z) = ﬁ Z e(w)er?) H(t + Ow(iy + (n+1 = 2i)v)
=t"+DW)t" ' +...+ D), (7.5.1)

Ici D(v);, 1 <1 < mn, sont les opérateurs différentiels sur a.

Ezercice. Montrez que

D)y =Y o,
=1

D(v)y =Y _[0:0; — veot(w; — ;) (0 — 9;)] — 2(p, p)v/°

i<j
7.6. Théoréme. Pour tout v fixé, les opérateurs D(v); commutent.

7.7. Théoréme. Siv = 1/2, 1, ou 2, les opérateurs D(v); restreints sur le

hyperplan
ap = {Z$l :O} Ca,

sont les parties K-radielles des laplaciens sur X = G/K = SL,(R)/SO(n),
SL,(C)/SU(n) et SL,(H)/Sp(n) respectivement.
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Polynomes de Jack
Cf. [M] (a); [MY], [SSAFR].

7.8. Opérateurs D!”. On travaille dans
Ap =Rlzy, .. 2] = O Ay
ol A, , est le sous-espace des polynomes homogenes de degré p.

Pour a = (a4, ...,a,) € N, soit

Soit
Soit
Z<] weSy

(le déterminant de Vandermonde).

On introduit une fonction génératrice

n

D(t;a) = Ax)™" > e(w)a™ T (1 + t(az;d; + (wd),))

wWESn i=1

_ i 1y(@)
=) _t'D;
j=0
ou 0; = 0/0z;. lci
D A, — A,
est un opérateur différentiel linéaire d’ordre j.
7.9. Exercice. Montrez que pour f € A,
DEf = f, DI f = (pa+n(n—1)/2),

DY f = (C(n,p,a) — alal + V) f
ou
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7.10. Produit scalaire. On définit
()= [ uEREIAGP
ou
T" ={(z1,...,2n) €C" |z;| = 1,1 <i < n}
et dz est la mesure de Haar sur 7™ normalisée de telle facon que
(1,1)s =1
Puisque u, v sont des polynomes réels,
v(z) =v(z7h), z€T"

De méme

AP =AEAEY = [ - =/z).2 € T"
i#£]

7.11. Conjecture de Dyson (déja un théoreme), cf. [M] (c). Pour tout
a € N* le terme constant

CT[J - 2/z)" = %
i#] ’
7.12. Théoreme. Pour tous u, v, j
<D§a)u,v) = (u, D§a)v)
7.13. Partitions. Une partition est une suite

A:(Ala)\Qa"'v)\T)) AIZ)\QZ---ZATW )\ZGN*

(N =7, |\ = Z)\

Pour tout A, avec I(A\) =7 < n et |\ =p, on deﬁmt

my = Z w(zy ... )

wWESy

Ces polynomes homogenes symétriques forment une base de A, .

Ordre partiel. On écrit
N>

si
SN
j=1 j=1

pour tout .
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7.14. Théoréme (triangularité).

D§a)mA = Z b,\umu

H<A
O
7.15. Orthogonalisation. Soit
Prp = {Al [Al = n, €(A) = p}
Choisissons sur P, , un ordre total < tel que
A< pup=A=<u
par exemple 'ordre lexicographique.

Fixons p < n. Appliquons le processus d’orthogonalisation de Gram - Schmidt
a A, , par rapport a < en commengant par

€p = Myr
On obtient une base orthonogonale {.J )(\a)} C A, telle que
j/(\a) = Z CoapMy

P

Alors Thms 7.12 et 7.14 impliquent
(@) Fe) _ (o) 7(a)
d’ou
)

7.16. Théoreme. Fizons . Tous les operateurs D]@
tent.

, 1 <5 < n, commu-

7.17. Normalisation. .J, est un multiple de j,\ dont le coefficent de e, = mq»
est pl.

7.18. Formule explicite et le role distingué de 'opérateur de Laplace.
Théoréme (cf. [MY]). Posons

n 2
_ o 202 Ly
D(a)-E g x;0; + g xi_xj@-
i=1 i£j

(c’est aU + V de 7.9). J, est un seul polynome de la forme
J)\ =my + Z Ax, My,
p<A

tel que
D(OJ)J)\ = 6)\<04)J)\
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ot

0

e,\(a):%z (A= 1) =Y (= DA+ (n— DA

i=1 =1

7.19. Pour a = 2 les polynomes J, sont les fonctions sphériques sur X =

SL.(R)/SO(n).
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§8. Transformation sphérique (cas SLy(R))

8.1. Eléments de la géométrie non-euclidienne: le modéle de Poincaré
de H. On se met dans le cadre de §1, (c).

La métrique. Si z =x +1iy € D, u,v € T, D, leur produit scalaire est
(u,v)
(L —1z?)?

ott (,) est le produit scalaire standard dans R?.

(u, 0) =

L’élément de longeur
g Uy
1—a22—y2
L’action de G = SU(1, 1) respecte la métrique.

La distance ]
1 1+ 1z

d =1
d(o,a; - 0) = d(o,tanht) =t, t € R

a; - tanhu = tanh(t + u)

Le bord
B=0D={z||z| =1} = G/NA,
ici NA = AN = le stabilisateur de by = 1.

Les géodésiques dans D sont les segments des circles orthogonaux a B.

Un horocycle est un circle £ C D tangent & un point b € B; £ est orthogonal &
chaque gédésique avec I'expremité b.

Pour tout z € D,b € B il existe un seule horocycle £(z,b) contenant z et b.
Le horocycles contenant by sont les N-orbites
£(z,b0) =N -z

En effet, ils sont numérotés par t € R: Nay - o.

8.2. Fonctions propres du Laplacien. Pour tout z € D,b € B, soit

<Zv b> = d(O, 5(2, b))

Explicitement

1— |z
Aab) — 8.2.1
‘ |z — b|? ( )
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Pour z € D,r = d(o, 2),
z = |2]e” = tanhre?, —00 <1 < o0

On a
tanhr = a, -0

En coordonnées (r, ) le Laplacien
L = 0 + 2 coth 210, + 4sinh™(2r)0,

On définit
<Z5,\<Z) — / e(i)nLl)(z,b)db
B
Cette fonction est radielle, i.e. ne depend pas de 6.

Explicitement, en posant b = ¢, db = df /2,

1 4 ,
oA(r) == Pa(a, - 0) = — / (cosh 21 — sinh 2r cos §) ~(AT1/249

2T

—Tr

Cette fonction satisfait a
Loy = —(X + 1)gx, ¢al0) =1
Or = P-»
Voici la propriété fondamentale des fonctions sphériques.

8.2. Théoreme de moyen. Il existe sur G une mesure de Haar telle que

/Gf(g-o)dg:/Df(z)dz, /de:1 (8.2.0)

| xtah- )ik = énlg-0)on(2), 2€ D g € G (8.2.1)

Alors

8.3. Transformation sphérique. Element d’aire dans D: si
Z =Mngas-0=ng-tanht =
(1+is)tanht —is  sinht —ise™

istanht 4+ 1 —is  cosht —ise~t’
(les coordonnées horocycliques) alors
dzdz
d*z = = e 2 dsdt,
2(1 = [2?)

c’est-a-dire, pour une fonction f(z) sur D,

/Df(z)dz = /_Z /_Z f(nga; - 0)e”*dsdt



Définition. Etant donnée une fonction radielle f(2) sur D, on pose

_ /D F(2)6(2)dz — /G £(g- 0)6-x(g - 0)dg

8.4. Théoréme (Harish-Chandra). (a) Inversion:

— 5 | Fa]
(b) Formule de Plancherel:

/ FEPde= o [ |<A>|2|c<A>|-2dA

La démonstration se déroulera en plusieurs étapes.

/ FOOle(V]2dA

8.5. Premiere étape:

Preuve de (8.5.1).

8.6. Pour z =nga; -oon a

sinh? t 4+ s%e~%
cosh?t 4 s2e=2

|2]* =

Si
cosh? u = cosh? t + s2e™%,
alors
tanhu = |z|
Si f est radielle,
7() = f(tanhu)

Définissons une fonction F(x), x > oo, par

F(cosh?u) = f(tanhu).

Alors / N
F'(cosh?u) = f (tan u)2
2 sinh u cosh” u
et - -
fo) = / e At (/ F(cosh?t + 82€2t)d8) dt =
(y=e's)

= / e~ M (/ F(cosh?t + y2)dy) dt =

39

(8.5.1)
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:/ e~ )(cosh? t)dt (8.6.1)
ol

lv) = / T P+ )dy

[e o]

8.7. Lemme (Abel). L’équation intégrale

v = | T Pty v 1,

— 00

w) = —% /_oo V' (w + 2*)dz

se resoud par

Exercice.

8.8. Il s’en suit que

f0)=F()=— / T )z =

1 o
=—— / ¢’ (cosh? t) cosh tdt
™ — 0o

De l'autre coté, (8.6.1) entraine par 'inversion de Fourier

¥(cosh? 1) / F)eMdr =

= iﬂ /_OO F(\) cos(At)dA

puisque f(A) = f(—A). En dérivant,

1 [ -
21 (cosh? t) cosh t sinh t = 5 / F(A)Asin(At)dA
™ —0o0

8.9. Lemme.

°° sin \t
/OO sinhtdt = mtanh(w\/2)

Preuve. Intégrez la fonction g(z) = e **/ sinh z le long de contour RU(7i+R).
U

8.9.1. Formule de Flensted-Jensen. Voici une généralisation du lemme,
cf. [F], [H] (b), Ch. 1V, Exercices D.
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Soit Gy un groupe semi-simple réel, G sa complexification, Ky C Gy un sous-
groupe compact maximal, K C G le sous-groupe avec 1’algebre de Lie £ = £+t

ou £y = Lie(Ky) (NB: K n’est pas compact).

Soit ag C gy = Lie(Gp) une sous-algebre de Cartan. Alors pour A € ag,

|co(A —|H04)\|/¢2,\

Ici ¢o(N) est la fonction de Harish-Chandra pour Gy, ¢s) est la fonction sphérique

pour G.
Par exemple, la fonction sphérique pour G = SLy(C) est
e 0 sin 2at
$lac) <0 6_t> ~ asinh 2t

0= g [ S0 (5o

9 1 B AT AT
le(N)] 7 = FOEE Ttanh(7).

8.10. Il s’en suit que

8.11. Lemme.

Exercice.

Cela implique (8.5.1). O

8.12. Deuxieme étape.
1 [ .
16 = 5 | TG EO

Preuve. Fixons g € GG et considérons la fonction

= /K f(gk=z)dk

Il est clair que h(kz) = h(z) pour tout k € K i.e. h est radielle.

On a

_ / ( / f(gkz)¢A(z)dz)dk:

(puisque ¢_(z) est radielle)

/fgzm dz—/f L2)dz =

(8.12.1)
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/ F(2)p_r(g  k2)d

pour tout k € K puisque f(z kz). Donc

//f g 'kz) dzdk:_/f /¢ k2 dkdz =

par le théoreme de moyenne (8.2.1)

= ¢_a(g7" - 0)f(N)
Maintenant appliquons (8.5.1) a h: puisque k- 0 = o,

h0) = £l-0) = 55 [ FVenlo- o)l i

ce qui donne (8.12.1). [

8.13. Troisieme étape: formule de Plancherel.
/ F(2)Pdz = —— \ FOUe(A)] 2 (8.13.1)
Pour fi, f, radielles définissons leur convolution par

(fr % f2)(g - 0) = /G fi(h- o) fa(h™g - 0)dh

FExercice. Montrez que f; x fy est radielle.

8.14. Lemme. o
(fl * f2)~ =fi-fo

Preuve.

A = / / fi(h-0)fa(h™ g - 0)p_x(g - 0)dhdg =

/ﬁho</hgo fw@@yh
Pour tout k € K

/fgg 0)p_x(hg - odg—/f2 kg-o0)p_x(hg-o0)dg =

/ng 0)¢ hk g-o)dg,
donc

/G folg - 0)6_x(hg - 0)dg = /K /G folkg - 0)p-x(hg - 0)dgdk =



Il s’en suit:

~A>=/Gf1<h-o>(/Gf2<g

par (8.2.1)

- [

= JE1<)‘>JE2()‘)

~lg-0)dgdk.

- 0) ((bA(hkg : o)dk) dg) dh =

43
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89. Fonctions sphériques et ’algebre de Hecke

9.1. Algebre de Hecke. Soient G = SL,(R) D K = SO(n). On a une
involution évidente 7: G — G telle que K = G7.

Soit X = G/K; G opere a gauche sur X. Soit D (X) l'algebre des opérateurs
différentiels G-invariants. Rappelons que c’est une algebre commutative isomor-
phe a une algebre de polynémes & n — 1 variables C[A,, ..., A,].

On fixe une mesure de Haar dg sur G telle que

/dgzl
K

dg = dg™"

Le groupe G est unimodulaire:

L’espace C.(G) de fonctions continues a support compact f: G — C est une
algebre par rapport a la convolution

(f % g)() = /G F@)gly " x)dy

(C’est I'analogue de I'anneau C[H] d’un groupe fini H.)

On désigne par H(G) le sous-anneau

H(G) = C.(K\G/K) = {f € C(G)| f(kizks) = f(z) pour tous ki, ks € K}

Ezercice. Montrez que H(G) est stable par rapport a la convolution.

9.2. Théoréme (Gelfand). H(G) est commutatif.

Preuve. Tout d’abord, la mesure dg est invariante par rapport a 7; en effet,
dg" = A(t)dg, A(T) >0

puisque G est unimodulaire et g — ¢! est un automorphisme de G. Puisque

2 =1d, A(t) = 1.
9.2.1. Lemme. Pour tout g € G il existent ki, ke € K tels que
gT = klgkg

Preuve. Utilisons la décomposition polaire:
g = sk,
k € K, s symétrique. Alors
g = k~ls = k_lgk



45

g

Done pour f € C(G//K), f(97) = [(9)-
Pour f,g € H(G) ou, plus généralement, pour f € H(G),g € H(G//K),

(f * 9)a /f
:/f( dz—/f “1)dz

= (g f)(x") = (g9 f)(7)

(y = 2z)

0

9.3. Définition. Une fonction sphérique est une fonction C* ¢ : X — C
telle que

(i) ¢(kz) = ¢(x) pour tout k € K;

(i) é(e) = 1;

(iii) ¢ est une fonction propre de tout D € Dg(X).

On peut regarder ¢ aussi comme une fonction bi- K-invariante sur G.

9.4. Théoreme. Une fonction continue f : G — C, pas identiquement 0,
est sphérique ssi

/K f(aky)dk = F(2)f(y)

pour tous z,y € G.

9.5. Théoreme. (i) Soit ¢ : G — C continue bi-K -invariante. Alors ¢ est
sphérique ssi

L(9): H(G) —C,
/ I

(ii) Réciproquement, tout morphisme continue d’algébres L : H(G) — C a
une forme L(¢p) ou ¢ est une fonction sphérique bornée.

est un homomorphisme d’algebres.

9.6. Considérons 'espace
C(G//K) = C(K\G/K)

de fonctions continues ¢ : G — C bi-K-invariantes. Donc H(G) C C(G//K)
est le sous-espace de fonctions a support compact.
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H(G) agit sur C(G//K) par convolution: pour f € H(G)
H(f): C(G//K) — C(G//K),
H(f)(¢)=fxo=0¢x*f
(cf. la preuve de Thm. 9.2).
Les opérateurs H(f), f € H(G), sont appelés les opérateurs de Hecke.

Voici une définition équivalente de fonctions sphériques.

9.7. Théoreme. Une fonction ¢ € C*°(G//K) est sphérique ssi ¢p(e) =1 et
¢ est un vecteur propre de tout H(f), f € H(G).
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