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Correction

Exercice 1. Montrez que pour n naturel n > 1
∑

d: d|n

µ(d) = 0

Donnez des examples pour n petits de la forme n = pa1p
b
2p

c
3 où pi sont premiers,

a, b, c ≥ 0.

Que vaut cette somme pour n = 1?

Soit

n =
r
∏

i=1

paii

la décomposition de n en facteurs premiers, où tous ai > 0 si n > 1 et pi 6= pj si
i 6= j.

Si d|n et µ(d) 6= 0 alors

d =
∏

j∈J

pj

où J ⊂ Ir := {1, . . . , r} est un sous-ensemble, et µ(d) = (−1)s où s = Card J .

Le nombre de sous-ensembles de Ir de cardinal s est égal à
(

r

s

)

. Il s’en suit que

∑

d: d|n

µ(d) =

r
∑

s=0

(−1)s
(

r

s

)

= (1− 1)r = 0

si r > 0. Si r = 0, i.e. n = 1, cette somme est égale à 1.

Exercice 2. Calculez φ(n), dk(n), µ(n) pour k = 0, 1, 2 et n = 12, 60, 75.

On utilisera les formules du cours: si n =
∏r

i=1 p
ai
i est la décomposition de n

en facteurs premiers, alors

φ(n) = n

r
∏

i=1

p− 1

p
,

1



2

σ0(n) = d(n) =
r
∏

i=1

(ai + 1),

et

σk(n) =

r
∏

i=1

pk(ai+1) − 1

pki − 1

Il s’en suit: pour n = 12 = 22 · 3, µ(12) = 0,

φ(12) = 12 ·
2− 1

2
·
3− 1

3
= 4,

d(12) = (2 + 1) · 2 = 6,

σk(12) =
23k − 1

2k − 1
·
32k − 1

3k − 1
, k > 0.

Donc

σ1(12) =
23 − 1

2− 1
·
32 − 1

3− 1
= 28,

σ1(12) =
26 − 1

2− 1
·
34 − 1

3− 1
= 210.

Pour n = 60 = 12 · 5 = 22 · 3 · 5, µ(60) = 0,

φ(60) = φ(12)φ(5) = 16

d(60) = d(12)d(5) = d(12) · 2,

σ1(60) = σ1(12)σ1(5) = σ1(12) ·
52 − 1

5− 1
= σ1(12) · 6,

σ2(60) = σ2(12)σ2(5) = σ2(12) ·
54 − 1

52 − 1
= σ1(12) · 26,

puisque (12, 5) = 1.

Enfin, 75 = 3 · 52, d’où µ(75) = 0,

φ(75) = 75 ·
3− 1

3
·
5− 1

5
= 40,

d(75) = (1 + 1)(2 + 1) = 6,

σ1(75) =
32 − 1

3− 1
·
53 − 1

5− 1
= 124,

σ2(75) =
34 − 1

32 − 1
·
56 − 1

52 − 1
= (32 + 1)(54 + 52 + 1)
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Exercice 3. Soient f, g : N∗ −→ C deux fonctions.

(i) Montrez que leur produit de convolution f ∗ g = g ∗ f .

On a

f ∗ g(n) =
∑

a,b∈N∗: ab=n

f(a)g(b) =
∑

a,b∈N∗: ba=n

g(a)f(b) = g ∗ f(n).

(ii) Montrez que D(f ∗ g) = D(f)D(g) où on rapelle que

D(f) =
∞
∑

n=1

f(n)

ns
.

En effet,

D(f)D(g) =

∞
∑

a=1

f(a)

as
·

∞
∑

b=1

g(b)

bs
=

∞
∑

a,b=1

f(a)g(b)

(ab)s
=

∞
∑

n=1

1

ns
·

(

∑

a,b∈N∗: ab=n

f(a)g(b)

)

= D(f ∗ g)


