Feuille 3

Soit f : [a,b] — R. Une méthode d’intégration est dite d’ordre n si elle
donne la valeur exacte de I'intégrale pour tout polyndéme de degré inférieur

ou égal & n mais la valeur n’est pas exact pour la fonction x —
Rappel de la méthode d’intégration Newton-Cotes :

n+1

ﬁ n n
/ f(z)dz ~ (b — a) szf(xz) = Z Aif (5).

On considére le polynéme d’interpolation de Lagrange de f aux point xy <

Ty < < Ty i
P(X) = Fa)li(X).

Une valeur approché de I'intégrale de f est donc :

/abf(t)dt%/abP(t)dt_if(xi)/abli(t)dt

Donc (b— a)w; = A = [ 1;(t)dt.

Exercice 1
Montrer que I'application

E : C(a,fp]) =R

8 !
f i / Flo)dz — S Mef ()
@ k=0

est une forme linéaire.

Ié]

E(uf+9) —/ (uf(x) + g(x))dz — Z e (pf (zr) + g(xk))
i [ fado+ [ gado (u S @)+ Aw(m))
b l b 1
= (/ flx)dae = AM(%)) + / gla)dz =Y Aeg(ay)

=pE(f) + E(g).



Exercice 2
Montrer que les w; si-dessus ne dépendent pas de l'intervalle [a, b].

On utilise le changement de variable :

b b-— o
w2 ;r + 5 P (4)
. __a+b b—a b—a .
On note les noeuds : u; — x; = % — %%u; et on remarque que *5%du = dz.

D’ou

Lz \ 2 T2 T2 2

1 [t b—a _
(e,

2 -1 G#i (T)(ul - U])

1 ! —u;

B / (u uj)du

1—(-1) —1 5 \Wi U
= w;(—1,1)

Donc quelque soit a et b, w;(a,b) = w;(—1,1), il s’ensuit que w; ne dépend
pas de Uinterval [a, b].

Exercice 3
1. Méthode du rectangle et du point milieu. Il s’agit d’interpoler la fonc-
tion f en un seul point xy. Montrer que les méthodes du rectangle sont
d’ordre 0 et la méthode du point milieu est d’ordre 1.

Par le changement de variable (4) il suffit de le montrer dans I'intervalle

|-1,1]. Pour 2o = —1 (rectangle a droite), T'f o 2f(—1). Pour le polynome

Tz — 1,

E(z s 1) = /1 ldu — 2(1)

1
= [u]t, -2
=0.



Donc la méthode est au moins d’ordre 0.

E(u— u) = /_1 udu — 2(—1)

= [u?/2]%, +2
=24 0.

Donc la méthode est d’ordre 0. La méthode des rectangles a droite est simi-
laire.
Pour la méthode point milieu dans Uintervalle |-1,1] :

5n [ F(w)du — 2£(0).

La méthode est d’ordre au moins 0.

E(uw u) :/1 udu — 2(0)

1
=0-0=0.

La méthode est d’ordre au moins 1.

E(u s u?) = /_11 w?du — 2(0)

= [u’/3]L, = 0
=2/3#0.

Donc la méthode est d’ordre 1.

2. Méthode du trapéze. Il s’agit d’interpoler f aux deux points xg = a et
x1 = b. Déterminer 'ordre de cette méthode.

Pour la méthode du trapéze, T(f) o (b—a)(f(a)/2+ f(b)/2). Par le chan-

gement de variable (4) il suffit de vérifier 'ordre dans Uintervalle |[-1,1] :

Eu—1)= /1 ldu —2(1/2+1/2)

1
=2-2=0.



La méthode est au moins d’ordre 0.

E(ur u) = /_1 udu —2(—1/2+1/2)

1
=0-0=0.

La méthode est au moins d’ordre 1.

E(uws u®) = /1 w du — 2(1/2+1/2)

—1

=2/3-2=—4/3+40.

La méthode est d’ordre 1.

3. Méthode de Simpson. Il s’agit d’interpoler la fonction f aux points ¢y =

a, r| = ‘LT“’ et o = b. Déterminer la valeur approchée de fj1 f(t)de
obtenue avec cette méthode. Montrer que la méthode de Simpson est
d’ordre 3.
Dans Uintervalle [-1,1], on a ug = —1, uy =0 et ugy = 1.
1 1
Wwp = ———— lo(u)du
e b
1 1
- (=)
2/ i \Uo — U
_1/1 (“_“1> (U_UQ)du
2 -1 u() - ul UO - U/Q
I -0 -1
B / U U du
2 ) \Z1-0)\ =11
1 /1 )
=— [ (v —wu)du
1),
L g 2 /671
= /3w /2,
1
=11/3-1/2-(=1/3-1/2))
=1/6
Puisque u; = —u;_; on a w; = w;_;, donc wy = 1/6. En outre, Zizo w; = 1,

dotw; =1—-(1/6+1/6) =2/3.

4. Montrer que pour une méthode d’ordre 0 ou plus, > 1  w; = 1.



Si la méthode T est d’ordre 0, F(z — 1) = 0. Donc en prenant l'intervalle
[-1,1] :

1
E(gwn—/ ldu—T(z > 1) = 0.

1
Alors

!
/1 du = 22%1
-1 i=0
!
2=2) w
i=0
1
1= Zwi
i=0

Exercice 4
Soient (x1,x9) € [—1,1]x[—1,1]. et (A1, A2) € R% On note T(f) o M f(zr)+
Ao f (@2).

1. Quelle conditions doivent vérifier x1, xo, A1 et Ay pour que T soit une
méthode d’intégration

(a) d’ordre au moins 07
La méthode est d’ordre 0, donc E(z — 1) = 0.

1

1
2=M+X

d’ou
Ay =2— ;. (5)
On peut donc écrire T'(f) = M f(x1) + (2 — A) f(22).
(b) d’ordre au moins 1 (en supposant \; # 0) ?
On a E(xz +— z) =0, alors

1
/ udu = Azy + (2 — M)y

1
0=MAr;+ (2 — Ny

/\(,”171 — .7?2) = *2.’172

Ut



donc
)\iQZEQ/(CL‘Q—fI?l). (6)

(c) d’ordre au moins 2 (en supposant 0 < \; < 2)7

On a E(x — 2?) = 0 en tenant compte de (6), on a

! 2

. To 229 .

/ widu = ——"—23 + (2 - )2
-1 To — X7 Ty — I

o2 o2
2w9x] — 27175

2/3 =
/ L2 — 21
ce qui implique
2. Montrer que si la méthode est d’ordre au moins 2 et x1 = —x», alors
elle est de l'ordre 3 (on appelle la méthode de Gauss).
Avec (7) ceci donne x; = —/1/3, x5 = /1/3 et A = 1. On a vue que 'ordre

de la méthode est au moins 2. Calculons F(x — z?) :

1
/ wrdu — T(u— u?) =0 — ((—/1/3)* + (v/1/3)%)
-1
= 0.
L’ordre de la méthode est au moins 3. Calculons E(z — z*) :
1
/ wtdu — T(u — u?) =2/5 — ((—/1/3)* + (/1/3)h)
—1
=2/5—-2/9#0.
Alors la méthode est d’ordre 3.

Estimation de I'erreur. On suppose que la méthode utilisée est d’ordre
N > 0. On note T(f) la valeur approchée de f;f(t)dt. Si f est de classe
CN*l(la,b] — R), alors 'erreur d’approximation est donnée par

BN = [ rae-1(5) = ¢ [ Knr¥ O )

ott Ky est la fonction t — E(x — (z — t)%) (appelée noyau de Peano).



Exercice 5
Soit
g:-1L,1] —» R
T —  xe’.

1. Donner une valeur approchée de f_ll g(t)dt pour les méthodes du point
milieu et du trapéze.

Point milieu :

Trapéze :

Tirap(9) = (1 = (=1))(9(=1)/2+ ¢g(1)/2)
=1/e+e.

2. Calculer le noyau de Peano pour la méthode du point milieu, et en
déduire une expression de I'erreur comimise.

La méthode est d’ordre 1, donc

Kipm(t) = E(z = (z — 1))
(= t)ypdr = (1= (=1))(0 = 1)

K
/ (x — t)da — 2(—t)4

- D% g
2

1—1)?
:( ) — 2t
2

(112
2
(112
2

sit>0

+2tsit <0

g (x) = e*+xe®, g (x) = 2e* +xe” et ¢ (2) = 3e” +we” > 0 sur [-1,1] d’oi



max,c(-11 9% (z) = ¢ (1) = e. En utilisant la formule de la moyenne :

E(g) = /_ 1 Kipm(t)g? (t)dt

1
= ¢@ K m d
o) [ Kipnlt)at

—¢%a</i“;”%H{_06wTD
=g(¢) <{(1 p t)fT)l + 1/6)

=9¢2(€)/3
<(e+1/e)/3.

Méthode composées. L’idée est de subdiviser 'intervalle [a,b] en plu-
sieurs intervalles de méme longueur (appelé le pas) et d’appliquer une mé-
thode de quadrature sur chacun des intervalles.

2
1

[:/—dx.
| T

1. Evaluer mumériquement cette intégrale par la méthode des trapézes
pour le pas h = 1/3.
Avec h =1/3),

2 4/3 5/3 1
1 1 1 1
/ dx—/ d:z:+/ dx—i—/ —dx.
1 X 1z 4/3 T 5/3 L

T(f)=(b—a)(f(a)/2+ f(b)/2) ce qui donne :

2 4/3 5/3 1
1 1 1 1
/ —dz = / —dx + / —dz + / —dx
1 X 1 X 4/3 T 5/3 L

~1/3 (;(1/1) + 1(1)> +1/3 (1( ! )+ 1(1)> +

Exercice 6
On considere I'intégrale

2°4/3 2°4/3" " 2'5/3
13 (30 + 55))
=0,7



2. Calculer la valeur exacte de I.

21
/ —dz = [Inz)?
L@
=1In2

~ 0,69314718056

3. Expliquer pourquoi la valeur numérique obtenue est supérieure a In(2).

La fonction x — 1/ est convexe, donc la fonction est toujours inférieure ou
égale a son approximation affine. Puisque 'approximation n’est pas exacte, la
valeur estimée avec des approximations affines est supérieur a la vraie valeur.

4. Est-ce vrai pour tout pas h?

L’approximation sera toujours supérieure a la vraie valeur mais on aura
limy,_,o approximation (h) = vraie valeur.



