Feuille 3

Soit f : [a,b] — R. Une méthode d’intégration est dite d’ordre n si elle
donne la valeur exacte de I'intégrale pour tout polyndéme de degré inférieur
ou égal a n.

Rappel de la méthode d’intégration Newton-Cotes :

ﬁ n n
/ f(z)dz ~ (b — a) Z%f(%) = Z Aif ().

On consideére le polynéme d’interpolation de Lagrange de f aux point xy <
Ty <o <y

P(X) = Zf(%)lz(X) (1)

Une valeur approché de l'intégrale de f est donc :

/ F(t)dt ~ / Pt = f(x) / WDl =Y Ni@) @)

Donc (b — a)w; = A = [ 1 (t)dt.

Exercice 1
Montrer que 'application

E : C([o,8]) — R

8 l
fro [ e = Y ns (o)

est une forme linéaire.
Exercice 2
1. Montrer que les w; ne dépendent pas de [a, ].

2. Méthode du rectangle et du point milieu. Il s’agit d’interpoler la fonc-
tion f en un seul point zy. Montrer que les méthodes du rectangle sont
d’ordre 0 et la méthode du point milieu est d’ordre 1.

3. Méthode du trapeze. Il s’agit d’interpoler f aux deux points xg = a et
x1 = b. Déterminer l'ordre de cette méthode.

4. Montrer que pour une méthode d’ordre 0 ou plus, > 1  w; = 1.

5. Montrer que w; = w,,_;.



6. Méthode de Simpson. Il s’agit d’interpoler la fonction f aux points zy =

a, r| = “T*b et xo = b. Déterminer la valeur approchée de fjl f(t)de
obtenue avec cette méthode. Montrer que la méthode de Simpson est
d’ordre 3.

Exercice 3
Soient (z1,z2) € [—1,1] x[—1,1]. et (A1, o) € R% Onnote T'(f) = A f(z1)+
Ao f (22).
1. Quelle conditions doivent vérifier x1, x2, A1 et Ay pour que T soit une

méthode d’intégration

(a) d’ordre au moins 07

(b) d’ordre au moins 1 (en supposant \; # 0) 7

(c) d’ordre au moins 2 (en supposant 0 < \; < 2)7

2. Montrer que si la méthode est d’ordre au moins 2 et z; = —x5, alors
elle est de 'ordre 3 (on I'appelle la méthode de Gauss).

Estimation de I'erreur. On suppose que la méthode utilisée est d’ordre
N > 0. On note T(f) la valeur approchée de fabf(t)dt. Si f est de classe
CN*l(la,b] — R), alors I'erreur d’approximation est donnée par

b b
BN = [ faae-1() = 5 [ KO/ V0a @)
ot Ky est la fonction t — E(x — (z — t)%) (appelée noyau de Peano).

Exercice 4
Soit
g:[-1,1] —» R

x —  xe’.

1. Donner une valeur approchée de fjl g(t)dt pour les méthodes du point
milieu et du trapéze.

2. Calculer le noyau de Peano pour la méthode du point milieu, et en
déduire une expression de I’erreur commise.

Méthode composées. L'idée est de subdiviser l'intervalle [a, b] en plu-
sieurs intervalles de méme longueur (appelé le pas) et d’appliquer une mé-
thode de quadrature sur chacun des intervalles.

Exercice 5
On considere l'intégrale



. Evaluer mumériquement cette intégrale par la méthode des trapézes
pour le pas h = 1/3.

2. Calculer la valeur exacte de I.

3. Expliquer pourquoi la valeur numérique obtenue est supérieure a In(2).

4. Est-ce vrai pour tout pas h?



