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��|����ls9wC����o�����o�s9oÇo���wCx�}���� ��o���o�$txIwC� o�¡���}·o�s?o�����|���s?��°Ax��ZwC}Z��s�w{Ô���Ô�}/�{��xIo�x�x��t�/wCo�s9}Z�
�Kw{s��¬������w{s�����w{��¡Ì�~���t�/}/x�x �K����x�}¸Ô���o��r��|~s9�~|~s9xNo���}¸x�o����~�C}/x���°`°±|����ls9wC����x/� ¹rx1o��
}lÏ~o������{}�§ºx�}Z �}/��o��`¡��+ �}/������}/��s�o�¡�}/�~�/wC}ZxN�����+ twC�~}/x1wC�~°±������o�s9w{��� w{�¬��}·o��©¦Øs�wC��}Ço�Ò��|�s
s9�~}��{}Z �}Z����°¾o1�/}/�ysuo�w{�Ì�=���{�C|~s9o���s\s9��o�s¯�/o�� =}��Z����x�wC��}Z��}/�Ì�Cw�>�}�o1s��9o Á�}Z�Zs���� $Ìo��{����¡Eo
x��=}/�Zw{Ô��1�=}/��wC�t�¼¥:x�o�$�§�����}N��o�$~ªl� ¹ �Z����x�w{��}/��o���{}X}ZÑÒ����sQw{xI=}/wC�~¡��
o��~}XwC��������}/�Is��
o���o��~sYs���}Q|�x�|�o���x�suovs9wCxys9w{�·o��h��}Zs������~x`°±���`s���wCx7>�wC�~�Ì��°���o�s9o ¥ �ro���x9o�$���q�wC�© �}/���
o��
¥yï·ð�ð � ª×§ �ro���x�o�$�� q�w{�{ �}Z����o��3¥´Â�Ã�Ã�Â�ª×§���}/���9o�s $	� �¶w{}/|Ì¥´Â�Ã�Ã�È�ª�ª×�
� � s9�~wCx ����� >F§h��w©Ñ�}Z��}Z��sI��}/�~s��Ë��}/o�x�|���}/x?°±���Y°±|����ls9w{����o�����o�s9o¸o���}
�/����x�wC��}Z��}Z�£��½¾��}�/�����/}Z�~sº��°¨�~}/�~s���w{xA��}Z��o�s�}/� �Kw{s��Xs9��}`o�w{�Us��IÔ����1s9��}\�Z}/��s9}Z�º��°ioI��ovsuo-�/�{��|��1o����Ew{s
wCx\s���}
o���o��C��¡���|�x¶��°�s9�~}������~}E¥:��}/��wCo��Fªr°±���\�I|~�{s9w© �o���wCo�s9}Y��o�suo���¹ ��}Z�~s9�Ì��}/o�x�|���}
�����  tw{��}/x?o��Ì������}Z��wC�~¡���°�}Z �}/� $Ì��o�s�|�� °±������
Õ�Z}/��s9}Z��
�s9�E��|~s ��o�����§¨x��Es9��w{x`������}Z��w{��¡
�·o��
=}º|~x�}/��°±������|~s��CwC}Z�iwC�~}/��s9w©Ô��·o�s�wC�����4¹¼��w{¡�������|�xh��}lÔ���w{s�wC���Q��°���|~s��CwC}Z�iwC�-°±|��~�Zs9w{����o��
x�}ls�s�wC��¡�x¯��o�x¯����s¯=}�¡�w{ �}Z�£��$Ì}��/����x�wC��}Z�¯s���o�sYo1�/|��y �}
w{x¯o��Ì��|~s9�{wC}/�\w©°�w©s¯��o�x¯Ò}Z}/�
¡�}Z��}/��o�s9}Z�7 $ o¸x�s9�t�u��o�xys9w{�N�����t�/}Zx�x �Kw{s��Ëo¸��w{ÑÒ}/��}/��s-��w{x�s���wC~|~s9w{���Ìs���o���s9��}
��}/xysQ��°
�/|~�� �}Zx/§��K��wC�u�7o���}No�x�x�|���}/� s���Ò}Xw{��}/��s�wC�·o��C� $¸��wCxys9��w{�|~s�}/�£��½¾��}Z��}l°±����}�§���}1o�x�x�|���}
s9��o�s¶s9�~} �K�����{}Ix�}ls`��°��/|��y �}Zx¯��o+ �}-Ò}Z}/������o �K�¸°±����� s9��}Ix�o���}Ix�s����u��o�x�s9w{�I�������Z}/x�xZ§
o����E�/|~�� �}Zx�����sK�/������o�s�wC��{} �Kw{s��Es���wCxKo�x�x�|~���~s�wC���Eo���}\��|~s��CwC}Z��xZ�
� �!������}Z�1s�� w{��}/��s�w{° $���|~s9�{wC}/��xNwC�¬°±|����ls9w{����o��¶��o�suo�x�}Zs�x ��}Ì��o >�}Ì|�x�}Ì��°Y°±|��~�Zs9w{����o��
��}Z�~s9��x`o����������t�/}Z}/��o�xº°±���C�{� �Kx/� � °�o��Ç��|~s9�{wC}Z�rw{x�wC�Es9��}?��o�suo�x�}Zs/§�s9�~}I�/������}Zx��=������w{��¡�/|~�� �} �KwC�{����o· �}YoQx�wC¡���w{Ô��/o�s9w© �}Z� $��C� �!�~}/�~s��£��½¾�~}/��}l°±����}�§=o ��o�$Ns9�Q��}Zs�}/�lsr°±|��~�Zs9w{����o��
��|~s��Cw{}/��x¯wCx¯s9���C�t� >¸°±���`s9��}X�Z|��� �}/x �Kw©s9� x��
o��C�C}Zx�sY��}/��s9�£� � s9xI��|��I=}/�YwCx`°±��}Zzt|~}/��s9� $|���>���� �K�£�?½¾��}/��}Z°±����}�§ ��}-�~�����=��x�}Is��N��}Zs�}/�ls`��|~s9�{wC}Z��x�w{��oX¡�w{ �}/��°±|����ls9w{����o��%x9o������{}
|�x�wC��¡¯o¶�����~��o��9o���}ls9��w{���������Z}/��|~��}K�o�x�}/�Q���-°±|����ls9wC����o��~�~}/�~s���x/��q�����}A��}·o��~}lÏ~o������C}Zx
�KwC�{�£=}\�����+ twC��}Z�E°±���¾wC�C�{|�x�s��9o�s�wC���~x���|����Ò��x�}/xZ�
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IN��4w\���A </AR�89�� ��D�� �T')f]�R�C�R!=</IN� 'S� A7�C\746Ax'S������½4��o+ �o�w{�\}ZÑÒ}/�ls9|�� }Z�!�Z���C�Co�Ò���9o�s�wC���¬o· �}/�
�`*�A </9J��� � � � # ���*� � #��

½¾��}X�~������{}/� ��°��������{wC��}/o��`}lÏts9}Z��x�w{����xI��°�s9�~}
�/�Co�x�x�wC�/o��Kä â)Ý�Þ�á�à\è=à×â)Ý�ëlâ«è~á�ä�ëuã���è�ãvÝ�ÞlÝ�Û
á�Ý=á�äO�+ÚlâCÚ���o�x`Ò}Z}/��s9��}·o�s�}/�3wC��oN��o���¡�}-�Cw©s9}Z�9o�s�|���}Iw{�������~}/�\s9�N°:o��Z}-�������{wC��}/o��¶��}Z�Ò}Z��¦
��}Z���/w{}/x�=}Zs ��}/}Z�
 �o���wCo���{}/x/�iq~o��{wC��}Z�C�Cw£¥yï+ð�ð�ò`o����NÂ�Ã�Ã~ï ª¨�������=��x�}Z�No¯������}º¡�}/��}Z�9o��F��}l°�¦
wC�~w{s9w{������°%�������{wC��}/o����~��wC�~�/wC��o��Ò�Z�����Ò���~}/��s9x¾o����Nx >�}Zs9�u�~}/�1s9��}\��}lÔ���w©s9wC���
��°x��á�à:.�â)Ý=á�ä
Ý�ãvÝ�ä â)Ý�Þ�á�àYè=à×â)Ý�ëlâ«è~á�äºëuã���è�ãvÝ�ÞlÝ�Û)ÚÌ¥5É 8 np»��¾ª-°±����� o�s9�~}/����}Zs9w{�·o����Ò��w{��sQ��°r tw{} �&°±���
|���w©°±����� o��~�¸�������
o��p��w{x�s���wC~|~s9w{����x/�K½¾��}Io�wC� ��°hs���} ����� >�w{xrs9�Xo���o�� $�ÖZ}Ys���}?��}lÔ���wÿ¦
s9w{���3��°¾É 8 np»���§%s���w{�C�C|~x�s9��o�s9}?w{s9x`xysuo�s�wCx�s�wC�/o��ho����3�������o��w{�Cw{x�s9w{�?°±��|��~��o�s9w{���3o����3w{s�x������s���wC��}Zx�xZ��$ }¾o��Cx��\w{��s9���t��|��Z}¾o��-}Zx�s9w{�
ovs9���4�o�x�}Z�Q��� 6�¦ßx����Cw{��}Ao��������·Ï�wC��o�s�wC���£�"$Ì}
°±�t�/|�xº����É 8 np»�� x�wC���Z}¯s���}¯o���o�� $�x�wCx¾��}/����}/x�}Z��s9x\oIÔ���x�srx�s9}Z��w{�Es���}`��wC��}/�ls9wC���E��°4s���}
������}\¡�}Z��}/��o��c�����~�CwC�~}·o��A�~��wC�~�/wC��o��£�/�����=����}Z��s�x¾��}ZÔ���}/��wC��q~o��{wC��}Z�C�Cw¨¥yï·ð�ð�ò�ª×�
nc}Zs

X = [X1, X2, . . . , Xq]
T Ò}Xo¸�/����s9w{��|���|�x

q
¦ß�~wC��}/��x�wC����o�����o��������  �}/�Zs����E¥:�Z�µ =�«ª

�Kw{s��
E [X] = 0

§KÔ���w{s�}Çx�}Z�/���~� ������}/��s9x
ΣX = E

[
XX

T
] o��~�¬��}/��x�w{s $

fX
�Kw{s��

x�|~���Ò����sro-������o�wC�3¥:o��1���Ò}Z�Eo����E�/�����~}/�Zs�}/��x�}Zsuª
D ⊆ R

q
��:�}Z����s�wC��¡��Kw{s��

W 1,2
j

s���}
1�ÞlâS.vçtÛßÞ�ì�î£ã��lãväCÞ�QYÚßè~átëuÞ¯��°4x�z�|�o���}Yw{��s�}/¡���o���{}¶°±|����Zs�wC���~x �Kw©s9�Ex�z�|�o���}Yw{��s9}/¡��9o���{}¶Ô���xys
��}Z��w{ �o�s�w{ �}�§ ��}Yw{��s9���t��|��Z}
�M< �A �C������A ��' ,£ç�Þ

j− Û)çP��á�à:.�â)Ý=á�ä4Ý�ãvÝ�ä â)Ý�Þ�á�àKè=à×â)Ý�ëlâ«è~á�ä�ëuã���è�ãvÝ�ÞlÝ�ÛAâCÚQìtÞCH�Ý�Þ�ì�ávÚÛ)ç�Þ
j− Û)ç�ä â)Ý�Þ�á�à�è=àlâ)Ý�ëlâ«è~á�äpëuã���è�ãvÝ�ÞlÝ�Û � � j h��Xã
	`Û)ç�Þ¯àJ{ Q�{

Ψ (X) = [ψ1 (X1) , ψ2 (X2) , . . . , ψn (Xq)]
T

1¨ç�Þlà9Þ-Þ�átëuç
ψj ∈ W 1,2

j

âCÚ¯Û±ç�Þ\Ú+ãvä êtÛ:â´ãvÝÌã
	`Û±ç�Þ2��á���â��-â��+á�Û:â´ãvÝ�è=à9ã��/äCÞ��
{

max
ϕ

E
[
(ϕ (Xj))

2]

sub E
[
(ϕ′ (Xj))

2] = 1

� °%w{s¾}×Ï�wCx�s�x/§~s���}¶x����C|~s�wC���
��°p}·o��u�1��ovÏ�wC��wCÖ/o�s9w{�����~������{}/� wC�N�~}ZÔ���w©s9w{���¸ï\wCx�s9��}\�~���Q¦
wC��o���sN}/w{¡�}/�~°±|~���Zs�wC������°\s9��}����=}/��o�s9��� Dj

��}lÔ���}Z�  $ Dj (ϕ) = −ϕ′′ − ϕ′f ′Xj
/fXjo�x�x��t�/w�ovs9}/��s9�Yw{s9xhÔ���x�s��u��o���o��Zs�}/��w{x�s�wC�K �o��C|�}

λj

� � ����|�������� >���}�o���o�� $tÖ/}Kx�����}º��}/x�|��{s�x���¸s���}I}lÏ�w{x�s9}Z���/}Qo�����x�����}I�������=}/��s�wC}Zx���°�s9�~}/x�}-}ZwC¡�}Z�~°±|����ls9w{����x
ψj

�¯ÉE����}I�~��}/�ZwCx�}/� $
��}Xx�s�|���$3s9��}�}lÏ�wCxys9}/�~�/}X��������{}/�RwC�3s9}/����xY��°As���}
������}/��s?¡�}/��}Z�9o�s�wC��¡E°±|����Zs�wC���Ì��°
Xj

§%s9��}�x $t����}ls9� $���°As9��}
ψj

¢¤xZ§¨s9�~}
��������s�����wC��$���°As���}
ψj

¢¤x�����}
x���� �Uo�xY}/o��u�
ψj�u��o���o��Zs�}/��wCÖ/}Zx�s���}r��o���¡�wC��o�����wCxys9��wC�|~s�wC���-��°

Xj;
��}���}Z��o�s�}K��|�����}Zx�|��©s9x��Kw{s9��s9��}º�Cw©s9}Z�9ov¦

s9|~��}K�/���~�/}/����wC�~¡¯s���}Kx���¦Ø�·o��{�C}/�����~}/���~��ÑEwC��}Zzt|�o��Cw©s $Io��~��Ô���o��C� $ ��}r¡�w{ �}Kx�����}¾}×Ï����Cw{�/w{s
}lÏ~o������{}/xK��°¨o���o��{w{s9w{���Z�����~|~suo�s�wC���N��°

ψj

¢µx/�
½¾��}X}Zx�s�wC��o�s9w{����������~�C}/� w{�� ����© �}/xIoEs ���¸x�s�}/���������Z}/��|���} �IÔ���x�s ��}���~suo�wC� o�� }/xys9wÿ¦
��o�s9w{���

ψ̂j

��°Ks9��}Xs��9o���xy°±������o�s�wC����x
ψj

o�����s9��}Z��}Z°±����} ��}�o������ $3s9�~}E�Z��o�x�x�w{�·o���n%»��
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o��{¡�����w©s9��� s9�-s���}\ �}/�ls9���
Ψ̂ (X) .�����Ks9��}`Ô���xys�xys9}Z�£§�x�|����=��x�} ��}Y��o· �}Io�x9o������{} {Xj,i}i=1,2,...,n

��°hw´�µw´�µ�£����o��������� �o���w©¦
o���{}/xº���9o��K�Ç°±�����

Xj,
o��9o����~���� �o���wCo���C}\ �o��{|�}/������s���}?�Z������o��Zsºx�}ls

I
� :�}/�~��s9w{��¡

�Kw{s�� Sk,d

s9��}Yx�}Zs���°hx����Cw{��}\°±|����Zs�wC���~x
Sk

��}ZÔ���}/�����
I
��°h������}/�

d
o��~�¸��o· twC��¡

k − 1wC��s�}/��w{����>t�~��s9xZ§ ��}¶��}ZÔ���}¶��|���x����{wC��}º}/xys9w{�
o�s�}r��°
ψj

o�x�s���}r°±|~���Zs�wC���
ψ̂j ∈ Sk,d

�K�~wC�u�
x����{ �}Zxºs���}\°±���C�{� �KwC��¡I��ovÏ�wC��wCÖ/o�s9w{����������~�C}/�





max
v

1

n

n∑
i=1

(v (Xi))
2

sub
1

n

n∑
i=1

(v′ (Xi))
2 = 1

v ∈ Sk,d

o����Ex9ovs9wCxyÔ�}/x
1

n

n∑

i=1

v (Xi) = 0

»h����~�C}/��x%��}ZÔ��~}/�- $¯Ò��s��?�Co�x�s%}/z�|�ovs9wC����x¨�/o��?=}��Z���� �}Z��s9}Z�QwC��s9�roºÔ��~w{s9}���w{��}Z��x�w{����o��
}/w{¡�}/�� �o��{|�}h��������C}Z� >���� �K�¯wC�\��|���}/��w{�·o����Cw©s9}/��o�s9|~��}ho�x��ºo�$t�C}/w{¡�¦��Kw{s�Ö4��}Zs����t�`o����\s9��ovs
�·o���=}`x����© �}/�E $N|�x�wC��¡�x�����}`o· �o�wC�Co���C}r�/������|~s�}/�¾��o���>�o�¡�}/xZ�
Ær�~��}/�\x�|�w{s9o���C}¯� $t�Ò��s���}/x�}/xZ§ ��}I���suo�w{�¸x�����}Io�x $t����s9��s�wC�?��}/x�|��{s�x/�`»4}Z��°±�����
o����/}Zx¶��°
s9�~}¯}Zx�s�wC��o�s9���Ao���}¯o��{x��-x��~� �K�� $EoQx�wC�I|~��o�s�wC���Xxys9|�� $��
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������x�wC���Z�����~x�|��~}1°:o���w{�C�C} {ν1, · · · , νN}
��}1��}Zx�|���}/xQ=�������Z}/x�x�w{¡����/}Zx�¥± ���wC� �ÿï
	)ª?x�|��

[a, b]
§���}Z�����Zx�}Z��s��/}Zx���o��K�{}/x¾�=��wC��x

{Fi (tk) := νi ([a, tk]) , i ∈ [1, N ] , k ∈ [1, p]}
o�x�x��t�/wC�Zxpo�|�Ï`�=��w{��s�x£�£¢µ|���}�¡���wC�C�{}p�£¢¤�Z�u��o���s9w{�C�{������o�¡�}

Tp

�4nc}/xc�Z��|���=}/xp¡���o���|��C�����ls9��w{z�|�}/x
��}Z���/����s����Z}/x�}Z�¸qt�/wC}Z���/}Zxr�~}¯�CoI½4}Z����}Y�Z����x�s�w{s�|�}/��sº|��E�·o�x¾s $t��wCz�|�}`��}\s�}/�C�{}/x¾���������/}Zx/�
8 ��|�xKo· �����x¾���/�Z}/����}Z��sA�������=��x��\��o���x �¤Â�	�|���}\���Zs9�~����}�}lÏ����C���9o�s���wC��}r�=��|��A�5¢«o���o�� $tx�}��}-�Co�°:o���wC�C�{}`��}-��}/�~x�w{s��/x {dν1/dµ, · · · , dνN/dµ}

§£������o 
Õ�������o��w{�Cw©s9�¯��}I���l°±�/��}/���Z} �
µ
}/x�s����lÔ���w{}ºx�|��

[a, b]
�i¹��{����xhz�|�}º��o\¡���wC�{�C}

Tp

�~�/�=}/������}r�5¢«o�����o���}/wC��|~s9w{�Cw{x���§
µ
�~�/�=}/���

��|��=��wC��s¶�~}? t|�}Qo�������s9�I�=��|��r�´¢¤o���o�� $�x�}�� 8 ��|�x`o· ����~x\������s����?z�|�}-�Z}Zs�s9}Qo���o�� $tx�}Ix�}�9o���®Z��}\³I�´¢µ¹º�A» |~x�|�}Z�C�C}���}/xA �}/�Zs�}/|���x {F1, · · · , FN}
��o���x¾|��~}\���ls9��w{z�|�}����Z�Ò}Z����o���s

��}
µ
}ZsK��}

Tp

�
nh¢¤}×Ï��Ò��x��rx�}/��o¯o���s9w{�/|��{�¾o�|~s���|��h��}K�5¢¤�ls9|���}¾�Z������o��9ovs9w{ �}A��}¾s9����wCx¨�·o�����o�¡��~}/xhx��Z��wC��}/�t¦
s9���C��¡�w{z�|�}/xr��}Z���/}Zx\��o���x\�5¢«Ðisuo���¡X��}96�}/����}-}/��ï+ð � � §¨ï·ð�ð�Â�}lsQï+ð�ð � �\¹r�C����x�z�|�}-��o���x
�¤Â�	
µ
�Zsuo�w{s�o�x�x����ZwC�/}�o�|
s��9o���x��Ò����sAx��/��w{��}Z��suo�w{��}?¥±s9}Z��x�w{���
�~}�°±�����Fª×§�}Z�C�{}r�Z������}/x��=�����~�9o
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��o-��w{x�s���wC~|~s9w{���X�/�����I|~��}\��}/xº���x�}/�y �ovs9wC����x/�

&�L( �L*8</A7IN</9
:¶o�|tÏ~��wCx?ñ~�{§¨»4��|�x�x�}X¹Y�{§ �º���
o�w{� ;-��¥yï+ð�ò�Â�ªl��¹�x $����~s���s9w{�Qs���}/��� $�°±���\s9��}�����w{���/w{��o��
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• �`��� DC� �`�7�T�5*�� � �
� # � � # 
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$Ì}E�Z����x�wC��}Z�Qs���}1o�x $����~s���s9w{�/x-��° >�}Z����}Z�º}Zx�s�wC��o�s9����x?°±���I°±|��~�Zs9w{����o�����o�s9o�s�� $twC�~¡�s��
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��°¶s9��o���w©s9wC����o��
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x�}ls�s�wC��¡�� $¼w©s9�¸��}·o�x�����o�~�C}-o�x�x�|����~s�wC����xr���¸s9�~}I��}/�~x�w{s $�°±|����ls9wC����o��4o����¸s9�~}? ����{|���}
��o���o���}Zs9}Z�/§ ��}Y��o�$N�����  �}Io- �}Z��x�w{���E��°ho 6��t�u����}/�rnc}/���
o�§~s9��|�xºx�}Z�� twC��¡�o�xro��o�x�w{x
°±����s���}-��������°���°�o�x $t����s9��s�wC�?��}/x�|��{s�x¶°±���rs���}-}/xys9wC��o�s�wC������°�s9��}I��}/¡���}/x�x�wC����°±|~���Zs�wC���£�
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s9�~}�}/xys9w{�
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}/xys9w{�
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�|~sAx�s9w{�C� ��}\�·o��XÔ��~�N��}/x�|��{s�xA�o�x�}/�N���1o�x�x�|~���~s�wC���~x��/������o��9o���{}�§to����Nw{�Xx�����}r�·o�x�}/x
x�����} �K��o�sºÒ}ls�s�}/�/§�s��-s9��}`����}ZxK�o�x�}Z�Çw{�E�~w{ÑÒ}/��}Z��sºo���������o��u��}Zx/�
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�=����|��Co�s9w{����x/§ w©s4w{xp��°�w{��s�}/��}/x�s%s9}Zx�s�wC��¡K°±���cs9��}�}/z�|�o��Cw{s $`��°~s9�~}��Z������}/x��=�����~wC��¡º��}Z¡���}Zx�x�w{���
°±|����ls9w{����x-wC� ������}Z�?s9���u�~}/��> �K��}ls9��}Z�Is9��}N}lÑ�}Z�ZsQ��°Ks9�~}N�/�+ �o���wCo�s9}���� s9��}N��}/x��Ò���~x�}
 �o���wCo���{}¶wCxAs���}`x9o���}\wC�Eo��{�£¡�����|���x/�
� � o ¡�}Z��}/��o��?�Z����s9}lÏts/§?s9��} x�suovs9wCxys9w{�·o��¯���t��}Z�Y�/o�� Ò} ��}/x��/��w{Ò}Z��o�xÇ°±���{�C� �Kx/� �F���
j = 1, . . . , k

§��{}Zs
(Xj, Yj)

Ò}1w{����}/�=}/�~��}/��sX��o��������  �}/�ls9����x/§ �K��}Z��}
Yj

��}/����}/x�}/��s9x
o1�/}/�ysuo�w{����}/x��Ò����x�}Q �o���wCo���C}?��}/�Co�s9}Z�3s��Ns9��}Q�/�+ �o���w�o�s�}

Xj

 twCoNs���}Q��}Z¡���}Zx�x�w{���3���t��}/�
Yj = mj(Xj) + εj

§ �K�~}/��}
mj

wCxAs���}¯��}/¡���}/x�x�w{���E°±|~���Zs�wC���Eo����
ε
w{xAs9��}¯��}Z¡���}Zx�x�wC���E}/�Õ¦

�����/��$Ì}¯o���}¯wC��s�}/��}Zx�s�}/�Çw{�Es�}/xys9wC�~¡�s���}`�t|~�C�p� $��=��s���}/x�wCxº��°i}Zzt|�o��Cw©s $N��°¨s���}`��}Z¡���}Zx�x�w{���
°±|����ls9w{����x

H0 : m1 = m2 = · · · = mk

�
� � s���}EÔ���x�s���o��ys
��°¶s9��}1suo�� >F§	��} �Kw{�C�¾��}l twCx�}1s9�~}��{w{s9}Z�9o�s�|���}Eo�=��|~s��Z������o���w{x����7��°��}Z¡���}Zx�x�wC���E°±|����Zs�wC���~x/� � ��s���}`Ô���xys\o��ys9wC�Z�C}Zx¾�/�����Z}/����wC��¡�s9��w{xºs�����w{��§���o�� $1��}/xys9��wC�Zs�wC���~xo���}�wC���=��x�}Z������s9��}º������}Z�´§�x�|~�u�No�x�}Zz�|�o��=��}/x�wC¡����Ò��w{��s9x�������������x��Z}/��o�xys9w{�/w{s $���É�����}
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¥:������}
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½¾��}X�~�����=��x�}Z� s9}Zx�s-xysuo�s�wCx�s�wC��wCx¯�����+ �}/��s9��Ò}No�ÆK¦Øx�suovs9wCxys9w{��§io���� w{s�x?�������=}/��s�wC}Zx?o���}
wC�� �}/x�s�wC¡�ovs9}/���
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8 ��|�x¾�Zs9o���Cw{x�x�����x/§���o���x¾�Z}�s9��o· �o�wC�´§t��}Zx¾wC���Z¡�o��Cw©s9�Zx���ovÏ�wC��o��C}Zx/§��=��|��A�{}/xAx�������}/x���o��Õ¦s9w{}/�{�C}/xº��}¯ �}/�ls9}Z|���x¯o��{�·o�s���wC��}/xK���/�=}/�~��o���s9x\����}/���~}/��s`�C}Z|���xº �o��C}/|~��x���o���x¶��}Zx¶}/x���o��Z}/x
��}Q¿ºwC�C=}/�ys¶��|���} 6Ao���o��u��x��/��o���o���{}/x/§p��}?��wC��}/��x�wC���~x�Ô���w{}/x\��|�w{�~Ô���w{}/x/� 8 ��|�x\�/���t¦x�w{���/������x\��}Z|�Ï¸s $t�=}/x\��}?���/�=}/����o����/}Zx/§p�C}Y���Z��o��~¡�}Y°±���ys

α
}ls\�´¢¤o��x����C|~}?���Z¡�|��Co���w©s9�

β
�

��}/xºwC�~�/¡�o��{w{s��/xAx�����sr�~�9o�s�wCz�|�}/��}/��sK�{}/xK���Z��}Zx¾z�|�}`��o���xº�C}¶�/o�xº���/}Z�c���/�=}/�~��o���s·�
8 ��|�x�s9}Z����wC������x���o���z�|�}Z�Cz�|�}/xKo������Cw{�·o�s�wC���~x�³¯��o¯�C��w�°±���ys9}��~}/xA¡���o�����x������I���}�}ls¾³?�Co�C��w���|Q�C��¡�o���w©s9����}�w©s9�/���¾Ò�������Z}º�=��|��h�~}/x������t�/}Zx�x�|�xAo�~x����{|���}Z��sh���Z¡�|��Cw{}/��xh��wC�{Ò}Z��s9w{}/��x
��|E�o���o��u��wCz�|�}Zx/§Fx���|~xº|~��}`�/�����~w{s9w{���X°:o�w{��C}¶x�|��K�C}\���/�Co���¡�}��
��������}Q�/o�x`��o���s�wC�Z|��Cw{}/��x\�~��|�x¯o������{wCz�|����~x¯�Z}/x¯��}/����wC}Z��x¯���Zx�|��©suo�s�xY³1�´¢µ}/xys9w{�
o�s�wC���Ç��}
�´¢µ���=�/��o�s9}Z|����~}Ç�/�+ �o���w�o����Z}��~}Ç��o���o���¡�}E�£¢µ|����������Z}/x�x�|�xNo��C�·ovs9��w{��}�§��o���o��u��wCz�|�}Ç��|
��w{�C=}/��s�wC}Z�£§?o��x����{|���}/��s����Z¡�|��{wC}/� ¥

β
¦ß���/�Co���¡�}/o���s×ª×§?o�w{��x�wYz�|£¢«³¬�5¢¤}Zx�s9w{�
ovs9wC���!��}�x�}/x

 �o��C}Z|���x�����������}Zx/� 8 ��|�x�������s������~x�o�|~x�x�wF�Co\°±����s9}º�/����x�w{x�suo����/}º��o���x L2 ��}º�´¢µ}/xys9w{�
o�s�}/|�����Z�/|���x�w©°c³`����$�o�|���}r�Co\��}/��x�w{s��º�~}r�������o�~wC�Cw©s9��§�o· �}Z�r tw{s�}/x�x�}r���~s9w{�
o��{}�§�x���|�x���}K°:o�wC~�C}/x
�/������w{s�wC���~x���}\���/�Co���¡�}r�£¢«o��x����{|�}¶���/¡�|��Co���w©s9�?¥:|��~}\���/�Z����w{x�x9o����/}\�{��¡�o���w{s9�~��w{zt|~}ºx�|
�Qs
�=��|��K��oI�Z���� �}/��¡�}/�~�/}?���¤xZ�{§F}ZsK�CoI �w©s9}Zx�x�}`}Zx�sr���~s9w{�
o��C}�x�wc�C}\���/�Co���¡�}¶}Zx�sºx�������o���{}+ªl�
�¶�1��~s9w{}/��s¾��o��¾}lÏ�}/�����C}\�=��|�����}/x¾ �}Z�Zs�}/|���x�o��{�·o�s���wC��}/x��/}/��s����/x

Yi

³? �o��C}Z|���x¾��o���x¾|��
}/x���o��Z}¯�~}\¿rw{�C=}/��s
�¨x�w£�Ò��|��

1 ≤ p ≤ n/2
§
1 ≤ i ≤ 2r

§ ‖Y(i−1)p+1 + . . .+ Yip‖ ≤ pM
§

�£�µx/�©§F}Zs
E‖Y(i−1)p+1 + . . .+ Yip‖2 ≤ pσ2 ����o�o��C����xA�Ò��|��¾s9��|~s ε > 0

P

(
max
1≤k≤n

∥∥∥∥∥

k∑

t=1

Yt

∥∥∥∥∥ ≥ nε+
[p
2

]
e
M

)
≤

4 exp

(
− nε2

4[(1 + 2p/n)σ2 + pMε/3]

)
+
(n
p

+ 2
)
β(p).

���
β(·) }/xys��{}\�/�t}����/w{}/��sº��}`���Z��o���¡�}¶���Z¡�|��Cw{}/�Z�

8 ��|�x¶������s9������x���o���}lÏ�}Z�����{}?z�|�}I�Co
np�%Ê 8 o�w©s��{wC}/|���o���x���}/x 6�o���o��u�¸�~}?s $t�Ò}
1 <

τ ≤ 2
�~®/x
z�|�}

β(n) = O((logn)−1(loglog n)−c)
§¾o· �}Z�

c > 2
� Ðis
�=��|����C}Zx� =�¤o~�

��w{�C=}/��s�wC}Z��x\������~s�wC}/��s¯��oNn � n =�������/}Q��®ZxYz�|�} β(n) = O(n−a log−b n log−c
2 n)

o· �}/�
¥
a > 1

}Zs
b, c ∈ R

ª���| ¥
a = 1

§
b > 1

}ls
c ∈ R

ª���| ¥
a = b = 1

}Zs
c > 2

ª�}Zsº���Eo

lim sup
n

1√
n log log n

max
1≤k≤n

∥∥∥∥∥

k∑

t=1

Yt

∥∥∥∥∥ ≤ 2M

√
1 + 10

∑

i

β(i), p.s.
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nh¢¤}Zx�s�wC��o�s9}Z|��h���Z�/|���x�w{°�³\����$�o�|���}¾��o\��}Z��x�w©s9�¾��}K�������o�~wC�Cw©s9��}/x�s�°±���ys9}Z��}Z��s��Z����x�wCx�s9o���s
��o��~x

L2 §io· �}Z�� tw{s�}/x�x�}
���~s9w{�
o��{}�§px���|�x?��}Q°:o�w{��C}Zx¯�Z������w©s9w{����x`��}
���/�Co���¡�}-��¢«o�~x����{|�}���Z¡�|��Co���w©s9��¥±|���}X�~�/�/����wCx�x9o��~�/}N�C��¡�o���w©s9����wCz�|�}Qx�|
�QsQ�Ò��|~�?��o��/���� �}Z��¡�}Z���/}E�£�µx/�©§�}Zs-�Co
 tw{s�}/x�x�}¶}/xysA����s9wC��o��{}¾x�w=�C}º���Z��o���¡�}º}Zx�s�x������
o���C}·ª �%�Ò��|~�

f̂n(x) =
1

n

∑n

t=1
1
hd

t

K((x−
Xt)/ht) , pour x ∈ R

d,
���EoQ��oI=������}`x�|�w{ �o���s9}`��o���x

L2 §

lim sup
n

√
nhd

n

log log n
‖f̂n − Ef̂n‖2 ≤ 2‖K‖2

√
1 + 10

∑

i

β(i), p.s.
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