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Chapitre 1

Présentation

1.1 Résumé

Dans cette these, nous nous proposons d’étudier le probleme de la
modélisation non paramétrique lorsque les données statistiques sont des
courbes. Plus précisément, nous nous intéressons a des problemes de prévision
a partir d’'une variable explicative a valeurs dans un espace de dimension
infinie, et nous cherchons a développer des alternatives a la méthode de
régression. En effet, on suppose qu’on dispose d’une variable aléatoire réelle
(réponse), notée Y, et d’une variable fonctionnelle (explicative), notée X. Le
modele non paramétrique utilisé pour étudier le lien entre X et Y concerne
la distribution conditionnelle dont la fonction de répartition (resp. densité),
notée F' (resp. f), est supposée appartenir a un espace fonctionnel approprié.

Dans un premier temps, on considere une suite d’observations i.i.d. Dans
ce contexte, nous construisons des estimateurs par la méthode du noyau
pour la fonction de répartition conditionnelle, la densité conditionnelle et
ses dérivées. On établit la vitesse de convergence presque complete de ces
estimateurs. On déduit des estimateurs précédents ceux pour estimer le mode
conditionnel et les quantiles conditionnels, pour lesquels, on donne la vitesse
de convergence presque compleéte.

Dans un second temps, nous supposons que les observations sont forte-
ment mélangeantes et nous nous fixons comme objectif ’estimation du mode
conditionnel. Nous étudions les propriétés asymptotiques de cet estimateur,
en donnant ’expression de sa vitesse de convergence. Ce résultat peut étre
utilisé pour le probleme de la prévision en série chronologique.

7



8 CHAPITRE 1. PRESENTATION

Notre étude met en évidence le phénomene de concentration de la me-
sure de probabilité de la variable fonctionnelle sur des petites boules. Plus
précisément, des hypotheses portant sur les probabilités de petites boules
nous permettent de proposer une solution originale au probleme du fléau
de la dimension et ainsi de généraliser a la dimension infinie de nombreux
résultats asymptotiques existant dans le cas multivarié. De plus, en utili-
sant les nombreux résultats récents en théorie des probabilités sur les petites
boules, on précise nos résultats pour de nombreux processus a temps continu.

L’originalité de cette these est qu’elle aborde et développe aussi bien des
aspects pratiques que théoriques. Nos méthodes sont appliquées a des données
réelles de type spectrométrique ou de pollution.

1.2 Summary

In this thesis, we study the problem of a nonparametric modelization
when the data are curves. Indeed, we consider real random variable (named
response variable) noted Y, and a functional variable (explanatory variable)
noted X. The nonparametric model used to study the relation between X
and Y is the conditional distribution function noted F' which has a density
f- Both F and f are supposed to belong to some suitable functional spaces.

Firstly, we consider a sequence of i.i.d observations. In this context, we
build kernel estimators of the conditional distribution function, the conditio-
nal density and its sucessive derivatives. We establish the almost complete
convergence rate of these estimators. We use these results in order to study
the conditional mode and the conditional quantiles and we give also the
almost complete convergence rate of their estimators.

Secondly , we suppose that the observations are a-mixing and we focus on
the estimate of the conditional mode. We quantify the asymptotic properties
of this estimator, by giving the convergence rate. This result can be used to
the prediction problem in functional time series.

Our study highlights the phenomenon of concentration properties on
small balls of the probability measure of the functional variable. More preci-
sely, these ideas are used to give a statistical solution to curse of dimension
and to generalize to infinite dimension many asymptotic results existing in
the multivariate case. Moreover, by using recent results in the probability



1.3. LISTE DES TRAVAUX 9

theory of small balls we can see that our results include many time conti-
NUOUS Processes.

The originality of this thesis is in the fact, that it considers both practical
and theoretical aspects. We apply our prediction methods to the spectrome-
tric data and the pollution data. We give a comparison between the prediction
via the regression model and the prevision via the conditional mode in both
cases : depending and not depending.

1.3 Liste des travaux

Publications

1. Ferraty; F., Laksaci; A. and Vieu; Ph. (2006) Estimating some cha-
racteristics of the conditional distribution in nonparametric functional
models. Stat. Inference Stoch. Process. Vol 9 (1) (En cours d’impres-
sion),

2. Ferraty, F., Laksaci, A. and Vieu, Ph., (2005) Functional times series
prediction via conditional mode. C. R., Math., Acad. Sci. Paris 340,
No.5, 389-392,

3. Dabo-Niang, S. Laksaci, A. Estimation non paramétrique du mode
conditionnel pour variable explicative fonctionnelle (Soumis pour pu-
blication).

Communications

1. Estimation de certains parametres conditionnels pour des variables ex-
plicatives fonctionnelles. MSS°04 16-17 Avril 2004 U.S.T.H.B. Alger
(ALGERIE).

2. Statistique non paramétrique fonctionnelle : Eude asymptotique et ap-
plication d’estimateurs des modes et quantiles conditionnels fonction-
nels. XXX VIémes journées de statistique 24-28 mai 2004 MONTPEL-
LIER, (FRANCE)

3. Estimating the conditional mode and application in functional time
series. MOAD’04 28-29 Novembre 2004, Saida (ALGERIE).

4. La distribution conditionnelle pour variable explicative fonctionnelle :
Théorie et Application, Journées de statistique Appliquées Biskra, 26-
27- février 2005 (ALGERIE)
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5. Analyse non paramétrique de données fonctionnelles. 3émes Journées
de Statistique Fonctionnelle et Opératorielle, 13-14 juin 2005, Univer-
sité Paul Sabatier, Toulouse, (FRANCE)

1.4 Contexte bibliographique

Le probleme de la prévision est une question tres fréquente en statistique.
En statistique non paramétrique, I’outil principal pour répondre a cette ques-
tion est le modele de régression. Cet outil a pris un essor considérable de par
le nombre de publications qui lui sont consacrées, que les variables explica-
tives soient uni, multi ou infiniment dimensionnées. Cependant, cet outil de
prévision n’est pas tres adapté pour certaines situations. A titre d’exemple,
citons le cas de densité conditionnelle dissymétrique ou encore le cas ou elle
comporte plusieurs pics avec I'un des pics strictement plus important que les
autres. Dans ces différents cas, on peut espérer que le mode, la médiane ou
les quantiles conditionnels prévoient mieux que la régression. L’objectif de
la these est d’étudier cette alternative de prévision non paramétrique dans
le cas de données fonctionnelles. Ce paragraphe est divisé en deux sous pa-
ragraphes : le premier sera consacré aux données et variables fonctionnelles
alors que le deuxieme sera axé sur la prévision non paramétrique via les
caractéristiques conditionnelles dans le cas de variables explicatives multi-
variées (dimension finie).

1.4.1 Données et variables fonctionnelles

Les problemes statistiques liés a la modélisation et a I’étude de variables
aléatoires fonctionnelles connaissent depuis longtemps un grand intérét en
statistique. Les premiers travaux sont basés sur la discrétisation de ces ob-
servations fonctionnelles afin de pouvoir adapter des techniques statistiques
multivariées classiques. Mais, grace aux progres de ’outil informatique per-
mettant la récupération de données de plus en plus volumineuses, une al-
ternative a été récemment élaborée consistant a traiter ce type de données
dans sa propre dimension, c¢’est-a-dire en conservant le caractere fonctionnel.
En effet, depuis les années 60, la manipulation des observations sous forme
de trajectoires a été I'objet de plusieurs études dans différentes disciplines
scientifiques tels Obhukov (1960), Holmstrom (1961) en climatologie, Deville
(1974) en économétrie, Molenaar et Boomsma (1987) puis Kirkpatrick et
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Heckman (1989) en génétique.

Les modeles fonctionnels de régression (paramétrique ou non pa-
ramétrique) sont des thémes qui ont été privilégiés ces derniéres années.
Dans le cadre linéaire, la contribution de Ramsay et Silverman, (1997,2002)
présente une collection importante de méthodes statistiques pour les va-
riables fonctionnelles. De méme, notons que Bosq (2000) a significativement
contribué au développement de méthodes statistiques dans le cadre de pro-
cessus d’autorégression fonctionnel linéaire. En utilisant 1’analyse en com-
posantes principales fonctionnelles, Cardot et al. (1999) ont construit un
estimateur pour le modele de la régression linéaire Hilbertien similaire a I’es-
timateur de Bosq (1991) pour la cas de processus autorégressifs Hilbertiens.
Cet estimateur est défini a ’aide des propriétés spectrales de la version empi-
rique de 'opérateur de variance-covariance de la variable explicative fonction-
nelle. Ils ont obtenu la convergence en probabilité et la convergence presque
complete de I'estimateur construit. La convergence en norme L? pour une ver-
sion régularisée (spline) de ’estimateur précédent a été établie par les mémes
auteurs en 2000. Récemment, Cardot et al. (2004) ont introduit, toujours par
une méthode de régularisation, un estimateur pour les quantiles condition-
nels, vu comme forme linéaire continue définie sur un espace de Hilbert. Sous
des conditions sur les valeurs propres de 'opérateur de covariance de la va-
riable explicative et sur la densité de la loi conditionnelle, ils ont donné la
vitesse de convergence en norme L? de I'estimateur ainsi construit. Nous ren-
voyons a Cardot et al. (2003) et & Cuevas et al. (2004) pour le probleme du
test dans le modele linéaire fonctionnel. Plusieurs auteurs se sont intéressés
au cas ou la variable réponse est qualitative. Nous en citons, par exemple,
Hastie et al. (1995), Hall et al. (2002), ....

L’étude des modeles non paramétriques de régression est beaucoup plus
récente que celle du cas linéaire. Les premiers résultats ont été fournis par
Ferraty et Vieu (2000). Ces résultats ont été prolongés par Ferraty et al.
(2002), aux problémes non-standards de la régression telle la prévision dans
le contexte des séries chronologiques. En reprenant l'estimateur de Ferraty
et Vieu (2004) et en utilisant la propriété de concentration de la mesure de
probabilité de la variable explicative fonctionnelle, Niang et Rhomari (2004)
ont étudié la convergence en norme LP de l'estimateur de la régression. Ils
ont appliqué leur résultat a la discrimination et la classification des courbes.
D’autres auteurs se sont intéressés au cas ou la variable réponse est fonction-
nelle (Bosq et Delecroix (1985), Besse et al. (2000)). Enfin, plus récemment,
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des premiers travaux portant sur des modeles présentant a la fois des as-
pects linéaires et non paramétriques ont été réalisé par Ferraty et al. (2003),
Ait-Saidi et al. (2005), Ferré et Villa (2005).

Les premiers travaux sur 'estimation de distribution des variables fonc-
tionnelles ont été donnés par Geffroy (1974). Plus récemment, Gasser et al.
(1998) puis Hall et Heckman (2002) se sont intéressés a 1’estimation non
paramétrique du mode de la distribution d’une variable fonctionnelle. L’es-
timation de la médiane de la distribution d'une variable aléatoire qui prend
ses valeurs dans un espace de Banach a été étudiée par Cadre (2001). Niang
(2002) donne un estimateur de la densité dans un espace de dimension infinie
et a établi des résultats asymptotiques de cet estimateur, tels la convergence
en moyenne quadratique, la convergence presque sure et la normalité asymp-
totique d’un estimateur de type histogramme. On trouvera aussi dans cet
article une application donnant 1’expression de la vitesse de convergence dans
le cas de I'estimation de la densité d’un processus de diffusion par rapport
a la mesure de Wiener. Ferraty et al (2004) ont étudié ’estimateur non pa-
ramétrique du mode de la densité d’une variable aléatoire a valeurs dans un
espace vectoriel semi-normé de dimension infinie. Ils établissent sa conver-
gence presque stre et ils appliquent également ce résultat au cas ou la mesure
de probabilité de la variable vérifie une condition de concentration. Plusieurs
auteurs se sont intéressés a ’application de la modélisation statistique par
des variables fonctionnelles sur des données réelles. A titre d’exemple, Ferraty
et Vieu (2002, 2003) se sont intéressé a des données spectrométriques et a des
enregistrements vocaux, Besse et al. (2002) a des données météorologiques,
Gasser et al. (1998) ont considéré des données médicales, .. ..

1.4.2  Prévision non paramétrique via certaines ca-
ractéristiques conditionnelles

Concernant I’étude de la fonction de répartition conditionnelle, la densité
conditionnelle, le mode conditionnel et les quantiles conditionnels, de nom-
breux travaux sont disponibles dans le cadre multivarié (i.e. dimension finie).
Roussas (1968) semble étre le premier a aborder le probleme de 'estimation
de la fonction de répartition conditionnelle par la méthode a noyau. Il a établi
la convergence en probabilité de cet estimateur en considérant des données
a caractere Markovien. La densité conditionnelle a été largement étudiée
par Youndjé (1993) dans le cas de données mélangeants ou indépendantes.
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Récemment, Laksaci et Yousfate (2002) ont établi la convergence en norme
L? de 'estimateur a noyau de la densité conditionnelle d’un processus mar-
kovien stationnaire. La littérature sur les autres caractéristiques condition-
nelles est aussi trés importante. Citons, par exemple, Collomb et al. (1987)
ont montré la convergence uniforme sur tout compact de R? pour un proces-
sus ¢-mélangeant. Quintela et Vieu (1997) ont estimé le mode conditionnel
comme étant le point annulant la dérivée d’ordre un de ’estimateur de la
densité conditionnelle et ont établi la convergence presque complete de cette
estimateur pour le processus a-mélangeant. Ould-said (1997) a montré la
validité du résultat de Collomb et al. (1987) pour des processus ergodiques.
Nous renvoyons a Berlinet et al. (1998), Louani et Ould-Said (1999) pour
le cas de la normalité asymptotique du mode conditionnel dans le cas for-
tement mélangeant. D’autres auteurs ont étudié ’estimation de la médiane
conditionnelle et/ou les quantiles conditionnels ainsi que des applications a
la prévision (voir Stone (1977), Samanta (1989) Gannoun (1990), Boente
et Fraiman (1995), Berlinet et al. (1998), Gannoun et al. (2003), Saracco
(2003)).

1.5 Description de la these

Le travail développé dans cette these se situe & l'intersection entre les
deux thématiques importantes : variables fonctionnelles et prévision non pa-
ramétrique via la distribution conditionnelle. On obtient ainsi deux alterna-
tives a la régression non paramétrique fonctionnelle, 'une basée sur I’estima-
tion du mode conditionnel, ’autre axée autour de la médiane conditionnelle.
La these se décompose en quatre chapitres.

Apres avoir donner une breve présentation de la these, on s’intéresse
dans le deuxieme chapitre au cas ou on dispose de réalisations de variables
aléatoires i.i.d. Dans ce but, on construit des estimateurs a noyau pour
la fonction de répartition conditionnelle, la densité conditionnelle et ses
dérivées. Nous établissons la convergence presque complete de ces estima-
teurs et nous appliquons ces résultats pour estimer le mode conditionnel
et les quantiles conditionnels. On insistera sur le fait que les propriétés
mathématiques des estimateurs sont étroitement liées a la question de la
concentration de la variable explicative dans les petites boules. Ainsi, on
peut préciser ces résultats dans plusieurs situations pour lesquelles la va-
riable fonctionnelle est un processus a temps continu tels les processus de
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diffusion ou les processus gaussien en général. A travers ces phénomenes de
concentration, le lien sera fait avec le probleme du fléau de la dimension. Cette
étude sera ponctuée par une application sur des données spectrométriques
issues du secteur agro-alimentaire. Dans le troisieme chapitre on étend les
résultat précédents au cas de variables aléatoires dépendantes. Ce chapitre
est découpé en trois sections. La premiere section présente une généralisation
des résultats obtenus pour le mode conditionnel. De nouveaux résultats de
convergence seront également explicités dans ce chapitre, lesquels sont encore
liés aux probabilités de petites boules de la loi de la variable explicative fonc-
tionnelle et aussi a la régularité de la densité conditionnelle. La deuxieme sec-
tion est consacrée aux démonstrations des résultats élaborés dans la section
précédente. Un exemple d’application sur la prévision de la concentration de
I’ozone sera étudié dans la troisieme section, ainsi qu'une comparaison avec
I’approche standard de régression. Pour conclure, dans le chapitre 4 nous don-
nerons des commentaires sur I’ensemble des résultats asymptotiques obtenus.
On insistera sur le fait que nos résultats se comportent bien dans plusieurs
situations. On achevera ce chapitre par quelques perspectives de recherche.

1.6 Breve présentation des résultats

Nous donnons ci-aprés une breve présentation des résultats obtenus dans
la these.

1.6.1 Notations

Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires & valeurs dans F x R, ou
F est un espace semi-métrique. On note d la semi métrique sur F. Pour
tout x € F on définit la fonction de répartition conditionnelle de Y sachant
X =z, notée F*, par

Foly)=PY <ylX==z), VyeR

On suppose que cette distribution conditionnelle de Y sachant X est abso-
lument continue par rapport a la mesure de Lebesgue dont on note f? sa
densité. On désigne par f*\) la dérivée d’ordre j de cette densité condition-
nelle et, comme f* = %) tous nos résultats seront énoncés en fonction de

VE
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Soit (X;, Y;)i=1,.n des couples ayant la méme loi que (X,Y"). On construit
un estimateur pour la fonction de répartition, noté F7, défini par

cor v i K(hidd(z, X)) H (hyy' (y — V7))
W) = R dw.x)

ou K est un noyau, H est une fonction de répartition et hx = hg, (resp.
huy = hmg,) est une suite de réels positifs. De cet estimateur on déduit un

Yy € R,

estimateur pour la densité conditionnelle et ses dérivées, noté fz(j), défini
par

J'c\z(j)(y) — hI_{j_l Z?:l K(}Zl}ld(ma ﬁi))H(j—H)(h;Il(y - Y;)) ’
Zi:l K(hy d(z, X;))
Pour I’estimation du mode conditionnel on suppose qu’il existe un compact S

ol le mode est unique. On note par  ce mode. On estime le mode conditionnel
f par la variable aléatoire # solution du probléme d’optimisation suivant :

Vy € R,

~

f7(0) = sup f(y).
yeS
Enfin, étant donné un « €)0, 1], le quantile conditionnel d’ordre «, noté

ta, est tel que
F*(ty) = a.

Pour assurer l'existence et 1'unicité de ¢, on suppose que la fonction de
répartition conditionnelle F'* est strictement croissante. On estime le quantile
conditionnel ¢, par t, tel que

~

Fo(t,) = a.

1.6.2 Les Modeles non paramétriques

Pour tout x fixé dans F, on note par N, un voisinage de ce point. Soit
S un compact de R. Nos modeles non paramétriques sont définis a partir de
contraintes de régularité agissant sur les objets (fonctions) que 1’on souhaite
estimer :
— Pour la fonction de répartition conditionnelle elle sera supposée vérifier
la condition suivante :

V(y1,y2) € SXS V(x1,22) € NyX Ny, |F™(y1)—F"(y2)| < Cw(d(ﬂha$2)b1+|y1—y2\b2)-
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— Concernant la densité conditionnelle f%, on la supposera de classe C7
et telle que

V(y1,y2) € SXS  V(x1,29) € NoX Ny, [£7 (y1)— 7 (y2)| < Cold(z1, 22)" +|y1—12|>).

1.6.3 Reésultats : Cas 1.i.d.

Dans cette partie, on suppose que les observations sont indépendantes. Si
la fonction de répartition conditionnelle et la densité conditionnelle vérifient
respectivement les modeles non paramétriques ci-dessus, alors, sous une
condition de concentration de la mesure de probabilité de la variable fonc-
tionnelle X et des conditions techniques standards portant sur l’estimateur
on a les résultats suivants.

Theorem 1.6.1 Pour tout compact S, on a
logn

supyes|F*(y) — F*(y)| = O(h}t) + O(h) + O ( W) ,  p-co.,

ot ¢5(hg) est la concentration la mesure de probabilité de la variable
fonctionnelle X dans la boule de centre x et de rayon h.

Theorem 1.6.2 Pour tout compact S, on a

yes nh3 ¢, (hi)

sup |9 (y) — f*D(y)| = O(h3E) + O(hE) + O <\/IO¢> ,  p-co.

Theorem 1.6.3

5 3 2 logn )’

Theorem 1.6.4

- L% by logn
b —ta=O0(h.)+0hi)+0 28R ) ], peo

La démonstration de ces résultats et le détail des conditions imposées
seront donnés au chapitre 2.
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1.6.4 Résultats : Cas o mélangeant

Pour I’extension de nos résultats a des problemes non standard de la
statistique non paramétrique, tel la prévision en série temporelle, nous
modélisons la notion de dépendance en considérant une suite d’observations
a-mélangeante (voir Doukhan (1994)). Si on renforce les hypotheses faites
précédemment pour des variables indépendantes, par des conditions sur la
concentration de la loi conjointe des couples (X;, X;) et par quelques hy-
potheses sur les coefficients de mélange on montre le résultat suivant.

Theorem 1.6.5

ot X;(hg) est le maximum de concentration entre la loi marginale et les lois
conjointes de chaque couple d’observations fonctionnelles dans la boule de
centre x et de rayon hg.

Les hypothéses imposées et la preuve du résultat ci-dessus seront données
au chapitre 3

1.6.5 Applications

Deux exemples d’applications sont étudiés. Le premier correspond au cas
i.i.d.. Il concerne 'industrie agro- alimentaire. Les courbes spectrométriques
X, correspondant a 215 morceaux de viande sont présentées ci-dessous.
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Absorbances

850 900 950 1000 1050
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Données spectrométrique

L’ objectif de cette étude est de prévoir le taux de matiere grasse (Y') dans
un morceau de viande sachant sa courbe spectrométrique (X). On a mis en
oeuvre deux méthodes de prédiction : le mode conditionnel et la régression,
I’estimateur du mode donnant de meilleurs résultats sur cet exemple. Cet
exemple est traité en détail dans le chapitre 2.

L’autre exemple considéré correspond au cas dépendant, il concerne un
probleme de pollution. Il s’agit plus particulierement de 1’étude de la courbe
de la concentration de I’ozone sur le pole nord (les données sont récupérés sur
le site : http ://www.nilu.no/projects/ccc/sitedescriptions/). L’objectif est de
prévoir le maximum de la concentration de I’ozone dans une journée sachant
la courbe de concentration de I'ozone de la journée précédente. En faisant un
découpage journalier de la courbe de I’année on obtient les courbes suivantes :
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Une comparaison est faite entre les deux approches suivantes : la prévision par
le régression (Ferraty et Vieu (2002)) et la prévision via le mode conditionnel.
Nous avons constaté que la prévision par le mode conditionnel est meilleure
dans ce cas. Cet exemple est traité en détail dans le chapitre 3.
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Cas 1.1.d.

Ce chapitre fait I’'objet d’une publication dans Stat. Inference Stoch. Pro-
cess.
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distribution in nonparametric functional models
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Abstract

This paper deals with a scalar response conditioned by a functional random variable. The main
goal is to estimate nonparametrically some characteristics of this conditional distribution. Ker-
nel type estimators for the conditional cumulative distribution function and the successive
derivatives of the conditional density are introduced. Asymptotic properties are stated for each
of these estimates, and they are applied to the estimations of the conditional mode and condi-
tional quantiles.

Our asymptotic results highlightes the importance of the concentration properties on small
balls of the probability measure of the underlying functional variable. So, a special section is
devoted to show how our results behave in several situations when the functional variable is a
continuous time process, with special attention to diffusion processes and Gaussian processes.
Even if the main purpose of our paper is theoretical, an application to some chemometrical data
set coming from food industry is presented in a short final section. This example illustrates the
easy implementation of our method as well as its good behaviour for finite sample sizes.
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2.1 Introduction

The modelization of variables taking values in infinite dimensional spaces
had received a lot of attention in the last few years, as well from mathema-
tical, probabilistic, statistical or physicist point of views. The infatuation for
this topic is certainly linked with many fields of applications in which the
data to be treated are curves. In this general context, the study of statistical
models adapted to such type of infinite dimensional data has been the sub-
ject of several works in the recent statistical literature. Previous works were
concerning parametric (mainly linear) models, and good overviews about this
literature can be found in Ramsay and Silverman (1997 and 2002) or Bosq
(2000). The study of nonparametric models is much more recent, and only
a few theoretical results have been obtained until now. For instance Ferraty
and Vieu (2004) are studying regression estimation when the explanatory va-
riable is functional and the response is scalar, and their study is extended to
nonstandard regression problems such as time series prediction (see Ferraty
et al., 2002) or curves discrimination (see Ferraty and Vieu, 2002b). In an
other hand, Niang (2002) is interested with the topic of functional density
estimation (including various other related problems such as application to
diffusion processes for instance). Additional bibliography about recent ad-
vances in functional statistics can be found through Staph (2002).

Even if we will mainly deal in this paper with theoretical features of
nonparametric functional problems, it is worth to note that there are an in-
creasing sources of potential applications of these functional models, as well
in chemometrics (see Ferraty and Vieu, 2002), environmetrics (see Damon
and Guillas, 2002, Ferndndez et al., 2003), meteorological sciences (see Besse
et al., 2000, Hall and Heckman, 2002), speech recognition data (see Ferraty
and Vieu, 2002b), radar range profile studies (see Hall et al., 2001), medical
data (see Gasser et al, 1998), . ... One real data example will be quickly trea-
ted at the end of this paper.

This paper is concerned with several estimation problems, all related with
the conditional distribution of a real random variable given some random va-
riable which is supposed to be of functional feature in the sense that it is
assumed to take its values in some abstract semi-metric space. More precisely,
we will start in Section 2.3.1 by introducing some nonparametric conditional
distribution estimator, and we will give asymptotic results (with rates). In
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Section 2.3.2 we will look at the problem of estimating the conditional density
and more generally its successive derivatives by mean of some nonparametric
kernel type estimate for which we will also give asymptotic results with rates.
Then we will discuss how we can apply these previous results to the estima-
tion of some real characteristics of the conditional distribution that play an
important role in prediction problems, and so Sections 2.4.1 and 2.4.2 will
investigate respectively conditional mode and conditional quantile estima-
tion problems. The main difficulty, when dealing with functional variables,
relies on the difficulty for choosing some appropriate measure of reference
in infinite dimensional spaces (see the first chapter in Niang, 2002b, for a
deep discussion on this point). The main feature of our approach is to build
estimates and to derive their asymptotic properties without any notion of
density for the functional variable X. This approach allows us to avoid the
use of a reference measure in such functional spaces. In each of the above
described sections, we will give general asymptotic results without assuming
existence of such a density, and each of these results will be discussed in
relation with earlier literature existing in the usual finite dimensional case.

Indeed, the effects of the infinite dimension of the space of the functional
variables will be seen through the concentration properties on small balls of
the probability measure of this functional variable. Both to highlight this
important feature and also to show the large scope of possible applications
of our nonparametric methodology, we have devoted the special Section 2.5
to the study of several well-known continuous time processes. More precisely,
we will pay special attention to diffusion processes and Gaussian processes,
and we will show how our general methodology can be directly applied to
these kind of processes.

Even if the main purpose of our paper is to develop theoretical asymptotic
support for functional nonparametric estimates, the short final Section 2.6
will be devoted to the treatment of some chemometrical real data set. This
functional data set comes from food industry problem. This Section 2.6 will
give evidence on how our methods, that look rather complicated, are indeed
easy to implement. Moreover, it will be seen on this kind of spectrometric
data, how conditional functional mode is an efficient prediction tool.
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2.2 General notations and conditions

All along the paper, when no confusion will be possible, we will denote
by C, C' or/and C, some generic constant in R*", and in the following, any
real function with an integer in brackets as exponent denotes its derivative
with the corresponding order.

We consider a random pair (X,Y’) where Y is valued in R and X is valued
in some semi-metric space (F,d(.,.)) which can be of infinite dimension.
We will say that X is a functional random variable and we will use the
abbreviation frv. From a sample of independant pairs (X;,Y;), each having
the same distribution as (X, Y’), our aim is to build nonparametric estimates
of several functions related with the conditional probability distribution (ch2-
cond-cdf) of Y given X. For x € F, we will denote the ch2-cond-cdfof Y given
X =z by

Vy R, F*(y) = P(Y <y|X =)

If this distribution is absolutely continuous with respect to the Lebesgues
measure on R, then we will denote by f® (resp. f””(j )) the conditional density
(resp. its j* order derivative) of Y given X = z. In Sections 2.3 and 2.4, we
will give almost complete convergence' results (with rates) for nonparametric
estimates of both functions F* and f‘”(j). Since f* = fw(o), we will deduce
immediately the convergence of the conditional density estimate from the
general results concerning fe0),

In the following = will be a fixed point in F, N, will denote a fixed neigh-
borhood of z, S will be a fixed compact subset of R, and we will use the
notation B(z,h) = {2’ € F/d(+',x) < h}. Our nonparametric models will
be quite general in the sense that we will just need the following simple as-
sumption for the marginal distribution of X :

(H1) P (X € B(z,h)) = ¢=(h) >0,

'Let (2,)nen+ be a sequence of real variables ; we say that z,, converges almost completly
(a.co.) to zero if and only if, Ve > 0, > ° | P(|zn| > €) < o0. Moreover, let (u,)nent
be a sequence of positive real numbers; we say that z, = O(u,) a.co. if and only if
Je > 0, 307, P(|zn| > €un) < oo. This kind of convergence implies both almost sure
convergence and convergence in probability.
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together with some usual smoothness condition on the function to be estima-
ted. According to the type of estimation problem to be considered, we will
assume either

(H2) V(yl,yg) € S X S, V(.Tl,mg) € Nw X Nw, |F$1(y1) — sz(y2)| S
Cy (d(w1,22)" + |31 — 12["),

or, for some j > 0,

(H3) Y(y1,%2) € S x S, Y(x1,22) € Ny x Ny, [f5D(y1) — f20(y)] <
Cy (d(331,372)b1 + |y — y2|b2)-

There will be the only conditions related with the probabilistic distribution
of (X,Y) that we will need. They are sufficiently weak to make unecessary
the introduction of the notion of density for the frv X, and so, the concen-
tration condition (H1) will play an important role. This kind of condition is
closely linked with the semi-metric d(.,.) and is common in any nonparame-
tric model for frv. Note that a right choice for d(.,.) can provide (through
the corresponding function ¢,(.)) a solution to the curse of dimensionality.
Note that (H1) is less restrictive than what it is usually assumed in most of
previous works in nonparametric statistics for functional data (see e.g. Gas-
ser et al., 1998, Ferraty and Vieu, 2000, ...). This condition will be deeply
studied in Section 2.5 through several different examples of frv coming from
continuous time stochastic processes, and it will be linked with recent deve-
lopments in small ball probability theory for infinite dimensional variables.

At this stage let us note that, as far as we know, it does not exist in
the literature any work about such functional nonparametric models, as well
for conditional density as for conditional cumulative distribution function,
while in counterpart the literature in the special case when X is real is ra-
ther important (key references will be discussed for that in each of the above
sections). Indeed, we will attack this problem by mean of kernel type esti-
mators that will be constructed by combining ideas related with the existing
literature in the real case together with the recent techniques developed in
functional nonparametric regression (see Section 2.1).
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2.3 Some conditional nonparametric functio-
nal problems

2.3.1 Conditional cumulative distribution estimation

Our first purpose in this section is to estimate the cond-cdf F'*. We intro-
duce a kernel type estimator F'* of F* as follows :

ZK hild(z, X;)) H (hy'(y — 7))
Fo(y) = , (2.1)

ZK hild(z, X;))

where K is a kernel, H is a cdf and hx = hgn, (resp. hg = hu ) is a sequence
of positive real numbers. Note that using similar ideas, Roussas (1969) in-
troduced some related estimate but in the special case when X is real, while
Samanta (1989) produces wide asymptotic study for it. In our functional
context, we need the following conditions for our estimate :

(H4) V(y1,y2) € R, [H(y1) — H(y2)| < Clyr — 42
[t HD (#)dt < oo,

(H5) K is a function with support (0,1) such that 0 < C; < K(t) <

Cy < 00,
. logn

(H7) lim hy =0 with lim n®hy = oo for some « > 0.
n—0o0 n—oo

Theorem 2.3.1 Under the hypotheses (H1), (H.2) and (H4)-(H.7), we have

) T _ b1 ba IOgTL
i1€15|F (y)—F*(y)| = O(hK)+O(hH)+O< m), a.co. (2.2)

Proof of Theorem 2.3.1. For ¢ = 1,...,n, we consider the quantities
K; = K (hg'd(z, X;)), Hi(y) = H (h' (y — Y;)) and let F(y) (resp. Fj) be
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defined as

.~ J ~ 1
W = o 5r > KiHi(y)  (vesp. Fjy = —BK, D Ky).
=1 1

This proof is based on the decomposition

) - ) = = A{(Fiw) - EFw) - () - EF ) )+
T ors- i) .

and on the following intermediate results.

Lemma 2.3.1 Under the hypotheses (H1) and (H5)-(H6), we have

o~ . logn
FD_EFD_O(Hin(;Sx(hK)) ., a.co. (2.4)

Corollary 2.3.1 Under the hypotheses of Lemma 2.3.1, we have
Yop (ﬁg < 1/2) < oo (2.5)
n=1

Lemma 2.3.2 Under the hypotheses (H1), (H2) and (H4)-(H6), we have

1 ~
—sup |F*(y) — EFy(y)|=0 (hlﬁ) +0 (h?}) ,  a.co. (2.6)
Fg yeSs

Lemma 2.3.3 Under the hypotheses (H1), (H2) and (H4)-(H7), we have

1 ~ ~ logn
—sup |Fy(y) — EFY =0 —F— |, a.co., 2.7
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2.3.2 Estimating derivatives of the conditional density

Now we focuse on the estimation of the j** order derivative of the condi-
tional density f*¥) of Y given X = z. We propose to define the estimator
fg”(f of f*\) as follows :

hi~ 12}{ hidd(z, X;)) HOD (bl (y — Vi)
FrOy) = : (2.8)

ZK htd(z, X;))

Similar estimate was already introduced in the special case when X is a real
random variable by Rosenblatt (1969), and widely studied since this time (see
for instance Youndjé, 1996, for several asymptotic results and references). In
addition to the conditions introduced along the previous section, we need the
following ones :

V(yl,yz) € RZ, |H(j+1)(y1) - H(j+1)(y2)| < C‘yl - y2|,
M8\ >0, v < dim ™+ B )| =0,
Y—0o0
logn

The next result concerns the asymptotlc behaviour of the kernel functional
estimator f*().

Theorem 2.3.2 Under the hypotheses (H1), (H3)-(H5) and (H7)-(H9) we
have

=0.

(5 z(j 1 2 1
S?;lésp‘ FFO)— 9 y)| = O(hE)+0(hE)+0 (\/nh?ﬁﬁg;(hm)’ a.co.
(2.9)

Proof of Theorem 2.3.2. This result is based on the same kind of decom-
position as (2.3). Indeed, we can write :

FOW=-19w) = ={(RP0-EROW) - (00 - EROW)} +
) {BF; - ) (2.10)

Fp
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where

() = R, ZK w (@, X3)) H (b (y = Vi) -
1 4=1

Then, Theorem 2.3.2 can be deduced from both following lemmas, together
with Lemma 2.3.1 and Corollary 2.3.1.

Lemma 2.3.4 Under the hypotheses (H1), (H3)-(H5), (H8) and (H9) we

have
1 i
= sup |f*D(y) —EfP ()| =0 (h}) + O (h}), aco. (211
FD yeSs
Lemma 2.3.5 Under the hypotheses (H1), (H3)-(H5) and (H7)-(H9), we
have
1 10 10 logn
——su —F =0 - ,  Q.co. 2.12
7 2w~ PRI =0 (|t s 212

Now, let fz = f“ ©); it is obvious that the previous theorem allows us to get
the following corollary.

Corollary 2.3.2 Suppose that hypotheses (H3) and (H8)-(H9) are verified
for j =0. Then, if (H1), (H4)-(H5) and (H7) are satisfied, we have

T _rz _ b1 bo logn
Sylellg\f () — )| = O(hK)+O(hH)+O( ey %(hl{)), a.co.

(2.13)

2.4 Estimation of some real conditional para-
meters

2.4.1 Conditional mode estimation

In this section we will consider the problem of the estimation of the condi-
tional mode denoted by 6. Saying that, it is implicitely assumed that the
compact set S is chosen such that the mode 6 is uniquely defined. More pre-
cisely, we will assume that
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(H10) 3¢ > 0,f* ~ on (8 —&,0) and f*, on (0,0 +&).

In the following we will use as compact set S = (0 — &, 0+ &£). The literature
on conditional mode estimation is quite important when the explanatory
variable X is real (see for instance Collomb et al., 1987, for previous works
and Quintela and Vieu, 1997, Berlinet et al., 1998, or Louani and Ould-Said,
1999, for recent advances and references). Concerning the functional case,
Gasser et al. (1998) proposed an estimate of the mode of a distribution of
random curves (i.e. frv), but nothing about conditional distribution. Our
estimate is based on the previous functional conditional density estimate.
We propose the estimate 0 of the conditional mode @ defined as

f‘" (é) = supyegf’”(y). (2.14)

Note that the estimate 0 is not necessarily unique, and if this is the case all
the remaining of our paper will concern any value 6 satisfying (2.14). The
difficulty of the problem is naturally linked with the flatness of the func-
tion f* around the mode 6. This flatness can be controled by the number of
vanishing derivatives at point #, and this parameter will also have a great
influence on the asymptotic rates of our estimate. More precisely, we intro-
duce the following additional smoothness condition. We suppose that there
exists some integer j7 > 0 such that :

(H11) f® is j-times continuously differentiable with respect to y on (6 —
£,0+¢),

and

U0 =0, if1 <1<y,
(H12) { and 0 < [f20)(9)).

While these additional conditions will have great influence on the rates of
convergence of our estimate (see Theorem 2.4.1 below), let us note that the
convergence of the estimator can be obtained under the minimal assumption
(H10) (see Lemma 2.4.1 below).

Theorem 2.4.1 If the conditions of Theorem 2.3.2 hold together with (H10)-
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(H12), we have

. b b 1 %
0—0:O(h1’(+h,§)+0<<%> ) a.co.  (2.15)

Proof of Theorem 2.4.1. Note first that by simple analytic arguments,
we can show that

|£7(8) — £ ()] < 2sup |f*(y) — (). (2.16)

yeS

Let us now write the following Taylor expansion of the function f* :

A

f%@=fﬂ®+%ﬁ“WWN9—@%

for some 6* between 6 and 6. Because of (2.16), as long as we could be able
to check that

3r >0, i P <f’”(j)(0*) < 7') < oo, (2.17)
n=1
we would have
(009 =0 (sup () ~ )] . aco, (218)
yeS

and by combining (2.18) together with Theorem 2.3.2 we would get the clai-
med result. So it suffices to check (2.17), and this is done directly by using
the second part of (H12) together with the following lemma.

Lemma 2.4.1 If the conditions of Theorem 2.3.2 hold together with (H10),
then we have : R
-6 — 0, a.co. (2.19)

2.4.2 Conditional quantiles estimation

Now we will consider the problem of the estimation of the conditional
quantiles. Let a be fixed, 0 < a < 1, and consider the problem of estimating
the parameter ¢, defined by

F®(ty) = a.

To insure existence and unicity of this quantile, we will assume that
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(H13) F*(.) is strictly increasing.

Naturally, we will estimate this quantile by mean of the conditional distri-
bution estimator studied in previous sections. Here also, as far as we know,
the literature on (conditional and/or unconditional) quantile estimation is
quite important when the explanatory variable X is real (see for instance
Samanta, 1989, for previous results and Berlinet et al., 2001, for recent ad-
vances and references). In the functional case, as far as we know, the only
work existing concerns (unconditional) median estimation and was provided
by Cadre (2001). We propose to estimate ¢, by the estimate #, defined as

F®(ty) = a. (2.20)

In order to insure unicity of £, we will make the following, quite unrestrictive,
assumption :

(H14) H is strictly increasing.

As for the mode estimation problem discussed before, the difficulty occuring
in estimating the conditional quantile ¢, is linked with the flatness of the
curve of the conditional distribution F* around %,. More precisely, we will
suppose that there exists some integer 7 > 0 such that :

(H15) F*(.) is j-times continuously differentiable in some neighborhood
of t,,

and
FeO(t,) = 0,if1 <1<
H1 (87 ] bl — 3
(H16) {o < [P0 (t,).

Theorem 2.4.2 If the conditions of Theorem 2.3.2 hold together with (H13)-
(H16), we have

1

by by 25
to —ta =0 (h,z + hé) +0 ((%) ) , a.co. (2.21)
c\I'K



34 CHAPITRE 2. CASILID.

Proof of Theorem 2.4.2. Let us write the following Taylor expansion of
the function F* :

j—1 7

Fz( ) Fmt Z Fz(l)( )
=1
ta '

where t* is some point between ¢, and £,. It suffices now to use the first part
of condition (H16) to be able to rewrite this expression as :

Jj—1 A

Fe(ty) - Bo(i,) = 30 et ted (g, - g,

=1

+ ta )fac (G-1) (t*)

As long as we could be able to check that

3r >0, Z (f“1 )<T) < o0, (2.22)

we would have

(ta =iy = O((Fo(ta) - F%)) (2.23)
+ ( f“lK)—F”WMO,Mn

=1

By comparing the rates of convergence given in Theorems 2.3.1 and 2.3.2,
we see that the leading term in right hand side of equation (2.23) is the first
one. So we have

(ta — i) = O (F(ta) = F(ta)) , aco. (2.24)

Because of Theorem 2.3.2; this is enough to get the claimed result, and so
(2.22) is the only result that remains to check. This will be done directly by
using the continuity of the function f*U~1) given by (H15) together with the
second part of (H12) and with the following lemma.
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Lemma 2.4.2 If the conditions of Theorem 2.5.1 hold together with (H13)
and (H14), then we have :

ta —toa — 0, a.co. (2.25)

2.5 The continuous time processes framework

2.5.1 The small ball probability effects

Our aim in this section, is to discuss the hypothesis that we had introdu-
ced before for our general methodology. All the results before have the same
structure, since our rates of convergence are splitted into two parts. Because
of this common structure, we will only discuss here the Theorem 2.3.1. The
same kind of discussion can trivially be made also for which concerns Theo-
rems 2.3.2, 2.4.1 and 2.4.2, as well as for other results existing in regression
and density estimation (see Ferraty and Vieu, 2004 or Niang, 2002b). So, let
us look carefully at the results of Theorem 2.3.1.

First of all, note that the statistical model studied in Section 2.3.1 is a
doubly infinite structure, since both the target (i.e. the function F*(y) to
be estimated) and the observed data (i.e. the variable X)) are supposed to
belong to some infinitely dimensioned space. As usually in nonparametric
problems, the infinite dimension of the target function is controled by mean
of a smoothness condition (namely here, the condition (H2)), and this has
only an influence on the bias component of the rates of convergence (namely,
the terms O(h%) and O(h%) in Theorem 2.3.1). The other term appearing in
the rates in Theorem 2.3.1 comes directly from dispersion effects (see Lemmas
2.3.1 and 2.3.3), and it is therefore naturally linked with the concentration
properties of the probability measure of the variable X. More precisely, these
terms are in

O(y/(logn)/(nés(hx))) a.co.,

where the small ball probabilities are quantified and controled by mean of the
function ¢,(.) defined in condition (H1). Of course, the less concentrated is
the measure of the process X then the slower will be the rate of convergence.
In the special multi- (but finite) -dimensional situation where X € R?, the
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condition (H1) is satisfied under standard assumptions with ¢,(h) ~ C,h?
and this is commonly known as the curse of dimensionality (see Ferraty
and Vieu, 2003, for details). Here we would rather speak about the curse
of infinite dimension, or to be more precise about the effects of small ball
probabilities.

This small ball probability effects are really inherent to our infinite di-
mensional context, and we will devote the following of this section to discuss
how our methodology can be applied to several different continuous time pro-
cesses for which the small ball probabilities are known. We will concentrate
our discussion on two kinds of situations, namely on diffusion processes and
on Gaussian processes. Our discussion will be only based on (H1) since it is
the only condition really linked with the infinite dimension of X (as we told
before, (H2) is only linked with the nonparametric structure of the model
while (H3)-(H7) do not concern the statistical model but only the parame-
ters of our estimate). Our nonparametric free-distribution approach allows
to apply our results to many parametric processes, but to highlight our point
of view we will start each family of examples (diffusion processes and Gaus-
sian processes) with a standard example (Ornstein-Uhlenbeck Process and
Fractional Brownian Motion).

2.5.2 Application to diffusion processes

— Example 1 : The standard Ornstein-Uhlenbeck process. Let us consider the
space C([0,1],R) of all the real valued continuous functions defined on [0, 1],
and consider the metric d(.,.) associated with the supremum norm

z(t)]-

Denote by PV the Wiener measure on C([0,1],R), and let us take as func-
tional space the Cameron-Martin space® of C([0,1],R), that we will denote
by :

Vz € C([O’ 1]7R)a Hstup = SUPtelo,1]

2Let us note at this stage that there are many ways for defining the Cameron Martin
subspace XM (also called the reproducing kernel Hilbert space) of a locally convex space
X with some gaussian measure 7 (see for instance Bogachev, 1999, Chapter 2). For our
purpose, we will use here the following characterization, proved in Theorem 2.4.5 of Bo-
gachev (1999, p.61) : XM = {z € X, v, ~ v}, where 7, denotes the translated measure

Yz(-) = (. — ).
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F=C([0,1],R)°M.
We denote by w the standard Wiener process, and we consider the Ornstein-
Uhlenbeck process (%Y defined by (Y = 0 and by

1
d¢PY = dw; — 3 Vvt 0<t<1.

Note that the small centered ball Wiener measures are known to be of the
form (Bogachev, 1999, p.187) :

4 &
PW(HstuzJ < h) ~ —e 8.
T

In addition, by construction and caracterization of the Cameron-Martin space
(see discussion before) we can extend this result to any small ball probability
measure, and we have :

7(2
Voo € F, PV (||x — o||sup < h) ~ Cype 2.

Because the process (°U has a probability measure which is absolutely conti-
nuous with respect to PY, we can directly write that

Vo € f,P(COU S B(.’l?(), h)) ~ Czoe_;;z_Z,

Finally, it is easy to see that our crucial condition (H1) is trivially satisfied
for this Ornstein-Uhlenbeck process by choosing our function ¢, of the form

1r2
¢7" (h) ~ Cye” . (2.26)
Now, it suffices to choose as parameters for our estimate :
hx ~ ng(log n)_%, for some 7y large enough,

and
hg ~n ¢, for some € > 0,

to see that the conditions (H6) and (H7) are fulfilled. Finally, we arrive by
this way to a rate of convergence in our Theorem 2.3.1 in

b1

O(logn)™ 2, a.co. (2.27)
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— Example 2 : General diffusion processes. The same ideas as those deve-
loped in the previous example can be used in much more general diffusion
settings. Because of the similarity with the steps described in Example 1 be-
fore, and also because the reader can find much more details in Niang (2002b)
who investigated these difusions processes in a different functional estima-
tion context, we will be very short in the description of this example. Let us
consider the space C([0, 1], RP) and its Cameron-Martin associated space :

F =C([0,1],RP)°M,

where the metric d(.,.) is still the one associated with the supremum norm.
Let us consider some diffusion process (”*/f that can be written on the
following usual form :

. t .
¢PiIT = / B(s, CP11)ds + wy,
0

where w is the standard Wiener process and where ( is such that the solu-
tion of the above equation has an unique solution ¢(P// (examples of such
functions S can be found for instance in Niang, 2002b, p. 47 or in Banon,
1978). In Lipster and Shiryayev (1977), it is shown that if the condition

1
/ B2(s, PN dt < oo, w.p.1,
0

holds, then the process (P/f is absolutely continuous with respect to the
Wiener measure PY. So finally, we can follow exactly the same steps as in
Example 1 before, to show that our condition (H1) is always satisfied with a
function ¢, such that

¢PIT(h) ~ Cre= P, (2.28)

and by suitable bandwidth choices we arrive to a rate of convergence in our
Theorem 2.3.1 of the form
O(logn)_%, a.co. (2.29)

— Complementary discussion. For seak of shortness, we have only discussed
the case of the supremum norm. Indeed, similar applications could be carried
out with metrics d(.,.) associated with other kind of norms, such as for
instance the L, norm, 0 < ¢ < oo :

fols, = |x(t>\q)$,
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or the Holder norm of order o

|z (t) — x(s)|

Il = supeae = e

or the more general f-norm associated with a real valued function f defined

» 2(t) - a(s)
z(t) — x(s
|||y = TP

Indeed, by following the same steps as before and by using the small ball
probability expressions given in Bogachev (1999, p. 202), we can apply our
general methodology with these new distances leading to rates of convergence
of order \

O(logn)~ 2, a.co.,for any |[.||z, metric with ¢ > 1, (2.30)

or of order

_ (1—2a)bg

1
O(logn)™ 2 , a.co.,for any ||.||, metric with 0 < a < 5" (2.31)

Note also finally that similar application can be possible for some weighted
version of the supremum norm and by using small ball probabilities as given
by Shi (1996).

2.5.3 Application to Gaussian paths

— Example 3 : Fractional Brownian Motion. Let consider the space C([0, 1], R)
with the supremum norm, and consider its Cameron-Martin associated space

F=C([0,1], R)°M,

We will look at the usual Fractional Brownian Motion (¥BM of parameter

0, 0 < 6 < 2. The small ball probabilities in this setting have been widely
studied, and for instance according to Li and Shao (2001, Theorems 3.1 and
4.6), we have that

o

Vag € F,Cp e’ * < P(|[¢"PM = 2o|[sup < h) < Cree” °.

Finally, it is easy to see that our crucial condition (H1) is trivially satisfied
for the Fractional Brownian Motion process by choosing our function ¢, of
the form

SEBM (1) ~ Cpeh S (2.32)
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Now, it suffices to choose as parameters for our estimate :

_é
2

hx ~ nu(logn)~2, for ny large enough,

and
hy ~n ¢ for some € > 0,

to see that the conditions (H6) and (H7). Finally, we arrive by this way to a
rate of convergence in our Theorem 2.3.1 which is of order

by

O(logn)™ 2, a.co. (2.33)

— Example 4 : General Gaussian Process. The same ideas as those develo-
ped in the previous example can be used for general Gaussian processes. Let
us consider the space C([0, 1]?, R) and its Cameron-Martin associated space :

F=c([0,1]?, R)°M,

where the metric d(.,.) is still the one associated with the supremum norm.
Let us consider some Gaussian process (“F such that

Vi # s € (0,1, BI¢ST = (P < Clft = s[5

The small centered ball probabilities are given for instance in Corollary 4.10.7
of Bogachev (1999) and can be easily extended to uncentered balls by using
the general translation result given in Theorem 4.6 of Li and Shao (2001), in
such a way that we have :

_2d
é

Vzy € F, P(||CF — 2¢||sup < B) > Crpe”

So finally, we can follow exactly the same steps as in Example 3 before, to
show that our condition (H1) is always satisfied with a function ¢, such that

9P (h) ~ Cpe V7, (2.34)

and by suitable bandwidth choices we arrive to a rate of convergence in our
Theorem 2.3.1 of the form

O(logn)_%, a.co. (2.35)

Obviously, this result allows to find again our two simple introductory examples
(see Examples 1 and 3), but it also applies to many other known processes
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such for instance the Lévy Fractional Brownian Motion of order 6, 0 < § < 2
(see eg Li and Shao, 2001), the fractional Ornstein-Uhlenbeck differencied
process of parameter § (see eg Bogachev, 1999, Example 4.10.9), .. ..

— Complementary discussion. As before for diffusion processes, we could
directly apply our methodology with other metrics. For instance, by using
the small ball probability expression given in Theorem 4.10.6 of Bogachev
(1999) we would arrive to Holder-norms rates of convergence of order

(6—2a)

O(logn)™ "= | a.co. (2.36)

for any ||.||, metric such that 0 < o < g, and more generally we would arrive
to f-norm rates of order

(6-8"
2p

O(logn) ™ , G.CO., (2.37)

for any ||.||; metric associated with a function f satisfying

Fug > 0,3C; > 0,Yu € (0,u), f(u) > Clu|*, for some 0 < §' < 6.

2.5.4 A statistical solution to the curse of infinite di-
mension

After the previous probabilistic point of views, let us go back to the sta-
tistical aspects of our methodology. In all the examples before (see the results
(2.27), (2.29), (2.30), (2.31), (2.33), (2.35), (2.36) or (2.37)), we find rates of
convergence as power of logn. This is not surprising in this doubly infinitely
dimensional context, since all the previous small ball probabilities have ex-
ponential forms. In fact, for most of known processes the expressions of the
small ball probabilities would lead to such a slow rate of convergence (see
Li and Shao, 2001, for a survey on existing small ball probability results).
This is even less surprising if we keep in mind the fact that, in the finite di-
mensional case, the rates of convergence are dramatically deteriorating with
the dimension (see discussion and references in Section 2.5.1). Nevertheless,
the small ball probability P (X € B(z,h)) = ¢(h) depends crucially on the
semi-metric d(.,.). Hence, from a statistical point of view, he could be in-
teresting to look for some semi-metric that increases the concentration of ¢,
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around 0. We will provide below some examples of semi-metrics for which this
curse of infinite dimension can receive some satisfactory solution. Indeed, the
idea below would not be usable by staying in the usual Hilbertian or Banach
context, and this point will highlight the interest of the semi-metric modeli-
zation that we have introduced.

— Example 5 : Gaussian processes and Karhunen-Loeve projection semi-metric.

Let us consider some centered Gaussian process (97 = {¢FF,0 < t < 1}.
This process can be expanded in terms of the following Karhunen-Loeve de-
composition :

=1

where the );’s are the eigenvalues of the covariance operator of (“F, where
the f;’s are the associated orthonormal eigenfunctions and where the W;’s are
independent real random variables with A (0,1) distribution. For any fixed
k € N*, let 11, the orthogonal projection onto the subspace spanned by the
eignefunctions {fi,..., fx}. We define a semi-metric by :

P(z,y) = / Mz - y)(0)) dt.

Using the Karhunen-Loeve expansion, we can write

k

k
e a) =) (VAW —zi)? =) 7,
=1

i=1

where z; = f01 x(t) f;(t) dt. Thus, the quantity d?(¢“F, z) can be expressed in
terms of the usual euclidian norm on R of a vector Z = (Zy,. .., Zj). Because
the Z;’s are independent real random variables, each having a density with
respect to Lebesgues measure, it is easy to see that

P (d*(¢9F,z) < h) ~ C,h*.

Considering now this small ball probability expression and with suitable
choices for hy and hg, the rate of convergence in Theorem 2.3.1 becomes :

o\ ~201/(2b1+k)
@) ( ) , .CO.
logn
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— Example 6 : General family of projection semi-metrics. Let us now consi-
der X as a frv valued in a separable Hilbert space 4 with inner product
< .,.> and let {f;};en- be an orthonormal basis. We can construct a family
of semi-metrics di(.,.) based on the projections onto the subspaces spanned
by {fi,-.., fx} for any k € N* and defined by :

k

di(z,y) =) <az—y, fi>".

i=1
By similar argument as for Example 5, we can consider as semi-metric space
(F,d) = (H,dy),

and we can derive the following rate of convergence in Theorem 2.3.1 :

n —2b1/(2b1+k)
(@] ( ) , .CO.
logn

2.6 Application to chemometrical functional
data

The aim of this short section is to show through some chemometrical real
data set that, in addition to the nice asymptotic behaviour described before,
our methods are easy to implement and may provide interesting result on
finite sample. Because practical aspects are not the main purpose of our pa-
per, this section will be quite short and we will just discuss the interest of
the conditional functional mode methodology.

Spectrometric is an usual tool to analyse chemical composition of some
element. The result of some spectrometric analysis consists in a (continuous)
spectrum of light absorbance for different wavelenghts. It is well-known that,
both because of the smooth shape of the spectra and because of the high
number of discretized wavelengths measurements, such type of data has to
be treated as curve data. This is quite clear in the data set to be considered
here, and which is given by a set of continuous spectrum observed for 215
different pieces of meat (see Figure 2.1).
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Absorbances

850 900 950 1000 1050
wavelengths

Fi1G. 2.1 — The 215 Spectrometric curves

Let us denote by X; = {X;(A), A € (850,1050)} each among these functio-
nal data. Together with each spectrum X;, we have also at hand the value
of some real response variable Y; which is the percentage of fat in the cor-
responding piece of meat. The question which is posed in force in practice
is the following one : given some new spectra e, can we predict the cor-
responding percentage of fat Yne, ? This is a typical prediction problem from
infinite dimensional explanatory variable.

This problem is usually attacked by mean of regression method, and Fer-
raty and Vieu (2002) have shown how a nonparametric estimate (denoted
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~

from now on by R) of the functional operator
R(z) = BE(Y|X = ),

may improve substancially upon classical finite dimensional approaches. With
this notation, the prediction of y,,., obtained by this functional regression
approach will be denoted by

:;/\new = R(xnew) .

However, an other way to solve this prediction problem is to use the condi-
tional mode approach described before in our paper. More precisely, from the
functional conditional density estimate defined in (2.8), we can predict Ynew
by computing the quantity

—_—

Unew = arg max Jonew (y).

For the same reasons as in finite dimensional data, the conditional approach
can be expected to be more robust than the regression approach.

In order to compare these two predictors, we have randomly splitted our
data into two subsets. The first sample, of size n = 165, will be our statistical
sample from which the estimates are calculated®. From this subsample, we
compute the predicted values Ynew and Ypew, corresponding to the 50 remai-
ning curves (i.e. the 50 Z,,,’s). The results are presented in Figure 2.2 below.
The left part of Figure 2.2 is plotting the predicted values 4., versus the true
values ¥,en, while the right part of Figure 2.2 is plotting J,e, Versus ¥pew-
The continuous line represents what would be the perfect prediction. Clearly,
the comparison of both scatterplots is indicating that the conditional mode
approach gives slightly better results than the regression approach. This is
confirmed by the sum of squared residuals (RSS) whose gain is around 20
per 100.

3For both methods, the optimal bandwidths were choosen by cross-validation procedure
and the kernel K is the quadratic and H' = K. In addition, the semimetric d is the L,
distance between the second derivatives of the curves (see Ferraty and Vieu, 2002, for
motivations of this choice).
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Cond. Mode: RSS=145

10 20 30 40
Observations

FiG. 2.2 — Comparative prediction between regression and conditional mode

2.7 Appendix

2.7.1 Proofs of lemmas of Section 2.3.1

1

n

~ ~ n K;
Proof of Lemma 2.3.1. We have F}, — EFj = —Z (EK —1) =
1

=1

1 e/~
— Z (Ai — 1). Because of (H.1) and (H.5) we can write
n

i=1

C¢w(hK) < FK; < Cl¢z(hK)
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So, we can get directly that :

‘z, ’ < Cl/¢w(hK) = 5.

< C/¢z(hK) = 51 and F ‘zz

Thus, the use of the classical Bernstein’s inequality (Uspensky, 1937, p205)
allows us to write for all n € (0,0d2/d1) :

> _logn oo,

Proof of Corollary 2.3.1. We have

P(‘ﬁg

<1/2) < P(‘ﬁg - 1‘ >1/2).

Noting that ﬁg -1= ﬁf, - Eﬁg and by applying the previous Lemma 2.3.1,
we can write Y o~ P (13,-3 < 1/2) < 00. W

Proof of Lemma 2.3.2.

BF (1) - F*(0) = 5B (K B - ). (239

Moreover, we have
B WIX) = [ H (5= 2) G,
and integrating by parts and using the fact that H is a cdf, we obtain that
E(H,(y)|X) = /R HY ) FX(y — hyt)dt.
Thus, we have
BHEIX) - F)| < [ HOWO[FX - hat) - )] de.
Now, (H2) allows to write

|E (Hi(y)|X) — F*(y)] < C, /R HW(t) (bt + [t|nY) dt. (2.39)
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rm on y and because of (H.4), (2.6) is a direct

consequence of (2.38), (2.39) and of Corollary 2.3.1. =

Proof of Lemma 2.3.3. Us

ing the compactness of S, we can write that

S c Uy, Sk where Sy, = (ty—l,, tp+1,). Taking ¢, = argmineg, .4, 3 [y—t|,

we have
=—sup |Fy(y) — EFy(y)| < —=-sup |Fy(y) — Fy(ty)| + =_sup |Fy(ty) — EFy(ty)| +
\FD yeS | FD yeS |
T T
1
——sup |EFy(t,) — EFy(y) (2.40)
FD yeS
Ts
e Concerning (77) :
L sup| P - Frty)| < swp—t ST IH() - Hilty) K
—=_ Sup Yy)— >~ =_Sup i\Y) — 11 i
FE yes v M F2 yes n EKy = Y
1 Cly — | 1 -
< — Su KZ 3
= Foyes hm  \nEK, Z:
In
< C--. (2.41)
hy

The second inequality is

obtained by considering a Lipschitz argument

whereas the last one comes from the definition of F7},. Take now

_ . —a—1/2
l,=n /2

and note that, because of (H7), we have

bu/hir = o (V/ogn(nd,(hic)) )

Thus, for n large enough, we can write

1 ~
P (A— sup |F (y) — Fy (ty)

Fg yeS

~

> g”%) 0. (242
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n logn
~ 3 nqﬁz(hK))
i logn
” 3 nq&x(hg))

n logn
>§Vn%m@>‘

Let A; = {K;H;(t,) — E(K1H:(ty))} /EK;. By using similar argu-
ments as for the proof of Lemma 2.3.1 and because H < 1, we deduce
that E|A;| < C/¢,(hk) and EA? < C'/¢,(hk). We apply now again
the Bernstein’s exponential inequality to get

. N /1
p (‘Ffv(y) - EFJ“G(y)‘ > g %(17;)) < 2exp{—Cn’logn}.

Thus, by choosing 7 such that Cn? = 3/2 + 2a, we obtain

Ui logn ~3/2-2a
>\l ] < Csun ,
3\ n qﬁw(hK)) -

< lgn—3/2—2a )

e Concerning (73) :

P (sup F3(t,) — EF%(ty)

yeS

=P max
tyE{tl ,...,tsn}

< s, max P(‘ﬁ;(ty)—Eﬁfv(ty)

Fy(ty) — EFR(ty)

tyE{h ,...,tsn}

s, max P(‘ﬁ]@(ty)—Eﬁ,@(ty)

ty€{t1, . tsn }

—a-1/2 we deduce from the previous inequality that

n logn
~ 3\ nqﬁx(hK))

Finally, using Corollary 2.3.1, we obtain

n [ logn g

e Concerning (73) : because of (2.41) we have :

Because [, = n

Cn~17.

VAN

P (sup Fi(t,) - EFg(1,)

yeS

1 ~ ~
FI:_P) YyeS

<ol

sup |[EF(y) = BFy (1) < Cyt.

yeS
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Using analogous arguments as for 77, we can show for n large enough :

logn

1 ~
P | —sup|EF2(y) — EF2(t,)| > 1
FB yeS

) = 0. (244

Now, Lemma 2.3.3 can be easily deduced from (2.40), (2.42), (2.43) and
(2.44). m

2.7.2 Proofs of lemmas of Section 2.3.2

Proof of Lemma 2.3.4. Let H/™(y) = HUHD (k' (y — V7)), and note
that we have

1

EfpP(y) - f29(y) = m

E (K [B (HI D ()X) - w90 ()]).
(2.45)
Moreover,

E (B (@)X) = /RH G (h (y = 2)) f¥ (2)dz,
= = Dby [HUT) (' (y = 2) 0]

+ R, / HY (hity — 2)) XD (2)dz. (2.46)

Condition (H8) allows us to cancel the first term in the right side of (2.46)
and we can write :

‘E <H§j+1)(y)|X) h]-l-lfx < h]+1 / H 1) X(J y th) fa:(j)(y)‘ dt

Finally, (H3) allows to write

E (BT )X - 1 0w)| < C hﬂ“/H ) (hB + [t[*2h%2) dt.

(2.47)
Because this last inequality is uniform on y, the use of (H4), (2.45) and Co-
rollary 2.3.1 achieve the proof of Lemma 2.3.4. m



2.7. APPENDIX o1

Proof of Lemma 2.3.5. The proof of this lemma is very snmlar to the one
used for Lemma 2.3.3. To do this, replace in (2.40) F& with fN and use
the same notations.

e Concerning (77) and (73) : The same arguments as those invoked in
(2.41) are used ; H is replaced with HU*") and we apply the Lipschitz
condition (H8). This allows us to get :

1 0 In 79) 7 (7) In
—=—su C—— and sup |E - F ty)| < C—=.
Pz yeg ") = fN ( y)| < pit? yeg ) v (ty)| < e

(2.48)
Take now I, =n~ > "2 and note that (H7) implies
; logn
/W% =0 : . 2.49
& (\/n hif ! asw(hK)) 240
e Concerning (T5) :

PO ROy - Ly~ [HIWK  BET0)K) |
| (2.50)

We have clearly |A¥| < Chy’ " ¢4(hi)~". Now, we show that
EA? = O (hy? "bu(hi) ). (2.51)

Firstly, we can write
E (B (1,)2K2)

EA? < : -
(i EE))

and E ( HI (¢ )ZKf) —E (KfE (Hl(j+1)(ty)2|X)) .

The condition (H8) implies that / HU+D? (y) dy < +00. So, we have :

1
S (Hl(ﬁ—l)( ) fX / H(H—l ‘

hu
hHH(]-I—l (%) fX t —U fX(ty)) du
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1 .
< / h_H(J+1)2 <hﬁ> (fX(ty—u) _fX(ty)) du| +
|u[<A T*H H
1 2
/ h_H(Hl) <h ) (fX( —u) _fX(ty)) du
lu|>A I'H H
< C sup |f (ty —u) — ‘-ﬁ- sup HU? (y)+
|u|<A ) |y|>A/hH |
B B»
() / HUY () dy.
ly|>A/hH ,
By

Now, we deduce from (H8) that
Ve >0, VA >0, Inae, Yn > ny,, By+ Bs <e.
Moreover, because the continuity of fX, we have
Ve >0, JA,, VA< A, B; <e.

Thus, we obtain that

lim iE(Hf“( )|X) = X /Hﬂ+1 ) dy.

n—+oo hH

Finally, because 0 < C¢,(hk) < EK; and EK? < C'¢,(hk), we have
(2.51). Now, the Bernstein’s inequality leads us to :

z (5) o z(5)
P (‘f D(ty) — EfF9(t,)] > n\/n Rt (bw(hz())

2 .
< 2exp {—nC’ i logn hi}“ (bz(hK)} )

nhIt ¢ (hi)
< C'n o,

Once again, similar arguments as those invoked for proving Lemma
2.3.3 can be used, which allow us to obtain that :

logn C' o
S — B9 ‘ > : < —nm,
(ylelg ‘fN fN (ty) n\/n R qﬁx(hK)) -y
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5 3
Choosing now 7 such that Cn* = ?a + g7 We get

:o(\/ Z.Eg" ) (2.52)
nh2* 6, (hi)

Finally, Lemma 2.3.5 is a consequence of (2.48), (2.49), (2.52) and Corollary
231.m

sup ]?x (j)(ty) - Efm (j)(ty)
yeS

2.7.3 Proofs of lemmas of Section 2.4

Proof of Lemma 2.4.1. Because the function f is continuous (see (H3))
and (H.10), we have :

Ve > 0, 35() > 0,Vy € (0 — &0 +8), |f*(y) — F7(0)] < 6(e) = ly— ] < e.
This leads directly to
Ve >0, 30(c) >0, P (|é — 0 > e) <P <|f””(é) — 17(0)| > 5(6)) . (2.53)

It suffices now to combine (2.53) together with (2.16), to get the claimed
result. m

Proof of Lemma 2.4.2. Because of (H4) and (H14) the function F* is
continuous and strictly increasing. So, we have :

Ve > 0, 30(e) > 0,Vy, |[F>(y) — F(ta)| < 0(e) = |y — ta] <e.

This leads directly to

Ve >0, 30(e) >0, P(ffa—ta| >¢) < P (\ﬁw(fa) ~ Pty > 5(6))

= P(1F*(ta) = (1) > 6(0))

It suffices now to use the result of Theorem 2.3.1 to get the claimed result.
]
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3.1 Résultats principaux

Cette section fait I’objet d’une note C.R.A.S.
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Abstract

This Note focuses on an estimator of the conditional mode of a scalar
response Y given a functional random variable X. We start by building a
kernel estimator of the conditional density of Y given X; the conditional
mode is defined as the value which maximizes this conditional density.
We establish the almost complete convergence for this estimate under a-

mixing assumption. To cite this article: F. Ferraty, A. Laksaci, P. Vieu,
C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 336 (2004).

Résumé

On établit la convergence presque-complete de 'estimateur du mode de
la distribution d’une variable réelle Y conditionnée par une variable fonc-
tionnelle X. Le mode conditionnel est estimé par la valeur qui maximise
I’estimateur a noyau de la densité conditionnelle de Y sachant X. Des
résultats asymptotiques concernant cet estimateur sont établis sous I’hy-
pothese a-mélangeante, rendant nos résultats opérationnels en prédiction
de séries chronologiques. Pour citer cet article : F. Ferraty, A. Laksaci,
P. Vieu, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 836 (2004).
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3.1.1 Introduction

Often, prediction of a scalar response Y knowing an explained multiva-
riate variable X is obtained by estimating the conditional expectation of YV
given X (which is the standard regression function). However, this method
is not efficient in some pathological situations. For instance, this is the case
when the conditional density of ¥ given X is either unsymmetric or has se-
veral modes. In these last cases, a pertinent predictor of Y is obtained by
estimating the conditional mode (see Collomb, 1987, pp 228-229). Recent ad-
vances concerning the conditional mode can be found for instance in Berlinet
et al. (1998) and Louani and Ould-Said (1999).

On the other hand, more and more works deal with nonparametric ap-
proaches for variables valued in an infinite dimensional space. Gasser et al.
(1998) proposed an estimate of the mode of a distribution of random curves
whereas Ferraty et al. (2002) studied a kernel estimator in the functional
regression setting. Note also that a kernel estimator for functional conditio-
nal distribution has been introduced by Ferraty et al. (2004). An overview
on nonparametric methods for functional data can be found in Ferraty and
Vieu (2003). The aim of this paper is to predict a scalar response Y given an
explanatory functional variable X via the conditional mode estimate under
a-mixing assumption.

3.1.2 Model

Let (X;,Y;)i=1,.n be a stationary a-mixing process valued in & x IR, where

Y is a semi-metric vector space, d(., .) denoting the semi-metric. Assume there
exists a regular version of the conditional probability of ¥ given X. Assume
that for a given x there is some compact subset S = (0 — £,0 + &), £ > 0,
such that the conditional density of ¥ given X = x has an unique mode
f on S. In the remaining of the paper z is fixed in & and N, denotes a
neighborhood of z. Let f* (resp. fz(j)) be the conditional density (resp. the
th order derivative of the conditional density) of the variable Y given X = .

We define the kernel estimator fw of f* as follows :

hy ZK hitd(z, X;)) H (gt (y — Vi)
ffly) = ; (1)
ZK hitd(z, X))
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where K and H are kernels and hx = hg,, (resp. hy = hpg,) is a sequence of
positive real numbers. Note that a similar estimate was already introduced in
the special case when X is a real random variable by Rosenblatt (1969) and
widely studied until now (see for instance Youndjé, (1996), for several asymp-
totic results and references). A natural extension of the kernel estimator 8 of
the conditional mode # to the functional framework is given by :

~

b = argsup f*(y). (2)

yeS

The estimate 6 is not necessarily unique, and if this is the case, all the remai-
ning of our paper concerns any value @ satisfying (2). This work establishes
the almost complete convergence of the kernel estimate 6 of § under a-mixing
hypothesis. As we will see next Section, the flatness of the function f* around
the mode # plays a major role. One way to control this flatness is to consider
the number of vanishing derivatives at 6.

3.1.3 Main result

We introduce now some assumptions that are needed to state our results :

(H1) P(X € B(z,7)) = ¢5(r) >0

(H2) sup;.; P ((Xi, Xj)) € B(z,7) X B(x,7)) = ¢ (7)%0(r) > 0

(H3) The coefficients of the a—mixing sequence (X;, Y;) satisfy the follo-
wing arithmetic condition :

Ja > (5+V17)/2,3¢ >0, Vn, a, < cn™®,

(H4) f® is j-times continuously differentiable with respect to y on (6 —
£,0+ &),

(H5) Y(y1,92) € S xS, V(z1,22) € Ny x Ny, [f™(y1) — [™2(y2)] <
Cy (d($1,$2)b1 + |y — y2|b2) ;

(H6) f7 is strictly increasing on (#—&,6) and strictly decreasing on (6, 0+
£),

(H7) f*0@) = 0, if1<I<j, and 0 < ‘fﬂj)(e)‘ < oo,

(H8) K is a function with support (0,1) such that 0 < C; < K(t) <

Cy < 0,

v(

(H9) y1,92) € R? |H(y1) — H(ya)| < Clys — v , / It H(t)dt < oco.
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such that lim n® hy =

H10) lim Ay = dag < ——M
( )ng{olo H 0 an ﬁl ~ (CL+1)(G—2) n—s00

o,

logn
lim hg =0, lim ————
(H11) { oo T B har xe (i)

and 385 >0, ¢; >0, ¢ >0, an(i_ﬁ)+ﬁ2 < xz(hK) < ¢ nra.
In this last hypothesis, the function x, was defined by x,.(h) = max{¢.(h), ¥, (h)} .

=0,

Theorem 3.1.1 Under the hypotheses (H1)-(H11) we have

A 4 2 logn %

Sketch of the proof : Write a Taylor expansion of f* in a neighbourhoud of
0. Because of (H4) and (H7), and because |f*(0) — f*(0)| < 2sup,cs [ f*(y) —

f%(y)|, we have for some 6* between 6 and 8 :

a i1 o
(0-0) < fw(j) @ S0 - £l

Theorem 3.1.1 is deduced from the lemmas and corollaries below, and from
the decomposition :

wes F)-r) =2 (o) - £5w) - (70 - Pw) 22 {675 - 7).

D

Tz _ 1 - —1 _ —1¢,
where fy(y) = nhy BEK (h;(ld(x,Xl)) ;K (h’K d(anz)) H (hH (y Y;))

1

Tz _ - -1 .
and fp = —— (i %) ;K(hK d(z, X;)) -

Lemma 3.1.1
Under the hypotheses (H1)-(H3), (H8) and (H11) we have

fg - EJ% =0 (\/(log n)/(nxw(hK))) . a.co.

Corollary 3.1.1
Under the hypotheses of Lemma 8.1.1, we have Y . | P (ff) < 1/2) < o0.
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Lemma 3.1.2
Under the hypotheses (H1), (H5), (H8), (H9) and (H11) we have

Ai sup | f*(y) — Efﬁ(y)| =0 (hI}é) + 0 (hlﬁ) ,  a.co.

fg yeS

Lemma 3.1.3
Under the hypotheses (H1)-(H3), (H5), and (H8)-(H11) we have

7 \Fi) ~ Bfiw)] = 0 (Vg ik xa b)), aco

Corollary 3.1.2
Under the hypotheses of Lemma 3.1.3, we have supycs ‘fw(y) — fw(y)‘ —
0, a.c.o.

Lemma 3.1.4
Under the hypotheses of Lemma 3.1.3 and (H6)-(H7), we have

Je > 0, ip (fw<ﬂ'>(e*) < c) < oo
n=1

Remarks on the proof. The complete proofs of these lemmas are available on
request. Let us just note that the results linked with the dependence (Lemmas
(3.1.1) and (3.1.3)) need a special attention and use exponential inequalities
for dependent variables (see Rio, 1999). For peoples wishing to apply these
lemmas in other settings, note that the last part of condition (H11) is not
necssary to get Lemmas 3.1.2 and 3.1.4.

Remarks on key hypothesis. The main novelty in our functional approach can
be seen through expressions (H1) and (H2), that are not really restrictive.
Indeed, as pointed out in [3] the expression of the function ¢, appearing in
(H1) can be specified for many usual continuous time processes, and is linked
with small ball probability theory. To see the role of condition (H2) it suffices
to think on the special case when X is real and has a density with repect
to Lebesgues measure on R. In this case, (H2) is true with ¢ = 1) as long as
the pairs (X;, X;) have a density with respect to the Lebesgues measure on
R? (which is a quite often used assumption in the classical finite dimensional
literature).

Perspective for applications. The result of this Note can be applied to the
prediction of time series, just by cutting the past of some time series in
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continuous paths. Details can be found in [3] in which this is done but with
other functional prediction technique (based on conditional expectation es-
timation).

Acknowledgements. The authors would like to thank both referees whose
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the participants of the working group STAPH on Functional and Operatorial
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3.2 Preuves

The proof is decomposed in several steps. In next Section 3.2.1 we show
how the proof of the theorem can be decomposed in 6 intermediary results.
Then, each of these 6 results will be treated in a special section. All along
our proofs, when no confusion will be possible, we will denote by C' or/and
C' some generic constant in IR*" and we will use the following notations :
K; = K (hi'd(z, X3)), Hi(y) = H (hjg'(y = Y3)).

3.2.1 Proof of Theorem 3.1.1

Note first that by simple analytic arguments, we can show that

7(0) = F7(0)] < 2sup [F*(y) = [ (y)]. (4)

yeS

Let us now write a Taylor expansion of the function f* for obtaining because
of (H4), (H7) and (4) :

a ] N
(0 -B)) < ﬁ(g)p o) - 7)),

for some 6* between @ and 0. Consider now the following decomposition

wes, Fu-r == {(Hw - ERw) - (70 - £Fw) )+ 20 (65 - 7)
where f%(y) = m iK (hx'd(z, X)) H (hy' (y — Y5))

and

Finally, Theorem 3.1.1 can be deduced from the lemmas ((3.1.1), (3.1.2),
(3.1.3), (3.1.4)) and corollaries ((3.1.1), (3.1.2) ) :
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3.2.2 Proof of Lemma 3.1.1
We have

- ~ 1 /( K; 1 "L~
r— E I =_ ’ 1 = Az
Jo=Efp= Z (EK1 ) nE(K)) Z ’

i=1

where N

The main tool of this proof is the application of Fuk-Nagaev’s inequality
(Rio, 1999). For thus, we must calculate the asymptotic behavior of the s2
quantity defined as follows :

n

2 = ZZ ICov(A;, A))| == s2* + ZV(M’ (5)

i=1 j=1

where
= Z |CO’U(£Z', ﬁj)|
i#j
Firstly, we define the sets S; and S5 as follows
S1={(i,7) suchthat 1<j—i<m,},
So={(i,7) such that m,+1<j—i<n-1}
where the seugnece m,, is chosen such that

my, — 00,

and we let J; ,, and J,, be the sum of covariances over S; and Sy, respectively.
Then

Jin=Y_|Covu(A; A;) \_Z|E (K;K;) — E(K;)E(K)|.

S1

Because of (H1), (H2) and (H8) we can write

Tin < Cnm (s (hc e (hic) + (92(hi))?)- (6)
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On the other hand, to study the sum over S,, we use the Davydov-Rio’s
inequality (see Rio, 1999) in the L* cases ((which is possible since A;); is
bounded). This leads, for all 7 # j, to

(Cov(Ai, A))] < Cali - )
and therefore we get
Jon < 0*(a(my)) < Cn’m, °. (7)

By using both results (6)-(7), then by using the definition of x and finally

by choosing
1

mn I
we may write, for n large enough, the following calculus :

32* = Jl,n + J2,n
C [nmnxi(hK) + nzm;“]
O (nxz(hk)) - (8)

Now, for all s =1,...,n we can write

<
<

Var(A;) = B(K;)* — (B(K)))?,
and by using (H1) we get
Var(A) < C(ga(hx) + (#2(hx))’.
Finally, this last result combined with (5) and (8) leads directly to :
s2 = o(ngs(hi)) + O(ndy(hy)).

Thus, we are now in position to apply the classical Fuk-Nagaev’s inequa-
lity (Rio 1999) to get : VA > 0,Vr > 0,

" it <

where
A2\ /2

2
rs,

>4

~ ~ -~ ~ A
r —Ef? I _Effi>4— < A1+ A
I I ID I an(hK)} < Ay + Ao,
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ay=a (D)
T

A
Set A = (n/4)y/nxa(hi) logn then Ay
Ay = enr®A™Y = enr?(ngy, (hk) logn) ~@HD/2,
Taking r = C(logn)? it follows that
Ay = C(log n)2=@+)/2 (1=@+1)/2)y () ~(at)/2

Next , using the left side of (H11) we obtain

Ay < C(log n)@a=(@+1)/Dp(1=(@+1)/2) y(~(at1)/2) (G35+52)

S C(lOgn)(Qa*(a+1)/2)n_1_ﬁ2(aT+1).
So finally, it exists some real number v > 0 such that

Ay <Cn'". (9)

Let us now look at A; expressed by :

2 —r/2
n°nxz(hk)logn
A =411 )
! ( * 16752

Because r = C(logn)?, we can write

1 2
A < Cexp(—nQ%) =Cn /%2, (10)

Finally, by combining the results (9) and (10), we get that for n large enough,
there exists some v > 0 so that :

P( > M) < C'ntv.

T EA.’E
The proof of this lemma is finished. [
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3.2.3 Proof of Corollary 3.1.1

We have
P(|F

31/2) gp(

FE o 1‘ >1/2).
Noting that
fo—-1=fp-Efp

and by applying the previous Lemma 3.1.1, we can write
e A~
Y P (ff) < 1/2) < o0,
n=1

and the proof of this corollary is finished. [

3.2.4 Proof of Lemma 3.1.2
We have

B - P0) = 1 B (5 [B (21x) - ] ).
Moreover, we have

1 1

B HEIX) = 1 [ H (0= 2) (),

and by usual integration by substitution, we obtain

5 (B )| < [ OIS0t - 50|

Now, (H5) allows to write

B (H00)X) = 10| < 0 [ HO 0+ i) e (2

Because this inequality is uniform on y and because of (H9), the claimed
result follws directly from (11), (12) and Corollary 3.1.1.00
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3.2.5 Proof of Lemma 3.1.3

Using the compactness of S, we can write that S C [J;", Sk where S =
(te = In, ty +1,). Taking ¢, = argminyey, ¢y |y — t|, we have

.....

1 - ~ 1 N ~ 1 ~ .
—sup | fx(y) — Efx(y)| < =sup|fy(y) — fn(ty)|+ =sup |fx(ty) — Efx(ty)|+
fg yes fﬁ yesS B yesS
T T
1 AN P
—sup |Efy(ty) — Efn(y)|- (13)
Jh ves
Ty
e Concerning (77) :
L sup |Foy) - Fot)| < 2 LS ) - Hily) K
—=— Sup y) — S =< SUp ———F—7> i\Y) — 11; 3]
Fooyes I N & yes nhy EK, = Y
1 Cly —t,| 1 -
< — Su K’L )
S Tayes W nEKlg
In
< Coy (14)

h%~
In the above calculus, the second inequality is obtained by considering
a Lipschitz argument whereas the last one comes from the definition of
fb. Take now
by =n 273, (15)
and note that, because of (H10), we have

tn/ Wy = o (V/Iog nlnhixa (i) )

Thus, for n large enough, we can write
1 1
P | =sup S0 98 ), (16)
fﬁ yeS 3

n Xz (hi)ha
e Concerning (T5) :

Fay) — fa(t,)

fat,) — Efe(t,) =




72

BIBLIOGRAPHIE

By following the same route as along the proof of the Lemma 3.1.1 we

note now "

52 = 3 |Cov(A], A3)]-

ij=1
Firstly, we look for the asymptotic behavior of the quantity s;f* defined

as follows : .

si = 2 1Cou(AL A1
i£j=1
We split the sum into two sets defined by
St ={(4,7) such that 0 <|i— j| <ml}

and
S5 ={(4,7) such that m/, + 1 < |i — j| <n -1}

where m,, — oo. Then

52 < ZCOU(A;‘, A7) + ZCOU(A;‘,A;)
S1 S

K, and H are bounded, so
Cov(A}, A}) < C(P(X;, X;) € B(w, hiy) X B(z, hiy))

+CP(X; € B(z,hg,)P(X; € B(x, hicp) < Clthy(hic)ps(hic) + ¢2(hi)]

and
Vi#j Cov(A},A}) < Cali— jl).

Then
520 < CD) vha(b)do(hi) + S2(hi)] + > alli — 4]).
s S5
We can take )
Mn = hHXx(hK),

and we conclude as for the proof of Lemma 3.1.1 that :

52 = O(nhgxs(hk))- (18)
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Once again, similar arguments as those invoked for proving Lemma
3.1.1 can be used, and we obtain successively, for all e and r > 1 :

P (sup Fatty) - EFet,)] > ;) -

s §C1nhHXz(h’K)
b 21\ _ BTt 2o v ) S
(tyE{l;frlliii(trn} Iu(ty) Inty)| > 3C1nhHXw(hK)) -

T _ z s | <
7, max P ( fu(ty) = Efy(ty)) > 3ClnhHXx(hK)) B

ty E{t1,...,t7-n}

T, max P <

tye{t1,...,try }

T EFE(t - -
fN( y) fN( y) > 301nhHEK1>

< Cl' (A + AY),

where

€2 /2 ry\ atl
Al =4 (1 + —,2> and Ay = denr™! (—) :

TS, €

logn

clogn? and we use that 5.2 = O(nhgxs(hk)). We note that A} and Al
are exactly the same as the terms A; and Ay appearing in the proof of
Lemma 3.1.1. We also note that, the choice of [, made in (15) and our
conditions on hg (resp. on x,) are immediately insuring the existence,
for n large enough of some v > 0 such that :

To state the desired result we take ¢ = Cn and r =

1AL+ AY) < COn '

logn
:o(‘/—nthm(hK)) (19)

e Concerning (73) : because of (H8) and (H9) we have :

l
< 2.
i

Finally, we arrive at

sup | f2(t,) — Ef2(t,)

yeS

sup |Ef%(y) — Ef&(t,)
yeS
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Using analogous arguments as for 7, we can show for n large enough

that
n | logn
> —y|———— ] = 0. 20
3 nhHXw(hK)> ( )

Now, our lemma can be easily deduced from (13), (16), (19) and (20).0

P (ésup ERi(y) - EF3(t,)

f% y€eSs

3.2.6 Proof of Corollary 3.1.2

Corollary is a consequence of Lemmas 3.1.2 and 3.1.3.[J

3.2.7 Proof of Lemma 3.1.4
In order to establish the lemma, it suffices to show that
9—6—0, a.co. (21)
Indeed, because the function f* is continuous (see (H4)) and (H6), we have :
Ve >0, 36(e) > 0,Vy € (0 - &0 +¢),[f*(y) — f7(O) < d(e) = [y—0] <e.
This leads directly to

Ve >0, 30(e) > 0, P (\é 9> 6) <P (|f“”(é) — 17°(0)| > 5(6)) . (22)

Then, 6 — 0 tend to 0 by means of (13) and Corollary(0.2)
Finally, Lemma 3.1.4 follows directly by using the continuity of f) to-
gether with (H7) and (21).00

3.3 Application

3.3.1 La prévision en série temporelle

On peut obtenir aisément un échantillon de variables fonctionnelles a
partir d'un processus a temps continu. En effet, soit (Z;):cp,; un processus
réel stationnaire a temps continu. A partir de Z; on construit N variables
fonctionnelles (X;);—1,. v définies de la fagon suivante :

Vt G [0, b[, Xz(t) = ZN_I((’ifl)b—I-t)'
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Si on souhaite prédire une caractéristique réelle (notée Y) de Xy sa-
chant la courbe Xy_;, on considére les observations (X;,Y;) ou Y; est la
caractéristique qu’on veut prévoir a I’instant 7. Par exemple :
— Si on veut prévoir la valeur du processus a I’ instant ¢, dans 'intervalle
[(N —1)b, Nb], sachant la courbe Xy_1, on pose Y; = X;11(to).

— Pour le sup, on pose Y; = sup;¢op; Xi+1(t)-

— Si on cherche le moment ou le processus atteindra le maximum, on pose
Y; = argmaziciop Xt (t).

— Pour le taux d’accroissement, on prend Y; = (X;1(b) —
Xi+1(0))/Xi41(0) .. ..

En utilisant le mode conditionnel comme outil de prévision, on peut

-~

prévoir Y par 6(Xy_1).

3.3.2 Mise en oeuvre sur des données réelles

Dans ce paragraphe on examine un exemple pour lequel la prévision via le
mode conditionnel est meilleure que celle obtenu par régression. Cet exemple
concerne la prévision de la concentration maximale de 1’ozone d’une journée
au pole nord sachant la courbe de cette concentration pendant la journée
précédente. Plus précisément, Les observations ont été faites sur le site :

Country Norway
Code NO42
Database code NOO0042R

Geographical coordinates 78° 54’N, 11° 53’E
EMEP coordinates (50 km) 69.02, 104.35

Altitude above sea level 474
In operation since September 1989
Closest climatological station | 99910 Ny-Alesund
Main wind direction E-S-E

Nous avons récupéré ces données de la  concentration
de Tlozone de DPannée 2003 (livrée par heure) sur le cite
http ://www.nilu.no/projects/ccc/sitedescriptions/. Elles sont représentées
par le graphe suivant :
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En reprenant les notations du paragraphe précedent, on peut représenter
la concentration de I’ozone par un processus stochastique (7;). En faisant
un découpage par morceau (1 morceau=1 jour), on construit 365 variables
aléatoires fonctionnelles notées X;—; _ 3¢5. Elle sont représentées ci-apres :
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Notre objectif est de prévoir la valeur maximale de la concentration
de l'ozone sachant la courbe de la concentration d’ozone de la journée
précédente. Ainsi la variable réponse, notée Y, est Y; = supepy o4 Xiv1(2).

Algorithme

Les estimations sont obtenues en choisissant le parametre de lissage lo-
calement par la méthode de validation croisée sur le nombre des voisins les
plus proches et on considere un noyau quadratique défini par :

31-2%) sizel-1,1]
K(z) =
0 ailleurs.

Le probleme du choix de la métrique est aussi treés important dans ce
jeux des données. Dans notre cas nous avons choisi la norme L[21;24] calculée
en utilisant I’analyse en composantes principales fonctionnelles (Besse et al.
(1997)). On procede par I’algorithme suivant

— FEtape 1. On divise nos observations en deux paquets :
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— (X, Y})j=1,.n échantillon d’apprentissage,

- (Xz; Yé)i:l,...[ échantillon de test.

Etape 2. Pour chaque X,,., dans I’échantillon de test, on prévoie sa
valeur réponse Y., par :

— Méthode 1 : La régression

YT{ee’l% =T (Xnew)a

oy S Kl )
T K (hld(e, X))

— Méthode 2 : Le mode conditionnelle

~

w = H(Xnew)a

avec R R
0(z) = Argmaz, f, .

Etape 3. Pour chaque courbe X; de I’échantillon de test, on pose :
ireg = Argminj_i_nd(X;, X;)

et
Imode = Argminxjejd(Xi, X;),
ou J est I’ensemble des courbes de 1’échantillon d’apprentissage appar-
tenant a la méme saison que celle de Xj;.
Etape 4. On prend /\
Yaew = Thort (Xnew)

reg

et L
Y mode — H(XZ

new mode ) .

Etape 5. L’erreur utilisée pour comparer les deux méthodes est
1< PN
=D (i -T(X)), (23)
i=1

ouT désigne 'estimateur utilisé : la régression ou le mode conditionnel.
Etape 6. On repartage nos observations en deux paquets plusieurs fois
et on répete les mémes étapes 1-6

Etape 7. On compare les deux méthodes en présentant notre résultat
par un graphe de type boite a moustaches.
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Résultats

On a répété 36 fois cette procédure et a chaque fois ’erreur de prédiction
obtenue par les deux méthodes est comparable a celle obtenue récemment par
Aneiros et al.(2004) dans un contexte différent (autres zones géographiques,
variables explicatives additionnelles,. . .). Nous avons constaté que les erreurs
obtenues en faisant la prévision via le mode conditionnel sont dans I’ensemble
plus faibles que celles de la régression (voir le graphe ci-dessous).

Le mode conditionnel, La regression

90
\

}

70
\

60

50

Programmes

Cette section contient les programmes dont ’algorithme a été présenté
précédemment. Ces programmes ont été réalisés par S-PLUS et ils sont
présentés en deux sections. Dans la premiere section, on donne un pro-
gramme permettant la prévision par le mode conditionnel en considérant
une métrique quelconque. Dans la deuxieme section, on considere la famille
des semi-métriques de I'analyse en composantes principales et on donne le
programme de la prévision via le mode conditionnel, en choisissant le nombre
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optimale de composantes principales par la méthode de la validation croisée.
De méme, nous choisissons, aussi, le parametre de lissage par la méthode de
la validation croisé sur le nombre de voisins les plus proches. Nous renvoyons
a Ferraty et Vieu (2005) pour le programme de la régression.

Programme du mode pour un métrique quelconque

Ce programme donne la prévision via le mode conditionnel, pour n’im-
porte quelle métrique.

funopare.mode.lcv <- function(A,B,Response,
CURVES,
Knearest=NULL,
PRED=CURVES,

kind.of .kernel = "quadratic",
semimetric = "deriv")
{
sm <- get(paste("semimetric.", semimetric, sep=""))

kernel <- get(kind.of.kernel)
n <- nrow(CURVES)
SMLEARN1 <- sm(CURVES,...)
SML12.SOR <- apply(SMLEARN1, 2, sort)
Resp.range <- range(Response)
Response.grid <- seq(from=Resp.range[1]*0.9,to=Resp.range[2]*1.1,
length=100)
# RESPMETRIC[i,j]l=yi-yj with i in Response.grid and j in CURVES
RESPMETRIC <- outer(Response.grid, Response, "-")
RESPMET.SOR <- t(apply (abs(RESPMETRIC),1,sort))
lgrid <- length(Response.grid)
if(is.null(Knearest)){
Knearest.min <- floor(n * .05)
Knearest.max <- floor(n * .25)
step <- ceiling((Knearest.max - Knearest.min) / 10)
Knearest <- seq(Knearest.min, Knearest.max, by = step)
}
lknearest <- length(Knearest)
BANDL12.CUR <- 0.5 * (SML12.SOR[Knearest,]
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+ SML12.SOR[Knearest+1,])
BAND.RESP <- 0.5 * (RESPMET.SOR[,Knearest]
+ RESPMET.SOR[,Knearest+1])
CV <- matrix(0, nrow = lknearest”2, ncol = n)
MODE <- matrix(0, nrow = lknearest~2, ncol =n )
DENSITY.ESTIMATE <- array(0, dim=c(lknearest~2,n,lgrid))

countl <- 0
count2 <- 0
for(kk in Knearest){
count2 <- count2 + 1
ARG <- t(t(SMLEARN1)/BANDL12.CUR[count2,])
KERNEL.CURVES <- kernel (ARG)
KERNEL. CURVES [KERNEL.CURVES<0] <- 0
KERNEL . CURVES [KERNEL . CURVES>=1] <- 0
Denom <- apply(KERNEL.CURVES, 2, sum)
count3 <- 0
for(hh in Knearest){
countl <- countl + 1
count3 <- count3 + 1
KERNEL.RESP <- apply(abs(RESPMETRIC)/
BAND.RESP[,count3], 1, kernel)
KERNEL .RESP [KERNEL .RESP<0] <- 0
KERNEL .RESP [KERNEL .RESP>=1] <- 0
DENSITY.ESTIMATE[countl,,] <- (t(KERNEL.CURVES)/Denom)
%*% (KERNEL.RESP/BAND.RESP[,count3])

Ind.modes<-0
ind.knearest.opt<-0
ECrossvalidation<-0
Response.estimated<-0
for( j in 1:n){
for (i in 1:(lknearest”2)){
Modes <-peaks(DENSITY.ESTIMATE[i,j,])
Ind.modes <- order(abs(Response[j]l-Response.grid[Modes])) [1]
MODE[i, j] <- Response.grid[Modes] [Ind.modes]
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CV[i,j] <- (Response[j]-MODE[i,jl)~2
}
ind.knearest.opt[j] <- order(CVL,jl) [1]
ECrossvalidation[j] <- CV[ind.knearest.opt[j],j]
Response.estimated[j] <- MODE[ind.knearest.opt[j],j]
}

Mse.estimated <- sum(ECrossvalidation)/n
if ('missing(PRED)){
SSMLEARN2NEW <- sm(CURVES, ... ,PRED)

SMLEARN2NEW<-0
Order.new<-0
for (j in 1:nrow(PRED)){
for ( i in 1:nrow(CURVES))
{ if (A[i]'=B[j]) SMLEARN2NEW[i]<- max (SSMLEARN2NEW)
else SMLEARN2NEW[i]<-SSMLEARN2NEW[i, j]
}
Order.new[j] <- order (SMLEARN2NEW) [1]
}
Response.predicted <- Response.estimated[0Order.new]
return(list(Estimated.values=Response.estimated,
Predicted.values=Response.predicted,
Response.values=Response,
Mse=Mse.estimated))

}
else{
return(list(Estimated.values=Response.estimated,
Response.values=Response,
Mse=Mse.estimated))
}

Programme du mode avec un choix optimal de la métrique

Ce programme permettant la prévision par le mode conditionnel, en choi-
sissant une métrique optimale parmi la famille des semi-métriques de ’ana-
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lyse en composantes principales

funopare.metr-mode.lcv <- function(A,B,Response,
CURVES,
Knearest=NULL,
PRED=CURVES,
kind.of .kernel = "quadratic")

kernel <- get(kind.of.kernel)

Resp.range <- range(Response)

n <- nrow(CURVES)

Response.grid <- seq(from=Resp.range[1]*0.9,to=Resp.range[2]*1.1,

length=100)

# RESPMETRIC[i,jl=yi-yj with i in Response.grid and j in CURVES
RESPMETRIC <- outer(Response.grid, Response, "-")
RESPMET.SOR <- t(apply(abs(RESPMETRIC),1,sort))
lgrid <- length(Response.grid)

if (is.null (Knearest)){
Knearest.min <- floor(n * .05)
Knearest.max <- floor(n * .25)
step <- ceiling((Knearest.max - Knearest.min) / 10)
Knearest <- seq(Knearest.min, Knearest.max, by = step)
}

lknearest <- length(Knearest)

CV <- matrix(0, nrow = (24*(lknearest~2)), ncol = n)
MODE <- matrix(0, nrow = (24*(lknearest~2)), ncol =n )
DENSITY.ESTIMATE <- array(0, dim=c((24*(lknearest~2)),n,lgrid))
count <- 0
countl <- 0
for ( q in 1:24)
{

count <- count+l

SMLEARN1 <- semimetric.pca(CURVES,q,CURVES)
SML12.SOR <- apply(SMLEARN1, 2, sort)
BANDL12.CUR <- 0.5 * (SML12.SOR[Knearest,]
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+ SML12.SOR[Knearest+1,])
BAND.RESP <- 0.5 * (RESPMET.SOR[,Knearest]
+ RESPMET.SOR[,Knearest+1])

count2 <- 0
for (kk in Knearest){
countl <-countl +1
count2 <- count2 + 1
ARG <- t(t(SMLEARN1)/BANDL12.CUR[count2,])
KERNEL .CURVES <- kernel (ARG)
KERNEL . CURVES [KERNEL.CURVES<0] <- 0
KERNEL . CURVES [KERNEL . CURVES>=1] <- 0
Denom <- apply(KERNEL.CURVES, 2, sum)
count3 <- 0
for(hh in Knearest){
countl <- countl + 1
count3 <- count3 + 1
KERNEL .RESP <- apply(abs (RESPMETRIC)/
BAND.RESP[,count3], 1, kernel)
KERNEL .RESP [KERNEL .RESP<0] <- 0
KERNEL .RESP [KERNEL .RESP>=1] <- 0
DENSITY.ESTIMATE[countl,,] <- (t(KERNEL.CURVES)/Denom)%*Y%

(KERNEL .RESP/BAND .RESP[, count3])

(]

Ind.modes<-0
ind.knearest.opt<-0
ECrossvalidation<-0
q.opt<-0
Response.estimated<-0
for( j in 1:n){
for (i in 1:(24*(lknearest~2))){
Modes <-peaks(DENSITY.ESTIMATE[i,j,])
Ind.modes <- order(abs(Response[j]l-Response.grid[Modes])) [1]
MODE[i, j] <- Response.grid[Modes] [Ind.modes]
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CV[i,jl <- (Response[j]-MODE[i,j]l)"2
}
ind.knearest.opt[jl <- order(CV[,jl) [1]
q.opt[jl<-ceiling[ind.knearest.opt[jl/(klength~2)]
ECrossvalidation[j] <- CV[ind.knearest.optl[j],j]
Response.estimated[j] <- MODE[ind.knearest.opt[j], j]
}
Mse.estimated <- sum(ECrossvalidation)/n
if ('missing (PRED)){

SMLEARN2NEW<-0

Order.new<-0

for (j in 1:nrow(PRED)){

SSMLEARN2NEW <-semimetric.pca(CURVES, q.opt[jl , PRED)
for ( i in 1:nrow(CURVES))

{ if (A[i]!=B[j]) SMLEARN2NEW[i]<- max (SSMLEARN2NEW)
else SMLEARN2NEW[i]<-SSMLEARN2NEW[i, j]

}

Order.new[j] <- order (SMLEARN2NEW) [1]
}

Response.predicted <- Response.estimated[Order.new]

return(list(Estimated.values=Response.estimated,
Predicted.values=Response.predicted,
Response.values=Response,
Mse=Mse.estimated))

}
else{
return(list(Estimated.values=Response.estimated,
Response.values=Response,
Mse=Mse.estimated))
}
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Chapitre 4

Commentaires et perspectives

L’objectif de ce chapitre est de commenter les résultats que nous avons
obtenus dans cette these, avec comme souci majeur de mettre ’accent sur
tous les problémes rencontrés.

4.1 Quelques situations particulieres

Pour mettre en valeur nos résultats nous allons revenir sur quelques si-
tuations particulieres sur lesquelles nos méthodes peuvent étre utilisées.

4.1.1 Processus a temps continu

Nos résultats asymptotiques sont étroitement liés a un theme d’actualité
en probabilité qui est celui des propriétés de concentration de la mesure de
probabilité.

FEzemple 1 : Processus de Wiener. K.L. Chung et J.L. Doob (1965)
semblent étre les premiers a avoir abordé le probleme de la propriété de
concentration sur les petites boules. Il a quantifié cette propriété de concen-
tration sur le processus de Wiener W, en considérant la norme de la conver-
gence uniforme, par

P(W € B(0,7)) = exp {—”—2(1 + 0(1))} ,

8r2

ou B(0,r) est la boule centrée en zéro de rayon r. Si on garde les mémes
notations que lors des chapitres précédents et si on choisit les parametres de

87
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lissage hy et hy de type n/logn et n™¢, avec n suffisamment grand et € > 0,

on arrive a une vitesse de convergence de type O (logn) = .

Ezemple 2 : Processus de Poisson. A.A. Mogluskii (1974) a étudié la
propriété de concentration sur le processus de Poisson, d’intensité o, selon la
norme de la convergence uniforme. Il a montré que la probabilité de la boule
centrée de rayon r est :

exp {_”82;2(1 + 0(1))}.

En utilisant les outils développés dans le chapitre 2 et pour un choix ap-

proprié de la fenétre de lissage, nous arrivons a une vitesse de convergence
b

O (logn) 2 .

D’autre résultats sur la propriété de concentration de la mesure gaus-
sienne ont été obtenus par Kulbs et al. (1993), Bogavhov (1999), Li et Shao
(2001) (voir chapitre 2). Les vitesses de convergence des exemples précédents
sont lentes. Ceci est du au fait que toutes les métriques considérées actuel-
lement en processus stochastique a temps continu ont une probabilité sur
petites boules de type exponentielles. Cependant, pour améliorer ces vitesses
de convergence il suffit d’utiliser des semi-métriques qui donnent une aug-
mentation de la concentration de mesure. Une amorce de la solution est dans
I’exemple suivant :

Ezemple 3 : Soit X une variable fonctionnelle dans un espace de Hilbert
F muni du produit scalaire < .,. >. En reprenant les outils de Ferraty et
al.(2002) sur le modele a indice fonctionnel, on peut définir une semi-metrique
d par

Ve, y € F dlz,y)=|<z—y,a>|

ou a € F. C’est une semi-métrique qui peut s’appliquer a tous les processus
stochastiques cités ci-dessus a condition que les trajectoires soient dans un
espace de Hilbet (L? par exemple). De plus, si on suppose que < X, >
admet une densité par rapport a la mesure de Lebesgue, alors la concen-
tration de la mesure sur une boule de rayon h est de ’ordre de h. Ce qui

permet d’arriver (aprés un choix convenable de hx et de hy) a des vitesses
—2b

1
n 2by+1
logn '

de convergence O (
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4.1.2 Cas fractal

Le cas fractal a été étudié par Ferraty et Vieu (2000). Il consiste & traiter
les variables fonctionnelles qui possedent la propriété suivante :

Definition 4.1.1 Soit X une variable aléatoire a valeurs dans un espace
semi-métrique noté (F,d), et soit B(x,r) la boule de centre x et de rayon r.
On dit que la variable X est de dimension fractal o € R*" si et seulement si
P(X € B(x,
lim ( (z,7)) =C,

r—0+t re

Dans cette situation, c’est-a-dire si on dispose d’une variable fonctionnelle de
dimension fractale «, la propriété de concentration est de I’ordre de h®. Donc
les vitesses de convergence seront similaires a celles obtenues par Ferraty et
Vieu (2000) pour le modele de régression et qui sont :

1
om@+0m@+o( Oyv,

nh$
pour la fonction de répartition, et
logn
O(R%) +O(h%) + 0 —_— |,
() +O(h) e

pour la dérivée d’ordre j de la densité conditionnelle.

4.1.3 Cas de dimension finie

Dans le cas ou la dimension est finie, c’est-a-dire le cas ou X € IRP, si
X a une densité strictement positive, alors la concentration de sa mesure de
probabilité sur la boule centrée en un point x et de rayon h est de type hP.
Ainsi, on retrouve les mémes vitesses que celles obtenus par pour Youndjé

(1996) qui valent :
logn
O +O(R) + 0 | ([ —55— | -
() +O (1) (,/nhfgﬂh%)

Par contre, nos conditions sont moins restrictives que celles de Youndjé. En
effet, notre hypothese de concentration dans le cas de dimension finie est une
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hypothese sur la fonction de répartition et non pas sur la densité. Autrement
dit, on peut avoir une boule centrée en un point en lequel la densité est nulle
bien que la probabilité de cette boule soit strictement positive. Par exemple,
on peut citer la loi bien connue de x? & un dégré de liberté supérieur au égale
a deux qui vérifiant ce type de propriété. Ainsi, nos estimateurs peuvent
s’appliquer (méme en dimension finie) en des points pour lesquels la stricte
positivité de la densité n’est pas nécessaire.

4.2 Quelques questions pratiques

4.2.1 Choix de la semi-métrique

La question du choix optimal de la métrique a une importance capitale
dans la pratique. A notre connaissance il n’existe pas encore de méthode
pratique pour le choix optimal de la semi-métrique. Cependant, Ferraty et
Vieu (2004), en considérant une famille de semi-métriques, définie par

V(w1,2) € F x F, dzm%xl,@):\/ / (217(t) — 2 (0)2dt, g €N,

ot (9 est la dérivée d’ordre ¢, et en utilisant les données spectrométriques
ont montré que la métrique qui minimise l’erreur de prédiction pour ces
données est obtenue pour ¢ = 2. D’autres familles de semi-métriques sont
utilisées telles :

— La semi-métrique de l’analyse en composantes principales fonction-
nelles. C’est une métrique introduite par (Besse et al. (1997)). Elle est
définie par la topologique de la norme L? dont le calcul est essentielle-
ment basé sur I'analyse des composantes principales. Plus précisément,
on cherche les ¢ premiers vecteurs propres de 'opérateur de variance-
covariance empirique, associés aux ¢ plus grandes valeurs propres. La
métrique est alors définie par :

V(z1,29) € F X F, di" (w1, 20) = /(H(xl(t) — 5(1))?dt,

q

ou H est le projecteur orthogonal sur ’espace L? engendré par les g

q
vecteurs propres associés aux g plus grandes valeur propres.
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— La semi-métrique de modéle d’indice fonctionnel. Pour une variable
fonctionnelle X dans un espace de Hilbert H muni du produit scalaire
< .,.>, on définit la semi-métrique de modele d’indice fonctionnel par

Vo,z,y € H do(z,y) =<z —y,a> |

Par des techniques de type validation croisée on pourrait estimer & qui
donne la ”meilleure” prédiction.

4.2.2 Choix du parametre de lissage

Les expressions de nos résultats peuvent étre divisées en deux parties :
une partie biais et une partie dispersion. L’optimisation de la partie biais
est obtenue en maximisant le parametre de lissage h,. Par contre, il faut
minimiser ce parametre pour optimiser la partie dispersion. Ainsi le choix
optimal de h,, est celui qui consiste a faire un équilibre entre les deux. Dans
nos applications, nous avons procédé en choisissant le parametre de lissage
par la méthode de la validation croisée sur le nombre de voisins les plus
proches. Cette méthode a montré une compatibilité importante avec nos
données. Mais, en général, la question du choix optimal du parametre de
lissage dans le cas des données fonctionnelles reste encore sans réponse. Dans
le cas de la dimension finie ce probleme a été largement étudié par Youndjé
(1993). Cependant, pour le cas de dimension infinie, le probléme reste ouvert,
mais les idées de Youndjé (1993) devrait parvenir a étre généralisées. En
revanche, en régression fonctionnelle le probléeme est déja en chantier (voir

Rachdi et Vieu (2004)).

4.2.3 A propos de l'existence de la version réguliere
de la probabilité conditionnelle

Evidemment, dans toute la these on suppose que la version réguliere de
la probabilité conditionnelle existe dans ’espace semi-métrique. Cependant,
ce probléme est encore ouvert en probabilité et la littérature sur le sujet, a
notre connaissance, n’a pas encore confirmé ’existence ou non de la version
réguliere dans cette structure topologique. Dans une structure plus restrictive
tel qu'un espace métrique complet séparable, I'existence est assurée par le
Théoreme de Jirina (Tortrat, 1971, P.77).
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Récemment, en employant les notions de complétude, compacité et
séparabilité, Leao, Fragoso et Ruffino (1999,2004) ont élaborés des conditions
nécessaires et suffisantes pour I’existence de cette version réguliere sur des es-
paces moins restrictifs que ceux du Théoreme de Jirina. Mais la question reste
ouverte pour de espaces semi-métriques généraux. Ceci est un vrai défi pour
les probabilistes qui, une fois relevé, augmentera bien plus les potentialités
de l'application de notre méthode. Dans cette these, nous avons opté pour
une présentation sous la structure semi-métrique en supposant l’existence de
la version réguliere pour deux raisons. La premiere est liée aux nombreuses
applications offertes en considérant un espace semi-métrique au lieu de I'es-
pace métrique ce qui permet d’avoir une grand souplesse dans le choix d’in-
dices de proximités entre des objets fonctionnels. La deuxieme vient du fait
que les semi-métriques utilisées sur les variables initiales sont équivalentes
a des métriques agissant sur les variables transformées, situations dans la-
quelle I'existence de la version réguliere est vérifiée des que I’espace métrique
considéré est complet et séparable. A titre d’exemple, dans le cas de données
spectrométriques nous avons considéré une famille de semi-métriques du type

V(zy,20) € FXF  dy(ar,25) = \//(x§q>(t) —20t))2dt, qeIN

ol (9 est la dérivée d’ordre ¢. La semi-métrique optimale est donnée par
g = 2 (voir Ferraty et Vieu (2004)). Dans cet exemple, faire la prévision
par X; avec la semi-métrique do est équivalent & la prévision en utilisant
comme donnée Xi(Q) et comme métrique celle induite par L2, espace métrique
complet et séparable ou la version réguliere existe. Mais comme il n’est pas
possible de connaitre a priori la meilleure semi-métrique, notre présentation
(en considérant un espace semi-métrique avec les données originales) nous
offre une multitude de choix concernant les semi-métriques. Finalement nous
signalons que dans d’autres contextes statistiques, totalement différents de
celui de la statistique non paramétrique fonctionnelle comme la théorie des
problémes inverses (voir Lehtinen et al. (1989)), la version réguliére est im-
plicitement supposée exister dans des espaces non nécessairement métriques.

4.3 Perspectives

Le travail développé dans cette these offre de nombreuses perspectives a
court et long termes. Parmi les perspectives de court terme :
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1. La convergence en norme [”. En faisant une adaptation des outils
développés par Niang et Rhomari (2003) on pourrait étudier la conver-
gence en norme L? des nos estimateur dans le cas dépendant (Un article
traitant le cas i.i.d., a été déja soumis avec Dabo-Niang)

2. Le choix du parameétre de lissage. On va tenter de généraliser le
résultat de E.Youndjé (1993) sur le choix du parametre de lissage pour
I'estimation de la densité conditionnelle (Rachdi et Vieu (2004) ont déja
abordé ce probleme dans le cas de la régression fonctionnelle). L’obten-
tion des résultats de convergence en moyenne quadratique mentionnés
plus haut devrait étre tres utile en ce sens.

3. La normalité asymptotique. La normalité asymptotique de nos
estimateurs peut nous permettre de faire des tests et de construire des
intervalles de confiance. E. Masry (2005) a obtenu des résultats sur ce
probleme en régression et il devrait étre possible d’utiliser les mémes
idées en densité conditionnelle.

4. Estimation robuste et données fonctionnelles. Le modeéle de la 1)
régression introduit par Laib et Ould- Said (2000) est une autre facon
d’estimer les quantiles conditionnels par la méthode du noyau. Nos
outils devraient parvenir a s’adapter a cet estimateur.

5. Choix de la semi-métrique. Le choix de la semi-métrique est une
question tres importante. Ce choix a une influence dans tous les
problémes évoqués (voir paragraphe (4.1), (4.2.2) et (4.2.3)). En uti-
lisant des familles de semi-métriques ”adaptives” ( par exemple, celle
qu’on pourrait déduire du modele a indice fonctionnel), on peut espérer
améliorer les performances de nos estimateurs en terme de prédiction.

D’autres themes peuvent étre abordés a long terme tels le conditionne-
ment par p variables fonctionnelles ou une combinaison linéaire de ces p
variables fonctionnelles, la fonction de hasard conditionnelle, .. ..
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